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Ââåäåíèå

Ýòîò òîì çàâåðøàåò îïèñàíèå ñèñòåìû àâòîìàòè÷åñêîãî ñîçäàíèÿ ïðèåìîâ êîìïüþ-
òåðíîãî ðåøàòåëÿ çàäà÷, íà÷àòîå â äâóõ ïðåäûäóùèõ òîìàõ ìîíîãðàôèè.

Íàïîìíèì ñîäåðæàíèå ïðåäøåñòâóþùèõ òîìîâ. Â ïåðâîì òîìå ìîíîãðàôèè áûëà
îïèñàíà îðãàíèçàöèÿ êîìïüþòåðíîãî ðåøàòåëÿ çàäà÷ è ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû ÿçû-
êè, íà êîòîðûõ ïðåäïðèíèìàëîñü îáó÷åíèå ðåøàòåëÿ. ßçûê âåðõíåãî óðîâíÿ, ÃÅÍÎ-
ËÎÃ, ïðåäñòàâëÿë ñîáîé êîëëåêöèþ ýëåìåíòîâ àëãîðèòìèçèðóþùåé ðàçìåòêè òåîðå-
ìû, ïîçâîëÿâøèõ êîìïèëÿòîðó ñîçäàâàòü ïðèåì ðåøàòåëÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî ýòîé
òåîðåìå. Îáó÷åíèå ðåøàòåëÿ íà ÃÅÍÎËÎÃå ïðåäïðèíèìàëîñü â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ
îáëàñòÿõ: ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà, ýëåìåíòàðíàÿ ãåîìåòðèÿ, ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç,
àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, ëèíåéíàÿ àëãåáðà, äèôôåðåíöèàëüíûå è èíòåãðàëüíûå
óðàâíåíèÿ, êîìïëåêñíûé àíàëèç, òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, ýëåìåíòàðíûå ôèçèêà è õè-
ìèÿ, øàõìàòû, òåêñòîâûé àíàëèç, àíàëèç ðèñóíêîâ è ðÿä äðóãèõ. Áûëî ïðîðàáîòàíî
áîëåå 50000 çàäà÷ è ñîçäàíî ñâûøå 13000 ïðèåìîâ. Îïèñàíèþ ýòèõ ðàçäåëîâ ïîñâÿ-
ùåíû 2 - 6 òîìà ìîíîãðàôèè.

Êëàññèôèêàöèÿ ïðèåìîâ ðåøàòåëÿ ïîçâîëèëà ïðèñòóïèòü ê àâòîìàòèçàöèè èõ ñèíòå-
çà. Áûë ñîçäàí ÿçûê åùå áîëåå âûñîêîãî óðîâíÿ, ÷åì ÃÅÍÎËÎÃ, íà êîòîðîì ïðèåì
çàäàâàëñÿ ëèøü óêàçàíèåì ñâîåãî òèïà, òåîðåìû è íåáîëüøîãî ÷èñëà äàííûõ, óòî÷íÿ-
þùèõ öåëü ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû. ßçûê ïîëó÷èë íàçâàíèå ëîãè÷åñêîãî àññåìáëåðà è
áûë îïèñàí â 7 òîìå ìîíîãðàôèè. Â ýòîì æå òîìå ðàññìàòðèâàëñÿ êîìïèëÿòîð, ïðåîá-
ðàçóþùèé çàäàíèå ïðèåìà íà ëîãè÷åñêîì àññåìáëåðå â åãî çàäàíèå íà ÃÅÍÎËÎÃå, à
òàêæå ïðîöåäóðà ñîçäàíèÿ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ, ïðîâåðÿþùèõ íåèçáûòî÷íîñòü íîâîãî
ïðèåìà, è ïðîöåäóðà îïòèìèçàöèè ïðèåìà ïóòåì ïðîãîíêè ïî çàäà÷íèêó ðåøàòåëÿ.

×òîáû îáåñïå÷èòü ïîÿâëåíèå íîâûõ òåîðåì ïðèåìîâ, áûëà ñîçäàíà áàçà òåîðåì ðå-
øàòåëÿ è ïðåäïðèíÿòà ïðèâÿçêà åãî ïðèåìîâ ê ýëåìåíòàì äàííîé áàçû. Îðãàíèçàöèÿ
áàçû òåîðåì îïèñàíà â 8 òîìå ìîíîãðàôèè. Òàì æå ïðèâåäåíû ïðîöåäóðà ñîïðîâî-
æäåíèÿ òåîðåì õàðàêòåðèñòèêàìè, óêàçûâàþùèìè íà âîçìîæíûå öåëè ïðèìåíåíèÿ
òåîðåìû, à òàêæå ïðîöåäóðà, ñîçäàþùàÿ îïèñàíèÿ ïðèåìîâ íà ëîãè÷åñêîì àññåì-
áëåðå, ñîçäàâàåìûõ ïî ýòèì õàðàêòåðèñòèêàì. Âñå ïðîöåäóðû â 7 è 8 òîìàõ èìåþò
èñêëþ÷èòåëüíî ýìïèðè÷åñêèé õàðàêòåð è èçâëåêàëèñü èç ïðèìåðîâ, ïðåäîñòàâëåí-
íûõ ðåøàòåëåì çàäà÷. Ôàêòè÷åñêè, ýòî êîíöåíòðàò ïðèìåðîâ.

Âñÿ öåïî÷êà ñîçäàíèÿ ïðèåìà ïî òåîðåìå áûëà ðàññìîòðåíà â 7 è 8 òîìàõ, íà÷èíàÿ
ñ òåîðåìû ïðèåìà ÃÅÍÎËÎÃà. Îäíàêî, â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ðåøàòåëÿ îêàçàëîñü,
÷òî òåîðåìû ïðèåìîâ ðåäêî ñîâïàäàþò ñ òåîðåìàìè èç ó÷åáíèêîâ. Îáû÷íî îíè ëèáî
ïîëó÷àþòñÿ èç ïîñëåäíèõ ââîäîì ìíîæåñòâà îáîáùàþùèõ ïàðàìåòðîâ, ëèáî ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ðàçíîîáðàçíûå âàðèàöèè è íåñëîæíûå êîìáèíàöèè èñõîäíûõ "ôóí-
äàìåíòàëüíûõ" òåîðåì. Äëÿ ïåðåõîäà îò ôóíäàìåíòàëüíûõ òåîðåì ê òåîðåìàì ïðè-
åìîâ îêàçàëñÿ íåîáõîäèì îïðåäåëåííûé ëîãè÷åñêèé âûâîä, è áàçà òåîðåì ïðèåìîâ
â ñî÷åòàíèè ñ ôóíäàìåíòàëüíûìè òåîðåìàìè ïðåäîñòàâèëà â íàøå ðàñïîðÿæåíèå
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çàäà÷íèê íà òàêîé "ïðîãðàììèðóþùèé" ëîãè÷åñêèé âûâîä. Ýòîò âûâîä ÿâëÿåòñÿ ïî-
ñëåäíèì çâåíîì â öåïî÷êå øàãîâ, âåäóùèõ îò ïðèåìîâ ðåøàòåëÿ ê ïîðîäèâøèì èõ
òåîðåìàì èç ó÷åáíèêîâ. Îí çàâåðøàåò ñõåìó àëãîðèòìèçàöèè òåîðåì, èçó÷åíèþ êî-
òîðîé è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ìîíîãðàôèÿ.

Â äàííîì òîìå ïðåäñòàâëåíî îïèñàíèå ñèñòåìû ïðèåìîâ ïðîãðàììèðóþùåãî ëîãè-
÷åñêîãî âûâîäà, ïîëó÷åííûõ ïðè îñâîåíèè óêàçàííîãî çàäà÷íèêà. Öåëüþ ðàçâèòèÿ
àïïàðàòà ïðîãðàììèðóþùåãî ëîãè÷åñêîãî âûâîäà ÿâëÿåòñÿ íå äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû, à îáúÿñíåíèå òîãî, êàê îíà ìîãëà áû áûòü îòêðûòà íà îñíîâå çíàíèÿ íåêîòîðûõ
äðóãèõ òåîðåì. Çíàíèÿ äîêàçàòåëüñòâ èç ó÷åáíèêîâ çäåñü îêàçàëîñü íåäîñòàòî÷íî -
íóæíà áûëà òàêàÿ èõ ïåðåðàáîòêà, ÷òîáû êàæäûé øàã â ëîãè÷åñêîì âûâîäå áûë
õîðîøî ìîòèâèðîâàí è òåîðåìà "îòêðûâàëàñü" áåç ñëåïîãî ïåðåáîðà, êàê ìîæíî áî-
ëåå åñòåñòâåííûì ïóòåì. Ðàññìîòðåíèå î÷åðåäíîãî ïðèìåðà òåîðåìû ïðèåìà, êîòî-
ðóþ íóæíî áûëî "îòêðûòü", íà÷èíàëàñü ñ ïëàíèðîâàíèÿ öåïî÷êè âîçìîæíî áîëåå
öåëåíàïðàâëåííûõ ïåðåõîäîâ, íà÷èíàþùåéñÿ ñ íåêîòîðîé èñõîäíîé òåîðåìû, è äëÿ
êàæäîãî èç ýòèõ ïåðåõîäîâ ñîçäàâàëñÿ ñâîé ïðèåì âûâîäà.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïîäîáíàÿ ïîïûòêà äåòàëüíîé ïåðåðàáîòêè äîêàçàòåëüñòâ â
ìàòåìàòèêå è ñìåæíûõ íàóêàõ, îðèåíòèðîâàííàÿ íà âîññòàíîâëåíèå ëîãèêè îòêðû-
òèé, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî íîâîé, à îáúåì ðàáîòû íàñòîëüêî âåëèê, ÷òî ïîêà ìîæíî
ãîâîðèòü ëèøü î íà÷àëå òàêîé ðàáîòû. Âàæíî òî, ÷òî ñîçäàííûé àïïàðàò êîìïüþòåð-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ïîçâîëÿåò ýòó ðàáîòó íà÷àòü âûïîëíÿòü
ñèñòåìàòè÷åñêè.

Â ïðîöåññå ðàáîòû áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî îáúÿñíåíèå "îòêðûòèÿ" òåîðåì ïðèåìîâ èç
ôóíäàìåíòàëüíûõ òåîðåì ïðèíöèïèàëüíî ìàëî ÷åì îòëè÷àåòñÿ îò îáúÿñíåíèÿ "îò-
êðûòèÿ" ôóíäàìåíòàëüíûõ òåîðåì - èç àêñèîì, îïðåäåëåíèé è äðóãèõ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ òåîðåì. Ýòî ïîçâîëèëî ïîïîëíèòü êîëëåêöèþ ïðèåìàìè, îáúÿñíÿþùèìè ñïîñîáû
"îòêðûòèÿ" ìíîãèõ èçâåñòíûõ òåîðåì èç ñàìûõ ðàçíûõ ðàçäåëîâ ýëåìåíòàðíîé ìàòå-
ìàòèêè, ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è äð. Íàéäåííûå çäåñü
ïðèåìû, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ îáùåëîãè÷åñêèìè è íå ñâÿçàííûìè íè ñ êàêèìè êîí-
êðåòíûìè ïîíÿòèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçäåëîâ, õîòÿ è èñïîëüçóþò âîçìîæíîñòè
ðåøàòåëÿ çàäà÷. Ýòà ÷àñòü ïðèåìîâ îòíîñèòñÿ óæå íå ê ïðîãðàììèðóþùåìó, à ê
èññëåäîâàòåëüñêîìó ëîãè÷åñêîìó âûâîäó.

Îáùåå êîëè÷åñòâî ïðèåìîâ âûâîäà òåîðåì â ëîãè÷åñêîé ñèñòåìå íà ñåãîäíÿ ñîñòàâ-
ëÿåò ñâûøå 1700. Â ïðîöåññå íàïèñàíèÿ êíèãè ðàáîòà ïî ðàçâèòèþ àïïàðàòà âûâîäà
ïðîäîëæàëàñü, òàê ÷òî íèæå ïðåäñòàâëåíà ëèøü ÷àñòü ïðèåìîâ. Ñîçäàííûé àïïàðàò
ëîãè÷åñêîãî âûâîäà óæå ñåé÷àñ äåìîíñòðèðóåò íåïëîõèå ðåçóëüòàòû, "îòêðûâàÿ" ïî
ìíîãèì èç ïðåäëàãàåìûõ åìó òåîðåì äåñÿòêè âïîëíå ïðèãîäíûõ äëÿ äàëüíåéøåãî
èñïîëüçîâàíèÿ ðåøàòåëåì ñëåäñòâèé.

Â 7 òîìå ïðèâîäèëèñü ïðèìåðû ïðèåìîâ, àâòîìàòè÷åñêè ñãåíåðèðîâàííûõ ñèñòåìîé
ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóðû âûâîäà òåîðåì è âêëþ÷åííûõ â áàçó ðåøàòåëÿ. Ïðè
ïåðâîé æå ïðîãîíêå ãåíåðàòîðà ïðèåìîâ ïî áàçå òåîðåì ÷èñëî òàêèõ ïðèåìîâ ïðå-
âûñèëî 2000, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò îá ýôôåêòèâíîñòè ðàçâèâàåìîãî àïïàðàòà. Õîòÿ
ïðèåìû, ñîçäàâàåìûå àâòîìàòè÷åñêè, íåñëîæíû, íî èìåííî òàêèå ïðèåìû è ÿâëÿþò-
ñÿ íàèáîëåå öåííûìè, òàê êàê ñðàáàòûâàþò ÷àùå. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå èíòåðåñíûõ
ðåçóëüòàòîâ îáó÷åíèå ãåíåðàòîðà ïðèåìîâ íóæíî ïðîäîëæàòü. Âïðî÷åì, óæå ñåé÷àñ
åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ïîìîùíèêà â ðó÷íîì ðàçâèòèè ðåøàòåëÿ, ïîñòåïåííî
ïåðåõîäÿ îò îáó÷åíèÿ ïî çàäà÷íèêàì ê îáó÷åíèþ ïî ó÷åáíèêàì.
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×àñòîòà ñðàáàòûâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðèåìîâ âûâîäà òåîðåì íåîäèíàêîâà. Íåêîòîðûå
èç íèõ ðàáîòàþò äîñòàòî÷íî ÷àñòî. Äðóãèå, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âûãëÿäÿò íåîáõîäè-
ìûìè è ñîâåðøåííî åñòåñòâåííûìè äëÿ ñâîèõ ïðèìåðîâ, îêàçûâàþòñÿ îäíîðàçîâû-
ìè. Êàê ïðàâèëî, ýòî ïðèåìû èññëåäîâàòåëüñêîãî âûâîäà. Âîçìîæíî, òàêèå ïðèåìû
ïðèíöèïèàëüíî îäíîðàçîâûå, è ñèñòåìà äîëæíà íàó÷èòüñÿ ñîçäàâàòü èõ àâòîìàòè÷å-
ñêè. Êàê ýòî ñäåëàòü - ïîäñêàæóò óæå íàéäåííûå ïðèåìû èññëåäîâàòåëüñêîãî âûâîäà.

×òîáû íàâåñòè ïîðÿäîê â îãðîìíîì ïåðå÷íå ïðèåìîâ âûâîäà òåîðåì, íóæíà êàêàÿ-òî
êëàññèôèêàöèÿ ýòèõ ïðèåìîâ. Â êîíöå äàííîãî òîìà ïðèâåäåíà ïîïûòêà òàêîé êëàñ-
ñèôèêàöèè. Îíà çàâåäîìî íåñîâåðøåííà, íî õîòü êàê-òî ïîçâîëÿåò îêèíóòü âçãëÿäîì
âñå ìíîãîîáðàçèå èìåþùèõñÿ ïðèåìîâ. Ñêîðåå âñåãî, êàêèå-òî ðàçäåëû ýòîé êëàññè-
ôèêàöèè ìîæíî áóäåò äîâåñòè äî íàñûùåíèÿ ïðèåìàìè âðó÷íóþ, à äðóãèå - ïîòðå-
áóþò àâòîìàòèçàöèè ñîçäàíèÿ íîâûõ ïðèåìîâ.

Èçó÷åíèå ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ëèøü íà-
÷àòî. Êîãäà ñïðàøèâàþò "ìîæåò ëè ýòà ñèñòåìà äîêàçàòü ãèïîòåçó Ðèìàíà î íóëÿõ
äçåòà-ôóíêöèè", âåðîÿòíî, ñîâåðøåííî íå ïðåäñòàâëÿþò ñåáå âñåé ñëîæíîñòè ïðîáëå-
ìû àâòîìàòèçàöèè òâîð÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Åùå Ñ.Ëåì çàìå÷àë, ÷òî "òî, ÷åì ìû
äóìàåì, ãîðàçäî ñëîæíåå, ÷åì òî, î ÷åì ìû äóìàåì". Íà÷èíàòü ïðèõîäèòñÿ ñ îòíî-
ñèòåëüíî ïðîñòûõ âåùåé, íî çàñòàâèòü êîìïüþòåð èõ äåëàòü - óæå ñîâñåì íåïðîñòî.
Îäíàêî, äðóãîãî ïóòè ñîçäàòü ñèñòåìó, ñïîñîáíóþ äîêàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü óêàçàí-
íóþ âûøå ãèïîòåçó, êðîìå êàê ïûòàòüñÿ îáúÿñíÿòü ñïîñîáû îòêðûòèÿ óæå èçâåñòíûõ
ôàêòîâ, ïîêà íå âèäèòñÿ. Ïðåäñòîèò î÷åíü áîëüøàÿ ðàáîòà, è äëÿ åå ïðîâåäåíèÿ ïîêà
ñîçäàíû ëèøü íåîáõîäèìûå òåõíè÷åñêèå ïðåäïîñûëêè. Íàïðèìåð, ËÎÑ, ÃÅÍÎËÎÃ,
Ëîãè÷åñêèé Àññåìáëåð è ïðîòîòèï ãåíåðàòîðà ïðèåìîâ.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò ïîíèìàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî êàê èñêóñ-
ñòâåííàÿ íåéðîñåòü. Íî íåéðîñåòü - âñåãî ëèøü âû÷èñëèòåëüíîå óñòðîéñòâî, ñîçäàí-
íîå ïðèðîäîé, ÷òîáû æèâûå ñóùåñòâà ìîãëè ïðèñïîñàáëèâàòüñÿ ê îêðóæàþùåé ñðåäå.
Èçâåñòíî, ÷òî íåîñîçíàííîãî ïðèñïîñîáëåíèÿ ê çàêîíàì ïðèðîäû îêàçàëîñü íåäîñòà-
òî÷íî - ïîÿâèëñÿ ÷åëîâå÷åñêèé ðàçóì, êîòîðûé íà÷àë ñîçäàâàòü íàóêè, ÿâíî ôîðìó-
ëèðóþùèå ýòè çàêîíû. Ëèøü òîãäà ñôîðìèðîâàëñÿ èíòåëëåêò "ñ áîëüøîé áóêâû"
- ñïîñîáíîñòü ðåøàòü çàäà÷è, ðàçâèâàòü òåîðèè è òåõíîëîãèè. Ýòà ñïîñîáíîñòü âîç-
íèêëà áëàãîäàðÿ ïðèñïîñîáëåíèþ íåéðîñåòè ê ìèðó ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Íî ñàì
ïî ñåáå ýòîò ìèð íèêàê íå ñâÿçàí ñ íåéðîñåòÿìè. Ó íåãî ñâîè çàêîíû. Çäåñü ïî-
âòîðÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, èìåâøàÿ ìåñòî ñ ëþáîé äðóãîé íàóêîé. ×òîáû ïî-íàñòîÿùåìó
îâëàäåòü ýòèì ìèðîì, íóæíî íå ñëåïîå ïðèñïîñîáëåíèå ê íåìó, à ñîçäàíèå íàóêè î
ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññàõ. Ìîùíûå ëîãè÷åñêèå ñèñòåìû, êîòîðûå â ðåçóëüòàòå ïîÿâÿòñÿ,
ïî-âèäèìîìó, è ñòàíóò íàñòîÿùèì èñêóññòâåííûì èíòåëëåêòîì áóäóùåãî. Ïîäîáíî
òîìó, êàê àðèôìåòè÷åñêèé ïðîöåññîð ñïðàâëÿåòñÿ ñ îáû÷íûìè âû÷èñëåíèÿìè ëó÷øå
ëþáîé íåéðîñåòè, òàê è äëÿ ëîãè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé íóæåí ñâîé, ñïåöèàëüíûé ëîãè-
÷åñêèé ïðîöåññîð. Íåéðîñåòè çäåñü íè ïðè ÷åì. Ïðèðîäó íå âñåãäà íóæíî êîïèðîâàòü.
Àâòîìîáèëü áûñòðåå ëîøàäè.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäíþþ âåðñèþ ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû ìîæíî ïîëó÷èòü ïî àäðåñó
�www.intsys.msu.ru/invest/solver/logsyst.zip�.

Àâòîð ãëóáîêî áëàãîäàðåí Â.Á.Êóäðÿâöåâó, ïîääåðæêà êîòîðîãî ñäåëàëà âîçìîæíûì
ïðîâåäåíèå äàííîãî èññëåäîâàíèÿ.
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Ãëàâà 1

Îáùàÿ ñõåìà ëîãè÷åñêîãî âûâîäà â

áàçå òåîðåì

Èñòî÷íèê ïðèåìà ÷àñòî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåîðåìó, ïîëó÷åííóþ èç "îáû÷íîé" òåî-
ðåìû öåïî÷êîé ìîäèôèêàöèé è îáîáùåíèé, íàïðàâëåííûõ íà ðàñøèðåíèå îáëàñòè
ïðèìåíèìîñòè ïðèåìà. Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð. Ñðåäè áàçèñíûõ òåîðåì òðèãî-
íîìåòðèè èìååòñÿ òîæäåñòâî, ñâÿçûâàþùåå ìåæäó ñîáîé çíà÷åíèÿ ñèíóñà è êîñèíóñà:

∀a((sin a)2 + (cos a)2 = 1)

Ýòî òîæäåñòâî ïîäñêàçûâàåò ïðèåì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, ïðèìåíÿåìûé ñëåâà íà-
ïðàâî. ×òîáû òàêîé ïðèåì ñðàáàòûâàë â ñèòóàöèÿõ, êîãäà ïåðåä êâàäðàòàìè íàõî-
äÿòñÿ îäèíàêîâûå êîýôôèöèåíòû, òîæäåñòâî ñëåäóåò íåñêîëüêî îáîáùèòü:

∀ab(b(sin a)2 + b(cos a)2 = b)

Ñëåäóþùèé øàã îáîáùåíèÿ - ó÷åò ñëó÷àåâ, êîãäà êîýôôèöèåíò b èìååò ñîìíîæèòå-
ëÿìè íåêîòîðûå ñòåïåíè ñèíóñà è êîñèíóñà a:

∀abcdef (c− d = 2 & e− b = 2→ f(cos a)c(sin a)b + f(cos a)d(sin a)e = f(sin a)b(cos a)d)

Çàìåòèì, ÷òî ïðèåì îáåñïå÷èâàåò óñìîòðåíèå âûðîæäåííûõ íóëåâûõ çíà÷åíèé ïî-
êàçàòåëåé ñòåïåíè b, e. Íàêîíåö, åñëè êîýôôèöèåíòû ïðè ñëàãàåìûõ ðàçëè÷íû, íî
"ïîäîáíû", ò.å. èìåþò âèä pK è qK, ãäå p, q - äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû îäèíàêîâî-
ãî çíàêà, òî ìîæíî òàê îáîáùèòü òîæäåñòâî, ÷òîáû îíî ïðèìåíÿëîñü ê ñëàãàåìîìó
ñ ìåíüøèì ïî ìîäóëþ ÷èñëåííûì êîýôôèöèåíòîì p è ÷àñòè äðóãîãî ñëàãàåìîãî,
èìåþùåé òàêîé æå ÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíóþ
âåðñèþ òåîðåìû, ÿâëÿþùóþñÿ èñòî÷íèêîì ïðèåìà ðåøàòåëÿ:

∀abcdefghijk(a − b = 2 & c − d = 2 & (0 < e & 0 < f & g = min(e, f) ∨ e < 0 & f <
0 & g = max(e, f)) & h = e − g & i = f − g → ej(cos k)c(sin k)b + fj(cos k)d(sin k)a =
hj(cos k)c(sin k)b + ij(cos k)d(sin k)a + gj(cos k)d(sin k)b)

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò òèïè÷íóþ ñèòóàöèþ: õîòÿ èñòî÷íèê ïðèåìà è ÿâëÿåòñÿ ëîãè-
÷åñêè êîððåêòíûì èñòèííûì óòâåðæäåíèåì, îí ìîæåò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò áàçèñíîé
òåîðåìû ïðåäìåòíîé îáëàñòè çà ñ÷åò ââîäà áîëüøîãî ÷èñëà îáîáùàþùèõ "òåõíè÷å-
ñêèõ" ïàðàìåòðîâ. Èíîãäà òàêèõ ïàðàìåòðîâ íåò, à èñòî÷íèê ïðèåìà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïðîñòî ðåçóëüòàò âàðüèðîâàíèÿ áàçèñíîé òåîðåìû ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ äðó-
ãèõ ðàíåå îñâîåííûõ òåîðåì.

Ïåðåõîä îò áàçèñíûõ òåîðåì ê òåîðåìàì, ÿâëÿþùèìñÿ èñòî÷íèêàìè ïðèåìîâ, ïðîèë-
ëþñòðèðîâàííûé íà ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå, áóäåì íàçûâàòü ïðîãðàììèðóþùèì
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ëîãè÷åñêèì âûâîäîì. Ýòîò âûâîä ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì çâåíîì â öåïî÷êå àëãîðèòìèçà-
öèè çíàíèé. Áàçèñíûå òåîðåìû áåðóòñÿ èç ó÷åáíûõ ïîñîáèé è ïðåæäå âñåãî äîëæíû
áûòü àäàïòèðîâàíû ê ïîñëåäóþùåìó ñîçäàíèþ ïðèåìîâ. Òàê êàê ðåøàòåëü çàäà÷,
îïèñàíèþ êîòîðîãî áûëè ïîñâÿùåíû òîìà äàííîé ìîíîãðàôèè íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî
ïî øåñòîé, äàåò îãðîìíîå êîëè÷åñòâî òåîðåì ïðèåìîâ, îí ôàêòè÷åñêè îêàçûâàåòñÿ
çàäà÷íèêîì íà ïðîãðàììèðóþùèé ëîãè÷åñêèé âûâîä. Äëÿ êàæäîé òåîðåìû ïðèåìîâ
äîëæíà áûòü ïðîñëåæåíà öåïî÷êà ïåðåõîäîâ, âûâîäÿùàÿ åå èç íåêîòîðûõ áàçèñíûõ
òåîðåì, è ïðåäëîæåíû ïðèåìû ïðîãðàììèðóþùåãî âûâîäà, îáåñïå÷èâàþùèå ðåàëè-
çàöèþ äàííîé öåïî÷êè. Ýòî íàïîìèíàåò ñèòóàöèþ, íàáëþäàâøóþñÿ ïðè îáó÷åíèè
ðåøàòåëÿ ïî ñòàíäàðòíûì çàäà÷íèêàì.

Ïîìèìî ïðîãðàììèðóþùåãî ëîãè÷åñêîãî âûâîäà, áàçà òåîðåì òðåáóåò òàêæå ëîãè÷å-
ñêîãî âûâîäà, ïðèâîäÿùåãî ê îáíàðóæåíèþ íîâûõ áàçèñíûõ òåîðåì. Ýòîò ëîãè÷åñêèé
âûâîä ìîæíî íàçâàòü èññëåäîâàòåëüñêèì. Åãî àëãîðèòìèçàöèÿ îçíà÷àåò ïîèñê îáú-
ÿñíåíèé òîãî, êàê ìîæíî áûëî áû îòêðûòü óæå èçâåñòíûå îñíîâîïîëàãàþùèå ôàêòû
ïðåäìåòíîé îáëàñòè, è ñîçäàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèåìîâ. Ïåðâîíà÷àëüíî ïðåäïî-
ëàãàëîñü, ÷òî îáó÷åíèå ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû êàæäîìó èç ýòèõ äâóõ òèïîâ ëîãè÷åñêîãî
âûâîäà áóäåò ïðîèñõîäèòü ïî îòäåëüíîñòè. Îäíàêî, â ïðîöåññå ðàáîòû îáíàðóæèëîñü,
÷òî ãðàíèöà ìåæäó íèìè âåñüìà óñëîâíàÿ, è óäîáíåå îáúåäèíèòü îáå ãðóïïû ïðèå-
ìîâ ëîãè÷åñêîãî âûâîäà â îäíó. Ïðèåìû èññëåäîâàòåëüñêîãî âûâîäà, ïðèâîäÿùèå ê
îòêðûòèþ ôîðìóëû êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ëèáî ôîðìóëû Êàðäàíî, ëèáî ê
îòêðûòèþ òåîðåìû Ïèôàãîðà, íå ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ ïî ñâîåé òðóäîåìêîñòè è ñâî-
èì ïðèíöèïàì îò òèïè÷íûõ ïðèåìîâ ïðîãðàììèðóþùåãî âûâîäà. Îáúåäèíåíèå èõ â
ðàìêàõ îáùåé ïðîöåäóðû óïðîùàåò åå òåñòèðîâàíèå ïî ìåðå îáó÷åíèÿ.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü â ïðåäûäóùåì òîìå, áàçà òåîðåì ðàçáèòà íà òàê íàçûâàåìûå
ÿ÷åéêè ëîãè÷åñêîãî âûâîäà. Êàæäàÿ ÿ÷åéêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíöåâîé ðàçäåë
îãëàâëåíèÿ áàçû òåîðåì, â ïåðâîì ïóíêòå êîòîðîãî ñîáðàíû òåîðåìû, èç êîòîðûõ
äîëæíû áûòü âûâåäåíû òåîðåìû îñòàëüíûõ ïóíêòîâ äàííîãî ðàçäåëà. Ïðè âûâîäå
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ëþáûå äðóãèå òåîðåìû áàçû òåîðåì. Â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ
ñèñòåìû ëîãè÷åñêîãî âûâîäà è òåñòèðîâàíèÿ åå ïðè íåîáõîäèìîñòè âðó÷íóþ ñîçäà-
þòñÿ áëîêèðîâêè, íå ðàçðåøàþùèå ïðè âûâîäå òåîðåìû èñïîëüçîâàòü åå ñàìó. Åñëè
ñèñòåìà âûâîäèò íîâûå òåîðåìû, òî òàêèå áëîêèðîâêè íå íóæíû.

Áàçà òåîðåì ïåðâîíà÷àëüíî íå áûëà ðàçáèòà íà ÿ÷åéêè ëîãè÷åñêîãî âûâîäà. Ýòè ÿ÷åé-
êè ñòàëè ñîçäàâàòüñÿ ïîñòåïåííî, â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ ïðèåìîâ ïðîãðàììèðóþùåãî
âûâîäà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÷àñòü òåîðåì ïîãðóæåíà â ýòè ÿ÷åéêè, à ÷àñòü îñòàåòñÿ
âíå íèõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â êîíå÷íîì ñ÷åòå âñå òåîðåìû îêàæóòñÿ òîëüêî âíóòðè
ÿ÷ååê ëîãè÷åñêîãî âûâîäà.

Ïðîöåäóðà ëîãè÷åñêîãî âûâîäà ïîëó÷àåò â êà÷åñòâå ñâîåãî âõîäíîãî äàííîãî ññûëêó
íà ÿ÷åéêó ëîãè÷åñêîãî âûâîäà. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áàçó ïðèåìîâ, ðåàëèçîâàííûõ
íà ËÎÑå. Ïðèåì ìîæåò èñêàòü â áàçå òåîðåì äîïîëíèòåëüíûå òåîðåìû, íåîáõîäèìûå
äëÿ âûâîäà, äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Âî-ïåðâûõ, èìååòñÿ îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ñïðàâî÷íèêîâ ïîèñêà òåîðåì. Ñïðàâî÷íèêó
ñîîáùàåòñÿ íåêîòîðûé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, è îí âûäàåò íàáîð ññûëîê íà òåîðåìû çà-
äàííîãî òèïà, ñâÿçàííûå ñ ýòèì ñèìâîëîì. Âñå ïðèåìû ñïðàâî÷íèêîâ ïîèñêà òåîðåì
ðåàëèçîâàíû íà ÃÅÍÎËÎÃå. Îíè ñîçäàþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè ïî õàðàêòåðèñòèêàì òåî-
ðåìû. Íîâûå ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì ñîçäàþòñÿ ïðè îáó÷åíèè ñèñòåìû ïî ìåðå
íàäîáíîñòè. Îáû÷íî ñíà÷àëà ââîäÿòñÿ îäèí-äâà ïðèåìà íîâîãî ñïðàâî÷íèêà, íåîáõî-
äèìûå äëÿ ïðîðàáîòêè òåêóùåãî ïðèìåðà âûâîäà òåîðåìû. ×ðåçìåðíîå ïîïîëíåíèå
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çàïàñà ýòèõ ïðèåìîâ ìîæåò ñèëüíî àêòèâèçèðîâàòü äåéñòâèÿ ïðîöåäóðû âûâîäà è
ñîçäàòü ëàâèíó äîïîëíèòåëüíûõ ñëåäñòâèé. Ïîýòîìó ïîäêëþ÷åíèå íîâûõ ïðèåìîâ
ïîèñêà òåîðåì öåëåñîîáðàçíî ñîïðîâîæäàòü ýâðèñòè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè àêòèâ-
íîñòè ïðèåìîâ âûâîäà òåîðåì. Ìíîãîîáðàçèå ñïðàâî÷íèêîâ ïîèñêà òåîðåì îáðàçóåò
ñèñòåìó áûñòðîãî ïîèñêà â áàçå òåîðåì.

Âî-âòîðûõ, äëÿ ïîèñêà íóæíûõ òåîðåì ìîæíî èñïîëüçîâàòü îãëàâëåíèå áàçû òåîðåì
è ïðîñìàòðèâàòü âñå òåîðåìû âûáðàííûõ ðàçäåëîâ ïîäðÿä, îòáèðàÿ èç íèõ íóæíûå. Â
ïåðâóþ î÷åðåäü, ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè òåîðåì. Ýòî - ñèñòåìà ìåä-
ëåííîãî ïîèñêà. Îäíàêî, îíà óäîáíà òåì, ÷òî íå òðåáóåò çàáëàãîâðåìåííîãî ñîçäàíèÿ
ñïåöèàëüíûõ ïðèåìîâ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, äàííûé ïîèñê íå î÷åíü ñèëüíî çàìåäëÿåò
ðàáîòó ïðîöåäóðû âûâîäà òåîðåì, íî ëèøü èç-çà òîãî, ÷òî ê íåìó ïðèáåãàåò ìàëàÿ
äîëÿ ïðèåìîâ.

Ïðîöåäóðà ëîãè÷åñêîãî âûâîäà ðàáîòàåò ñî ñïèñêîì òåîðåì, â êîòîðûé èçíà÷àëüíî
çàíîñÿòñÿ ñòàðòîâûå òåîðåìû ÿ÷åéêè ëîãè÷åñêîãî âûâîäà. Ýòà ïðîöåäóðà ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé áàçó ïðèåìîâ. Êàæäûé ïðèåì èìååò ñâîé óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ, à òåîðå-
ìû ñïèñêà ñîïðîâîæäåíû âåñàìè. Ðàáîòàåò ïðîñòåéøàÿ ñõåìà ñêàíèðîâàíèÿ òåîðåì
ñïèñêà: âûáèðàåòñÿ òåîðåìà, âåñ êîòîðîé ðàâåí òåêóùåìó óðîâíþ ñêàíèðîâàíèÿ, è
ê íåé ïðèìåíÿþòñÿ âñå ïðèåìû ñ äàííûì óðîâíåì ñðàáàòûâàíèÿ. Ïîñëå ýòîãî âåñ
òåîðåìû óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó. Íîâûå òåîðåìû çàíîñÿòñÿ â êîíåö ñïèñêà è ïî-
ëó÷àþò âåñ 0. Òàêèì îáðàçîì, ñêàíèðîâàíèå ñïèñêà òåîðåì ïðîèñõîäèò "èç êîíöà
â íà÷àëî". Ïðèåìû ñîïðîâîæäåíû ýâðèñòè÷åñêèìè ôèëüòðàìè, îãðàíè÷èâàþùèìè
îïðåäåëåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èõ ïðèìåíåíèé. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âûâîä
ñëåäñòâèé îáðûâàåòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Ïðè ïîÿâëåíèè ñëèøêîì äëèííûõ
öèêëîâ âûâîäà ââîäÿòñÿ íîâûå ýâðèñòè÷åñêèå ôèëüòðû. Åñëè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ
ñëåäñòâèÿ êàêîé-ëèáî òåîðåìû, ïîëó÷åííîé â öèêëå âûâîäà, òî äëÿ åå êîïèè ñîçäà-
åòñÿ íåçàâèñèìàÿ ÿ÷åéêà âûâîäà.

Êàæäûé ïðèåì âûâîäà òåîðåì ñâÿçàí ñ êàêîé-òî êîíêðåòíîé õàðàêòåðèñòèêîé òåî-
ðåìû, òàê ÷òî âûâîä ñëåäñòâèé òåîðåìû ïðîèñõîäèò ïðè ñêàíèðîâàíèè ñïèñêà åå
õàðàêòåðèñòèê.

Òåîðåìû, ïîëó÷åííûå ïðîöåäóðîé âûâîäà, ñîõðàíÿþòñÿ â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè è ïî-
íà÷àëó íå ðåãèñòðèðóþòñÿ â ôàéëàõ. Ýòî óïðîùàåò îòëàäêó ïðîöåäóðû. Îòáîð è
ñîõðàíåíèå òåîðåì âûïîëíÿþòñÿ äðóãèìè ïðîöåäóðàìè.

1.1 Èíòåðôåéñ ëîãè÷åñêîãî âûâîäà â áàçå òåîðåì
Îãëàâëåíèå ïðèåìîâ âûâîäà òåîðåì

Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì ðåàëèçîâàíû íà ËÎÑå, è îãëàâëåíèå ýòèõ ïðèåìîâ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé âåòâü îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì. ×òîáû ïîïàñòü â êîðåíü äàííîé âåòâè, íóæíî
ïðîéòè èç êîðíÿ îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì ïî ïóòè "Áàçà òåîðåì" - "Ïðîãðàììèðóþùèé
âûâîä"/ - "Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì".

Äëÿ ïîñëåäíåãî ïåðåõîäà â äåéñòâèòåëüíîñòè èìåþòñÿ òðè âîçìîæíîñòè: "Ïðèåìû
âûâîäà òåîðåì (ñïðàâî÷íèê ÏÐÎÃÐÂÛÂÎÄ)", "Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì (ñïðàâî÷íèê
ÒÅÎÐÅÌÛ)" è "Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì (ïðîöåäóðà ÁËÎÊÂÛÂÎÄÀ). Â ïåðâîì
èç ýòèõ òðåõ ïóíêòîâ ñîáðàíà îñíîâíàÿ ÷àñòü ïðèåìîâ âûâîäà. Îíè àêòèâèðóþòñÿ
ïðè ðàññìîòðåíèè õàðàêòåðèñòèêè òåîðåìû ëèáî êâàçèïðîòîêîëà. Âî âòîðîì ïóíêòå
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ïðåäñòàâëåíû ïðèåìû, àêòèâèðóåìûå çàãîëîâêàìè ïðîòîêîëîâ áàçû òåîðåì. Íàêî-
íåö, â ïîñëåäíåì ïóíêòå - ñîâñåì íåìíîãî ïðèåìîâ, àêòèâèðóåìûõ ïðè ðàññìîòðåíèè
ëþáîé òåîðåìû áåçîòíîñèòåëüíî ê åå õàðàêòåðèñòèêàì.

Ïðè ïåðåõîäå â ïóíêò "Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì (ñïðàâî÷íèê ÏÐÎÃÐÂÛÂÎÄ)" ïî-
ÿâëÿåòñÿ ìåíþ, çàãîëîâêè ïóíêòîâ êîòîðîãî ñóòü íàçâàíèÿ õàðàêòåðèñòèê òåîðåì.
Â âåòâè êàæäîãî òàêîãî ïóíêòà ñãðóïïèðîâàíû ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, àêòèâèðóå-
ìûå ðàññìîòðåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé õàðàêòåðèñòèêè. Êîíöåâûå ïóíêòû ýòîé âåòâè
ïîçâîëÿþò îáû÷íûì îáðàçîì (êëàâèøà "êóðñîð âïðàâî") ïåðåéòè ê ïðîñìîòðó ïðî-
ãðàììû ïðèåìà âûâîäà. Îáû÷íî êîíòðîëüíàÿ òî÷êà "ïðèåì(N)", ïîÿâëÿþùàÿñÿ ïðè
ýòîì, ðàñïîëîæåíà â êîíöå ïðîãðàììû ïðèåìà - âáëèçè òî÷êè ðåãèñòðàöèè âûâå-
äåííîé èì òåîðåìû â ñïèñêå ðåçóëüòàòîâ âûâîäà. ×òîáû íàéòè íà÷àëî ïðîãðàììû,
íóæíî íàéòè ïðåäøåñòâóþùóþ òî÷êå "ïðèåì(N)" òî÷êó "êòë(N)". Èíîãäà íåñêîëü-
êî îïåðàòîðîâ "êòë", îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçíûì ïðèåìàì, ñêëååíû â îäíó äèçúþíêöèþ.
Äëÿ íóæä îòëàäêè â ïðîãðàììû ïðèåìîâ âûâîäà òåîðåì âñòàâëÿþòñÿ òàêæå êîí-
òðîëüíûå òî÷êè "êòä(õi)". Îíè ðàñïîëàãàþòñÿ ñðàçó ïîñëå òîãî, êàê ïåðåìåííîé õi
ïðèñâàèâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, ó÷àñòâóþùàÿ â âûâîäå.

Êîíòðîëüíûå òî÷êè "êòë" è "êòä" íóæíû äëÿ îòñå÷åíèÿ íåíóæíûõ ïîïûòîê ïðîöå-
äóðû âûâîäà, åñëè òðåáóåòñÿ âîñïðîèçâåñòè ëèøü âûâîä êàêîé-òî êîíêðåòíîé òåî-
ðåìû. Ïðîãðàììû ýòèõ îïåðàòîðîâ ïðîâåðÿþò íàëè÷èå "êëþ÷åé" - êîììåíòàðèåâ,
îãðàíè÷èâàþùèõ âûâîä, è áëîêèðóþò äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ, åñëè íîìåð êîíòðîëü-
íîé òî÷êè ëèáî åå òåîðåìà íå ñîâïàäàþò ñ óêàçàííûìè â êëþ÷å.

Êîíöåâàÿ òî÷êà îãëàâëåíèÿ ïðèåìîâ âûâîäà ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîìó ïðèåìó
âûâîäà. Ìîæíî ïîñìîòðåòü ñïèñîê âñåõ òåîðåì áàçû òåîðåì, äëÿ âûâîäà êîòîðûõ
(íà ïîñëåäíåì ëèáî îäíîì èç ïðîìåæóòî÷íûõ øàãîâ) äàííûé ïðèåì íåîáõîäèì. Äëÿ
ýòîãî íà êîíöåâîì ïóíêòå îãëàâëåíèÿ íàæèìàåòñÿ êëàâèøà "ë". Ñïèñîê òåîðåì ïî-
ÿâëÿåòñÿ ïîñëå íåêîòîðîé ïàóçû. Êëàâèøàìè "êóðñîð ââåðõ" - "êóðñîð âíèç" ìîæíî
ìåíÿòü âûäåëåííóþ òåîðåìó ñïèñêà. Åå íîìåð ïåðåêðàøèâàåòñÿ â ñèíèé öâåò.

Åñëè íóæíî ïîñìîòðåòü ñîõðàíåííîå â àðõèâå áàçû òåîðåì äåðåâî âûâîäà ýòîé òåîðå-
ìû, íàæèìàåòñÿ êëàâèøà "êóðñîð âïðàâî". Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ
îïèñàíû íèæå â ïîäðàçäåëå "Ðàáîòà ñ àðõèâîì áàçû òåîðåì". ×òîáû âåðíóòüñÿ èç
ïðîñìîòðà äåðåâà âûâîäà â ñïèñîê òåîðåì, íàæèìàåòñÿ Esc.

Åñëè íóæíî âûÿñíèòü, íå óòåðÿëñÿ ëè âûâîä êàêèõ-ëèáî òåîðåì ñïèñêà, íàæèìàåòñÿ
"Ctr-ò". Òåñòèðîâàíèå ìîæåò çàíÿòü ñðàâíèòåëüíî ìíîãî âðåìåíè. Ïî åãî çàâåðøåíèè
ïîñëå íîìåðà òåîðåìû, ÷åé âûâîä ïî-ïðåæíåìó äîñòèãàåòñÿ, ñòàâèòñÿ çíàê "ïëþñ",
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå - çíàê "ìèíóñ".

Åñëè íóæíî ïåðåéòè îò âûäåëåííîé òåîðåìû â ïåðâûé ïóíêò òîé ÿ÷åéêè âûâîäà, ãäå
îíà çàðåãèñòðèðîâàíà, íàæèìàåòñÿ "Ctr-êóðñîð âïðàâî".

Íàêîíåö, äëÿ âîçâðàùåíèÿ â îãëàâëåíèå ïðèåìîâ âûâîäà íàæèìàåòñÿ Esc.

Çàïóñê ëîãè÷åñêîãî âûâîäà â ÿ÷åéêå âûâîäà

×òîáû çàïóñòèòü ëîãè÷åñêèé âûâîä â ÿ÷åéêå ëîãè÷åñêîãî âûâîäà, íóæíî çàéòè â
ïðîñìîòð ëþáîé òåîðåìû ïåðâîãî ïóíêòà ýòîé ÿ÷åéêè è íàæàòü "ë". Ïðîöåññ âûâîäà
íà ýêðàíå íå îòîáðàæàåòñÿ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îí ìîæåò çàíèìàòü äîñòàòî÷íî
ìíîãî âðåìåíè.
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×òîáû ïðîêîíòðîëèðîâàòü òåêóùåå ñîñòîÿíèå âûâîäà, íóæíî íàæàòü "Break" è âûé-
òè â îòëàä÷èê ËÎÑà. Ïîäíÿâøèñü ïî öåïî÷êå ñòåêîâûõ êàäðîâ äî ïðîãðàììû ñèì-
âîëà "ïðîãðâûâîä", ìîæíî ïðîñìîòðåòü çíà÷åíèå ïåðåìåííîé õ5 - ñïèñêà ÷åòâåðîê,
ïðåäñòàâëÿþùèõ òåîðåìû, ïîëó÷åííûå íà òåêóùèé ìîìåíò. Åñëè íóæíî ïîñìîòðåòü
òåêóùóþ îáðàáàòûâàåìóþ òåîðåìó (èç íåå âûâîäÿòñÿ ñëåäñòâèÿ), ñëåäóåò âûéòè íà
ïðîñìîòð ïðîãðàììû, ê êîòîðîé îáðàòèëàñü ïðîãðàììà "ïðîãðâûâîä". Â êàäðå ýòîé
ïðîãðàììû ïåðåìåííàÿ õ2 èìååò ñâîèì çíà÷åíèåì òåêóùóþ òåîðåìó, à ïåðåìåííàÿ
õ5 - ïàðó, ïåðâûì ýëåìåíòîì êîòîðîé ñëóæèò óêàçàííûé âûøå ñïèñîê ÷åòâåðîê.

Ïî çàâåðøåíèè öèêëà âûâîäà òåîðåì íà ýêðàí âûâîäèòñÿ èõ ñïèñîê. Ïîñëå íîìåðà òîé
òåîðåìû, êîòîðàÿ óæå èìåëàñü â áàçå òåîðåì (íå îáÿçàòåëüíî â äàííîé ÿ÷åéêå âûâîäà)
ñòàâèòñÿ çíàê "ïëþñ". Êëàâèøàìè "êóðñîð ââåðõ - êóñîð âíèç" ìîæíî âûäåëÿòü
òåîðåìó äàííîãî ñïèñêà. Íîìåð âûäåëåííîé òåîðåìû ïåðåêðàøèâàåòñÿ â ñèíèé öâåò.
Äëÿ âûõîäà èç ïðîñìîòðà ñïèñêà äîñòàòî÷íî íàæàòü "êóðñîð âëåâî". Òàê êàê ïðè
ýòîì âñå ðåçóëüòàòû öèêëà âûâîäà áóäóò óòåðÿíû, íàæèìàòü íà êëàâèøè êóðñîðà
ñëåäóåò îñòîðîæíî.

×òîáû ïîñìîòðåòü èñòîðèþ âûâîäà âûäåëåííîé òåîðåìû, íàæèìàåòñÿ "êóðñîð âïðà-
âî". Ïîñëå ýòîãî ïîÿâëÿåòñÿ êàäð, â êîòîðîì âûäåëåííàÿ òåîðåìà ïåðåðèñîâàíà ñâåð-
õó. Ïîä íåé (îòäåëåííûé ãîðèçîíòàëüíîé ÷åðòîé) èçîáðàæåí ñïèñîê õàðàêòåðèñòèê,
ïðåäëîæåííûé ïðîöåäóðîé âûâîäà. Ïîä ñïèñêîì õàðàêòåðèñòèê ðàñïîëàãàåòñÿ íàçâà-
íèå ïðèìåíåííîãî ïðèåìà âûâîäà, ïîëó÷èâøåãî òåîðåìó. Â êà÷åñòâå òàêîãî íàçâàíèÿ
ôèãóðèðóåò òåêñò òîãî ïóíêòà îãëàâëåíèÿ ïðèåìîâ âûâîäà òåîðåì (âåòâè îãëàâëå-
íèÿ ïðîãðàìì), êîòîðûé ññûëàåòñÿ íà ïðîãðàììó ïðèåìà. Íàêîíåö, â ñàìîì íèçó
ïðèâîäÿòñÿ îäíà ëèáî íåñêîëüêî òåîðåì, ÿâëÿþùèõñÿ èñòî÷íèêàìè ðàññìàòðèâàåìîé
òåîðåìû. Âåðõíÿÿ èç íèõ - îñíîâíàÿ, îñòàëüíûå - äîïîëíèòåëüíûå.

Îñíîâàÿ òåîðåìà ëèáî ðàíåå ïîëó÷åíà â äàííîì öèêëå âûâîäà, ëèáî ÿâëÿåòñÿ îäíîé
èç èñõîäíûõ òåîðåì ÿ÷åéêè. Äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà ìîæåò áûòü âçÿòà èç ëþáîãî
ìåñòà áàçû òåîðåì ëèáî òîæå ÿâëÿòüñÿ ðàíåå ïîëó÷åííîé òåîðåìîé öèêëà âûâîäà.

×òîáû ïîñìîòðåòü, êàê áûëà ïîëó÷åíà îñíîâíàÿ òåîðåìà, ñíîâà íàæèìàåòñÿ "êóð-
ñîð âïðàâî", è ò.ä. âïëîòü äî èñòî÷íèêà âûâîäà. Íà êàæäîì øàãå ñõåìà ïðîðèñîâêè
òàêàÿ æå, êàê âíà÷àëå. Äëÿ âîçâðàùåíèÿ â ïðåäûäóùèé êàäð íàæèìàåòñÿ "êóðñîð
âëåâî". Ïðè âûõîäå â îáùèé ñïèñîê òåîðåì íóæíà îñòîðîæíîñòü, ÷òîáû ñëåäóþùèì
íàæàòèåì "êóðñîð âëåâî" íå ïîòåðÿòü ðåçóëüòàòû âûâîäà.

Åñëè íóæíî ïîäðîáíåå ïðîàíàëèçèðîâàòü, êàê ðàáîòàë ïðèåì âûâîäà, ìîæíî èç ïðî-
ñìîòðà åãî êàäðà âûâîäà íàæàòü "ï". Òîãäà âåñü öèêë âûâîäà â äàííîé ÿ÷åéêå âûâîäà
áóäåò ïîâòîðåí, âïëîòü äî ñðàáàòûâàíèÿ äàííîãî ïðèåìà ïðè âûâîäå èì ðàññìàòðè-
âàåìîé òåîðåìû. Â ýòîò ìîìåíò áóäåò îñóùåñòâëåí âûõîä â îòëàä÷èê ËÎÑà, ïðè÷åì
íà ìîìåíò âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû "êòâ". Ýòà àááðåâèàòóðà ðàñøèôðîâûâàåòñÿ êàê
"êîíòðîëüíàÿ òî÷êà âûâîäà". Íàæàòèåì "Page Up" âûõîäèì â ïðîãðàììó "ðåãòåîð",
ðåãèñòðèðóþùóþ ïîëó÷åííóþ òåîðåìó â ñïèñêå âûâîäà.Åùå îäíèì íàæàòèåì "Page
Up" ïîïàäàåì â ïðîãðàììó ïðèåìà âûâîäà íà ìîìåíò ðåãèñòðàöèè èì ñ ïîìîùüþ
ïðîöåäóðû "ðåãòåîð" âûâåäåííîé òåîðåìû. Ïðîñìàòðèâàÿ â ýòîì êàäðå îòëàä÷èêà
ËÎÑà çíà÷åíèÿ ïðîãðàììíûõ ïåðåìåííûõ, ìîæíî ïîëó÷èòü îïðåäåëåííóþ èíôîð-
ìàöèþ î ñðàáàòûâàíèè ïðèåìà âûâîäà. Îáû÷íî îïèñàííàÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçóåòñÿ
ïðè îòëàäêå.

Åñëè ïîñëå ïðîñìîòðà ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ÷åðåç îòëàä÷èê ËÎÑà íóæíî âåðíóòüñÿ
ê ïðîñìîòðó îáùåãî ñïèñêà âûâåäåííûõ òåîðåì, ñëåäóåò íàæàòü "0" è "Enter". Òîãäà
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ïðåðâàííûé öèêë âûâîäà áóäåò ïðîäîëæåí, à ïî åãî çàâåðøåíèè ñíîâà îêàæåòñÿ
ïðîðèñîâàí òîò êàäð, ãäå áûëî íàæàòî "ï".

Ìîæíî ñîõðàíèòü â áóôåðå áàçû òåîðåì âñå ïîëó÷åííûå â öèêëå âûâîäà íîâûå òåîðå-
ìû, ò.å. òåîðåìû, êîòîðûå ïîêà îòñóòñòâóþò â áàçå òåîðåì. Äëÿ ýòîãî èç ïðîñìîòðà
ñïèñêà âûâåäåííûõ òåîðåì äîñòàòî÷íî íàæàòü "á". Àâòîìàòè÷åñêè ïðîèçîéäåò ïå-
ðåõîä â ïðîñìîòð áóôåðà áàçû òåîðåì: ïîÿâèòñÿ ïóíêò îãëàâëåíèÿ, ðàñïîëîæåííûé
âíóòðè áóôåðà è èìåþùèé çàãîëîâîê "Âûâîä òåîðåì". Ìîæíî âûáðàòü òå èç òåîðåì
áóôåðà, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ, è ïåðåíåñòè èõ â îäèí èç êîíöåâûõ ïóíêòîâ
òîé ÿ÷åéêè ëîãè÷åñêîãî âûâîäà, ãäå òåîðåìû áûëè âûâåäåíû. Ïåðåíåñåíèå âûïîëíÿ-
åòñÿ îáû÷íûìè ñðåäñòâàìè: èç ïðîñìîòðà òåîðåìû íàæèìàåòñÿ Insert, çàòåì íàõî-
äèòñÿ íóæíûé êîíöåâîé ïóíêò â ÿ÷éêå âûâîäà, è íà íåì ñíîâà íàæèìàåòñÿ Insert.
Ñëåäóåò çàðåãèñòðèðîâàòü õýø íîâûõ òåîðåì, èíà÷å ñèñòåìà íå áóäåò èõ âèäåòü íà
ïîñîåäóþùèõ öèêëàõ âûâîäà. Äëÿ ðåãèñòðàöèè âûáèðàåòñÿ ëþáîé íàäðàçäåë ÿ÷åé-
êè âûâîäà (âêëþ÷àÿ ïóíêò îãëàâëåíèÿ, ÷åðåç êîòîðûé íåïîñðåäñòâåííî ýòà ÿ÷åéêà
äîñòèãàåòñÿ) è íàæèìàåòñÿ "Ø".

×òîáû áûñòðåå íàéòè íóæíûå òåîðåìû â áóôåðå áàçû òåîðåì, ìîæíî èç âåòâè "Âû-
âîä òåîðåì" íàæàòü "ò". Ïîÿâèòñÿ ïîëíûé ñïèñîê òåîðåì ýòîé âåòâè. Íåïîñðåäñòâåí-
íî ÷åðåç äàííûé ñïèñîê îòîáðàòü òåîðåìó è ïåðåíåñòè åå íå óäàñòñÿ, íî ïî íîìåðó
òåîðåìû â ñïèñêå ëåãêî íàéòè åå â âåòâè áóôåðà.

Äëÿ ðàñ÷èñòêè áóôåðà áàçû òåîðåì, äîñòàòî÷íî íàæàòü "Î" (êèð.) èç ëþáîé òî÷êè
îãëàâëåíèÿ áàçû òåîðåì.

×òîáû âûÿâèòü òåîðåìû ÿ÷åéêè ëîãè÷åñêîãî âûâîäà, êîòîðûå íå áûëè âûâåäåíû,
äîñòàòî÷íî èç ïðîñìîòðà ñïèñêà âûâåäåííûõ òåîðåì íàæàòü "ê". Ïîÿâèòñÿ ñïèñîê
âñåõ òåîðåì ÿ÷åéêè, ïðè÷åì ïîñëå íîìåðà âûâåäåííûõ òåîðåì áóäåò ñòîÿòü "ïëþñ",
à ïîñëå íîìåðà íåâûâåäåííûõ - "ìèíóñ". Êëàâèøà "êóðñîð âëåâî" âåðíåò â ïðîñìîòð
ñïèñêà âûâåäåííûõ òåîðåì.

Ïîñëå çàïóñêà öèêëà âûâîäà â ÿ÷åéêå ëîãè÷åñêîãî âûâîäà ìîãóò îêàçàòüñÿ óòåðÿ-
íû âûâîäû êàêèõ-ëèáî òåîðåì ýòîé ÿ÷åéêè ëèáî, íàîáîðîò, ðàíåå íå âûâîäèâøèåñÿ
òåîðåìû áóäóò âûâåäåíû. ×òîáû ðàñïîçíàâàòü ýòè ñîáûòèÿ, ñëóæèò îêðàñêà íèæíåé
ãîðèçîíòàëüíîé ëèíèè ïîä õàðàêòåðèñòèêàìè òåîðåìû. Åñëè òåîðåìà íè ðàçó ðàíåå
íå âûâîäèëàñü è íå âûâîäèòñÿ ñåé÷àñ, òî öâåò ýòîé ëèíèè - ÷åðíûé. Åñëè òåîðåìà
ñåé÷àñ áûëà âûâåäåíà, òî öâåò - çåëåíûé. Åñëè âûâîä òåîðåìû áûë óòåðÿí â òî÷íîñòè
íà ïîñëåäíåì çàïóñêå öèêëà âûâîäà, öâåò íèæíåé ëèíèè ñòàíîâèòñÿ ñèíèì. Íàêîíåö,
åñëè âûâîä óòåðÿí óæå äàâíî, öâåò ëèíèè - êðàñíûé.

Òàê êàê ïðîëèñòûâàíèå âñåõ òåîðåì ÿ÷åéêè âûâîäà ìîæåò îêàçàòüñÿ ñëèøêîì äîë-
ãèì, ñîçäàí äðóãîé ñïîñîá êîíòðîëÿ âûâîäèìîñòè òåîðåì. Åñëè èç îãëàâëåíèÿ áàçû
òåîðåì íàæàòü êëàâèøó "ë", ïîÿâëÿåòñÿ òàáëî, íà êîòîðîì îòîáðàæàåòñÿ îáùàÿ èí-
ôîðìàöèÿ î âûâîäå òåîðåì âî âñåõ ðàçäåëàõ áàçû òåîðåì. Çäåñü èìåþòñÿ ñëåäóþùèå
ïóíêòû:

1. ×èñëî óòåðÿííûõ íà ïîñëåäíåì öèêëå âûâîäà òåîðåì.

2. Îáùåå ÷èñëî òåîðåì, ðàíåå âûâîäèâøèõñÿ, íî ñ óòðàòîé âûâîäèìîñòè íà òåêó-
ùèé ìîìåíò (âêëþ÷àÿ òîëüêî ÷òî óòåðÿííûå).

3. ×èñëî òåîðåì, âûâîä êîòîðûõ áûë âîññòàíîâëåí íà ïîñëåäíåì öèêëå.

4. ×èñëî òåîðåì, êîòîðûå òîëüêî ÷òî ñòàëè âûâîäèìûìè ñèñòåìîé.
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5. ×èñëî ïðåðâàííûõ âûâîäîâ. Îáû÷íî âûâîä ïðåðûâàåòñÿ, åñëè îí ñòàíîâèòñÿ â
ðàçû áîëåå òðóäîåìêèì, ÷åì íà ïðåäûäóùåì öèêëå. Èíîãäà ïðåðûâàíèå ñâÿçàíî
ñ êàêîé-òî îøèáêîé ïðîãðàììû, âûçûâàþùåé âûõîä â îòëàä÷èê ËÎÑà ïðè åå
âûïîëíåíèè.

6. Êîíòðîëü ïðåðâàííûõ âûâîäîâ. Ïðè âûáîðå ýòîãî ïóíêòà ñèñòåìà ïûòàåòñÿ
ïîâòîðíî çàïóñòèòü âûâîä â òåõ ÿ÷åéêàõ, ãäå îí áûë ïðåðâàí. Ïîñëå òàêîãî çà-
ïóñêà åñòü øàíñ, ÷òî ÷èñëî ïðåðâàííûõ âûâîäîâ áóäåò ìåíüøå, ëèáî èõ âîâñå íå
îñòàíåòñÿ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ñèñòåìà ïðè ñåðèéíîé ìíîãîïîòî÷íîé îá-
ðàáîòêå âûâîäîâ â áàçå òåîðåì èíîãäà äàåò ñáîè íåèçâåñòíîé ïðèðîäû, êîòîðûå
ïðè ïîâòîðíîì çàïóñêå îòñóòñòâóþò.

7. Íàèáîëüøèå òðóäîåìêîñòè. Ïðèâåäåíû ïÿòü ñàìûõ áîëüøèõ âåëè÷èí òðóäîåì-
êîñòè âûâîäà â ÿ÷åéêàõ.

8. Íàèáîëüøèå çàìåäëåíèÿ. Ïðèâåäåíû ïÿòü ñàìûõ áîëüøèõ óâåëè÷åíèé òðóäî-
åìêîñòè íà ïîñëåäíåì öèêëå ñåðèéíîãî âûâîäà (ñì. íèæå).

9. Íàèáîëüøèå óñêîðåíèÿ. Ïðèâåäåíû ïÿòü ñàìûõ áîëüøèõ óìåíüøåíèé òðóäîåì-
êîñòè íà ïîñëåäíåì öèêëå ñåðèéíîãî âûâîäà (ñì. íèæå).

10. Íàèáîëüøèå ñåðèè. Ïðèâåäåíû ïÿòü ñàìûõ áîëüøèõ äëèí ñïèñêîâ âûâåäåííûõ
òåîðåì ïî âñåì ÿ÷åéêàì áàçû òåîðåì.

11. Óâåëè÷åíèå ñåðèé. Ïðèâåäåíû ïÿòü ñàìûõ áîëüøèõ óâåëè÷åíèé äëèí ñïèñêîâ
âûâåäåííûõ òåîðåì íà ïîñëåäíåì öèêëå ñåðèéíîãî âûâîäà.

12. Óìåíüøåíèå ñåðèé. Ïðèâåäåíû ïÿòü ñàìûõ áîëüøèõ óìåíüøåíèé äëèí ñïèñêîâ
âûâåäåííûõ òåîðåì íà ïîñëåäíåì öèêëå ñåðèéíîãî âûâîäà.

×òîáû ïåðåéòè ê ïðîñìîòðó òåîðåì ëèáî ÿ÷ååê âûâîäà, óïîìÿíóòûõ â ïåðå÷èñëåííûõ
ïóíêòàõ (êðîìå ïóíêòà "êîíòðîëü ïðåðâàííûõ âûâîäîâ"), äîñòàòî÷íî íàæàòü êëà-
âèøó äëÿ áóêâû, óêàçàííîé ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïóíêòà â ñêîáêàõ. Íàïðèìåð,
äëÿ ïóíêòà "ïðåðâàííûå âûâîäû" - "ï". ×òîáû ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó ýëåìåíòó
ïðîñìàòðèâàåìîãî ñïèñêà, íóæíî íàæàòü êëàâèøó "ø". Âûéäÿ íà íóæíóþ òåîðåìó
ëèáî ÿ÷åéêó, äàëåå ìîæíî ïðîâîäèòü íåîáõîäèìûé àíàëèç äåôåêòà è åãî óñòðàíåíèå.

Ðàáîòà ñ àðõèâîì áàçû òåîðåì

Ìîæíî ñîõðàíèòü â àðõèâå áàçû òåîðåì äåðåâüÿ âûâîäà òåõ òåîðåì ÿ÷åéêè âûâîäà,
êîòîðûå ñèñòåìà óæå óìååò ïîëó÷àòü. Ýòî ïîìîãàåò ïðè îòëàäêå, åñëè ñèñòåìà ïåðå-
ñòàåò âûâîäèòü òåîðåìó, ðàíåå åþ âûâîäèâøóþñÿ. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ íóæíî çàïóñòèòü
öèêë âûâîäà òåîðåì â ÿ÷åéêå ïðè ïîìîùè êëàâèøè "Ë".

×òîáû âûéòè íà äåðåâî âûâîäà òåîðåìû, íóæíî èç ïðîñìîòðà åå â áàçå òåîðåì íà-
æàòü "ä". Çäåñü íå ïðèäåòñÿ æäàòü òàê äîëãî, êàê ïðè çàïóñêå öèêëà âûâîäà. Êàäð,
îòîáðàæàþùèé êîðíåâóþ âåðøèíó äåðåâà âûâîäà, áóäåò ïðîðèñîâàí ñðàçó. Â âåðõíåé
÷àñòè ýêðàíà ðàñïîëîæèòñÿ çàïèñü òåîðåìû, âûâîäèìîé â äàííîé òî÷êå äåðåâà, ïîä
íåé - ñïèñîê õàðàêòåðèñòèê, åùå íèæå - ññûëêà íà ïðèìåíåííûé ïðèåì âûâîäà, ïî-
ñëå êîòîðîé èäåò òåêñò òîãî ïóíêòà îãëàâëåíèÿ ïðèåìîâ âûâîäà, ãäå ðàñïîëîæåí ýòîò
ïðèåì. Íàêîíåö, â ñàìîì íèçó ðàñïîëàãàþòñÿ òåîðåìû, èç êîòîðûõ áûëà âûâåäåíà
âåðõíÿÿ òåîðåìà êàäðà. Ïåðâàÿ èç íèõ - îñíîâíàÿ, ïðî÷èå - äîïîëíèòåëüíûå. Âñåì
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ýòèì òåîðåìàì ñîîòâåòñòâóþò äðóãèå âåðøèíû äåðåâà âûâîäà. Êëàâèøàìè "êóðñîð
ââåðõ" - "êóðñîð âíèç" ìîæíî âûáðàòü îäíó èç íèæíèõ òåîðåì (âûáðàííàÿ òåîðåìà
âûäåëÿåòñÿ ñèíèì öâåòîì). Äëÿ ïåðåõîäà â åå âåðøèíó äåðåâà âûâîäà íàæèìàåòñÿ
"êóðñîð âïðàâî". Âîçâðàùåíèå - ïî "êóðñîð âëåâî". Â êîðíå äåðåâà âûâîäà êëàâè-
øà "êóðñîð âëåâî" çàáëîêèðîâàíà. ×òîáû âåðíóòüñÿ â ïðîñìîòð òåîðåìû, ïðèäåòñÿ
íàæàòü Esc. Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííûì îáðàçîì ìîæíî ïîñìîòðåòü âûâîä íå òîëüêî
òåîðåì, îòíîñÿùèõñÿ ê äàííîé ÿ÷åéêå âûâîäà, íî è ëþáûõ äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì,
åñëè èõ âûâîäû óæå áûëè çàðåãèñòðèðîâàíû â àðõèâå áàçû òåîðåì.

Â êà÷åñòâå ññûëêè íà ïðèåì âûâîäà, ïðîðèñîâûâàåìîé â êàäðå ïðîñìîòðà âåðøèíû
äåðåâà âûâîäà, èñïîëüçóåòñÿ òðîéêà A, m, n. Çäåñü A - òîò ëîãè÷åñêèé ñèìâîë (õàðàê-
òåðèñòèêà òåîðåìû), â ïðîãðàììå êîòîðîãî ðàñïîëîæåí ïðèåì. n - íîìåð êîíòðîëüíîé
òî÷êè "ïðèåì(n)", âûäåëÿþùåé êîíåö ïðîãðàììû ïðèåìà. m - óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ
ïðèåìà.

Â äåðåâå âûâîäà òåîðåìû ìîæíî âûäåëèòü ãëàâíûé ïóòü - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñíîâ-
íûõ òåîðåì, ïðîñëåæèâàåìûõ îò êîðíÿ äåðåâà äî îäíîé èç èñõîäíûõ òåîðåì ÿ÷åéêè
âûâîäà. Ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü âûõîäà â îòëàä÷èê ËÎÑà äëÿ ïðîñìîòðà ïî-
äðîáíîñòåé âûâîäà òåîðåì ãëàâíîãî ïóòè, à òàêæå íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì
- òåõ, êîòîðûå ïîëó÷åíû â öèêëå âûâîäà äëÿ äàííîé ÿ÷åéêè âûâîäà. Íàõîäÿñü â âåð-
øèíå äåðåâà âûâîäà, ãäå ïîëó÷àåòñÿ îäíà èç òàêèõ òåîðåì T , äëÿ âûõîäà â îòëàä÷èê
ËÎÑà ìîæíî íàæàòü îäíó èç êëàâèø "ø", "ù", "ú".

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðîèçîéäåò ïðåðûâàíèå âíóòðè ïðîãðàììû îïåðàòîðà "êòë(N)", ñî-
îòâåòñòâóþùåãî òî÷êå âõîäà â ïðîãðàììó ïðèåìà âûâîäà ïåðåä ïîëó÷åíèåì òåîðåìû
T . Èç íåå íóæíî âûéòè íàðóæó â ïðîãðàììó ïðèåìà âûâîäà. Çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé
õ2 çäåñü ñòàíåò îñíîâíîé èñòî÷íèê òåîðåìû T .

Ïîñëå íàæàòèÿ "ù" ïðîèçîéäåò ïðåðûâàíèå âíóòðè ïðîãðàììû îïåðàòîðà "êòä(õi)",
ñîîòâåòñòâóþùåãî òîé òî÷êå ïðîãðàììû ïðèåìà âûâîäà, ïîëó÷èâøåãî òåîðåìó T , ãäå
óæå âûáðàíà òåîðåìà - äîïîëíèòåëüíûé èñòî÷íèê âûâîäà. Âûéäÿ íàðóæó èç ïðî-
ãðàììû îïåðàòîðà "êòä", îêàæåìñÿ â ïðîãðàììå ïðèåìà âûâîäà, à äîïîëíèòåëüíàÿ
òåîðåìà áóäåò çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé õi.

Íàêîíåö, ïîñëå íàæàòèÿ "ú" ïðîèçîéäåò ïðåðûâàíèå âíóòðè ïðîãðàììû îïåðàòîðà
"êòâ", ñîîòâåòñòâóþùåãî òîìó ìåñòó ïðîãðàììû ïðèåìà âûâîäà, ãäå òåîðåìà T óæå
ïîëó÷åíà è ðåãèñòðèðóåòñÿ. Îáû÷íî âíåøíÿÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïðîãðàììå "êòä" ïðî-
ãðàììà - ïðîãðàììà îïåðàòîðà "ðåãòåîð", âûïîëíÿþùåãî ðåãèñòðàöèþ òåîðåìû T
â ñïèñêå ðåçóëüòàòîâ âûâîäà. Âûéäÿ èç íåå íàðóæó, îêàæåìñÿ â ïðîãðàììå ïðèåìà
âûâîäà.

Êëàâèøà "ú" îáû÷íî íàæèìàåòñÿ äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî òåîðåìà ïî-ïðåæíåìó âû-
âîäèòñÿ. Åñëè âûõîäà â îòëàä÷èê ËÎÑà íå ïðîèçîøëî, òî ñïîñîáíîñòü âûâîäèòü ýòó
òåîðåìó óòðà÷åíà. Äëÿ óòî÷íåíèÿ ïðè÷èí ìîæíî íàæàòü "ù" è ïðîñëåäèòü äàëüíåé-
øèå äåéñòâèÿ ïðîãðàììû. Åñëè äàæå äî ìîìåíòà âûáîðà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
äåëî íå äîõîäèò, ìîæíî íàæàòü "ø" è ïðîñëåäèòü ðàáîòó ïðèåìà ñ ñàìîãî íà÷àëà. Â
ñîâñåì çàòðóäíèòåëüíûõ ñëó÷àÿõ ñëåäóåò âñòàâèòü êîíòðîëüíóþ òî÷êó "òðàññèðîâ-
êà(ñòîï 0)" â ïðîãðàììó ïðèåìà âûâîäà è âåñòè îòëàäêó ïðè ïîâòîðíûõ çàïóñêàõ
âûâîäà â ÿ÷åéêå.

Åñëè âûõîä â îòëà÷èê ËÎÑà ñîñòîÿëñÿ è íóæíî âåðíóòüñÿ â ïðîñìîòð äåðåâà âûâîäà,
íàæèìàþòñÿ êëàâèøè "0" è çàòåì - "Enter".



14 Ãëàâà 1. Îáùàÿ ñõåìà ëîãè÷åñêîãî âûâîäà â áàçå òåîðåì

Ñåðèéíûé çàïóñê ëîãè÷åñêîãî âûâîäà â áàçå òåîðåì

Ïî ìåðå òîãî, êàê ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå ïðèåìû âûâîäà òåîðåì èëè èçìåíÿþòñÿ ñòàðûå,
ìîæåò ïðîèñõîäèòü ñóùåñòâåííîå çàìåäëåíèå âûâîäà â îòäåëüíûõ ÿ÷åéêàõ èëè óòðà-
÷èâàòüñÿ ðàíåå èìåâøèåñÿ âûâîäû. Äàæå èçìåíåíèå ïðèåìîâ îñíîâíîãî ðåøàòåëÿ
ìîæåò äàâàòü òîò æå ýôôåêò, åñëè ýòè ïðèåìû ñðàáàòûâàþò èëè ïåðåñòàþò ñðà-
áàòûâàòü âî âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷àõ ïðèåìîâ âûâîäà òåîðåì. Íå ñòîèò ñëèøêîì
îòêëàäûâàòü óñòðàíåíèå òàêèõ àâàðèé, ÷òîáû íå óòðàòèòü êîíòðîëü çà ñèòóàöèåé.
Îäíàêî, äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ñâîåâðåìåííî èõ îáíàðóæèâàòü. Äëÿ òàêîãî îáíàðóæå-
íèÿ ñîçäàíû ðàçëè÷íûå âèäû ñåðèéíîé ïðîêðóòêè ëîãè÷åñêîãî âûâîäà, òåñòèðóþùèå
âûâîä âî âñåõ ÿ÷åéêàõ áàçû òåîðåì èëè â çàäàííîé èõ ÷àñòè.

Ïðîñòåéøàÿ ñåðèéíàÿ ïðîêðóòêà - ïîñëåäîâàòåëüíàÿ. Åñëè íóæíî ïðîòåñòèðîâàòü
ëèøü ÷àñòü áàçû òåîðåì, òî ïðåäâàðèòåëüíî ñ ïîìîùüþ "Ctr-1" âûäåëÿåòñÿ íà÷àëü-
íûé ïóíêò òåñòèðîâàíèÿ â îãëàâëåíèè áàçû òåîðåì, ñ ïîìîùüþ "Ctr-2" - ïîñëåäíèé
ïóíêò. Îáà ýòè ïóíêòà äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ â îäíîì è òîì æå ìåíþ. Îíè ìîãóò
ñîâïàäàòü. Äëÿ ïîëíîé ïðîêðóòêè íè÷åãî ïðåäâàðèòåëüíî íàæèìàòü íå íàäî. Çàïóñê
ïðîêðóòêè îñóùåñòâëÿåòñÿ íàæàòèåì êëàâèøè "Ctr-ë" èç ëþáîãî ìåñòà îãëàâëåíèÿ
áàçû òåîðåì.

Â ïðîöåññå ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðîêðóòêè íà ýêðàíå áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ ñòàðòîâûå òåî-
ðåìû ÿ÷ååê âûâîäà. Ýòà ñìåíà îñîáîé èíôîðìàöèè íå íåñåò è ïîêàçûâàåò ëèøü, ÷òî
ñèñòåìà íå çàâèñëà. Ïðè çàâèñàíèè ìîæíî ëèáî óñòðàèâàòü âíóòðåííèé ïåðåçàïóñê
ïðîãðàììû íàæàòèåì êëàâèøè "Esc", ëèáî, åñëè ïðîãðàììà âîîáùå áûëà ïðåðâàíà
îïåðàöèîííîé ñèñòåìîé, çàïóñêàòü åå çàíîâî. Â îáîèõ ñëó÷àõ öèêë áóäåò ïðîäîëæåí
ñ ïîâòîðíîé ïîïûòêè âûâîäà â òîé æå ÿ÷åéêå. ×òîáû îáîðâàòü öèêë âûâîäà, íóæ-
íî âûéòè â îòëàä÷èê ËÎÑà íàæàòèåì "Break", ïîñëå ÷åãî íàæàòü "Ctr-ç" è "Esc".
Ïî çàâåðøåíèè öèêëà ìîæíî ïîñìîòðåòü ðåçóëüòàòû, íàæàâ "ë" èç îãëàâëåíèÿ áàçû
òåîðåì. Ïîÿâèòñÿ òàáëî ðåçóëüòàòîâ âûâîäà, ðàññìîòðåííîå âûøå.

Ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ïðîêðóòêà âûâîäîâ òåîðåì ÷ðåçâû÷àéíî òðóäîåìêà. Ïîýòîìó îíà
ïðàêòè÷åñêè íå èñïîëüçóåòñÿ, à âìåñòî íåå ïðèìåíÿåòñÿ ïàðàëëåëüíàÿ ïðîêðóòêà.

×òîáû ïîëüçîâàòüñÿ ïàðàëëåëüíîé ïðîêðóòêîé, íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî ïîäãîòî-
âèòü äèðåêòîðèþ, â êîòîðîé ðàñïîëîæåíû îñíîâíûå ïàïêè GEN , INF , LOS, TCH,
TER, TXT ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû è åå èñïîëíÿåìûé ôàéë logsyst.exe. Â çàâèñèìîñòè
îò ÷èñëà m ïîòîêîâ, êîòîðûå ìîæåò âûïîëíÿòü ïðîöåññîð, íóæíî ñîçäàòü â ýòîé
äèðåêòîðèè ïàïêè EX1, EX2, . . ., EXm. Â ëþáîì ñëó÷àå, ïàðàìåòð m íå äîëæåí
ïðåâîñõîäèòü 8. Â êàæäóþ èç ýòèõ ïàïîê íóæíî ñêîïèðîâàòü óêàçàííûå âûøå øåñòü
ïàïîê ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû è èñïîëíÿåìûé ôàéë, êîòîðîé íóæíî ïåðåèìåíîâàòü. Âìå-
ñòî logsyst.exe â ïàïêó EXi ïîìåùàåòñÿ åãî êîïèÿ logsysi.exe.

×òîáû àâòîìàòè÷åñêè ïåðåñûëàòü èñïîëíÿåìûé ôàéë ñèñòåìû ïî óêàçàííûì ïàïêàì
ïîñëå êàæäîãî åãî èçìåíåíèÿ, ñîçäàí AUTOIT - ñêðèïò "copir". Åñëè ðàáîòà âåäåòñÿ
îäíîâðåìåííî íà äâóõ ñèñòåìíûõ áëîêàõ - îñíîâíîì ("R") è äîïîëíèòåëüíîì ("L"),
òî ýòîò ñêðèïò âûïîëíÿåò ïåðåñûëêó è íà äîïîëíèòåëüíûé áëîê.

Ñîçäàí åùå îäèí ïîëåçíûé AUTOIT - ñêðèïò "fenix". Îí íåìåäëåííî çàïóñêàåò ëþ-
áîé èç ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåññîâ, êàê òîëüêî îïåðàöèîííàÿ ñèñòåìà îñòàíàâëèâàåò
åãî è âûäàåò ñîîáùåíèå îá îøèáêå. Ïðè ïåðåçàïóñêå ñèñòåìà ïðîïóñêàåò òó ÿ÷åéêó
ëîãè÷åñêîãî âûâîäà, íà êîòîðîé ïðîèçîøåë ñáîé, íî çàïîìèíàåò ýòó òî÷êó è âïîñëåä-
ñòâèè óêàæåò íà íåå â òàáëî ðåçóëüòàòîâ. Ïðè îòñóòñòâèè ñêðèïòà ìîæíî âûïîëíÿòü
ïåðåçàïóñê âðó÷íóþ.
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Ïîñëå òîãî, êàê óêàçàííàÿ ïîäãîòîâêà äèðåêòîðèè ñèñòåìû ïðîâåäåíà, ñëåäóåò â ãëàâ-
íîì ìåíþ ñèñòåìû çàéòè â ïóíêò "Ðåñóðñû è óñòàíîâêè" è óñòàíîâèòü â îêíå "Ðàñ-
ïàðàëëåëèâàíèå" íóæíîå ÷èñëî ïîòîêîâ m. Åùå ðàç íàïîìèíàåì, ÷òî îíî íå äîëæíî
ïðåâîñõîäèòü 8. Äëÿ âõîäà â ðåäàêòèðîâàíèå ÷èñëà ïîòîêîâ íóæíî íàæàòü íà íåãî
ëåâîé êíîïêîé ìûøè, çàòåì íàæàòü íóæíóþ öèôðîâóþ êëàâèøó è Enter.

Òåïåðü ìîæíî çàïóñêàòü ïàðàëëåëüíóþ ïðîêðóòêó. Ýòî âûïîëíÿåòñÿ èç ëþáîãî ìåñòà
îãëàâëåíèÿ áàçû òåîðåì íàæàòèåì "Ctr-ï". Ïîñëå íåáîëüøîé ïàóçû ýêðàí ñèñòåìû
èñ÷åçíåò, à âìåñòî íåãî â ïðàâîé ÷àñòè ýêðàíà ïîÿâÿòñÿ m íåáîëüøèõ îêîí - ïî ÷èñëó
ïàðàëëåëüíûõ ïîòîêîâ. Ïàóçà îçíà÷àåò êîïèðîâàíèå âñåé òåêóùåé âåðñèè ñèñòåìû
(óêàçàííûå âûøå 6 ïàïîê) â êàæäóþ èç ïàïîê EXi. Èñïîëíÿåìûé ôàéë ïðè ýòîì
íå êîïèðóåòñÿ (îí îòêðûò â òåêóùåì ïîòîêå). Ðàáîòà ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó ïîòî-
êàìè ïðèìåðíî ïîðîâíó, ñ ó÷åòîì èìåþùèõñÿ äàííûõ î òðóäîåìêîñòè ïðåäûäóùèõ
âûâîäîâ â ÿ÷åéêàõ.

Â îêíå ïàðàëëåëíîãî ïîòîêà ïðè ïðîêðóòêå áóäóò ïðîðèñîâàíû: â ëåâîé ÷àñòè - òðó-
äîåìêîñòü âûâîäà â òåêóùåé ÿ÷åéêå âûâîäà, â ïðàâîé ÷àñòè - íàçâàíèå ïîòîêà EXi.
Ãëàâíûé ïîòîê ðàñïîëîæåí ñâåðõó è îáîçíà÷åí EX0. Òðóäîåìêîñòè ìåíÿþòñÿ â îêíå
ïî õîäó ðàáîòû, è òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïðîâåðÿòü, ÷òî ïîòîê íå çàâèñ.

Ïî ìåðå âûïîëíåíèÿ ðàáîòû, äîïîëíèòåëüíûå ïîòîêè èñ÷åçàþò. Êîãäà ðàáîòó çàâåð-
øàåò îñíîâíîé ïîòîê, îí ïåðåêðàøèâàåòñÿ â çåëåíûé öâåò. Âîçâðàùåíèå â îáû÷íûé
ôîðìàò åãî ýêðàíà ïðîèçîéäåò àâòîìàòè÷åñêè ïîñëå çàâåðøåíèÿ ðàáîòû âñåõ ïîòî-
êîâ. Åñëè ïðè ýòîì ñèñòåìà îáíàðóæèò, ÷òî êàêèå-òî âûâîäû áûëè ïðåðâàíû, îíà
ïðåæäå âñåãî ïîïûòàåòñÿ èõ ïîâòîðèòü, òàê ÷òî â èòîãîâîì òàáëî áóäóò îòîáðàæåíû
ëèøü òå ïðåðâàííûå âûâîäû, êîòîðûå ïðè ïîâòîðíîé ïîïûòêå ñíîâà áûëè ïðåðâà-
íû. Îáû÷íî ýòî îçíà÷àåò ðåçêî âîçðîñøóþ òðóäîåìêîñòü âûâîäà â ÿ÷åéêå è òðåáóåò
ñïåöèàëüíîãî àíàëèçà.

Åñëè ïîòîêè îñòàíîâëåíû ÷åðåç äèñïåò÷åð çàäà÷, òî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðàáîòîñïî-
ñîáíîñòè ñèñòåìû íóæíî çàïóñòèòü ãëàâíûé ïîòîê - logsyst.exe è ñðàçó æå íàæàòü
"Break", "Ctr-ç", "Esc", "ç", "Ctr-û". Çàòåì çàêðûòü ïðîãðàììó è ñíîâà çàéòè â íåå.

Ïî ìåðå îáó÷åíèÿ ñèñòåìû âûâîäó òåîðåì, òðóäîåìêîñòü ïîëíîãî öèêëà òåñòèðîâàíèÿ
óâåëè÷èâàåòñÿ. Âðåìÿ ïðîêðóòêè ñòàíîâèòñÿ çíà÷èòåëüíûì, äàæå ñ èñïîëüçîâàíèåì
âîñüìèïîòî÷íîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòêàç îò ïîëíîãî òåñòèðîâà-
íèÿ ÷ðåâàò ïîòåðåé ðàíåå ïðîðàáîòàííîãî îáó÷àþùåãî ìàòåðèàëà. Ïðè ïîäêëþ÷åíèè
íîâîãî ïðèåìà âûâîäà òåîðåì ëåãêî ñïðîâîöèðîâàòü íåîãðàíè÷åííûé ëèáî ÷ðåçìåðíî
äëèòåëüíûé âûâîä â îòäåëüíûõ ÿ÷åéêàõ, ëèáî ïóñòèòü ïðîöåññ âûâîäà â ÿ÷åéêå ïî
äðóãîìó ðóñëó è çà ñ÷åò ýòîãî ïîòåðÿòü òåîðåìû. Îáà ÿâëåíèÿ ïîäñêàçûâàþò êîð-
ðåêöèè ïðèåìîâ è ÿâëÿþòñÿ âàæíûì ôàêòîðîì îáó÷åíèÿ ñèñòåìû. Ïîýòîìó ïîêà
ïðèõîäèòñÿ ìèðèòüñÿ ñ äëèòåëüíûìè ïðîêðóòêàìè. Âîçìîæíî, â êîíöå êîíöîâ ïðè-
äåòñÿ ðàçáèòü âñå ìíîãîîáðàçèå ïðèåìîâ âûâîäà íà ðàçëè÷íûå ãðóïïû è â êàæäîé
ãðóïïå òåñòèðîâàòü èõ íåçàâèñèìî. Òðóäíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ÷àñòî äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ òåîðåìû íóæíà ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ðàáîòà íåñêîëüêèõ ïðèåìîâ âûâîäà, è èõ
âñåõ íóæíî áóäåò îòíîñèòü ê îäíîé ãðóïïå.

Ïîêà äëÿ óñêîðåíèÿ òåñòèðîâàíèÿ è îáëåã÷åíèÿ îòëàäêè áûë ñîçäàí àðõèâ áàçû òåî-
ðåì. Îí ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óñêîðèòü õîòÿ áû ïðîâåðêó òîãî, ÷òî ðàíåå âûâî-
äèâøèåñÿ òåîðåìû íå óòåðÿíû. Óñêîðåíèå îáåñïå÷èâàåòñÿ îòñå÷åíèåì âñåõ âåòâåé
âûâîäà, íå ïðèâîäÿùèõ ê òåîðåìàì ÿ÷åéêè. Âïðî÷åì, ýòî äàåò íå ñëèøêîì ìíîãî:
îñíîâíàÿ ÷àñòü äîðàáîòêè ïðèåìà âûâîäà ïðèõîäèòñÿ íà óñòðàíåíèå ðåçêèõ çàìåä-
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ëåíèé â ÿ÷åéêàõ èç-çà ñïðîâîöèðîâàíííîé èì ãèïåðàêòèâíîñòè. Äëÿ îáíàðóæåíèÿ
òàêèõ çàìåäëåíèé íåîáõîäèìà ïîëíàÿ ïðîêðóòêà.

Âûøå óæå ãîâîðèëîñü, ÷òî äëÿ ðåãèñòðàöèè â àðõèâå áàçû òåîðåì ðåçóëüòàòîâ âû-
âîäà â îòäåëüíîé ÿ÷åéêå äîñòàòî÷íî çàïóñòèòü âûâîä â íåé êëàâèøåé "Ë". ×òîáû
çàðåãèñòðèðîâàòü âûâîäû âî âñåõ ÿ÷åéêàõ, ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü çàïóñêà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîé ïðîêðóòêè êëàâèøåé "Ctr-à (êèð.)". Ïðè ïàðàëëåëüíîé ïðîêðóòêå
ðåãèñòðàöèÿ ðåçóëüòàòîâ â àðõèâå áàçû òåîðåì íå ïðåäóñìîòðåíà.

Ñîêðàùåííîå ïîñëåäîâàòåëüíîå òåñòèðîâàíèå ëîãè÷åñêîãî âûâîäà â áàçå òåîðåì, èñ-
ïîëüçóþùåå àðõèâ áàçû òåîðåì, çàïóñêàåòñÿ íàæàòèåì "Ctr-í". Ñîêðàùåííîå ïàðàë-
ëåëüíîå òåñòèðîâàíèå çàïóñêàåòñÿ íàæàòèåì "Ctr-ó (êèð.)". Îáà âèäà òåñòèðîâàíèÿ
íà ïîðÿäîê áûñòðåå, ÷åì áåç èñïîëüçîâàíèÿ àðõèâà. Îäíàêî, òî÷êè ðåçêîãî çàìåäëå-
íèÿ íå îòñëåæèâàþòñÿ.

Äëÿ ïðîñìîòðà äàííûõ î ðåçóëüòàòàõ ñîêðàùåííîãî òåñòèðîâàíèÿ íóæíî èç îãëàâëå-
íèÿ áàçû òåîðåì íàæàòü "Ë". Ïîÿâèòñÿ òàáëî, íà êîòîðîì áóäåò óêàçàíî êîëè÷åñòîâ
íåâûâåäåííûõ òåîðåì è ïîòåðÿííûõ âûâîäîâ. Òàêæå áóäóò óêàçàíû ïÿòü íàèáîëüøèõ
çàìåäëåíèé â ðåæèìå ñîêðàùåííîãî âûâîäà.

Íà ïðàêòèêå ñîêðàùåííîå òåñòèðîâàíèå îêàçàëîñü íåâîñòðåáîâàííûì. Ïðè ýòîì ñî-
õðàíåííûå â àðõèâå áàçû òåîðåì äåðåâüÿ âûâîäà âåñüìà ïîëåçíû ïðè àíàëèçå ïðè÷èí
ïîòåðè âûâîäà òåîðåìû.

1.2 Ïðîãðàììû, çàïóñêàþùèå öèêë âûâîäà òåîðåì
Âûéòè â òî÷êó îáðàáîòêè êîìàíä, çàïóñêàþùèõ ëîãè÷åñêèé âûâîä ïî òåêóùåé òåî-
ðåìå, ìîæíî ÷åðåç ïóíêò "Áàçà òåîðåì" - "Ïðîãðàììèðóþùèé âûâîä" - "Çàïóñê
ïðîãðàììèðóþùåãî âûâîäà ïî òåêóùåé òåîðåìå" îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì. Ïîñëå ðàñ-
÷èñòêè êîììåíòàðèåâ ê èñõîäíîé çàäà÷å è óñòàíîâêå íà ñ÷åò÷èêå øàãîâ èíòåðïðåòà-
òîðà ËÎÑà çíà÷åíèÿ 1 ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "ïðîãðâûâîä", êîòîðîé
ïåðåäàåòñÿ ññûëêà íà òåêóùèé êîíöåâîé òåðìèíàë îãëàâëåíèÿ áàçû òåîðåì. Ýòîò
òåðìèíàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðâûé ïóíêò íåêîòîðîé ÿ÷åéêè âûâîäà. Âñÿ îñíîâ-
íàÿ ðàáîòà ïî âûâîäó òåîðåì âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðîé "ïðîãðâûâîä", ðåàëèçóþùåé
öèêë îáðàùåíèé ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä". Â ïðîãðàììàõ äàííîãî ñïðàâî÷íèêà
è ñãðóïïèðîâàíû ïðèåìû âûâîäà òåîðåì.

Îñòàíîâèìñÿ íà ïðîöåäóðå "ïðîãðâûâîä" íåñêîëüêî ïîäðîáíåå. Îáðàùåíèå ê íåé èìå-
åò âèä "ïðîãðâûâîä(õ1 õ2 õ3)", ãäå õ1 - ññûëêà íà êîíöåâîé òåðìèíàë îãëàâëåíèÿ
áàçû òåîðåì, õ2 - íàáîð óñòàíîâîê íà âûâîä. Ïðîöåäóðà ðåàëèçóåò öèêë ëîãè÷åñêî-
ãî âûâîäà äëÿ òåîðåì òåðìèíàëà õ1. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
òðîåê (íîâàÿ òåîðåìà - ñïèñîê åå õàðàêòåðèñòèê - áëîê âûâîäà) äëÿ ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ. Áëîê âûâîäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ,
óêàçûâàþùèõ ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ òåîðåìû è ðàíåå ïðåäïðèíèìàâøèåñÿ øàãè âûâîäà
ñëåäñòâèé èç íåå.

Â ïðîöåññå ðàáîòû ïðîöåäóðû "ïðîãðâûâîä" ïîëó÷åííûå òåîðåìû ïðåäñòàâëÿþòñÿ
íå òðîéêàìè, êàê óêàçàíî âûøå, à ÷åòâåðêàìè: (âåñ - òåîðåìà - ñïèñîê õàðàêòåðèñòèê
- áëîê âûâîäà). Âåñ èñïîëüçóåòñÿ ïðè ñêàíèðîâàíèè. Ñïèñîê ýòèõ ÷åòâåðîê íèæå
áóäåì íàçûâàòü ñïèñêîì âûâîäà.

Â áëîêå âûâîäà èñïîëüçóþòñÿ ýëåìåíòû ñëåäóþùèõ òèïîâ:
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1. (èñòî÷íèê A1 A2). A1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëåâûé êðàé òîé ÷åòâåðêè ñïèñêà âû-
âîäà, èç êîòîðîé áûëà ïîëó÷åíà òåêóùàÿ ÷åòâåðêà. A2 - íàáîð (B1 . . . Bn) ëè-
áî ëîãè÷åñêèé ñèìâîë B1, õàðàêòåðèçóþùèé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ. B1 - ëîãè÷å-
ñêèé ñèìâîë, ÿâëÿþùèéñÿ ññûëêîé íà ïðèìåíåííûé ïðèåì âûâîäà. B2, . . . , Bn

- äîïîëíèòåëüíûå òåîðåìû, èñïîëüçîâàííûå ïðèåìîì. Äëÿ îäíîãî è òîãî æå
ñèìâîëà õàðàêòåðèñòèêè, ïî êîòîðîìó ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå ê ñïðàâî÷íèêó
"ïðîãðâûâîä", ðàçëè÷íûå ïðèåìû äîëæíû èìåòü ðàçëè÷íûå ñèìâîëû B1. Äëÿ
ïðèåìîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçëè÷íûì õàðàêòåðèñòèêàì, âîçìîæíû ñîâïàäåíèÿ
ýòèõ ñèìâîëîâ.

2. (ñëåäñòâèå A). A åñòü ëåâûé êðàé íåêîòîðîé ÷åòâåðêè ñïèñêà âûâîäà, ïîëó÷åí-
íîé èç äàííîé ÷åòâåðêè.

3. (îáîáùåíèå A1 A2). Èìåë ìåñòî âûâîä ñëåäñòâèÿ èç òåêóùåé òåîðåìû, îáîáùà-
þùèé åå â ñîîòâåòñòâèè ñ õàðàêòåðèñòèêîé A1. A2 - íàáîð èíôîðìàöèîííûõ
ýëåìåíòîâ, óòî÷íÿþùèõ ñïîñîá îáîáùåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, A2 ñîäåðæèò ýëåìåíò
(ñëåäñòâèå A3), ãäå A3 - ëåâûé êðàé ÷åòâåðêè äëÿ îáîáùàþùåé òåîðåìû.

4. (ïðèåì A). A åñòü íàáîð ññûëîê "ïðèåì(. . .)" íà âñïîìîãàòåëüíûå ïðèåìû, ñî-
çäàííûå ïî òåîðåìå íà ïåðèîä âûâîäà. Îáû÷íî òàêèå ïðèåìû ñîçäàþòñÿ â ñïå-
öèàëüíûõ ÿ÷åéêàõ, ñîäåðæàùèõ íå ñòàðòîâûå òåîðåìû, à óñòàíîâêó íà öèêë
âûâîäà. Â ïðîöåññå âûâîäà íåìåäëåííî ñîçäàþòñÿ ïðèåìû, ðåäóöèðóþùèå íî-
âûå òåîðåìû ñ ó÷åòîì ðàíåå âûâåäåííûõ. Ïî çàâåðøåíèè öèêëà âûâîäà ýòè
ïðèåìû óäàëÿþòñÿ.

5. (òèòð A). A åñòü ïàðà (ëîãè÷åñêèé ñèìâîë S - íîìåð êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðè-
åì(. . .)"), ññûëàþùàÿ íà ïðèìåíåííûé ïðèåì âûâîäà. Ýòîò ïðèåì îòíîñèòñÿ
ê ïðîãðàììå ñèìâîëà S, à êîíòðîëüíàÿ òî÷êà ðàñïîëîæåíà íåïîñðåäñòâåííî
ïåðåä îáðàùåíèåì ê ðåãèñòðàöèè âûâåäåííîé òåîðåìû â ñïèñêå âûâîäà.

6. èñêëþ÷åíèå. Òåîðåìà íå âêëþ÷àåòñÿ â ðåçóëüòàò âûâîäà, è íîâûå ñëåäñòâèÿ èç
íåå íå âûâîäÿòñÿ.

7. Ïëþñ. Òåîðåìà âûâåäåíà íå êàê ñëåäñòâèå èñõîäíûõ òåîðåì, à ïîëó÷åíà íåêî-
òîðûì ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ñîãëàñíî óñòàíîâêå íà âûâîä. Èìååòñÿ â âèäó, ÷òî
ó íåêîòîðûõ ÿ÷ååê âûâîäà ïåðâûé ïóíêò ñîäåðæèò íå ñòàðòîâûå òåîðåìû, à
íåêîòîðóþ òåõíè÷åñêþó óñòàíîâêó íà öèêë âûâîäà òåîðåì.

8. (íà÷àëî A). Äàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ èñõîäíîé òåîðåìîé âûâîäà è À - ññûëêà
"òåîðåìà(A1 A2)" íà íåå â áàçå òåîðåì.

9. ðåãâûâîä. Ïîìåòêà òåîðåìû, ïðè ïîëó÷åíèè êîòîðîé áûë èñïîëüçîâàí àíàëè-
çèðóåìûé ïðèåì âûâîäà - ñì. óñòàíîâêó íà âûâîä (ðåãâûâîä A).

10. âûõîä. Òåîðåìà âêëþ÷àåòñÿ â ðåçóëüòàò, õîòÿ îíà è áûëà îáîáùåíà.

11. ðåçóëüòàò. Òåîðåìà âêëþ÷àåòñÿ â ðåçóëüòàò, íî ñëåäñòâèÿ èç íåå íå âûâîäÿòñÿ.

12. (õàðàêò A). A åñòü íàáîð õàðàêòåðèñòèê òåêóùåé òåîðåìû, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ
îäíîé èç èñõîäíûõ òåîðåì âûâîäà.
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13. äåáëîê. Óæå ïðåäïðèíèìàëîñü äåáëîêèðîâàíèå ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà äàí-
íîé òåîðåìå. Èìååòñÿ â âèäó ñëåäóþùåå. Ïðè òåñòèðîâàíèè âûâîäà ñëåäñòâèé
èñõîäíûõ òåîðåì ÿ÷åéêè âûâîäà îáû÷íî áëîêèðóþòñÿ âñå ïðèåìû, îñíîâàííûå
íà òåîðåìàõ ÿ÷åéêè. Èíà÷å ïðè ðåäóöèðîâàíèè ýòè òåîðåìû "óíè÷òîæàëè" áû
ñàìèõ ñåáÿ. Îäíàêî, ïîñëå òîãî, êàê íåêîòîðàÿ òåîðåìà óæå áûëà âûâåäåíà,
ñïåöèàëüíûå îïåðàòîðû, èñïîëüçóåìûå ïðèåìàìè âûâîäà, ìîãóò ðàçáëîêèðî-
âàòü îñíîâàííûå íà íåé ïðèåìû. Ïîìåòêà "äåáëîê" ïðåäîòâðàùàåò ïîâòîðíóþ
ðàçáëîêèðîâêó.

14. ñêëåéêà. Òåîðåìà óæå ó÷àñòâîâàëà â ñêëåéêå íåñêîëüêèõ òåîðåì (÷àñòíûõ ñëó-
÷àåâ) ïðè âûâîäå èõ îáîáùåíèÿ.

15. (óðîâåíü A). A åñòü óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà, ñîçäàâøåãî äàííóþ òåîðåìó.

16. (ëîãâûâîä A). A åñòü ïàðà (B1, B2), ãäå B1 - íàáîð âõîæäåíèé ëåâûõ êðàåâ
÷åòâåðîê ñïèñîêà âûâîäà, âûâåäåííûõ íåïîñðåäñòâåííî èç òåêóùåé ÷åòâåðêè.
B2 - 0 ëèáî ññûëêà "òåîðåìà(. . .)" íà òåêóùóþ òåîðåìó â áàçå òåîðåì. Ýëåìåíò
èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåãèñòðàöèè âûâîäà â àðõèâå áàçû òåîðåì.

17. (äîïòåîð A). A åñòü ñïèñîê òåîðåì òåêóùåãî öèêëà âûâîäà, èñïîëüçîâàííûõ
ïðè ðåøåíèè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷, îáåñïå÷èâøèõ âûâîä òåêóùåé òåîðåìû.
Äåëî â òîì, ÷òî ïðè çàâåðøàþùåì ðåäàêòèðîâàíèè âûâåäåííîé òåîðåìû ÷àñòî
èñïîëüçóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à, êîòîðîé ïåðåäàåòñÿ ñïèñîê âûâîäà è êî-
òîðàÿ ìîæåò åãî èñïîëüçîâàòü â ñâîèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Ñïèñîê A ïîïîëíÿåò
ñïèñîê äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì, ïðèìåíÿâøèõñÿ ïðè âûâîäå òåêóùåé òåîðåìû.

18. ôóíê. Áëîêèðîâêà ïðèìåðêè îïðåäåëåíèÿ ñâîéñòâà ôóíêöèè íà ýëåìåíòàðíûå
îïåðàöèè ðàçäåëà.

Îáû÷íî ñïèñîê õ2 óñòàíîâîê íà âûâîä, ïåðåäàâàåìûõ ïðîöåäóðå "ïðîãðâûâîä", ïóñò.
Îäíàêî, åñëè ÿ÷åéêà âûâîäà âìåñòî ñòàðòîâûõ òåîðåì ñîäåðæèò óñòàíîâêó íà öèêë
ëîãè÷åñêîãî âûâîäà, òî ýòà óñòàíîâêà êîíâåðòèðóåòñÿ ïðèåìàìè âûâîäà â íàáîð ýëå-
ìåíòîâ ïðèâîäèìûõ íèæå òèïîâ, êîòîðûé è ñòàíîâèòñÿ çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé õ2 â
ïðîöåññå ðàáîòû ïðîöåäóðû.

1. (ñòàíäôîðìà A). Âûâîä óïðîùàþùèõ òîæäåñòâ äëÿ íîðìàëèçàòîðà ñòàíäàðò-
íîé ôîðìû A.

2. (îöåíêà A1 A2). Â íàáîðå A1 ïåðå÷èñëÿþòñÿ ñèìâîëû îïåðàöèé, ðàññìàòðèâà-
åìûõ ïðè âûâîäå óïðîùàþùèõ òîæäåñòâ ñòàíäàðòíîé ôîðìû, â íàáîðå A2 -
îöåíêè èõ ñòîèìîñòè (äåñÿòè÷íûå ÷èñëà).

3. (÷èñëî A). Îáðûâ öèêëà âûâîäà ïîñëå ïîëó÷åíèÿ A òåîðåì. A - äåñÿòè÷íîå
÷èñëî.

4. ñòàíäïîäñò. Ïðè âûâîäå óïðîùàþùèõ òîæäåñòâ ñòàíäàðòíîé ôîðìû èñïîëüçó-
þòñÿ èñõîäíûå òîæäåñòâà ïðèâåäåíèÿ ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå.

5. (ïåðåìåííûå A). Ïðè âûâîäå óïðîùàþùèõ òîæäåñòâ ñòàíäàðòíîé ôîðìû îò-
áðàñûâàþòñÿ âñå ðåçóëüòàòû, èìåþùèå áîëåå A ïåðåìåííûõ.
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6. ðåäóöèðîâàíèå. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ îòáðàñûâàíèå òåõ òåîðåì, êîòîðûå èçìåíÿ-
þòñÿ äðóãèìè âûâåäåííûìè òîæäåñòâàìè ëèî ýêâèâàëåíòíîñòÿìè îáùåé ñòàí-
äàðòèçàöèè.

7. (ôàêòîðèçàöèÿ A1 A2 A3). Âûâîä òîæäåñòâ ïðèâåäåíèÿ ê çàãîëîâêó A1. A2 -
ïàðà (òåîðåìà - íàáîð õàðàêòåðèñòèê) äëÿ äèñòðèáóòèâíîé ðàçâåðòêè âûðà-
æåíèé ñ çàãîëîâêîì A1, A3 - íàáîð ïàð (òåîðåìà - íàáîð õàðàêòåðèñòèê) äëÿ
óïðîùàþùèõ òîæäåñòâ, ïðèìåíÿåìûõ ê çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

Â ñëó÷àå âûâîäà òîæäåñòâ ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ áåðåòñÿ îáîáùåííàÿ äèñ-
òðèáóòèâíàÿ ðàçâåðòêà ñ äâóìÿ ëèáî áîëåå ñîìíîæèòåëÿìè, èìåþùèìè, âîîáùå
ãîâîðÿ, áîëåå äâóõ ñëàãàåìûõ êàæäûé, à â êà÷åñòâå óïðîùàþùèõ òîæäåñòâ -
òîæåñòâî a− a = 0. Äàëåå ïðåäïðèíèìàþòñÿ ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ åãî ê ìíîãî-
÷ëåííîé ÷àñòè ïåðâîãî òîæäåñòâà, ÷òîáû â èòîãå ïðîïàëî êàê ìîæíî áîëüøåå
÷èñëî ñëàãàåìûõ. Òàêèì îáðàçîì ëåãêî "îòêðûâàþòñÿ" òîæäåñòâà äëÿ ðàçíîñòè
êâàäðàòîâ, ñóììû è ðàçíîñòè êóáîâ, è ðÿä äðóãèõ ïîäîáíûõ òîæäåñòâ.

8. íà÷àëî. Óêàçàòåëü íà èìåâøèé ìåñòî öèêë ñîçäàíèÿ ïðèåìîâ âñïîìîãàòåëüíûõ
ïàêåòîâ âûâîäà.

Âûéòè íà íà÷àëî ïðîãðàììû "ïðîãðâûâîä" ìîæíî ÷åðåç ïóíêò "Áàçà òåîðåì" - "Ïðî-
ãðàììèðóþùèé âûâîä" - "Ïðîöåäóðà ÏÐÎÃÐÂÛÂÎÄ" - "Èñõîäíàÿ òî÷êà" îãëàâëå-
íèÿ ïðîãðàìì.

Ïðåæäå âñåãî, ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "áëîêðàçäåëà", áëîêèðóþ-
ùåé ñðàáàòûâàíèÿ âñåõ ïðèåìîâ, èñòî÷íèêàìè êîòîðûõ ñëóæàò òåîðåìû òåêóùåé
ÿ÷åéêè ëîãè÷åñêîãî âûâîäà. Ýòî íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïðè âûâîäå êàêîé-ëèáî òåîðåìû
íå èñïîëüçîâàëñü îíà ñàìà. Ôàêòè÷åñêè, áëîêèðîâêà íåîáõîäèìà ëèøü äëÿ ïðîâåð-
êè òîãî, ÷òî ñèñòåìà íå óòðàòèëà ñïîñîáíîñòè âîñïðîèçâîäèòü ðàíåå ïðîðàáîòàííûé
îáó÷àþùèé ìàòåðèàë.

Ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ ñîäåðæèìîå òåðìèíàëà õ1, ïåðåìåííîé õ5 - ïóñòîé íà-
êîïèòåëü ñïèñêà âûâîäà - íàáîðà ÷åòâåðîê (âåñ òåîðåìû - òåîðåìà - ñïèñîê åå õàðàê-
òåðèñòèê - áëîê âûâîäà). Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå ýëåìåíòû íàáîðà õ4, ïðåäñòàâëÿþùèå
ñîáîé ññûëêè íà òåîðåìû. Äëÿ êàæäîé òåîðåìû A â íàêîïèòåëü õ5 çàíîñèòñÿ ÷åòâåð-
êà (0 A B C), ãäå B - ñïèñîê õàðàêòåðèñòèê òåîðåìû, C - áëîê âûâîäà, ñîñòîÿùèé
èç ýëåìåíòîâ (õàðàêò B), (ëîãâûâîä (ïóñòîåñëîâî S)), (íà÷àëî S). Çäåñü S - ññûëêà
"òåîðåìà(D1 D2)" íà òåîðåìó â áàçå òåîðåì. Îíà ëèáî ñîâïàäàåò ñ ýëåìåíòîì íàáîðà
õ4, ëèáî îòëè÷àåòñÿ îò íåãî çàãîëîâêîì.

Ïîñëå ïåðåõîäà ÷åðåç "âåòâü 2" èäåò öèêë ñêàíèðîâàíèÿ ñïèñêà âûâîäà. Ïåðåìåí-
íîé õ6, îïðåäåëÿþùåé òåêóùèé óðîâåíü ñêàíèðîâàíèÿ, ïðèñâàèâàåòñÿ 0. Äàëåå èäåò
îïåðàòîð "ïîâòîðåíèå", ê êîòîðîìó áóäóò ïðîèñõîäèòü îòêàòû ïðè ñêàíèðîâàíèè.
Ïîñëå íåãî ïåðåìåííîé õ7 - èíäèêàòîðó ïîïîëíåíèÿ ñïèñêà âûâîäà íà î÷åðåäíîì
öèêëå ñêàíèðîâàíèÿ - ïðèñâàèâàåòñÿ 0.

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå ÷åòâåðêè õ8 ñïèñêà âûâîäà, âåñ êîòîðûõ ðàâåí õ6. Ñðàçó æå
âåñ òåêóùåé ÷åòâåðêè óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ òåîðåìà
÷åòâåðêè õ8, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê åå õàðàêòåðèñòèê, ïåðåìåííîé õ11 - áëîê âû-
âîäà. Åñëè â áëîê âûâîäà âõîäèò ñèìâîë "èñêëþ÷åíèå" ëèáî "ðåçóëüòàò", òî ïåðåõîä
ê ñëåäóþùåé ÷åòâåðêå õ8.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ:
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1. Òåîðåìà íå èìååò õàðàêòåðèñòèêè "ïðîòîêîë", ò.å. ÿâëÿåòñÿ "îáû÷íîé" òåîðå-
ìîé ëèáî êâàçèïðîòîêîëîì. Òîãäà ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîñìîòð åå õàðàêòåðèñòèê
õ12. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà, ïåðâûì ýëåìåíòîì êîòîðîé ñëóæèò
ñïèñîê âûâîäà, à âòîðûì ýëåìåíòîì - èíäèêàòîð ïîïîëíåíèÿ ýòîãî ñïèñêà ïðè
ðàññìîòðåíèè õàðàêòåðèñòèêè õ12, èçíà÷àëüíî íóëåâîé. Ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå
ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä" íà ëîãè÷åñêîì ñèìâîëå, ÿâëÿþùåìñÿ çàãîëîâêîì
õàðàêòåðèñòèêè õ12.

Ïðîãðàììà ñïðàâî÷íèêà "ïðîãðâûâîä" îáúåäèíÿåò ãðóïïó ïðèåìîâ âûâîäà òåî-
ðåì, àêòèâèðóåìûõ ïðè ðàññìîòðåíèè õàðàêòåðèñòèê ñ çàäàííûì çàãîëîâêîì.
Ýòîìó ñïðàâî÷íèêó ïåðåäàþòñÿ ñëåäóþùèå âõîäíûå äàííûå: õ1 - òåêóùàÿ ÷åò-
âåðêà (âåñ - òåîðåìà - õàðàêòåðèñòèêè - áëîê âûâîäà), õ2 - òåîðåìà, õ3 - ñïèñîê
åå õàðàêòåðèñòèê, õ4 - áëîê âûâîäà, õ5 - ïàðà (ñïèñîê âûâîäà - èíäèêàòîð èç-
ìåíåíèé), õ6 - óðîâåíü ñêàíèðîâàíèÿ, õ7 - òåêóùàÿ õàðàêòåðèñòèêà. Ïðîãðàì-
ìà ñïðàâî÷íèêà ðåàëèçóåò âûâîä ñëåäñòâèé èç òåîðåìû, ñâÿçàííûé ñ äàííîé
õàðàêòåðèñòèêîé, è ðåãèñòðàöèþ ðåçóëüòàòîâ â íàêîïèòåëå õ5. Ïðèåìû âûâîäà
òåîðåì, ðåàëèçîâàííûå â ïðîãðàììàõ ñïðàâî÷íèêà, áóäóò îïèñàíû â ñëåäóþùåé
ãëàâå. Åñëè öèêë âûâîäà äîëæåí áûòü ïðåðâàí, òî çíà÷åíèåì R îáðàùåíèÿ ê
ñïðàâî÷íèêó ñëóæèò 2. Åñëè íåîáõîäèì îòêàò ê íà÷àëó öèêëà ñêàíèðîâàíèÿ è
ïîíèæåíèå óðîâíÿ äî íóëÿ, òî R = 3. Åñëè íåîáõîäèì íåìåäëåííûé ïåðåõîä ê
àíàëèçó ñëåäóþùåé ÷åòâåðêè ñïèñêà âûâîäà, òî R = 4.

Ïîñëå îáðàùåíèÿ ê ñïðàâî÷íèêó ïðîâåðÿåòñÿ âòîðîé ýëåìåíò ïàðû õ13. Åñëè
îí ðàâåí 1, ò.å. ñïèñîê âûâîäà èçìåíèëñÿ, òî èíäèêàòîð õ7 óñòàíàâëèâàåòñÿ íà
åäèíèöó, ïåðåìåííîé õ5 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò ïàðû õ13, à ïåðå-
ìåííîé õ11 - íîâàÿ âåðñèÿ áëîêà âûâîäà, ðàñïîëîæåííàÿ â ïîñëåäíåì ðàçðÿäå
÷åòâåðêè õ8. Åñëè ðåçóëüòàò îáðàùåíèÿ ê ñïðàâî÷íèêó ðàâåí 2, òî öèêë âûâîäà
îáðûâàåòñÿ, è ïðîèñõîäèò îòêàò ê ïåðåõîäó ÷åðåç "âåòâü 1". Èíà÷å - îòêàò ê
ïåðåõîäó ÷åðåç "âåòâü 4".

2. Òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ïðîòîêîë", ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïðîòîêîëîì áàçû òåî-
ðåì.

Ïðîòîêîëû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òåðìû òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà, íåñóùèå ñàìóþ
ðàçíîîáðàçíóþ ôóíêöèîíàëüíóþ íàãðóçêó. Îíè äàþò îáùóþ õàðàêòåðèñòèêó
ðàçäåëà ëèáî îòäåëüíûõ ïîíÿòèé, ôèêñèðóþò ðåøåíèÿ îá àëãîðèòìèçàöèè ðàç-
äåëà, çàäàþò öåëåâûå óñòàíîâêè íà öèêëû ëîãè÷åñêîãî âûâîäà è ò.ä. Õîòÿ ñàìè
ïðîòîêîëû íå ÿâëÿþòñÿ òåîðåìàìè, çàïóñê öèêëîâ ëîãè÷åñêîãî âûâîäà ïî íèì
âûïîëíÿåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê ïî òåîðåìàì. Íåîáõîäèìàÿ èíôîðìàöèÿ ïðè
ýòîì èçâëåêàåòñÿ èç áàçû òåîðåì ïóòåì ïðîñìîòðà ðàçäåëîâ åå îãëàâëåíèÿ ëèáî
ñ ïîìîùüþ ñïðàâî÷íèêîâ ïîèñêà òåîðåì.

Â ñëó÷àå ïðîòîêîëà ïàðà, ïåðâûì ýëåìåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ñïèñîê âûâîäà, à
âòîðûì ýëåìåíòîì - èíäèêàòîð ïîïîëíåíèÿ ýòîãî ñïèñêà, ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðå-
ìåííîé õ12. Äëÿ âûâîäà òåîðåì èç ïðîòîêîëà èñïîëüçóåòñÿ óæå íå ñïðàâî÷íèê
"ïðîãðâûâîä", à ñïðàâî÷íèê "òåîðåìû". Îáðàùåíèå ê íåìó ïðîèñõîäèò íà ëî-
ãè÷åñêîì ñèìâîëå - çàãîëîâêå ïðîòîêîëà õ9. Ýòîò ñïðàâî÷íèê èìååò ñëåäóþùèå
çíà÷åíèÿ ñâîèõ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ: õ1 - òåêóùàÿ ÷åòâåðêà (âåñ - ïðîòîêîë -
õàðàêòåðèñòèêè - áëîê âûâîäà), õ2 - ïðîòîêîë, õ3 - ñïèñîê åãî õàðàêòåðèñòèê,
âêëþ÷àþùèé ñèìâîë "ïðîòîêîë", õ4 - áëîê âûâîäà, õ5 - ïàðà (ñïèñîê âûâîäà -
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èíäèêàòîð èçìåíåíèé), õ6 - óðîâåíü ñêàíèðîâàíèÿ. Ïðîãðàììà ñïðàâî÷íèêà ðå-
àëèçóåò âûâîä òåîðåì, îïðåäåëÿåìûé ïðîòîêîëîì, è ðåãèñòðàöèþ ðåçóëüòàòîâ
â íàêîïèòåëå õ5. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, ðåàëèçîâàííûå â ïðîãðàììàõ ñïðà-
âî÷íèêà "òåîðåìû", áóäóò îïèñàíû â îòäåëüíîé ãëàâå. Ñìûñë çíà÷åíèé 2,3,4,
âûäàâàåìûõ ñïðàâî÷íèêîì "òåîðåìû" â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòîâ, òîò æå, ÷òî äëÿ
ñïðàâî÷íèêà "ïðîãðâûâîä".

Çàìåòèì, ÷òî íîâûå ïðîòîêîëû, êàê è íîâûå òåîðåìû, ãåíåðèðóþòñÿ ïðèåìàìè
âûâîäà îáîèõ ñïðàâî÷íèêîâ. Â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ áàçû ïðèåìîâ è òåñòèðîâà-
íèÿ åå íà çàäà÷àõ ðàíåå ïðèíÿòûå ðåøåíèÿ îá àëãîðèòìèçàöèè ðàçäåëà ìîãóò
èçìåíÿòüñÿ. Ïîêà ýòè ìåõàíèçìû íå ðàçðàáîòàíû.

Ïîñëå îáðàùåíèÿ ê ñïðàâî÷íèêó "òåîðåìû" ïðîâåðÿåòñÿ âòîðîé ýëåìåíò ïàðû
õ12. Åñëè îí ðàâåí 1, ò.å. ñïèñîê âûâîäà èçìåíèëñÿ, òî èíäèêàòîð õ7 óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ íà åäèíèöó, ïåðåìåííîé õ5 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò ïàðû
õ12, à ïåðåìåííîé õ11 - íîâàÿ âåðñèÿ áëîêà âûâîäà, ðàñïîëîæåííàÿ â ïîñëåä-
íåì ðàçðÿäå ÷åòâåðêè õ8. Åñëè ðåçóëüòàò îáðàùåíèÿ ê ñïðàâî÷íèêó ðàâåí 2, òî
öèêë âûâîäà îáðûâàåòñÿ, è ïðîèñõîäèò îòêàò ê ïåðåõîäó ÷åðåç "âåòâü 1". Èíà÷å
- îòêàò ê ïåðåõîäó ÷åðåç "âåòâü 4".

Åñëè ïðîèçîøåë îòêàò ê ïåðåõîäó ÷åðåç "âåòâü 4", ò.å. ñïðàâî÷íèê "ïðîãðâûâîä"
ëèáî "òåîðåìû" çàâåðøèë îáðàáîòêó òåîðåìû, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ðàâåí ëè òåêóùèé
óðîâåíü ñêàíèðîâàíèÿ õ6 íóëþ. Åñëè ðàâåí, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðîöå-
äóðå "áëîêâûâîäà", ðåàëèçóþùåé òàêèå ïðèåìû âûâîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû, êîòîðûå
íå ñâÿçàíû íè ñ êàêîé êîíêðåòíîé õàðàêòåðèñòèêîé òåîðåìû. Ýòèõ ïðèåìîâ ñîâñåì
íåìíîãî, è îíè áóäóò îïèñàíû íèæå â îòäåëüíîé ãëàâå.

Âõîäíûìè äàííûìè ïðîöåäóðû "áëîêâûâîäà(õ1 õ2)" ñëóæàò: ïàðà õ1 (ñïèñîê âûâîäà
- èíäèêàòîð èçìåíåíèé) è òåêóùàÿ ÷åòâåðòêà õ2 ñïèñêà âûâîäà.

Â íàøåì ñëó÷àå ïåðâîìó àðãóìåíòó ïåðåäàåòñÿ ïàðà, ïðèñâîåííàÿ íåïîñðåäñòâåííî
äî îáðàùåíèÿ ïåðåìåííîé õ12, âòîðîìó àðãóìåíòó - ÷åòâåðêà õ8. Ïîñëå îáðàùåíèÿ ê
ïðîöåäóðå ïðîâåðÿåòñÿ âòîðîé ýëåìåíò ïàðû õ12. Åñëè îí ðàâåí 1, ò.å. ñïèñîê âûâîäà
èçìåíèëñÿ, òî èíäèêàòîð õ7 óñòàíàâëèâàåòñÿ íà åäèíèöó, ïåðåìåííîé õ5 ïåðåïðèñâà-
èâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò ïàðû õ12, à ïåðåìåííîé õ11 - íîâàÿ âåðñèÿ áëîêà âûâîäà,
ðàñïîëîæåííàÿ â ïîñëåäíåì ðàçðÿäå ÷åòâåðêè õ8.

Äàëåå ïðîèñõîäèò îòêàò ê ïåðåõîäó ÷åðåç "âåòâü 3". Åñëè èíäèêàòîð èçìåíåíèÿ õ7
ðàâåí 1, òî òåêóùèé óðîâåíü ñêàíèðîâàíèÿ ïåðåóñòàíàâëèâàåòñÿ íà 0 è ïðîèñõîäèò
îòêàò ê îïåðàòîðó "ïîâòîðåíèå", ïîñëå êîòîðîãî ñêàíèðîâàíèå ñïèñêà âûâîäà âîçîá-
íîâëÿåòñÿ. Åñëè èíäèêàòîð õ7 íóëåâîé, òî ïðîèñõîäèò âûáîð ñëåäóþùåé ÷åòâåðêè õ8
ñïèñêà âûâîäà, âåñ êîòîðîé ðàâåí òåêóùåìó óðîâíþ ñêàíèðîâàíèÿ.

Ïî îêîí÷àíèè ñêàíèðîâàíèÿ ñïèñêà âûâîäà - ïåðåõîä ÷åðåç "èíà÷å 2". Åñëè òåêóùèé
óðîâåíü ñêàíèðîâàíèÿ ìåíüøå 6, òî îí óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1, è ïðîèñõîäèò îòêàò ê
îïåðàòîðó "ïîâòîðåíèå" äëÿ âîçîáíîâëåíèÿ ñêàíèðîâàíèÿ ñïèñêà âûâîäà íà áîëüøåì
óðîâíå. Íàêîíåö, ïî äîñòèæåíèè óðîâíÿ 6 ïðîèñõîäèò îòêàò ê ïåðåõîäó ÷åðåç âåòâü
1, ãäå âûâîä ñëåäñòâèé îáðûâàåòñÿ è íà÷èíàåòñÿ îáðàáîòêà ñïèñêà âûâîäà.

Â êîììåíòàðèè (ïðîãðâûâîä A) ê ïîñûëêàì èñõîäíîé çàäà÷è ñîõðàíÿåòñÿ êîïèÿ ñïèñ-
êà âûâîäà õ5. Îíà ïîíàäîáèòñÿ äëÿ ó÷åòà âûâîäà â àðõèâå áàçû òåîðåì.

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàñ÷èñòêà ñïèñêà âûâîäà. Ïðåæäå âñåãî, ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè
"ïðèåì(5)" âûïîëíÿåòñÿ îòáðàñûâàíèå òåîðåì, èìåþùèõ àëüòåðíàòèâíóþ âåðñèþ, ó
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êîòîðîé êîíñåêâåíò òîò æå ñàìûé, à ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ - ïîäìíîæåñòâî ñïèñêà àí-
òåöåäåíòîâ äàííîé òåîðåìû. Åñëè òåîðåìû ñîâïàäàþò, òî îäíà èç íèõ óäàëÿåòñÿ, à åå
õàðàêòåðèñòèêè ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê õàðàêòåðèñòèêàì îñòàâøåéñÿ òåîðåìû. Óäàëåíèå
òåîðåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî åå ÷åòâåðêè â ñïèñêå âûâîäà ïîìåùàåòñÿ 0. Ïî
çàâåðøåíèè öèêëà - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 1" ê êîíòðîëüíîé òî÷êå "ïðèåì(97)".

Çäåñü ïðåäïðèíèìàåòñÿ îòáðàñûâàíèå òåîðåì, èçìåíÿåìûõ âûâåäåííûìè òîæäåñòâà-
ìè è ýêâèâàëåíòíîñòÿìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ðàññìîòðèì ýòîò öèêë ïîäðîáíåå.
Òåêóùàÿ ÷åòâåðêà ñïèñêà âûâîäà ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ7. Ïåðåìåííîé õ8 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ òåîðåìà ÷åòâåðêè, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê õàðàêòåðèñòèê.

Åñëè â ñïèñêå õ9 èìååòñÿ õàðàêòåðèñòèêà "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)", óêàçûâàþùàÿ, ÷òî
õ8 - òîæäåñòâî îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî îöåíêà ñëîæíîñòè
çàìåíÿþùåãî òåðìà ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè çàìåíÿåìîãî, ëèáî ÷èñëî âõîæäåíèé
ïåðåìåííûõ â çàìåíÿþùèé òåðì ìåíüøå ÷åì â çàìåíÿåìûé. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ äðóãèå
òåîðåìû T ñïèñêà âûâîäà, èìåþùèå çàãîëîâîê "äëÿëþáîãî", ó êîòîðûõ âñå çàãîëîâ-
êè õàðàêòåðèñòèê ïðèíàäëåæàò ñïèñêó "àíòåöåäåíò", "ñïóñê", "óïðîùåíèå", "ãðóï-
ïèðîâêè", "èñêëòåðì", "íîðìàëèçàöèÿ", "îáùíîðì". Åñëè ó õ8 åñòü ñóùåñòâåííûå
ïîñûëêè, òî ó T îíè òîæå äîëæíû áûòü. Íå ðàññìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû T , ó êîòîðûõ
çàãîëîâîê ññûëêè íà ïðèìåíåííûé ïðèåì - "ïîãëîùàåò" ëèáî "Ñîêðàù". Ïðåäïðèíè-
ìàåòñÿ ïîïûòêà ïðèìåíèòü òîæäåñòâî õ8 ê êîíñåêâåíòó òåîðåìû T . Åñëè ýòî óäàåòñÿ,
òî òåîðåìà T îòáðàñûâàåòñÿ (åå ÷åòâåðêà çàìåíÿåòñÿ íà 0).

Åñëè â ñïèñêå õ9 åñòü õàðàêòåðèñòèêà "êâàíòîðíàÿñâåðòêà(. . .)", óêàçûâàþùàÿ, ÷òî
õ8 - òîæäåñòâî äëÿ çàìåíû êâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ íà áåñêâàíòîðíîå, òî ïðîñìàò-
ðèâàþòñÿ äðóãèå òåîðåìû T ñïèñêà âûâîäà. Åñëè êàêàÿ-ëèáî èç íèõ èìååò òàêóþ æå
õàðàêòåðèñòèêó, ïðè÷åì åäèíñòâåííóþ, òî ñðàâíèâàþòñÿ çàìåíÿåìûå òåðìû îáåèõ
òåîðåì. Åñëè ýòè òåðìû - êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, îòëè÷àþùèåñÿ ïåðåîáîçíà÷åíèåì
áåç îòîæäåñòâëåíèé ñâîèõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì îöåíêà ñëîæíîñòè çàìåíÿ-
þùåãî òåðìà òåîðåìû T íå ìåíüøå, ÷åì ó òåîðåìû õ8, òî òåîðåìà T îòáðàñûâàåòñÿ.

Ïî çàâåðøåíèè öèêëà èç ñïèñêà âûâîäà óäàëÿþòñÿ âñå íóëè, è ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü
1". Çäåñü çàìåíÿþòñÿ íà íîëü âñå ÷åòâåðêè ñïèñêà âûâîäà, ó êîòîðûõ ñðåäè õàðàêòå-
ðèñòèê èìåëñÿ ñèìâîë "Èñêëþ÷åíèå". Äàëåå - ñíîâà ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 1". Çäåñü
ïðîèñõîäèò ðàñ÷èñòêà ïðîòîêîëîâ "íîðìçàãîëîâîê", ñîçäàííûõ â öèêëå âûâîäà. Îò-
áðàñûâàåòñÿ òîò ïðîòîêîë, ÷üå ìíîæåñòâî çàãîëîâêîâ - ïîäìíîæåñòâî çàãîëîâêîâ äðó-
ãîãî ïðîòîêîëà. Ñíîâà ïðîèñõîäèò èñêëþ÷åíèå íóëåé èç ñïèñêà âûâîäà.

Äàëåå - åùå îäèí ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 1". Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ, êî-
ãäà òåîðåìó, îáîáùåííóþ â öèêëå âûâîäà, öåëåñîîáðàçíî ñîõðàíèòü. Â ïåðâîì ñëó÷àå
òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêè "ãðóïïèðîâêè" è "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)", à ÷èñëî åå ïå-
ðåìåííûõ íå áîëåå 3. Ýëåìåíò "èñêëþ÷åíèå" åå áëîêà âûâîäà çàìåíÿåòñÿ íà "âûõîä",
è õàðàêòåðèñòèêè ïîëàãàþòñÿ ñîñòîÿùèìè èç åäèíñòâåííîãî ñèìâîëà "ïåðåñòàíîâêè".
Âî âòîðîì ñëó÷àå òåîðåìà èìåëà õàðàêòåðèñòèêè "ãðóïïèðîâêè", "âàðüèð(. . .)" è íå
èìåëà õàðàêòåðèñòèêè "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)". Äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùèì; â
õàðàêòåðèñòèêàõ ñîõðàíèòñÿ òîëüêî "âàðüèð(. . .)".

Ïî çàâåðøåíèè ïåðå÷èñëåííûõ êîððåêöèé ñïèñêà âûâîäà, ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷-
êè "ïðèåì(100)", ðåàëèçóåòñÿ âûäà÷à ðåçóëüòàòà. Ïðîñìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê âûâîäà.
Îòáèðàþòñÿ òàêèå åãî ÷åòâåðêè õ7, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ:

1. Áëîê âûâîäà íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ "èñêëþ÷åíèå", "Èñêëþ÷åíèå".
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2. Ëèáî áëîê âûâîäà èìååò ýëåìåíò (èñòî÷íèê . . .), ëèáî îí èìååò ýëåìåíò "Ïëþñ".

3. Åñëè òåîðåìà èìååò íå ìåíåå ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ, áûëà îáîáùåíà è åå áëîê
âûâîäà íå èìååò ýëåìåíòà "âûõîä", òî åå èñòî÷íèê â ñïèñêå âûâîäà íå áûë
îáîáùåí.

Ó ýòèõ ÷åòâåðîê îòáðàñûâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò (âåñ), è ñîñòàâëåííûé èç íèõ ñïèñîê
õ6 âûäàåòñÿ êàê ðåçóëüòàò âûâîäà. Ïðåäâàðèòåëüíî ðàñ÷èùàåòñÿ áóôåð ôèëüòðàöèè,
âûïîëíÿâøèé áëîêèðîâêó ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà òåîðåìàõ ÿ÷åéêè âûâîäà.

1.3 Âñïîìîãàòåëüíûå ïðîöåäóðû, èñïîëüçóåìûå ïðè-
åìàìè âûâîäà òåîðåì

Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì ðåàëèçîâàíû íà ËÎÑå. ×òîáû óïðîñòèòü ñîçäàíèå è ÷òå-
íèå èõ ïðîãðàìì, áûëî ñîçäàíî ìíîæåñòâî âñïîìîãàòåëüíûõ ïðîöåäóð. Ïåðå÷èñëèì
îñíîâíûå èç íèõ. Âûéòè íà ñïèñîê ýòèõ ïðîöåäóð è èõ ïðîãðàììû ìîæíî ÷åðåç
ïóíêò "Áàçà òåîðåì" - "Ïðîãðàììèðóþùèé âûâîä" - "Âñïîìîãàòåëüíûå ïðîöåäóðû
ëîãè÷åñêîãî âûâîäà" îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.

Ïðîöåäóðà "ñìòåîð"

Ïðè âûâîäå ñëåäñòâèé òåîðåìû áûâàåò íåîáõîäèìî ïðèâëå÷åíèå äîïîëíèòåëüíûõ òåî-
ðåì. Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûé ñïîñîá èõ ïîèñêà - ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì.
Âõîäíûì äàííûì õ1 ëþáîãî òàêîãî ñïðàâî÷íèêà ñëóæèò îäíîýëåìåíòíûé íàáîð, îá-
ðàçîâàííûé èçíà÷àëüíî ïóñòûì íàêîïèòåëåì ññûëîê "òåîðåìà(A1 A2)" íà òåîðåìû èç
áàçû òåîðåì, îòáèðàåìûå ñîãëàñíî îïðåäåëåííîìó ïðèíöèïó ïî òåêóùåìó ëîãè÷åñêî-
ìó ñèìâîëó, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå ê ñïðàâî÷íèêó. Ñïèñîê ñïðàâî÷íèêîâ
ïîèñêà òåîðåì, ñîçäàííûõ íà òåêóùèé ìîìåíò, áóäåò ïðèâåäåí â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Ïðèåì âûâîäà òåîðåì îáðàùàåòñÿ ê ñïðàâî÷íèêàì ïîèñêà òåîðåì ÷åðåç ïðîöåäóðó
"ñìòåîð(õ1 õ2 õ3 õ4)". Çäåñü õ1 - íàáîð ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé
íàçâàíèÿ ñïðàâî÷íèêîâ ïîèñêà òåîðåì, ëèáî åäèíñòâåííûé òàêîé ñèìâîë. õ2 - ëîãè-
÷åñêèé ñèìâîë. Ïðîöåäóðà ïåðå÷èñëÿåò òåîðåìû õ3, îïðåäåëÿåìûå ñïðàâî÷íèêàìè
ñïèñêà õ1 ïî ëîãè÷åñêîìó ñèìâîëó õ2. Îäíîâðåìåííî ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê õàðàêòåðèñòèê òåîðåìû õ3, ê êîòîðîìó äîáàâëåíà ññûëêà "òåîðåìà(A1 A2)"
íà òåîðåìó õ3 â áàçå òåîðåì.

Ïðîãðàììà "ñìòåîð" âíà÷àëå ñîçäàåò îäíîýëåìåíòíûé íàáîð õ5, ñîñòÿùèé èç ïóñòîãî
íàêîïèòåëÿ ññûëîê íà òåîðåìû. Îí çàïîëíÿåòñÿ ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáðàùåíèÿ
ê ñïðàâî÷íèêàì ñïèñêà õ1 íà ñèìâîëå õ2. Çàòåì ññûëêè "òåîðåìà(. . .)" ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïðîñìàòðèâàþòñÿ, è ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû "òåîðåìà" äëÿ òåêóùåé ññûëêè
õ6 íàõîäÿòñÿ òåîðåìà õ7 è ñïèñîê åå õàðàêòåðèñòèê õ8.

Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä"

Ýòà ïðîöåäóðà - íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìîå ïðàâèëî âûâîäà, çàêëþ÷àþùååñÿ â
òîæäåñòâåííîì ëèáî ýêâèâàëåíòíîì ïðåîáðàçîâàíèè ôðàãìåíòà îäíîé òåîðåìû ïðè
ïîìîùè äðóãîé òåîðåìû. Îáðàùåíèå ê íåé èìååò âèä "òîæäâûâîä(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)",
ãäå õ1 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, õ2 - âõîæäåíèå â íåãî íåêîòîðîãî ïîäòåðìà, õ3 -
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òîæäåñòâî ëèáî ýêâèâàëåíòíîñòü, õ4 - íàáîð äîïîëíèòåëüíûõ óñòàíîâîê íà âûâîä.
Ïåðå÷èñëÿþòñÿ âàðèàíòû õ5 âûâîäà ñëåäñòâèé èç õ1 ïóòåì óíèôèêàöèè òåðìà õ2 ñ
îäíîé èç ÷àñòåé òîæäåñòâà ëèáî ýêâèâàëåíòíîñòè õ3.

Èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå äîïîëíèòåëüíûå óñòàíîâêè íà âûâîä:

1. íàïðàâë(A). Ñèìâîë A ("ïåðâûéòåðì" ëèáî "âòîðîéòåðì") óêàçûâàåò íàïðàâ-
ëåíèå ïðèìåíåíèÿ òîæäåñòâà ëèáî ýêâèâàëåíòíîñòè õ3.

2. ìîäèôèêàòîð. Óêàçàíèå íà ââîä ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ âñïîìîãàòåëüíîé ïåðå-
ìåííîé - ìîäèôèêàòîðà (äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð êîðíåâîé àññîöèàòèâíî -
êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè êàæäîé èç ÷àñòåé òîæäåñòâà õ3).

3. ñóùåñòâïîñûëêè. Áëîêèðóåòñÿ íåâûðîæäåííàÿ ïîäñòàíîâêà â ñóùåñòâåííûå ïî-
ñûëêè òåîðåì õ1, õ3.

4. (ïåðåìåííàÿ x A). x åñòü ïåðåìåííàÿ óòâåðæäåíèÿ õ1, ó÷àñòâóþùàÿ â óíèôè-
êàöèè. Ïîñëå êàæäîé òåêóùåé óíèôèêàöèè, ïîðîæäàþùåé î÷åðåäíóþ âåðñèþ
ñëåäñòâèÿ, ýëåìåíò A çàìåíÿåòñÿ íà òåðì, ïîäñòàâëÿåìûé âìåñòî ïåðåìåííîé
x. Òàêèì îáðàçîì, äàííûé ýëåìåíò èãðàåò ðîëü äîïîëíèòåëüíîãî âûõîäíîãî
êàíàëà, ïîçâîëÿþùåãî êîíòðîëèðîâàòü âàðèàíòû óíèôèêàöèè.

5. (ïåðåì x A). Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî x åñòü ïåðåìåííàÿ óòâåðæäåíèÿ õ3.

6. (ôèêñ A). A åñòü íàáîð ïåðåìåííûõ òåðìà õ1, âìåñòî êîòîðûõ ïîäñòàíîâêà ïðè
óíèôèêàöèè íå âûïîëíÿåòñÿ.

7. íîâàÿïåðåìåííàÿ. Áëîêèðîâêà ââîäà íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðè óíèôèêàöèè.

8. âàðóíèôèê. Âàðüèðîâàíèå ïðåîáðàçóþùåãî òîæäåñòâà ëèáî ýêâèâàëåíòíîñòè
îïåðàòîðîì "âàðóíèôèê".

9. (ïåðåñåêàþòñÿ x y). Òåðìû, óíèôèöèðîâàííûå ñ ïåðåìåííûìè x, y òåîðåìû õ1,
èìåþò îáùóþ ïåðåìåííóþ.

10. ðàçáèåíèå. Ïðè óíèôèêàöèè àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè f îò äâóõ
ïåðåìåííûõ x, y ñ îïåðàöèåé f(z, t1, t2), ãäå z - ïåðåìåííàÿ, ïðîèñõîäèò ðàçáèå-
íèå z â "ïðîèçâåäåíèå" äâóõ íîâûõ ïåðåìåííûõ z1 è z2, îòíîñèìûõ ê x è y.

Íåñìîòðÿ íà îáèëèå òèïîâ óñòàíîâîê, îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ýëåìåíò "(íàïðàâë
. . .)".

Ïðîãðàììà "òîæäâûâîä" ïðåæäå âñåãî ïðîâåðÿåò íàëè÷èå óñòàíîâêè "âàðóíèôèê".
Åñëè åå íåò, òî ïåðåìåííîé õ6 ïåðåäàåòñÿ íåèçìåíåííàÿ òåîðåìà õ3, èíà÷å - ïåðå÷èñ-
ëÿþòñÿ âàðèàíòû åå âàðüèðîâàíèÿ ïðîöåäóðîé "âàðóíèôèê", ïîî÷åðåäíî ïðèñâàèâà-
åìûå ïåðåìåííîé õ6.

Ïðîöåäóðà "âàðóíèôèê" ñíà÷àëà âûäàåò íåèçìåíåííóþ âåðñèþ òåîðåìû õ3. Äàëü-
íåéøåå ïåðå÷èñëåíèå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àÿõ, êîãäà õ3 - ýêâèâàëåíòíîñòü. Â
ýòîì ñëó÷àå íàõîäèòñÿ íàáîð A1, . . . , An êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäòåðìà õ2 è íà-
áîð B1, . . . , Bm êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿåìîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè õ3. Çàìå-
íÿåìàÿ ÷àñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî óñòàíîâêå (íàïðàâë . . .). Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà
ñëó÷àÿ:
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1. m < n. Òîãäà âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ x, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìû õ1, õ3, è îíà äî-
áàâëÿåòñÿ ê êîíúþíêòèâíûì ÷ëåíàì êàê çàìåíÿåìîé, òàê è çàìåíÿþùåé ÷àñòåé
òåîðåìû õ3. Ðåçóëüòàò âûäàåòñÿ.

2. m = n. Â íåêîòîðîì îòëè÷íîì îò ðàâåíñòâà Bi âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå t, ÿâëÿ-
þùååñÿ íåïîñðåäñòâåííûì îïåðàíäîì îòíîøåíèÿ. Åãî çàãîëîâîê s èìååò åäèí-
ñòâåííîå âõîæäåíèå â Bi è âñòðå÷àåòñÿ â åäèíñòâåííîì Aj, èìåþùèì âèä ðàâåí-
ñòâà. Òîãäà âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ x, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìû õ1, õ3, è âìåñòî
Bi â êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû çàìåíÿåìîé ÷àñòè çàíîñÿòñÿ ðàâåíñòâî x = t è ðå-
çóëüòàò çàìåíû â Bi ïîäòåðìà t íà ïåðåìåííóþ x. Ê êîíúþíêòèâíûì ÷ëåíàì
çàìåíÿþùåé ÷àñòè äîáàâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî x = t. Ðåçóëüòàò âûäàåòñÿ.

Ïîñëå òîãî, êàê ïðåîáðàçóþùàÿ òåîðåìà ïðèñâîåíà ïåðåìåííîé õ6, ïåðåìåííîé õ7
ïðèñâàèâàåòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòîâ âûâîäà. Îí ïîçâîëèò îòñëåæèâàòü êî-
ëè÷åñòâî âûâåäåííûõ ñëåäñòâèé è îáðûâàòü âûâîä ïðè ñëèøêîì áîëüøîì èõ ÷èñëå
(áîëåå 40). Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ òåî-
ðåìû õ6 íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â òåîðåìó õ1 è â òåðìû A èç ýëåìåíòîâ (ïåðåì
x A) óñòàíîâêè íà âûâîä. Ñîîòâåòñòâåííî ïåðåîáîçíà÷àþòñÿ ïåðåìåííûå òåðìîâ A.

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà òåîðåìû õ1, ïåðåìåííîé õ10
- ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ2. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíêàòåíàöèÿ ñâÿçûâà-
þùèõ ïðèñòàâîê òåîðåì õ1 è õ8. Ýòà êîíêàòåíàöèÿ ñîõðàíÿåòñÿ â ïåðåìåííîé õ12,
ïîñëå ÷åãî èç ñïèñêà õ11 èñêëþ÷àþòñÿ âñå ïåðåìåííûå, óêàçàííûå â ýëåìåíòàõ (ôèêñ
. . .) óñòàíîâêè íà âûâîä. Åñëè èìååò ýëåìåíò (íàïðàâë N) óñòàíîâêè íà âûâîä, òî ïå-
ðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë N . Èíà÷å ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè
õ13 = "ïåðâûéòåðì" è õ13 = "âòîðîéòåðì". Ïàðàìåòð õ13 áóäåò îïðåäåëÿòü íàïðàâ-
ëåíèå çàìåíû ñîãëàñíî òåîðåìå õ8. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì
òåîðåìû õ8.

Äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî ðåàëèçóþòñÿ ñëåäóþùèå âåòâè ïðîãðàììû, êàæäàÿ èç êîòî-
ðûõ âûïîëíÿåò íåêîòîðîå ïåðå÷èñëåíèå ðåçóëüòàòîâ:

1. Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(2)" ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé óíèôèêàöèè áåç
ââîäà äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé â îáåèõ ÷àñòÿõ òîæäåñòâà ëèáî ýêâèâàëåíò-
íîñòè õ8. Ïðåæäå âñåãî, ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîòîâêà íàáîðà óñòà-
íîâîê íà óíèôèêàöèþ. Â íåå çàíîñÿòñÿ ýëåìåíòû (óíèôèêàöèÿ õ10 õ15 ïóñòîå-
ñëîâî) è (ïåðåìåííûå P ), ãäå P - îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ12 è ñïèñêà ïåðåìåííûõ
òåîðåìû õ1. Åñëè â ñïèñêå õ4 èìåþòñÿ ñèìâîëû "íîâàÿïåðåìåííàÿ", "ðàçáè-
åíèå", òî îíè ïåðåäàþòñÿ â íàáîð õ16. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðîöå-
äóðå "óíèôèêàöèÿ" äëÿ óñòàíîâêè íà óíèôèêàöèþ õ16 è ñïèñêà õ11 ïåðåìåí-
íûõ óíèôèêàöèè. Îíà ïåðå÷èñëÿåò íàáîðû õ17 òåðìîâ, îáðàçóþùèõ âìåñòå ñî
ñïèñêîì õ11 óíèôèöèðóþùóþ ïîäñòàíîâêó S. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ïðîöåäóðû
"óíèôèêàöèÿ", èñïîëüçóåìîé ëîãè÷åñêîé ñèñòåìîé, äàíî â ãëàâå 2 âòîðîãî òîìà
ìîíîãðàôèè.

Åñëè â íàáîðå õ4 èìååòñÿ ýëåìåíò (ïåðåñåêàþòñÿ x y), òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåð-
ìû, ñîïîñòàâëåííûå ïîäñòàíîâêîé S ïåðåìåííûì x, y, èìåþò îáùèå ïåðåìåí-
íûå.

Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå òàêîé ïåðåìåííîé x ñïèñêà õ11 è ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé
y òåðìà, ïîäñòàâëÿåìîãî âìåñòî x, ÷òî x íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé êîíñåêâåíòà
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òåîðåìû õ8, íå âñòðå÷àþùåéñÿ â àíòåöåäåíòàõ, y âñòðå÷àåòñÿ â òåðìå õ10, íå
âõîäèò â ñïèñîê õ11, è ïðè ýòîì íå âñòðå÷àåòñÿ â ñïèñêàõ A ýëåìåíòîâ (ôèêñ
A) íàáîðà õ4.

Äàëåå, ñîãëàñíî íàéäåííîé óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêå, êîððåêòèðóþòñÿ ýëå-
ìåíòû (ïåðåìåííàÿ . . .) è (ïåðåì . . .) íàáîðà õ4. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ18
ïðèìåíåíèÿ óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêè ê çàìåíÿþùåìó òåðìó òåîðåìû õ8,
è íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ19 çàìåíû â òåîðåìå õ1 âõîæäåíèÿ õ2 íà òåðì õ18. Ïå-
ðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè õ19,
ïåðåìåííîé õ21 - åå êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöå-
äåíòîâ òåîðåìû õ8.

Åñëè â íàáîðå õ4 èìååòñÿ ýëåìåíò "ñóùåñòâïîñûëêè", òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óíè-
ôèöèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêà íå ïîäñòàâëÿåò áîëåå ÷åì îäíîáóêâåííûå òåðìû â
àíòåöåäåíòû òåîðåì õ1 è õ8.

Íàõîäèòñÿ ñïèñîê õ23 ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêè
ê ýëåìåíòàì ñïèñêîâ õ20 è õ22, à òàêæå ðåçóëüòàò õ24 ïðèìåíåíèÿ åå ê òåð-
ìó õ21. Ââîäèòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ õ25 ñî ñïèñêîì àíòåöåäåíòîâ õ23 è
êîíñåêâåíòîì õ24. Îíà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ðåçóëüòàòîâ âûâîäà. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî â ñïèñêå õ7 îòñóòñòâóåò ïîäîáíàÿ (ïîëó÷åííàÿ ïåðåîáîçíà÷åíèåì ñâÿçàí-
íûõ ïåðåìåííûõ è èçìåíåíèåì ïîðÿäêà îïåðàíäîâ êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèé
èëè îòíîøåíèé) êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ. Åñëè â ñïèñêå õ7 óæå íàáðàëîñü 40
ýëåìåíòîâ, òî ðàáîòà ïðîöåäóðû "òîæäâûâîä" çàâåðøàåòñÿ. Èíà÷å - òåðì õ25
çàíîñèòñÿ â ñïèñîê õ7 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå î÷åðåäíîãî çíà÷åíèÿ âûõîäíîé
ïåðåìåííîé õ5.

Ïîñëå öèêëà âûäà÷è ðåçóëüòàòîâ, îïèñàííîãî â äàííîì ïóíêòå, ïåðåõîä ÷åðåç
"âåòâü 2" ïåðåä êîíòðîëüíîé òî÷êîé "ïðèåì(2)". Çäåñü ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàáîð
õ4 ñîäåðæèò ñèìâîë "ìîäèôèêàòîð" è ÷òî çàãîëîâîê õ16 çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåî-
ðåìû õ8 - àññîöèàòèâíûé è êîììóòàòèâíûé ñèìâîë s. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ z,
íå âñòðå÷àþùàÿñÿ â òåîðåìàõ õ1 è õ8. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
äîáàâëåíèÿ ïåðåìåííîé z ê êîíöó ñïèñêà õ11. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ çàìåíÿåìîìó òåðìó òåîðåìû õ8 îïåðàíäà z, à ïåðåìåííîé
õ20 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ çàìåíÿþùåìó òåðìó ýòîé òåîðåìû íîâîãî s - ÷ëåíà
z.

2. Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(3)" ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé óíèôèêàöèè ñî
ââîäîì äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé â îáåèõ ÷àñòÿõ òîæäåñòâà ëèáî ýêâèâàëåíò-
íîñòè õ8. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "óíèôèêàöèÿ" äëÿ ïàðû
óíèôèöèðóåìûõ òåðìîâ õ10, õ19 è ñïèñêà õ18 ïåðåìåííûõ óíèôèêàöèè. Îíà
ïåðå÷èñëÿåò íàáîðû õ21 òåðìîâ, îáðàçóþùèõ âìåñòå ñî ñïèñêîì õ18 óíèôè-
öèðóþùóþ ïîäñòàíîâêó S. Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû äåéñòâèÿì èç
ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Òåì íå ìåíåå, ïðèâåäåì èõ îïèñàíèå.

Åñëè â íàáîðå õ4 èìååòñÿ ýëåìåíò (ïåðåñåêàþòñÿ x y), òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåð-
ìû, ñîïîñòàâëåííûå ïîäñòàíîâêîé S ïåðåìåííûì x, y, èìåþò îáùèå ïåðåìåí-
íûå.

Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå òàêîé ïåðåìåííîé x ñïèñêà õ18 è ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé
y òåðìà, ïîäñòàâëÿåìîãî âìåñòî x, ÷òî x íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé êîíñåêâåíòà
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òåîðåìû õ8, íå âñòðå÷àþùåéñÿ â àíòåöåäåíòàõ, y âñòðå÷àåòñÿ â òåðìå õ10 è íå
âõîäèò â ñïèñîê õ18.

Ñîãëàñíî íàéäåííîé óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêå, êîððåêòèðóþòñÿ ýëåìåíòû
(ïåðåìåííàÿ . . .) è (ïåðåì . . .) íàáîðà õ4. Îïðåäåëÿþòñÿ ðåçóëüòàò õ22 ïðèìåíå-
íèÿ óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêè ê òåðìó õ20 è ðåçóëüòàò õ23 çàìåíû â òåîðåìå
õ1 âõîæäåíèÿ õ2 íà òåðì õ22. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåí-
òîâ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè õ23, ïåðåìåííîé õ25 - åå êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé
õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ8.

Åñëè â íàáîðå õ4 èìååòñÿ ýëåìåíò "ñóùåñòâïîñûëêè", òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óíè-
ôèöèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêà íå ïîäñòàâëÿåò áîëåå ÷åì îäíîáóêâåííûå òåðìû â
àíòåöåäåíòû òåîðåì õ1 è õ8.

Íàõîäèòñÿ ñïèñîê õ27 ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêè ê
ýëåìåíòàì ñïèñêîâ õ24 è õ26, à òàêæå ðåçóëüòàò õ28 ïðèìåíåíèÿ åå ê òåðìó õ25.
Ââîäèòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ õ29, ïîëó÷åííàÿ èç èìïëèêàöèè ñî ñïèñêîì
àíòåöåäåíòîâ õ27 è êîíñåêâåíòîì õ28 ïðèìåíåíèåì ïðîöåäóðû "ïîëíûåïîñûë-
êè", äîáàâëÿþùåé ïîñûëêè, íåîáõîäèìûå ïî î.ä.ç. Ýòîãî òðåáóåò íîâàÿ ïåðå-
ìåííàÿ z. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå õ7 îòñóòñòâóåò ïîäîáíàÿ õ29 êâàíòîðíàÿ
èìïëèêàöèÿ. Òåðì õ29 çàíîñèòñÿ â ñïèñîê õ7 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå î÷åðåäíîãî
çíà÷åíèÿ âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ5.

Ïîñëå öèêëà âûäà÷è ðåçóëüòàòîâ, îïèñàííîãî â äàííîì ïóíêòå, ïåðåõîä ÷åðåç
"âåòâü 1" ïåðåä êîíòðîëüíîé òî÷êîé "ïðèåì(3)". Çäåñü ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ2 -
îäíà èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿ êîíñåêâåíòîì òåîðåìû õ1. Âûáèðàåòñÿ
ïåðåìåííàÿ u, îòëè÷íàÿ îò z è íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìû õ1,õ8. Ïåðåìåííîé õ23
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ïåðåìåííîé u ê êîíöó ñïèñêà õ18. Îïðåäå-
ëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ24 äîáàâëåíèÿ ê ðàñïîëîæåííîìó ïî âõîæäåíèþ õ2 ïîäòåðìó
s - ÷ëåíà u.

3. Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(4)" ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé óíèôèêàöèè ñî
ââîäîì äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ â îáîèõ òåîðåìàõ õ1, õ8. Ïðåäïðèíèìà-
åòñÿ îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "óíèôèêàöèÿ" äëÿ ïàðû óíèôèöèðóåìûõ òåðìîâ
õ24, õ19 è ñïèñêà õ23 ïåðåìåííûõ óíèôèêàöèè. Îíà ïåðå÷èñëÿåò íàáîðû õ25
òåðìîâ, îáðàçóþùèõ âìåñòå ñî ñïèñêîì õ23 óíèôèöèðóþùóþ ïîäñòàíîâêó S.
Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû äåéñòâèÿì èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà:

Åñëè â íàáîðå õ4 èìååòñÿ ýëåìåíò (ïåðåñåêàþòñÿ x y), òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåð-
ìû, ñîïîñòàâëåííûå ïîäñòàíîâêîé S ïåðåìåííûì x, y, èìåþò îáùèå ïåðåìåí-
íûå.

Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå òàêîé ïåðåìåííîé x ñïèñêà õ23 è ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé
y òåðìà, ïîäñòàâëÿåìîãî âìåñòî x, ÷òî x íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé êîíñåêâåíòà
òåîðåìû õ8, íå âñòðå÷àþùåéñÿ â àíòåöåäåíòàõ, y âñòðå÷àåòñÿ â òåðìå õ10 è íå
âõîäèò â ñïèñîê õ23.

Ñîãëàñíî íàéäåííîé óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêå, êîððåêòèðóþòñÿ ýëåìåíòû
(ïåðåìåííàÿ . . .) è (ïåðåì . . .) íàáîðà õ4. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ26 ïðèìå-
íåíèÿ óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêè ê òåðìó õ20. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå
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õ27 ïðîòèâîïîëîæíîé õ2 ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ1. Ïåðåìåí-
íîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ïîäòåðìó õ27 s - ÷ëåíà u, è äàëåå
íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ29 ïðèìåíåíèÿ ê õ28 ïîäñòàíîâêè S. Åñëè õ2 áûëî ïåðâûì
îïåðàíäîì ðàâåíñòâà, òî ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "ðàâíî(õ26 õ29)",
èíà÷å - òåðì "ðàâíî(õ29 õ26)". Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ31 çàìåíû â òåîðåìå õ1
åå êîíñåêâåíòà íà òåðì õ30. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ
êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè õ31. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåí-
òîâ òåîðåìû õ8.

Åñëè â íàáîðå õ4 èìååòñÿ ýëåìåíò "ñóùåñòâïîñûëêè", òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óíè-
ôèöèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêà íå ïîäñòàâëÿåò áîëåå ÷åì îäíîáóêâåííûå òåðìû â
àíòåöåäåíòû òåîðåì õ1 è õ8.

Íàõîäèòñÿ ñïèñîê õ34 ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêè
ê ýëåìåíòàì ñïèñêîâ õ32 è õ33. Ââîäèòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ õ35, ïîëó-
÷åííàÿ èç èìïëèêàöèè ñî ñïèñêîì àíòåöåäåíòîâ õ34 è êîíñåêâåíòîì õ30 ïðè-
ìåíåíèåì ïðîöåäóðû "ïîëíûåïîñûëêè", äîáàâëÿþùåé ïîñûëêè, íåîáõîäèìûå
ïî î.ä.ç. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå õ7 îòñóòñòâóåò ïîäîáíàÿ õ29 êâàíòîðíàÿ
èìïëèêàöèÿ. Åñëè ýòîò ñïèñîê ñîäåðæèò 40 ýëåìåíòîâ, òî ïåðå÷èñëåíèå ðåçóëü-
òàòîâ îáðûâàåòñÿ. Èíà÷å òåðì õ35 çàíîñèòñÿ â ñïèñîê õ7 è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå
î÷åðåäíîãî çíà÷åíèÿ âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ5.

Ïîñëå öèêëà âûäà÷è ðåçóëüòàòîâ, îïèñàííîãî â äàííîì ïóíêòå, ïåðåõîä ÷åðåç
"âåòâü 1" ïåðåä êîíòðîëüíîé òî÷êîé "ïðèåì(4)".

4. Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(10)" ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé óíèôèêàöèè ñî
ââîäîì äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ òîëüêî â òîæäåñòâå õ1. Ïðåäïðèíèìàåò-
ñÿ îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "óíèôèêàöèÿ" äëÿ ïàðû óíèôèöèðóåìûõ òåðìîâ
õ24, õ15 è ñïèñêà õ23 ïåðåìåííûõ óíèôèêàöèè. Îíà ïåðå÷èñëÿåò íàáîðû õ25
òåðìîâ, îáðàçóþùèõ âìåñòå ñî ñïèñêîì õ23 óíèôèöèðóþùóþ ïîäñòàíîâêó S.
Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ ïî÷òè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ äåéñòâèÿìè èç ïðåäûäó-
ùåãî ïóíêòà. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå - ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïðèìåíåíèÿ óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêè ê çàìåíÿþùåìó òåðìó òåîðåìû õ8.

5. Ïî çàâåðøåíèè âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ öèêëîâ - îòêàò ê ïåðåõîäó ÷åðåç "âåòâü
1" ðàñïîëîæåííîìó â òîì æå ôðàãìåíòå ïðîãðàììû, ÷òî è êîíòðîëüíàÿ òî÷êà
"ïðèåì(2)". Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(5)" ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé óíè-
ôèêàöèè ïðè íàëè÷èè ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ15
âñåõ òàêèõ ïåðåìåííûõ f ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè òåîðåìû õ1, ÷òî â ïîäòåðìå
õ10 ïî âõîæäåíèþ õ2 âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå âèäà "çíà÷åíèå(f . . .)". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê íåïóñò è ÷òî âõîæäåíèå õ2 íàõîäèòñÿ â êîíñåêâåíòå
òåîðåìû õ1. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ f ñïèñêà õ15 èìååò
òîëüêî òàêèå âõîæäåíèÿ â òåðì õ10, êîòîðûå ñóòü âõîæäåíèÿ ïåðâûõ îïåðàí-
äîâ ïîäòåðìîâ ñ çàãîëîâêîì "çíà÷åíèå".

Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ16 àðãóìåíòîâ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ñïèñ-
êà õ15. Äëÿ åãî ñîñòàâëåíèÿ ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîñìîòð äàííîãî ñïèñêà. õ17 -
òåêóùàÿ ïåðåìåííàÿ ñïèñêà. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âõîæäåíèÿ õ18 ñèìâîëà "çíà÷å-
íèå", ïåðâûì îïåðàíäîì êîòîðûõ ñëóæèò õ17, à âòîðûì - êàêàÿ-ëèáî ïåðåìåí-
íàÿ õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ19 ÿâëÿåòñÿ âòîðûì îïåðàíäîì êàæäîãî âõîæäå-
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íèÿ â õ10 òåðìà "çíà÷åíèå", èìåþùåãî õ17 ïåðâûì îïåðàíäîì. Ïðåäïðèíèìà-
åòñÿ ïîïûòêà íàéòè òàêîé êâàíòîð îáùíîñòè ëèáî ñóùåñòâîâàíèÿ, îòëè÷íûé
îò êîðíÿ âñåé òåîðåìû õ1, ÷òî õ19 âõîäèò â åãî ñâÿçûâàþùóþ ïðèñòàâêó, à õ2
ðàñïîëîæåíî âíóòðè íåãî (äëÿ êâàíòîðà îáùíîñòè - â êîíñåêâåíòå). Â ñëó÷àå
êâàíòîðà îáùíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñïèñîê õ21 àíòåöåäåíòîâ, ñîäåðæàùèõ õ19, è
ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "ðàâíî(êëàññ(õ19 è(õ21)) îáëàñòü(õ17))".
Â ñëó÷àå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â êà÷åñòâå õ21 áåðåòñÿ ñïèñîê âñåõ ïîäêâàí-
òîðíûõ óòâåðæäåíèé, íå ñîäåðæàùèõ âíóòðè ñåáÿ âõîæäåíèå õ2. Ïðåäïðèíèìà-
åòñÿ ïîïûòêà äîêàçàòü îáðàáîòàííîå íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè
óòâåðæäåíèå õ22 êàê ñëåäñòâèå ñïèñêà õ23 àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ1. Åñëè ýòî
óäàåòñÿ ñäåëàòü, òî ïåðåìåííàÿ õ19 çàíîñèòñÿ â íàêîïèòåëü õ16, è ïåðåõîä ê
î÷åðåäíîé ïåðåìåííîé õ17. Â ñëó÷àå íåóäà÷è - ïîïûòêè óíèôèêàöèè ñ ó÷åòîì
ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ îáðûâàþòñÿ.

Ïîñëå òîãî, êàê ñïèñîê õ16 ñîñòàâëåí, íàõîäèòñÿ ñïèñîê õ17 âõîæäåíèé â õ10
âñåõ ïîäòåðìîâ "çíà÷åíèå(f . . .)", ó êîòîðûõ ïåðâûé îïåðàíä f ïðèíàäëåæèò
ñïèñêó õ15. Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ18 çàìåíû â õ10 âñåõ ýòèõ âõîæäåíèé íà èõ
ïåðâûå îïåðàíäû f . Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì òåîðåìû
õ8, è ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "óíèôèêàöèÿ" äëÿ ïàðû óíèôè-
öèðóåìûõ òåðìîâ õ18, õ19 è ñïèñêà õ11 ïåðåìåííûõ óíèôèêàöèè. Îíà ïåðå÷èñ-
ëÿåò íàáîðû õ20 òåðìîâ, îáðàçóþùèõ âìåñòå ñî ñïèñêîì õ11 óíèôèöèðóþùóþ
ïîäñòàíîâêó S.

Åñëè â íàáîðå õ4 èìååòñÿ ýëåìåíò (ïåðåñåêàþòñÿ x y), òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåð-
ìû, ñîïîñòàâëåííûå ïîäñòàíîâêîé S ïåðåìåííûì x, y, èìåþò îáùèå ïåðåìåí-
íûå.

Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ21 òåðìîâ, ïîäñòàâëÿåìûõ óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâ-
êîé âìåñòî ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ15. Íàõîäèòñÿ ñïèñîê õ22 ñâîáîäíûõ ïåðåìåí-
íûõ òåðìîâ õ21. Ýòî íîâûå ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñïèñîê õ22 íå ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñïèñêîì õ9. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé òåðì, ïîä-
ñòàâëÿåìûé óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêîé âìåñòî ïåðåìåííîé ñïèñêà õ15, èìå-
åò ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ èç ñïèñêà õ22, à êàæäûé òåðì, ïîäñòàâëÿåìûé âìåñòî
ïåðåìåííîé ñïèñêà õ9, íå ïðèíàäëåæàùåé õ15, íå èìååò ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé
èç õ22. Ñîãëàñíî íàéäåííîé óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêå, êîððåêòèðóþòñÿ ýëå-
ìåíòû (ïåðåìåííàÿ . . .) è (ïåðåì . . .) íàáîðà õ4.

Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ23 ïðèìåíåíèÿ óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêè ê çà-
ìåíÿþùåìó òåðìó òåîðåìû õ8. Ââîäÿòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ24 àðãóìåíòîâ
íîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ è ïóñòîé íàêîïèòåëü õ25 ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ñòàðûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Íà÷èíàåòñÿ ïðîñìîòð ñïèñêà õ22
äëÿ çàïîëíåíèÿ óêàçàííûõ íàêîïèòåëåé. õ26 - òåêóùàÿ íîâàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ
ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ22. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ñòàðûå ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå
õ27 ñïèñêà õ15. Íàõîäèòñÿ òàêàÿ èç íèõ, ÷òî õ26 âõîäèò â òåðì, ïîäñòàâëÿåìûé
âìåñòî íåå óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêîé. Ïî ñïèñêó õ16 íàõîäèòñÿ àðãóìåíò
õ28 ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé õ27. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íå ñóùåñòâóåò äðóãîé
ñòàðîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé, òàêîé, ÷òî õ26 âõîäèò â òåðì, ïîäñòàâëÿ-
åìûé âìåñòî íåå óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêîé, à àðãóìåíò åå îòëè÷åí îò õ28.
Çàòåì õ28 ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê êîíöó íàêîïèòåëÿ õ24, à õ27 - ê êîíöó íàêîïèòåëÿ
õ25.
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Åñëè äëÿ êàêîé-òî ïåðåìåííîé õ26 óêàçàííûå äåéñòâèÿ âûïîëíèòü íå óäàëîñü,
òî îòêàò ê ïåðå÷èñëåíèþ âàðèàíòîâ óíèôèêàöèè. Èíà÷å - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü
1", ãäå ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òåðìîâ "çíà÷åíèå(fi, xi)" äëÿ âñå-
âîçìîæíûõ íîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ fi è èõ àðãóìåíòîâ xi. Íàõî-
äèòñÿ ðåçóëüòàò õ27 ïîäñòàíîâêè òåðìîâ íàáîðà õ26 âìåñòî ïåðåìåííûõ ñïèñêà
õ22 â òåðì õ23. Òåðì õ27 áóäåò çàìåùàòü âõîæäåíèå õ2 â òåîðåìó õ1.

Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(6)" ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ28 âûðàæåíèé, íà
êîòîðûå áóäóò çàìåíÿòüñÿ ñòàðûå ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå. Äëÿ òåêóùåé
ñòàðîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé õ29 ñïèñêà õ15 îïðåäåëÿåòñÿ òåðì õ30,
ïîäñòàâëÿåìûé âìåñòî íåå óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêîé. Íàõîäèòñÿ ðåçóëü-
òàò õ31 ïîäñòàíîâêè â õ30 âìåñòî íîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ñïèñêà
õ22 âûðàæåíèé íàáîðà õ26. Îïðåäåëÿåòñÿ àðãóìåíò õ32 ñòàðîé ôóíêöèîíàëü-
íîé ïåðåìåííîé õ29. Âûáèðàåòñÿ êàêàÿ-òî íîâàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ
õ33, èìåþùàÿ ñâîáîäíîå âõîæäåíèå â òåðì õ30. Çàòåì â ñïèñîê õ28 çàíîñèòñÿ
òåðì "îòîáðàæåíèå(õ32 ïðèíàäëåæèò(õ32 îáëàñòü(õ33)) õ31)", è ïåðåõîä ê î÷å-
ðåäíîé ïåðåìåííîé õ29. Ïî îêîí÷àíèè ñîñòàâëåíèÿ ñïèñêà õ28 - ïåðåõîä ÷åðåç
"âåòâü 1".

Çäåñü íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ29 çàìåíû â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ1 âõîæäåíèÿ
õ2 íà òåðì õ27. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ30 òåðìîâ, êîòîðûå äîëæíû áóäóò ïîä-
ñòàâëÿòüñÿ âìåñòî ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè õ9 òåîðåìû õ1. Âìåñòî
ñòàðûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ïîäñòàâëÿþòñÿ òåðìû íàáîðà õ28, âìåñòî
îñòàëüíûõ - òå æå, ÷òî äëÿ óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêè. Îïðåäåëÿåòñ ðåçóëü-
òàò õ31 ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ30 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ9 â òåðì õ29. Íàõîäèòñÿ
òàêæå ñïèñîê õ33 ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ30 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ9 â
àíòåöåäåíòû òåîðåìû õ1.

Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ8. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ýòîãî ñïèñêà ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé ñâîáîäíîé ïå-
ðåìåííîé ñïèñêà õ22. Ðåàëèçóåòñÿ öèêë êîððåêöèè ñïèñêà õ34. Äëÿ òåêóùåãî
ýëåìåíòà E ýòîãî ñïèñêà îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ36 ïðèìåíåíèÿ ê íåìó óíèôè-
öèðóþùåé ïîäñòàíîâêè. Åñëè îí íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ22, òî ïðîñòî
çàìåíÿåò ñîáîé ñòàðóþ âåðñèþ ýëåìåíòà E. Èíà÷å íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ37 ïîä-
ñòàíîâêè â õ36 òåðìîâ íàáîðà õ26 (òåðìîâ "çíà÷åíèå(. . .)" äëÿ íîâûõ ôóíêöè-
îíàëüíûõ ïåðåìåííûõ) âìåñòî ñàìèõ íîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ õ22.
Â òåðìå õ37 íàõîäèòñÿ òåðì "çíà÷åíèå(f x)", ãäå f - íîâàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ
ïåðåìåííàÿ, è ñîçäàåòñÿ òåðì "äëÿëþáîãî(x åñëè ïðèíàäëåæèò(x îáëàñòü(f))
òî õ37)". Ýòîò òåðì è çàìåùàåò ñòàðóþ âåðñèþ ýëåìåíòà E.

Ïîñëå êîððåêöèè ñïèñêà õ34 ñîçäàåòñÿ îáúåäèíåííûé ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïî-
ëó÷åííûé äîáàâëåíèåì ê êîíöó ñïèñêà õ33 ñïèñêà õ34. Äëÿ êàæäîé íîâîé ôóíê-
öèîíàëüíîé ïåðåìåííîé f â ñïèñîê õ33 çàíîñèòñÿ óòâåðæäåíèå "ôóíêöèÿ(f)".

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ñïèñîê õ22 íîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ è ñïèñîê õ25
ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñòàðûõ. Åñëè äâå íîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ f ,
g èìåþò îäíó è òó æå ïîðîäèâøóþ èõ ñòàðóþ ïåðåìåííóþ, òî ê ñïèñêó õ33
äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå "ðàâíî(îáëàñòü(f) îáëàñòü(g))".

Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ õ35 ñ àíòåöåäåíòàìè õ33 è êîíñåêâåíòîì
õ31. Ïðîâåðÿåòñÿ, òî â ñïèñêå õ7 íåò îäîáíîé èìïëèêàöèè. Åñëè ýòîò ñïèñîê
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èìååò 40 ýëåìåíòîâ, òî îáðûâ ïåðå÷èñëÿåíèÿ ðåçóëüòàòîâ è âûõîä èç ïðîöåäóðû.
Èíà÷å - òåðì õ35 çàíîñèòñÿ â ñïèñîê õ7 è âûäàåòñÿ êàê î÷åðåäíîé ðåçóëüòàò.

Ïðîöåäóðà "âûâîäïîñûëêè"

Ýòà ïðîöåäóðà ðåàëèçóåò åùå îäíî ïðàâèëî âûâîäà - îáîáùåííóþ òðàíçèòèâíîñòü
èìïëèêàöèè. Ó ïåðâîé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè âûäåëÿåòñÿ íåêîòîðûé àíòåöåäåíò,
êîòîðûé óíèôèöèðóåòñÿ ñ êîíñåêâåíòîì äðóãîé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè. Ïðîöåäóðà
èñïîëüçóåòñÿ ñóùåñòâåííî ðåæå, ÷åì ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä".

Îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå èìååò âèä "âûâîäïîñûëêè(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5)". Çäåñü õ1 - êâàí-
òîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, õ2 - âõîæäåíèå åå àíòåöåäåíòà, õ3 - äðóãàÿ êâàíòîðíàÿ èìïëè-
êàöèÿ. õ4 - íàáîð äîïîëíèòåëüíûõ óñòàíîâîê íà âûâîä ñëåäñòâèé. Ïåðå÷èñëÿþòñÿ
âàðèàíòû õ5 âûâîäà ñëåäñòâèé èç õ1 ïóòåì óíèôèêàöèè àíòåöåäåíòà õ2 ñ êîíñåêâåí-
òîì èìïëèêàöèè õ3.

Ïîêà áûë ââåäåí åäèíñòâåííûé òèï óñòàíîâêè íàáîðà õ4 - ýëåìåíò (ðàçáèåíèå A). Îí
îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåìåííûå àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè õ3 ïîñëå óíèôèêàöèè äîëæíû
îáåñïå÷èâàòü ðàçáèåíèå íàáîðà A ïåðåìåííûõ àíòåöåäåíòà õ2.

Âûéòè íà íà÷àëî ïðîãðàììû "âûâîäïîñûëêè" ìîæíî ÷åðåç ïóíêò "Áàçà òåîðåì"
- "Ïðîãðàììèðóþùèé âûâîä" - "Ïðîöåäóðà ÂÛÂÎÄÏÎÑÛËÊÈ" îãëàâëåíèÿ ïðî-
ãðàìì.

Ïðåæäå âñåãî, ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòîâ õ6. Îí íåîáõîäèì, ÷òîáû íå
âûäàâàòü ïîâòîðíî îäíó è òó æå òåîðåìó è ÷òîáû îãðàíè÷èòü ÷èñëî ïåðå÷èñëÿåìûõ
òåîðåì. Äàëåå ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ âî âòîðîé
èìïëèêàöèè õ3 âñåõ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âñòðå÷àþùèåñÿ â ïåðâîé èì-
ïëèêàöèè. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà òåîðåìû õ1, à ïåðå-
ìåííîé õ9 - ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ2. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíêàòåíàöèÿ
ñïèñêà õ8 è ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè òåîðåìû õ7 (åñëè îíà áåñêâàíòîðíàÿ, òî áåðåòñÿ
ïóñòîé ñïèñîê). Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ7. Ïðåäïðèíè-
ìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "óíèôèêàöèÿ" äëÿ óíèôèêàöèè òåðìîâ õ9 è õ11. Â
êà÷åñòâå ñïèñêà ïåðåìåííûõ óíèôèêàöèè áåðåòñÿ õ10. Ïðîöåäóðà ïåðå÷èñëÿåò íà-
áîðû òåðìîâ õ12, îáðàçóþùèå âìåñòå ñî ñïèñêîì ïåðåìåííûõ õ10 óíèôèöèðóþùóþ
ïîäñòàíîâêó. Îïðåäåëÿåòñÿ íàáîð õ13 ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ äàííîé ïîäñòàíîâêè
ê îòëè÷íûì îò õ2 àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ1 è ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ7. Îïðåäå-
ëÿåòñÿ òàêæå ðåçóëüòàò õ14 ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòàíîâêè ê êîíñåêâåíòó òåîðåìû
õ1. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ13 è êîíñåêâåíòîì
õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå õ6 îòñóòñòâóåò èìïëèêàöèÿ, ïîäîáíàÿ õ14.

Åñëè â íàáîðå õ4 èìååòñÿ óñòàíîâêà (ðàçáèåíèå A), òî îïðåäåëÿåòñÿ ñïèñîê õ17 òåð-
ìîâ, ïîäñòàâëÿåìûõ óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêîé âìåñòî ïåðåìåííûõ ñïèñêà A.
Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ýòèõ òåðìîâ. Íàõîäèò-
ñÿ ñïèñîê õ19 ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêè ê àíòåöåäåíòàì
òåîðåìû õ7. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ18 âõîäèò õîòÿ áû â îäèí
èç òåðìîâ ñïèñêà õ19, ïðè÷åì íè îäèí èç ýòèõ òåðìîâ íå ñîäåðæèò âñåõ ïåðåìåí-
íûõ ñïèñêà õ18. Åñëè äàííîå óñëîâèå íàðóøåíî, òî îòêàò ê ðàññìîòðåíèþ î÷åðåäíîé
âåðñèè óíèôèêàöèè.

Åñëè â íàêîïèòåëå õ6 èìååòñÿ 40 ýëåìåíòîâ, òî âûõîä èç ïðîöåäóðû. Èíà÷å â íàêîïè-
òåëü õ6 çàíîñèòñÿ èìïëèêàöèÿ õ15, è îíà âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå î÷åðåäíîãî ðåçóëüòàòà.
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Ïðîöåäóðà "íîðìòåîðåìà"

Ïðåæäå ÷åì âûäàâàòü î÷åðåäíóþ òåîðåìó â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà, ïðèåì ëîãè÷åñêîãî
âûâîäà îáû÷íî åå óïðîùàåò è ñòàíäàðòèçèðóåò. Äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçóþòñÿ ïðîöå-
äóðû "íîðìòåîðåìà" è "Íîðìòåîðåìà". Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ïåðâîé èç íèõ.

Îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå èìååò âèä "íîðìòåîðåìà(õ1)". Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïå-
ðàòîðíîå âûðàæåíèå, çíà÷åíèåì êîòîðîãî ñëóæèò ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ1
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå.

Âûéòè íà íà÷àëî ïðîãðàììû "íîðìòåîðåìà" ìîæíî ÷åðåç ïóíêò "Áàçà òåîðåì" -
"Ïðîãðàììèðóþùèé âûâîä" - "Ïðîöåäóðà íîðìòåîðåìà" îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.

Ïðåæäå âñåãî, óäàëÿþòñÿ êîììåíòàðèè ê ïîñûëêàì èñõîäíîé çàäà÷è, ñîõðàíÿþùèå
ðåçóëüòàòû îáðàùåíèé ê ïàêåòíûì îïåðàòîðàì. Çàòåì ââîäèòñÿ çàäà÷à íà ïðåîá-
ðàçîâàíèå õ2, èìåþùàÿ åäèíñòâåííóþ ïîñûëêó "èñòèíà" è óñëîâèå õ1. Öåëè ýòîé
çàäà÷è - "óïðîñòèòü", "íîðìòåîðåìà", "ðåäóöèðîâàíèå". Öåëü "íîðìòåîðåìà" îïðå-
äåëÿåò îñîáûé ðåæèì îáðàáîòêè, îðèåíòèðîâàííûé íà ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû ê
"ñòàíäàðòíîìó" âèäó. Äëÿ òàêîé îáðàáîòêè ïðèõîäèòñÿ ñîçäàâàòü ñïåöèàëüíûå ïðè-
åìû ÃÅÍÎËÎÃà, îòíîñÿùèåñÿ ê ñàìûì ðàçíûì ïðåäìåòíûì îáëàñòÿì. Ýòà æå öåëü
áëîêèðóåò ðÿä ñëèøêîì àêòèâíûõ îáùèõ ïðèåìîâ, ÷òîáû îíè íå ïîðòèëè òåîðåìó.
Â ÷àñòíîñòè, áëîêèðóþòñÿ ïåðåñòàíîâêè ÷àñòåé ðàâåíñòâ è ýêâèâàëåíòíîñòåé, ÷òî
ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü èñõîäíûå óêàçàíèÿ îðèåíòàöèè ïðåîáðàçîâàíèé, îòðàæåííûå â
ñîïðîâîæäàþùèõ òåîðåìó õàðàêòåðèñòèêàõ. Öåëü "ðåäóöèðîâàíèå" îñòàëàñü îò ñòà-
ðûõ âåðñèé âûâîäà òåîðåì. Îíà óêàçûâàëà íà ðåæèì óïðîùåíèÿ òåîðåìû äðóãèìè
ðàíåå âûâåäåííûìè òåîðåìàìè, ÷òîáû èñêëþ÷àòü èçáûòî÷íîñòü. Â íàñòîÿùåé âåðñèè
ñîõðàíèëèñü îòäåëüíûå ïðèåìû, ó÷èòûâàþùèå äàííóþ öåëü.

Ïîñëå òîãî, êàê çàäà÷à õ2 ñîçäàíà, çàïóñêàåòñÿ ïðîöåññ åå ðåøåíèÿ. Ìàêñèìàëüíûé
óðîâåíü ðàâåí 4. Îòâåò çàäà÷è âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà.

Ïðîöåäóðà "Íîðìòåîðåìà"

Ïðîöåäóðà "Íîðìòåîðåìà" ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñèëåíèå ïðîöåäóðû "íîðìòåîðåìà",
ïîçâîëÿþùåå ïåðåäàâàòü çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå äîïîëíèòåëüíûå óêàçàíèÿ. Êðîìå
òîãî, ýòà ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò ïðè îáðàáîòêå íîâîé òåîðåìû ïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìàìè,
âûâåäåííûìè äî íåå â òîì æå ñàìîì öèêëå ëîãè÷åñêîãî âûâîäà. Íèêàêèõ ïðèåìîâ ïî
òàêèì ïðåäøåñòâóþùèì òåîðåìàì íà ýòîò ìîìåíò íå ñîçäàåòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî îáû÷íî
èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà "íîðìòåîðåìà", è ëèøü â îñîáûõ ñëó÷àÿõ ïðèåì îáðàùàåòñÿ
ê åå óñèëåíèþ.

Îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå èìååò âèä "Íîðìòåîðåìà(õ1 õ2)". Ýòî îïåðàòîðíîå âûðàæå-
íèå, çíà÷åíèåì êîòîðîãî ñëóæèò ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ1 âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷åé íà óïðîùåíèå, â êîììåíòàðèè êîòîðîé çàíîñÿòñÿ ýëåìåíòû íàáîðà õ2.

Â íàáîðå õ2 âûäåëèì, ïðåæäå âñåãî, ýëåìåíò (ñìòåîð A1 A2 A3). Îí ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé êîììåíòàðèé ê çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "íîðìòåîðåìà", âêëþ-
÷àþùèé äîïîëíèòåëüíóþ îáðàáîòêó òåîðåìû çà ñ÷åò äðóãèõ òåîðåì, óæå âûâåäåííûõ
â òåêóùåì öèêëå âûâîäà. Çäåñü A1 - íàáîð ÷åòâåðîê (âåñ - òåîðåìà - õàðàêòåðèñòèêè -
áëîê âûâîäà), ïåðå÷èñëÿþùèé ðàíåå âûâåäåííûå îïåðàòîðîì "ïðîãðâûâîä" òåîðåìû.
A2 - òåðì ëèáî ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, óòî÷íÿþùèé òèï îáðàáîòêè. Ïîêà èñïîëüçóåòñÿ
òîëüêî ñèìâîë "îïèñàòåëü". A3 - âíà÷àëå ïóñòîé ñïèñîê, êîòîðûé áóäåò çàïîëíÿòüñÿ
ïðîöåäóðîé "Íîðìòåîðåìà" ïàðàìè (çàãîëîâîê ïðåîáðàçóåìîãî òåðìà - ñïèñîê ïàð
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(òåîðåìà - íàïðàâëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ)). Ýòè ïàðû ñîîòâåòñòâóþò ñèòóàöèÿì òèïà
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè è èñïîëüçóþòñÿ îáùèì ïðèåìîì ðåøàòåëÿ, êîãäà îí íà÷èíà-
åò ðàáîòàòü ñ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû. Ïîäðîáíåå îá ýòîì ïðèåìå áóäåò
ñêàçàíî â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå.

Êðîìå òîãî, â íàáîðå õ2 ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ ïðîèçâîëüíûå äðóãèå êîììåíòàðèè. Íà-
ïðèìåð, èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "ñâåðòêà", óêàçûâàþùèé òåíäåíöèþ ê ñîêðàùåí-
íîé ïåðåôîðìóëèðîâêå òåðìîâ, à òàêæå êîììåíòàðèé "÷èñëîâîéàòîì", èñïîëüçóåìûé
ïðè îáðàáîòêå ñîîòíîøåíèé ñ íåâûðîæäåííûìè ÷èñëîâûìè àòîìàìè. Ðÿä êîììåíòà-
ðèåâ íàáîðà õ2 äîïîëíÿåò êîììåíòàðèé (ñìòåîð . . .). Òàê, êîììåíòàðèé "îáùíîðì"
ïîäêëþ÷àåò ê ïðåîáðàçîâàíèÿì ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, âûâåäåííûå
â òîì æå öèêëå ëîãè÷åñêîãî âûâîäà; êîììåíòàðèé "óïðîùäí" ïîäêëþ÷àåò òîæäåñòâà,
óìåíüøàþùèå îöåíêó ñëîæíîñòè.

Êàê è ïðîãðàììà îïåðàòîðà "íîðìòåîðåìà", ðàññìàòðèâàåìàÿ ïðîãðàììà ïðåæäå
âñåãî óäàëÿåò êîììåíòàðèè ê ïîñûëêàì èñõîäíîé çàäà÷è, ñîõðàíÿþùèå ðåçóëüòàòû
îáðàùåíèé ê ïàêåòíûì îïåðàòîðàì. Çàòåì ââîäèòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå õ3,
èìåþùàÿ åäèíñòâåííóþ ïîñûëêó "èñòèíà" è óñëîâèå õ1. Öåëè ýòîé çàäà÷è - "óïðî-
ñòèòü", "íîðìòåîðåìà", "ðåäóöèðîâàíèå". Ñïèñîê åå êîììåíòàðèåâ - õ2.

Åñëè èìååòñÿ êîììåíòàðèé (ñìòåîð A1 îïèñàòåëü ïóñòîåñëîâî), òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ
çàïîëíåíèå ïîñëåäíåãî (ïóñòîãî) ýëåìåíòà ýòîãî êîììåíòàðèÿ.

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ÷åòâåðêè õ5 íàáîðà A1. Âòîðîé ýëåìåíò òàêîé ÷åòâåðêè - òåîðåìà
T , òðåòèé - ñïèñîê åå õàðàêòåðèñòèê. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1. Òåîðåìà T ëèáî èìååò õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(N)", ëèáî â íàáîð õ2
âõîäèò ñèìâîë "îáùíîðì", à òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "îáùíîðì(N)",
ëèáî â íàáîð õ2 âõîäèò ñèìâîë "óïðîùäí", à òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó
"óïðîùåíèå(N)", ëèáî òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "îïèñàòåëü(N)", ëèáî îíà
èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ñîêðàù(N)". Â ñëó÷àå õàðàêòåðèñòèêè "ñîêðàù" ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà íå çàìåíÿåò áåñïîâòîðíûé òåðì íà íåáåñïîâòîðíûé. Â ýòîé
ñèòóàöèè òåîðåìà è íàïðàâëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ N ðåãèñòèðóþòñÿ â ñòðóêòóðå
äàííûõ A3 êîììåíòàðèÿ (ñìòåîð . . .) òàê, êàê óêàçàíî âûøå â îïèñàíèè ýòîãî
êîììåíòàðèÿ.

2. Òåîðåìà T èìååò êîììåíòàðèé "÷èñëàòîì", ïðè÷åì ïðàâàÿ ÷àñòü åå òîæäåñòâà
íå èìååò ïåðåìåííûõ. Òîãäà îíà âìåñòå ñ íàïðàâëåíèåì çàìåíû "ñëåâà íàïðàâî"
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñòðóêòóðå äàííûõ A3 êîììåíòàðèÿ (ñìòåîð . . .).

3. Òåîðåìà T èìååò êîììåíòàðèé (ñïóñê . . .). Åå êîíñåêâåíò íå èìååò çàãîëîâ-
êà "íå". Òîãäà îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñòðóêòóðå äàííûõ A3 òàêèì îáðàçîì, êàê
åñëè áû ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé ýêâèâàëåíòíîñòü ñâîåãî êîíñåêâåíòà êîíñòàíòå "èñ-
òèíà".

4. Òåîðåìà T èìååò êîììåíòàðèé "ïðèìåð". Åñëè åå êîíñåêâåíò B íå èìåë çàãî-
ëîâêà "íå", òî îí çàìåíÿåòñÿ íà ýêâèâàëåíòíîñòü B ↔ èñòèíà. Åñëè îí èìåë
âèä "íå(C)", òî çàìåíÿåòñÿ íà C ↔ ëîæü. Ðåçóëüòàò çàìåíû ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñòðóêòóðå äàííûõ A3.

Ïî îêîí÷àíèè öèêëà ïðîñìîòðà ÷åòâåðîê õ5 - ïåðåõîä ÷åðåç "èíà÷å 3". Çäåñü êîð-
ðåêòèðóþòñÿ òåîðåìû ñòðóêòóðû äàííûõ A3, èìåþùèå àíòåöåäåíòû "ôóíêöèÿ(f)".
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Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ïåðåéòè îò íèõ ê òåîðåìàì ñ ôóíêöèîíàëüíûìè ïåðåìåí-
íûìè.

Ïî îêîí÷àíèè ôîðìèðîâàíèÿ ñòðóêòóðû äàííûõ A3 - îáðàùåíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷è
õ3 ñ ìàêñèìàëüíûì óðîâíåì 4. Îòâåò âûäàåòñÿ êàê ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû.

Ïðèåìû ðåøàòåëÿ, èñïîëüçóþùèå òåîðåìû, âûâåäåííûå íà ïðåäøåñòâó-
þùèõ øàãàõ öèêëà ëîãè÷åñêîãî âûâîäà

Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì ÷àñòî îáðàùàþòñÿ ê ðåøåíèþ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷. Èíî-
ãäà ïðè ðåøåíèè òàêèõ çàäà÷ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü òåîðåìû, âûâåäåííûå íà
ïðåäûäóùèõ øàãàõ öèêëà ëîãè÷åñêîãî âûâîäà. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ çàäà÷è ñíàáæàþò-
ñÿ êîììåíòàðèÿìè, ññûëàþùèìèñÿ íà òåêóùèé ñïèñîê âûâîäà. Ïðèìåðîì ñëóæèò
ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå êîììåíòàðèé (ñìòåîð . . .) ê çàäà÷å íà ïðåîá-
ðàçîâàíèå. Àíàëîãè÷íûì êîììåíòàðèåì ìîãóò ñíàáæàòüñÿ òàêæå âñïîìîãàòåëüíûå
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî è íà èññëåäîâàíèå. Ðàññìîòðèì âñå òðè òèïà çàäà÷ ïî îò-
äåëüíîñòè.

1. Çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå.

Â ýòîì ñëó÷àå êîììåíòàðèé (ñìòåîð A1 A2 A3) ââîäèòñÿ äî íà÷àëà ðåøåíèÿ çà-
äà÷è, ïðè÷åì ñòðóêòóðà äàííûõ A3 çàïîëíÿåòñÿ ïàðàìè (çàãîëîâîê ïðåîáðàçó-
åìîãî òåðìà - (ñïèñîê ïàð (òåîðåìà - íàïðàâëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ) äëÿ äàííîãî
çàãîëîâêà) òîæå äî íà÷àëà ðåøåíèÿ. Îáû÷íî ýòî äåëàåò îïåðàòîð "Íîðìòåîðå-
ìà".

Äàííûé êîììåíòàðèé èñïîëüçóåòñÿ îáùèì ïðèåìîì ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ïðåîá-
ðàçîâàíèå, íà÷àëî ïðîãðàììû êîòîðîãî ìîæíî íàéòè ÷åðåç ïóíêò "Ïðèåìû ðå-
øàòåëÿ" - "Îáùèå ïðèåìû" - "Çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå"/ - "Èñïîëüçîâàíèå
ðàíåå âûâåäåííûõ òåîðåì äëÿ óïðîùåíèÿ òåêóùåé òåîðåìû â öèêëå âûâîäà"
îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 3. Ïîñëå ïðîâåðêè òîãî, ÷òî çàäà÷à õ1 èìååò öåëü
"íîðìòåîðåìà", ïåðåìåííîé õ6 ïðèñâàèâàåòñÿ êîììåíòàðèé (ñìòåîð A1 A2 A3),
à ïåðåìåííîé õ7 - ñòðóêòóðà äàííûõ A3 (ñì. êîíòðîëüíóþ òî÷êó "ïðèåì(9)").

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è, ïîñëå ÷åãî ïðîñìàòðèâàþòñÿ âõî-
æäåíèÿ õ10 â ýòî óñëîâèå. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ
õ10. Â íàáîðå A3 íàõîäèòñÿ ïàðà õ12 ñ ïåðâûì ðàçðÿäîì õ11. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ
ýëåìåíòû õ13 âòîðîãî ðàçðÿäà ýòîé ïàðû. Êàæäûé òàêîé ýëåìåíò - ïàðà, ñî-
ñòîÿùàÿ èç òåîðåìû õ14 è ñèìâîëà õ15, óêàçûâàþùåãî íàïðàâëåíèå çàìåíû ñ
åå ïîìîùüþ.

Åñëè òåîðåìà õ14 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêâàíòîðíîå ðàâåíñòâî t1 = t2, ïðè÷åì
ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ10 ñîâïàäàåò ñ åãî çàìåíÿåìûì òåðìîì, òî â çàäà÷å
ïîäòåðì õ10 çàìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ14. Ïðè ýòîì
òåîðåìà õ14 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå A êîììåíòàðèÿ (äîïòåîð A) ê ïîñûëêàì
èñõîäíîé çàäà÷è. Ýòî íóæíî äëÿ ïîñëåäóþùåãî ó÷åòà òîãî, êàêèå ñòàðûå òåî-
ðåìû áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè âûâîäå î÷åðåäíîé íîâîé òåîðåìû.
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Åñëè çàãîëîâêîì òåîðåìû õ14 ñëóæèò êâàíòîð îáùíîñòè, òî ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Åñëè îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî ïåðå-
ìåííûå õ16 ïåðåñåêàþòñÿ ñ ïåðåìåííûìè óñëîâèÿ õ8, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïå-
ðåîáîçíà÷åíèå â òåîðåìå õ14 âñåõ åå ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå
âõîäÿùèå â õ8. Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòî ïåðåîáîçíà÷åíèå óæå ïðîèçîøëî
è çíà÷åíèå ïåðåìåííîé õ16 ñêîððåêòèðîâàíî.

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ14. Åñëè åãî
çàãîëîâêîì ñëóæèò ðàâåíñòâî ëèáî ýêâèâàëåíòíîñòü, òî ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâà-
èâàåòñÿ åå çàìåíÿåìûé òåðì, èíà÷å - ñàì êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ òåðìà õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí âêëþ÷àåò
âñå ïåðåìåííûå ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè õ16. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå àëü-
òåðíàòèâû:

(a) Ó òåîðåìû õ14 åñòü ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê
õ20, èìåþùèé òàêóþ æå äëèíó, êàê è õ19. Åñëè ïåðåìåííàÿ f ñïèñêà õ19
èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â õ18; ýòî âõîæäåíèå èìååò âèä "çíà÷åíèå(f
a)", ãäå a - ïåðåìåííàÿ, ñâÿçàííàÿ âíåøíèì îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå" ëè-
áî "êëàññ", ïðè÷åì êàæäîå âõîæäåíèå f â òåîðåìó õ14, êðîìå âõîæäåíèÿ
â ñâÿçûâàþùóþ ïðèñòàâêó, èìååò âèä "çíà÷åíèå(f . . .)", òî â ñïèñêå õ20 íà
ñîîòâåòñòâóþùåé ïîçèöèè ïîìåùàåòñÿ ïåðåìåííàÿ a. Èíà÷å íà ýòîé ïîçè-
öèè ïîìåùàåòñÿ 0.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íå âñå ðàçðÿäû íàáîðà õ20 íóëåâûå. Â òåðìå õ18 âñå ïîä-
òåðìû "çíà÷åíèå(f a)" äëÿ òåõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ f , ó êîòîðûõ
ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçðÿä íàáîðà õ20 íåíóëåâîé, çàìåíÿþòñÿ íà ïåðåìåííûå
a. Åñëè ïîäòåðì "çíà÷åíèå(f a)" áûë ïðåäïîñëåäíèì îïåðàíäîì îïèñàòåëÿ
"îòîáðàæåíèå", òî âìåñòî a áåðåòñÿ òåðì "îòä(a)". Ñèìâîë "îòä" íåîáõî-
äèì äëÿ êîððåêòíîé ðàáîòû ïðîöåäóðû óíèôèêàöèè.

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð âñåõ óòâåðæäåíèé èç îáëàñòè çàìå-
íÿåìîãî âõîæäåíèÿ õ10. Ïðîöåäóðà "óíèôèêàöèÿ" ïðåäïðèíèìàåò ïîïûò-
êó óíèôèêàöèè òåðìà õ18 ñ ïîäòåðìîì ïî âõîæäåíèþ õ10 îòíîñèòåëü-
íî ñïèñêà ïåðåìåííûõ õ19. Ýòîé ïðîöåäóðå ïåðåäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå
óñòàíîâêè (êîíòåêñò õ21), "ñìòåîð", "íîâàÿïåðåìåííàÿ", à òàêæå âñåâîç-
ìîæíûå ýëåìåíòû (çíà÷åíèå a f) äëÿ óêàçàííûõ âûøå a, f . Ðåçóëüòàòîì
óíèôèêàöèè ñëóæèò íàáîð òåðìîâ õ22, îáðàçóþùèé âìåñòå ñ ïåðåìåííû-
ìè õ19 è óêàçàòåëÿìè ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ õ20 ôóíêöèîíàëüíóþ
óíèôèöèðóþùóþ ïîäñòàíîâêó (ñì. îïåðàòîð "ôóíêïîäñò"). Ïåðåä çàìå-
íîé ïðîâåðÿåòñÿ åå êîððåêòíîñòü. Äëÿ ýòîãî óíèôèöèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêà
ïðèìåíÿåòñÿ ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ14, è ïðè ïîìîùè çàäà÷ íà äîêàçà-
òåëüñòâî, ðåøàåìûõ äî óðîâíÿ 4, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè àíòåöåäåíòû ñóòü
ñëåäñòâèÿ êîíòåêñòà õ21.

Çàòåì ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ óíèôèöèðóþ-
ùåé ïîäñòàíîâêè ê çàìåíÿþùåìó òåðìó òåîðåìû õ14 (ïðè îòñóòñòâèè òàêî-
âîãî ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñòàíòà "èñòèíà"). Åñëè ïîäòåðì ïî
âõîæäåíèþ õ10 ïîëó÷àëñÿ èç íîâîé ñâîåé âåðñèè õ23 âû÷åðêèâàíèåì è ïå-
ðåñòàíîâêîé ÷àñòè îïåðàíäîâ, òî çàìåíà õ10 íà õ23 îòìåíÿåòñÿ. Èíà÷å îíà
âûïîëíÿåòñÿ. Ïðåäâàðèòåëüíî òåîðåìà õ14 ðåãèñòðèðóåòñÿ â êîììåíòàðèè
(äîïòåîð . . .).
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(b) Ïðåäûäóùèé ïðèåì íå ñðàáîòàë, ò.å. ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå íå óñìîò-
ðåíû. Òîãäà äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùèì. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâà-
èâàåòñÿ íàáîð âñåõ óòâåðæäåíèé èç îáëàñòè çàìåíÿåìîãî âõîæäåíèÿ õ10.
Ïðîöåäóðà "óíèôèêàöèÿ" ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó óíèôèêàöèè òåðìà õ18
ñ ïîäòåðìîì ïî âõîæäåíèþ õ10 îòíîñèòåëüíî ñïèñêà ïåðåìåííûõ õ19. Ýòîé
ïðîöåäóðå ïåðåäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñòàíîâêè (êîíòåêñò õ20), "ñìòåîð",
"íîâàÿïåðåìåííàÿ". Ðåçóëüòàòîì óíèôèêàöèè ñëóæèò íàáîð òåðìîâ õ21,
îáðàçóþùèé âìåñòå ñ ïåðåìåííûìè õ19 óíèôèöèðóþùóþ ïîäñòàíîâêó. Ïå-
ðåä çàìåíîé ïðîâåðÿåòñÿ åå êîððåêòíîñòü. Äëÿ ýòîãî óíèôèöèðóþùàÿ ïîä-
ñòàíîâêà ïðèìåíÿåòñÿ ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ14, è ïðè ïîìîùè çàäà÷ íà
äîêàçàòåëüñòâî, ðåøàåìûõ äî óðîâíÿ 4, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè àíòåöåäåíòû
ñóòü ñëåäñòâèÿ êîíòåêñòà õ20.

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ óíèôèöèðóþùåé ïîä-
ñòàíîâêè ê çàìåíÿþùåìó òåðìó òåîðåìû õ14 (ïðè îòñóòñòâèè òàêîâîãî
ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñòàíòà "èñòèíà"). Åñëè ïîäòåðì ïî âõî-
æäåíèþ õ10 ïîëó÷àëñÿ èç íîâîé ñâîåé âåðñèè õ22 âû÷åðêèâàíèåì è ïåðå-
ñòàíîâêîé ÷àñòè îïåðàíäîâ, òî çàìåíà õ10 íà õ22 îòìåíÿåòñÿ.

Åñëè õ14 - ýêâèâàëåíòíîñòü, òî âûïîëíÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé êîíòðîëü
öåëåñîîáðàçíîñòè çàìåíû. Ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

i. Îöåíêà ñëîæíîñòè ïîäòåðìà õ10 ëèáî ìåíüøå 3, ëèáî íå áîëüøå îöåíêè
ñëîæíîñòè òåðìà õ22.

ii. Ñïèñîê ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ òåðìà õ22 íå êîðî÷å, ÷åì ó ïîäòåðìà
õ10.

iii. Îáùåå ÷èñëî âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ â õ22 íå ìåíüøå ÷åì â ïîäòåðì
õ10

Åñëè îíè âûïîëíåíû, òî çàìåíà ïîäòåðìà õ10 íà õ22 òîæå îòìåíÿåòñÿ.
Èíà÷å îíà âûïîëíÿåòñÿ. Ïðåäâàðèòåëüíî òåîðåìà õ14 ðåãèñòðèðóåòñÿ â
êîììåíòàðèè (äîïòåîð . . .).

2. Çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî.

×òîáû ïðè ðåøåíèè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçîâàëèñü
çàìåíû, îñíîâàííûå íà òåîðåìàõ, âûâåäåííûõ â òåêóùåì öèêëå âûâîäà, íåîá-
õîäèìî äî íà÷àëà ðåøåíèÿ ïåðåäàòü åé êîììåíòàðèé (ñìòåîð A1 A2). Â îòëè÷èå
îò çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå, îí èìååò âñåãî äâå êîìïîíåíòû. Êàê è ðàíåå, A1

- íàáîð ÷åòâåðîê (âåñ - òåîðåìà - õàðàêòåðèñòèêè òåîðåìû - áëîê âûâîäà), ïå-
ðå÷èñëÿþùèé ðàíåå âûâåäåííûå îïåðàòîðîì "ïðîãðâûâîä" òåîðåìû. Ýëåìåíò
A2 âíà÷àëå ðàâåí 0, ïðè÷åì ñàìà çàäà÷à â íà÷àëå ðåøåíèÿ ïðåîáðàçóåò åãî â
íàáîð ïàð (çàãîëîâîê ïðåîáðàçóåìîãî òåðìà - ñïèñîê òðîåê (òåîðåìà - õàðàêòå-
ðèñòèêè òåîðåìû - íàïðàâëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ)). Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåì,
âûâåäåííûõ â òåêóùåì öèêëå âûâîäà, ñîçäàíû ñëåäóþùèå îáùèå ïðèåìû ðå-
øåíèÿ çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî:

(a) Ïðèåì, ïðåîáðàçóþùèé A2 â ñòðóêòóðó äàííûõ, ïîääåðæèâàþùóþ îòî-
áðàííûå äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû. Åãî ïðîãðàììó ìîæíî íàéòè ÷å-
ðåç ïóíêò "Ïðèåìû ðåøàòåëÿ" - "Îáùèå ïðèåìû" - "Çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî" - "Èíèöèàëèçàöèÿ àäðåñíîé ñòðóêòóðû êîììåíòàðèÿ "ñìòåîð" "
îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.
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Åñëè çàäà÷à èìååò êîììåíòàðèé (ñìòåîð A1 0), òî ïîñëåäíèé ðàçðÿä çàìå-
íÿåòñÿ íà ñèìâîë "ïóñòîåñëîâî" è ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîñìîòð ÷åòâåðîê õ7
íàáîðà A1. Âòîðîé ýëåìåíò òàêîé ÷åòâåðêè - òåîðåìà T , òðåòèé - ñïèñîê åå
õàðàêòåðèñòèê. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

i. Òåîðåìà T èìååò õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(N)" ëèáî "îïèñà-
òåëü(N)" ëèáî "ñîêðàù(N). Åå çàãîëîâîê - êâàíòîð îáùíîñòè. Òîãäà
îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñòðóêòóðå äàííûõ A2 ïðè íàïðàâëåíèè çàìåíû
N .

ii. Òåîðåìà T èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ñïóñê(. . .)". Çàãîëîâîê åå êîíñåêâåí-
òà K îòëè÷åí îò ñèìâîëà "íå". Òîãäà îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñòðóêòóðå
äàííûõ A3 òàêèì îáðàçîì, êàê åñëè áû ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòü "K ↔ èñòèíà".

iii. Òåîðåìà T èìååò õàðàêòåðèñòèêó "îïðåäåëåíèå(. . .)". Òîãäà îíà ðåãè-
ñòèðóåòñÿ â ñòðóêòóðå äàííûõ A2 ïðè íàïðàâëåíèè çàìåíû, îáåñïå÷è-
âàþùåì ðàñøèôðîâêó ïî îïðåäåëåíèþ.

Ïî çàâåðøåíèè ïðîñìîòðà ÷åòâåðîê õ7 - âûõîä èç ïðîãðàììû ïðèåìà.

(b) Ïðèåì, èñïîëüçóþùèé ðàíåå âûâåäåííûå òåîðåìû äëÿ óïðîùåíèÿ óñëîâèÿ
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Åãî ïðîãðàììó ìîæíî íàéòè ÷åðåç ïóíêò "Ïðè-
åìû ðåøàòåëÿ" - "Îáùèå ïðèåìû" - "Çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî" - "Èñ-
ïîëüçîâàíèå ðàíåå âûâåäåííûõ òåîðåì äëÿ óïðîùåíèÿ óñëîâèÿ çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî, ðåøàåìîé â öèêëå âûâîäà òåîðåì" îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.
Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 3. Ïðîãðàììà ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ
àíàëîãè÷íîé ïðîãðàììîé, îïèñàííîé âûøå äëÿ çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå.
Îòëè÷èå ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî â åå íà÷àëå îòñóòñòâóåò ïðîâåðêà íàëè-
÷èÿ öåëè "íîðìòåîðåìà".

(c) Ïðèåì, èñïîëüçóþùèé ðàíåå âûâåäåííûå òåîðåìû äëÿ èñêëþ÷åíèÿ îïðåäå-
ëÿåìûõ èìè ïîíÿòèé â óñëîâèè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Åãî ïðîãðàììó
ìîæíî íàéòè ÷åðåç ïóíêò "Ïðèåìû ðåøàòåëÿ" - "Îáùèå ïðèåìû" - "Çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî" - "Èñïîëüçîâàíèå ðàíåå âûâåäåííûõ òåîðåì äëÿ
èñêëþ÷åíèÿ îïðåäåëÿåìûõ èìè ïîíÿòèé â óñëîâèè çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî" îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.

Èñêëþ÷åíèå îïðåäåëÿåìûõ ïîíÿòèé âûïîëíÿåòñÿ è ïðåäûäóùèì ïðèåìîì,
íî èíîãäà äëÿ íåãî íåîáõîäèìî íàëè÷èå ïîñûëîê, êîòîðûõ ñíà÷àëà íåò,
à ïîòîì îíè ïîÿâëÿþòñÿ. Òîãäà ïðåäûäóùèé ïðèåì íå ñðàáîòàåò, îäíàêî
äàííûé ïðèåì, èìåþùèé óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ 4 (ò.å. íà åäèíèöó áîëüøå),
èìååò øàíñ ñðàáîòàòü. Åãî ïðîãðàììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïðîùåííóþ
âåðñèþ ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðèåìà, ïðè÷åì ñëó÷àé ôóíêöèîíàëüíûõ
ïåðåìåííûõ íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

(d) Ïðèåì, èñïîëüçóþùèé ðàíåå âûâåäåííûå òåîðåìû äëÿ óñèëåíèÿ âûâîäà
ñëåäñòâèé â ïîñûëêàõ. Åãî ïðîãðàììó ìîæíî íàéòè ÷åðåç ïóíêò "Ïðèåìû
ðåøàòåëÿ" - "Îáùèå ïðèåìû" - "Çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî" - "Èñïîëüçîâà-
íèå ðàíåå âûâåäåííûõ òåîðåì äëÿ óñèëåíèÿ âûâîäà ñëåäñòâèé â ïîñûëêàõ"
îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì. Óðîâåíü ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà ðàâåí 5.

Ýòîò ïðèåì èñïîëüçóåò íå êîììåíòàðèé (ñìòåîð . . .), à êîììåíòàðèé (ñì-
âûâîä A), ó êîòîðîãî íàáîð A ïåðå÷èñëÿåò óæå ïîëó÷åííûå â òåêóùåì



38 Ãëàâà 1. Îáùàÿ ñõåìà ëîãè÷åñêîãî âûâîäà â áàçå òåîðåì

öèêëå òåîðåìû, îòîáðàííûå äëÿ âûâîäà â ïîñûëêàõ âñïîìîãàòåëüíîé çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî. Òàêîé êîììåíòàðèé äîëæåí ïåðåäàâàòüñÿ çàäà÷å
ïðè îáðàùåíèè ê íåé.

Ïðèåì ðàáîòàåò îäíîêðàòíî. Îí ïðîâåðÿåò îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ "Âû-
âîä" ê çàäà÷å è çàòåì ñðàçó åãî ââîäèò. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû õ7 íàáî-
ðà A, ó êîòîðûõ ÷èñëî àíòåöåäåíòîâ ìåíåå äåñÿòè, ïðè÷åì çàãîëîâîê êàæ-
äîãî àíòåöåäåíòà ÿâëÿåòñÿ çàãîëîâêîì êàêîé-ëèáî ïîñûëêè. Îïðåäåëÿåòñÿ
ðåçóëüòàò õ8 ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ òåîðåìû õ7 íà ïå-
ðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â òåêóùóþ çàäà÷ó, è îïåðàòîð "Ïîäáîðçíà÷åíèé"
ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó îïðåäåëèòü ïîäñòàíîâêó âìåñòî ïåðåìåííûõ ñâÿ-
çûâàþùåé ïðèñòàâêè òåîðåìû õ8, ïåðåâîäÿùóþ åå àíòåöåäåíòû â ïîñûëêè
çàäà÷è õ1. Äîïóñêàþòñÿ ïåðåñòàíîâêè îïåðàíäîâ êîììóòàòèâíûõ îïåðà-
öèé. Â ñëó÷àå óñïåõà ýòà ïîäñòàíîâêà ïðèìåíÿåòñÿ ê êîíñåêâåíòó òåîðåìû
õ8, è ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷è õ1. Òåîðåìà õ7 ïðè ýòîì
ðåãèñòðèðóåòñÿ â êîììåíòàðèè (äîïòåîð . . .).

3. Çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå.

Âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå, èñïîëüçóåìûå ïðè âûâîäå òåîðåì,
ìîãóò ñîïðîâîæäàòüñÿ êîììåíòàðèåì (ñìòåîð A), ãäå A - íàáîð ÷åòâåðîê (âåñ
- òåîðåìà - íàáîð åå õàðàêòåðèñòèê - áëîê âûâîäà), ïåðå÷èñëÿþùèé âûâåäåí-
íûå ê òåêóùåìó ìîìåíòó òåîðåìû. Îáû÷íî ýòî äåëàåòñÿ äëÿ çàäà÷, èìåþùèõ
öåëü (èñêëþ÷ x1 . . . xn), îðèåíòèðóþùóþ íà âûâîä ñëåäñòâèé áåç ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xn. Íàëè÷èå óêàçàííîãî êîììåíòàðèÿ àêòèâèðóåò ñëåäóþùèå äâà ïðèå-
ìà, èñïîëüçóþùèå ðàíåå ïîëó÷åííûå â òîì æå öèêëå âûâîäà òåîðåìû:

(a) Ïîïûòêà èñïîëüçîâàíèÿ ðàíåå ïîëó÷åííûõ òåîðåì äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïåðå-
ìåííûõ ïðè âûâîäå íîâîé òåîðåìû. Ïðîãðàììó ïðèåìà ìîæíî íàéòè ÷åðåç
ïóíêò "Ïðèåìû ðåøàòåëÿ" - "Îáùèå ïðèåìû" - "Çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå"
- "Ïîïûòêà èñïîëüçîâàíèÿ ðàíåå ïîëó÷åííûõ òåîðåì äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïå-
ðåìåííûõ ïðè âûâîäå íîâîé òåîðåìû" îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 3. Ïîñëå ïðîâåðêè íàëè÷èÿ öåëè "íîðìòåî-
ðåìà" íàõîäèòñÿ êîììåíòàðèé (ñìòåîð A), è íàáîð A ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðå-
ìåííîé õ7. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ öåëü (èñêëþ÷ x1 . . . xn). Ïðîñìàò-
ðèâàþòñÿ ïîñûëêè õ9 òåêóùåé çàäà÷è, èìåþùèå âåñ 3 è ñîäåðæàùèå õîòÿ
áû îäíó èç ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå êîììåíòàðèÿ
"íîðìòåîðåìà" ê òàêîé ïîñûëêå, è ýòîò êîììåíòàðèé ñðàçó æå ââîäèòñÿ.

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ïåðåìåííûå õ11 ñïèñêà õ8. Íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ12
ïåðåìåííîé õ11 â ïîñûëêó õ9. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 ñèìâîëà
îïåðàöèè õ14, âíóòðè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî õ12. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òîæ-
äåñòâà õ16 ñïèñêà õ7, ó êîòîðûõ çàãîëîâîê îäíîé èç ÷àñòåé - ñèìâîë õ14.
Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ20 ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ òîæäå-
ñòâà õ16 íà ïåðåìåííûå, íå âñòðå÷àþùèåñÿ â òåêóùåé çàäà÷å. Ðàññìàòðè-
âàåòñÿ òà ÷àñòü t1 òîæäåñòâà õ20, çàãîëîâêîì êîòîðîé ñëóæèò ñèìâîë õ14.
Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óíèôèöèðîâàòü t1 ñ ïîäòåðìîì ïî âõîæäåíèþ
õ13, ïðè÷åì ñïèñêîì õ25 ïåðåìåííûõ óíèôèêàöèè ñëóæèò íåïóñòîé ñïèñîê
âñåõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ òåðìà t1. Ðåçóëüòàòîì óíèôèêàöè ÿâëÿåòñÿ íà-
áîð òåðìîâ õ26. Îïðåäåëÿåòñÿ ñïèñîê õ27 ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ óíèôè-
öèðóþùåé ïîäñòàíîâêè ê àíòåöåäåíòàì òîæäåñòâà õ20. Îáíàðóæèâàåòñÿ,
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÷òî ñïèñîê õ28 ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, íå âñòðå÷àþùèõ-
ñÿ â òåêóùåé çàäà÷å, íåïóñò. Ïðîöåäóðà "ïîäáîðíåèçâåñòíûõ" íàõîäèò íà-
áîð õ29 âûðàæåíèé, ïîäñòàíîâêà êîòîðûõ âìåñòî ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ28
â óòâåðæäåíèÿ õ27 îòîæäåñòâëÿåò èõ ñ ïîñûëêàìè òåêóùåé çàäà÷è. Îïðå-
äåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ33 ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ26, õ29 âìåñòî ïåðåìåííûõ
õ25, õ28 â ïðîòèâîïîëîæíóþ ÷àñòü t2 òîæäåñòâà õ20. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïå-
ðåìåííàÿ õ11 â òåðìå õ33 îòñóòñòâóåò, à íîâûå ïåðåìåííûå ñïèñêà õ8 íå
âîçíèêëè. Çàòåì ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàìåíà âõîæäåíèÿ õ13 íà òåðì õ33.

(b) Ïîïûòêà äîïîëíèòåëüíîãî ïîñòðîåíèÿ ñ ïîìîùüþ ðàíåå ïîëó÷åííûõ òåî-
ðåì äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ïðè âûâîäå íîâîé òåîðåìû. Ïðîãðàììó
ïðèåìà ìîæíî íàéòè ÷åðåç ïóíêò "Ïðèåìû ðåøàòåëÿ" - "Îáùèå ïðèåìû"
- "Çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå" - "Ïîïûòêà äîïîëíèòåëüíîãî ïîñòðîåíèÿ ñ ïî-
ìîùüþ ðàíåå ïîëó÷åííûõ òåîðåì äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ïðè âûâîäå
íîâîé òåîðåìû" îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.

Ïðèåì ñðàáàòûâàåò íà óðîâíå 4. Ïîñëå ïðîâåðêè íàëè÷èÿ öåëè "íîðì-
òåîðåìà" íàõîäèòñÿ êîììåíòàðèé (ñìòåîð A), è íàáîð A ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ7. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ öåëü (èñêëþ÷ x1 . . . xn), à
ïåðåìåííîé õ9 - íàáîð èñêëþ÷àåìûõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Ê ñïèñêó õ9
äîáàâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå x, ïðåäñòàâëåííûå â êîììåíòàðèÿõ (íåèçâ x) ê
ñïèñêó ïîñûëîê òåêóùåé çàäà÷è. Òàêèå êîììåíòàðèè ïåðåäàþòñÿ çàäà÷å
íåïîñðåäñòâåííî ïðèåìîì âûâîäà òåîðåì. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ïîñûëîê çàäà÷è, íå âîøåäøèõ â ñïèñîê õ9.

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ïîñûëêè õ11 òåêóùåé çàäà÷è, âåñ êîòîðûõ ðàâåí 4, à
çàãîëîâîê îòëè÷åí îò ñèìâîëà "àêòèâ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 - ïîäìíîæå-
ñòâî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ïîñûëêè õ11, ïðè÷åì ýòà ïîñûëêà ñîäåðæèò
õîòÿ áû îäíó èñêëþ÷àåìóþ ïåðåìåííóþ xi. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå îòñóòñòâèå
êîììåíòàðèÿ "òîæäâûâîä" ê äàííîé ïîñûëêå, ïîñëå ÷åãî ýòîò êîììåíòà-
ðèé ñðàçó æå ââîäèòñÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 íåîäíîáóêâåííîãî
ïîäòåðìà õ14 ïîñûëêè õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ15 ñâîáîäíûõ ïåðå-
ìåííûõ òåðìà õ14 ñîâïàäàåò ñ õ10 è ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ õ14 áî-
ëåå îäíîãî. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ16 âñåõ íå èìåþùèõ çàãîëîâêà "àêòèâ"
ïîñûëîê òåêóùåé çàäà÷è, ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå êîòîðûõ âêëþ÷àþòñÿ â
ñïèñîê õ10.

Äàëåå áóäåò ïðåäïðèíèìàòüñÿ ïîïûòêà âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì -
òåîðåìîé íàáîðà õ7 äëÿ òàêîãî äîïîëíèòåëüíîãî ïîñòðîåíèÿ, êîòîðîå ñâÿ-
çûâàëî áû íîâûå ïåðåìåííûå ñ ïîäòåðìîì õ14. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ÷åòâåð-
êè õ17 íàáîðà õ7. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ òåîðåìà ÷åòâåðêè õ17 è
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "îïðåäåëåíèå(t)". Êîíñåêâåíò
òåîðåìû õ18 - ðàâåíñòâî, îäíà èç ÷àñòåé êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ t. Íàõîäèòñÿ
ðåçóëüòàò õ24 ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ òåîðåìû õ18 íà ïåðåìåííûå,
íå âñòðå÷àþùèåñÿ â òåêóùåé çàäà÷å. Ïðè ýòîì îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü õ28
êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ24 - íåêîòîðûé òåðì t1. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ òåðìà t1. Â íàáîðå õ30 àíòåöåäåíòîâ
òåîðåìû õ24 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ31, ó êîòîðîãî ïî âõîæäåíèþ õ32
ðàñïîëîæåí çàãîëîâîê òåðìà õ14. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì
ïî âõîæäåíèþ õ32, à ïåðåìåííîé õ34 - ñïèñîê åãî ïàðàìåòðîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñïèñêè õ34 è õ29 ñîâïàäàþò.
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Íàõîäèòñÿ íàáîð òåðìîâ õ35, ïîäñòàíîâêà êîòîðûõ âìåñòî ïåðåìåííûõ õ34
óíèôèöèðóåò òåðìû õ33 è õ14. Ââîä íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðè óíèôèêàöèè
áëîêèðóåòñÿ. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíå-
íèÿ óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêè ê àíòåöåäåíòàì ñïèñêà õ30. Îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïîäíàáîð õ37 íàáîðà õ36, ñîñòàâëåííûé èç óòâåðæäåíèé, ñâîáîäíûå
ïåðåìåííûå êîòîðûõ âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ýòè
óòâåðæäåíèÿ ñóòü ñëåäñòâèÿ ïîñûëîê çàäà÷è õ1. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâà-
èâàåòñÿ íåïóñòîé îñòàòîê íàáîðà õ37, à ïåðåìåííîé õ39 - íåïóñòîé ñïè-
ñîê ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ òåðìîâ íàáîðà õ38. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëü-
òàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì íàáîðà õ39 íà
êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ38 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïîñûëîê òåêóùåé çà-
äà÷è. Ïîñëå ýòîãî ê ïîñûëêàì òåêóùåé çàäà÷è ïðèñîåäèíÿåòñÿ êîíúþíê-
öèÿ óòâåðæäåíèé õ38 è ðåçóëüòàòà ïðèìåíåíèÿ óíèôèöèðóþùåé ïîäñòà-
íîâêè ê êîíñåêâåíòó òåîðåìû õ24.

Ïðîöåäóðà "ðåãòåîð"

Ïîñëå òîãî, êàê ïðèåì âûâåë íîâóþ òåîðåìó è ïðåäïðèíÿë åå óïðîùåíèå, ýòà òåîðåìà
äîëæíà áûòü çàðåãèñòèðîâàíà â ñïèñêå âûâîäà. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü åå õàðàêòå-
ðèñòèêè, à òàêæå ïðîâåðèòü íåèçáûòî÷íîñòü. Ýòè äåéñòâèÿ ðåàëèçóþòñÿ ïðîöåäóðîé
"ðåãòåîð", îáû÷íî çàâåðøàþùåé ïðîãðàììó ïðèåìà âûâîäà òåîðåì.

Îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå èìååò âèä "ðåãòåîð(õ1 õ2)", ãäå õ1 - íîâàÿ òåîðåìà, õ2 -
íàáîð èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ, óòî÷íÿþùèõ ñïîñîá ðåãèñòðàöèè òåîðåìû. Â ýòîì
íàáîðå äîïóñêàþòñÿ ýëåìåíòû ñëåäóþùèõ òèïîâ:

1. (õàðàêò A1 . . . An). Îòáèðàþòñÿ òîëüêî òå ïðåäëàãàåìûå õàðàêòåðèçàòîðîì õà-
ðàêòåðèñòèêè òåîðåìû õ1, çàãîëîâêè êîòîðûõ ïîïàäàþò â ñïèñîê A1, . . . , An.

2. õàðàêò. Èñïîëüçîâàíèå õàðàêòåðèçàòîðà îòìåíÿåòñÿ. Õàðàêòåðèñòèêàìè òåîðå-
ìû ñòàíîâÿòñÿ òîëüêî òå, êîòîðûå ÿâíî óêàçàíû â ýëåìåíòå (õàðàêòåðèñòèêà
. . .); ñì. íèæå.

3. (âõîäèò A1 . . . An). Ïðîâåðÿåòñÿ,÷òî õàðàêòåðèçàòîð ïîëó÷èë õàðàêòåðèñòèêó ñ
çàãîëîâêîì, ïðèíàäëåæàùèì ñïèñêó A1, . . . , An. Èíà÷å òåîðåìà íå ðåãèñòðèðó-
åòñÿ.

4. (èñòî÷íèê A). Óêàçàíèå ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ òåîðåìû. Â ñî÷åòàíèè ñ ëîãè÷åñêèì
ñèìâîëîì, ê ïðîãðàììå êîòîðîãî îòíîñèòñÿ ïðèåì âûâîäà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ðàçíîâèäíîñòü ññûëêè íà ýòîò ïðèåì. Ýëåìåíò A - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë s ëèáî
íàáîð âèäà (st1 . . . tm), ãäå s - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë; t1, . . . , tm - äîïîëíèòåëüíûå
òåîðåìû, èñïîëüçîâàííûå ïðè âûâîäå. Ñèìâîë s íàçûâàåì òèïîì èñòî÷íèêà
òåîðåìû. ×òîáû èñêëþ÷èòü ÷ðåçìåðíóþ àêòèâíîñòü ïðèåìîâ âûâîäà, îáû÷íî
â íà÷àëå èõ ïðîãðàììû ðàñïîëàãàåòñÿ ïðîâåðêà íåèñïîëüçîâàíèÿ â òåêóùåé
ëèíèè âûâîäà èñòî÷íèêîâ çàäàííûõ òèïîâ.

5. (õàðàêòåðèñòèêà A1 . . . An). Õàðàêòåðèñòèêè A1, . . . , An äîïîëíèòåëüíî çàíîñÿò-
ñÿ â ñïèñîê õàðàêòåðèñòèê òåîðåìû õ1.

6. îáîáùåíèå. Òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå èñòî÷íèêà ïî òåêóùåé õà-
ðàêòåðèñòèêå.
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7. âñïîìïðèåìû. Ïî òåîðåìå õ1 ñîçäàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ïðèåìû, íåîáõîäèìûå
äëÿ ïðîäîëæåíèÿ öèêëà âûâîäà. Ýòîò ýëåìåíò èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî â ñïåöèàëü-
íûõ öèêëàõ âûâîäà, ñòàðòóþùèõ íå ñ îáû÷íîé òåîðåìû, à ñ óñòàíîâêè íà öèêë
âûâîäà. Íàïðèìåð, ïðè âûâîäå óïðîùàþùèõ òîæäåñòâ êàêîé-ëèáî ñòàíäàðòíîé
ôîðìû.

8. íîâòåîð. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íîâàÿ òåîðåìà íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàíåå
âûâåäåííîé â äàííîì öèêëå òåîðåìû.

9. èñêëþ÷åíèå. Òà òåîðåìà, ïî êîòîðîé áûëà âûâåäåíà òåîðåìà õ1, èñêëþ÷àåòñÿ
èç äàëüíåéøèõ âûâîäîâ è íå âêëþ÷àåòñÿ â ðåçóëüòàò.

10. (ñìõàðàêò A). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õàðàêòåðèçàòîð óñìàòðèâàåò õàðàêòåðèñòèêó
A òåîðåìû õ1, ïîñëå ÷åãî ñïèñîê õàðàêòåðèñòèê ïîëàãàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç õà-
ðàêòåðèñòèêè A, ê êîòîðîé äîáàâëÿþòñÿ âñå õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêàìè,
ïåðå÷èñëåííûìè â ýëåìåíòå (õàðàêò . . .).

11. êîíòðîëü. Äîïîëíèòåëüíûé êîíòðîëü íåèçáûòî÷íîñòè òåîðåìû.

12. (âûõîä A1 . . . An). Ïðèåì âûïîëíèë îáîáùåíèå òåîðåìû, îäíàêî èñõîäíàÿ òåîðå-
ìà âêëþ÷àåòñÿ â èòîãîâûé ñïèñîê, åñëè îíà èìåëà õàðàêòåðèñòèêó ñ çàãîëîâêîì,
ïðèíàäëåæàùèì ñïèñêó A1, . . . , An.

13. ñîõð. Ïðèåì âûïîëíèë îáîáùåíèå òåîðåìû, îäíàêî âûâîä ñëåäñòâèé èç îáîá-
ùåííîé òåîðåìû ïðîäîëæàåòñÿ.

14. âûõîä. Ïðèåì âûïîëíèë îáîáùåíèå òåîðåìû, îäíàêî îáîáùåííàÿ òåîðåìà âêëþ-
÷àåòñÿ â èòîãîâûé ñïèñîê òåîðåì.

15. (íåïåðåñåê A1 . . . An). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè õàðàêòåðèñòèê íîâîé òåîðåìû íåò
íè îäíîãî èç ýëåìåíòîâ A1, . . . , An.

16. (íàïðàâë A). Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêîì A, ïðè÷åì îò-
áðàñûâàþòñÿ âñå õàðàêòåðèñòèêè, ó êîòîðûõ íàïðàâëåíèå çàìåíû îòëè÷àåòñÿ
îò íàïðàâëåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè A.

17. (ïðèìå÷àíèå A1 . . . An). A1, . . . , An ñóòü ýëåìåíòû, óêàçûâàþùèå ñïîñîá îáîáùå-
íèÿ. Ñì. ýëåìåíò (îáîáùåíèå . . .) áëîêà âûâîäà.

18. (ñïèñîêïåðåìåííûõ A1 . . . Anm). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè âñå õàðàêòåðèñòèêè íî-
âîé òåîðåìû èìåþò òîëüêî çàãîëîâêè A1, . . . , An, òî ÷èñëî ïåðåìåííûõ òåîðåìû
ìåíüøå m.

19. (èñõîäíûé A1 . . . An). A1, . . . , An ñóòü èñõîäíûå õàðàêòåðèñòèêè íîâîé òåîðåìû,
ïåðåäàâàåìûå õàðàêòåðèçàòîðó.

20. (èñêëþ÷A). Åñëè ñðåäè õàðàêòåðèñòèê èñõîäíîé òåîðåìû èìååòñÿ ýëåìåíòA(n),
ãäå íàïðàâëåíèå n íå ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì òåêóùåé õàðàêòåðèñòèêè, òî èñ-
õîäíàÿ òåîðåìà íå ïîìå÷àåòñÿ â ñâîåì áëîêå âûâîäà ýëåìåíòîì "èñêëþ÷åíèå",
èíà÷å - ïîìå÷àåòñÿ.

21. àíòåöåäåíòû. Êîíòðîëü îòñóòñòâèÿ ÷ðåçìåðíî ñëîæíûõ àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû.
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22. ñìïðîïîðö. Êîíòðîëü îòñóòñòâèÿ ðàíåå âûâåäåííîãî ýêâèâàëåíòíîãî ñîîòíî-
øåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû, èìåþùèå ñîîòíîøåíèå
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè â êîíñåêâåíòå è îäíî ñîîòíîøåíèå - â àíòåöåäåíòàõ.

23. ðåçóëüòàò. Òåîðåìà âêëþ÷àåòñÿ â ðåçóëüòèðóþùèé ñïèñîê, íî ñëåäñòâèÿ èç íåå
íå âûâîäÿòñÿ.

24. ñòàíäõàðàêò. Ñïåöèàëüíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ äëÿ òîæäåñòâ ñòàíäàðòíîé ôîðìû.

25. Èñêëþ÷åíèå. Òåîðåìà íå âêëþ÷àåòñÿ â ðåçóëüòàò, íî ñëåäñòâèÿ èç íåå âûâîäÿò-
ñÿ.

26. (Íàïð A). Èãíîðèðóþòñÿ âñå õàðàêòåðèñòèêè ñ íàïðàâëåíèåì çàìåíû A.

27. òåîðåìàïðèåìà. Îòìåíÿåòñÿ ïðîâåðêà îòñóòñòâèÿ òàêîé æå òåîðåìû â íàêîïè-
òåëå, òàê êàê îñíîâíàÿ ñìûñëîâàÿ íàãðóçêà ïðèõîäèòñÿ íà åå õàðàêòåðèñòèêè,
ñâÿçàííûå ñ ñîçäàíèåì ïðèåìà ñïåöèàëüíîãî òèïà.

28. (ñìõàðàêò ). Ðàçðåøàåòñÿ ðåãèñòðàöèÿ òåîðåìû õ1, äàæå åñëè â íàêîïèòåëå óæå
åñòü òàêàÿ æå òåîðåìà, íî ó íåå íåò õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêîì A.

Âûéòè íà íà÷àëî ïðîãðàììû "ðåãòåîð" ìîæíî ÷åðåç ïóíêò "Áàçà òåîðåì" - "Ïðî-
ãðàììèðóþùèé âûâîä" - "Âñïîìîãàòåëüíûå ïðîöåäóðû ëîãè÷åñêîãî âûâîäà" - "Ïðî-
öåäóðà ÐÅÃÒÅÎÐ" îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.

Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèÿ (äîïòåîð A) ê ïîñûëêàì èñõîäíîé
çàäà÷è. Â åãî ñïèñêå A ðåãèñòðèðóþòñÿ òåîðåìû, ïîëó÷åííûå â òåêóùåì öèêëå ëî-
ãè÷åñêîãî âûâîäà è èñïîëüçîâàííûå âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè òåêóùåãî ïðèåìà
âûâîäà òåîðåì ïðè ïîëó÷åíèè òåîðåìû õ1. Åñëè îí åñòü, òî ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê ñïèñêó
õ2 ñîïðîâîæäàþùèõ òåîðåìó èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ è èñêëþ÷àåòñÿ èç èñõîäíîé
çàäà÷è. Òåîðåìû íàáîðà A áóäóò äîáàâëÿòüñÿ ê ñïèñêó òåîðåì - èñòî÷íèêîâ òåîðåìû
õ1, ÿâíî óêàçàííûõ â íàáîðå õ2.

Äàëåå - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 2", ãäå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ1 íå åñòü êîíñòàíòà "èñòèíà".
Åñëè èñõîäíàÿ çàäà÷à èìååò êîììåíòàðèé (àðõâûâîä A), ïðè÷åì òåîðåìà õ1 îòñóò-
ñòâóåò â ñïèñêå A, òî âûõîä èç ïðîöåäóðû ïî çíà÷åíèþ "ëîæü". Êîììåíòàðèé "àðõ-
âûâîä" ñîçäàåòñÿ ïðè óñêîðåííîì òåñòèðîâàíèè ïðîãðàììèðóþùåãî âûâîäà. Çäåñü
îòáðàñûâàþòñÿ âñå âûâåäåííûå òåîðåìû, êðîìå òåõ, êîòîðûå ôàêòè÷åñêè èñïîëüçî-
âàëèñü â äåðåâüÿõ äîêàçàòåëüñòâ èç àðõèâà áàçû òåîðåì.

Äàëåå - ïåðåõîä ÷åðåç "âåòâü 1". Ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà (ñïèñîê âûâîäà
- èíäèêàòîð èçìåíåíèé), ÿâëÿþùàÿñÿ çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé õ5 òåêóùåé ïðîãðàììû
ïðèåìà âûâîäà. Åñëè â õ2 îòñóòñòâóåò ýëåìåíò "òåîðåìàïðèåìà", òî ïðîâåðÿåòñÿ îò-
ñóòñòâèå â ñïèñêå âûâîäà òàêîé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè T , ïîäîáíîé òåîðåìå õ1, ÷òî
âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1. Ëèáî T èìååò õàðàêòåðèñòèêó ñ çàãîëîâêîì "íîðìàëèçàöèÿ", ëèáî â íàáîðå õ2
îòñóòñòâóåò ýëåìåíò (ñìõàðàêò A), òàêîé, ÷òî T íå èìååò õàðàêòåðèñòèêè ñ òåì
æà çàãîëîâêîì, ÷òî è A.

2. Â íàáîðå õ2 îòñóòñòâóåò ýëåìåíò (õàðàêòìí A), òàêîé, ÷òî T íå èìååò õàðàêòå-
ðèñòèêè ñ òåì æà çàãîëîâêîì, ÷òî è A.
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Ïîñëå êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(11)" ïðåäïðèíèìàåòñÿ ó÷åò èíôîðìàöèîííîãî ýëå-
ìåíòà "ñìïðîïîðö". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà õ1, èìåþùàÿ âèä ñîîòíîøåíèÿ ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, èìååò åäèíñòâåííûé àíòå-
öåäåíò òàêîãî æå âèäà. Ïðîñìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê âûâîäà, â êîòîðîì èùåòñÿ äðóãîå
ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè T , èìåþùåå åäèíñòâåííûé àíòåöåäåíò òàêîãî æå
âèäà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò àíòåöåäåíò è êîíñåêâåíò òåîðåìû T îòëè÷àþòñÿ îò ñîîò-
âåòñòâóþùèõ àíòåöåäåíòà è êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ1 òîëüêî ïåðåîáîçíà÷åíèåì ïåðå-
ìåííûõ, ïðè÷åì ïîñëå ýòîãî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ àíòåöåäåíòû òåîðåìû T ñóòü ñëåäñòâèÿ
àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ1. Â ýòîé ñèòóàöèè òåîðåìà õ1 íå ðåãèñòðèðóåòñÿ.

Ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ ïóñòîé ñïèñîê èñõîäíûõ õàðàêòåðèñòèê òåîðåìû õ1.
Åñëè â õ2 èìååòñÿ ýëåìåíò (èñõîäíûé A1 . . . An), òî õàðàêòåðèñòèêè A1, . . . , An çàíî-
ñÿòñÿ â íàáîð õ4.

Äàëåå ïåðåìåííîé õ5 ïðèñâàèâàåòñÿ èñõîäíàÿ âåðñèÿ ñïèñêà õàðàêòåðèñòèê òåîðåìû
õ1. Åñëè â õ2 èìååòñÿ ýëåìåíò "ñòàíäõàðàêò", òî õàðàêòåðèñòèêè îïðåäåëÿþòñÿ ïðî-
öåäóðîé "ñòàíäõàðàêò", èñïîëüçóåìîé ïðè âûâîäå óïðîùàþùèõ òîæäåñòâ ñòàíäàðò-
íîé ôîðìû. Åñëè â õ2 âõîäèò ýëåìåíò "õàðàêò", òî ñïèñîê õ5 ïóñò. Åñëè â õ2 âõîäèò
ýëåìåíò "îáîáùåíèå", íå âõîäèò ýëåìåíò "âõîäèò", îòñóòñòâóåò ýëåìåíò ñ çàãîëîâ-
êîì "ñìõàðàêò" è îòñóòñòâóåò îòëè÷íûé îò ëîãè÷åñêîãî ñèìâîëà ýëåìåíò ñ çàãîëîâ-
êîì "õàðàêò", òî òîæå ñïèñîê õ5 ïóñò. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ñïèñîê õ5 îïðåäåëÿåòñÿ
ïðîöåäóðîé "õàðàêòåðèçàòîð", êîòîðîé ïåðåäàþòñÿ òåîðåìà õ1 è ñïèñîê èñõîäíûõ
õàðàêòåðèñòèê õ4.

Åñëè â õ2 èìååòñÿ ýëåìåíò (íàïð n), òî èç õ5 óäàëÿþòñÿ âñå îòëè÷íûå îò ëîãè÷åñêèõ
ñèìâîëîâ ýëåìåíòû, â êîòîðûå âõîäèò ëîãè÷åñêèé ñèìâîë n.

Åñëè ñïèñîê õ5 ïóñò, â íàáîðå õ2 âñòðå÷àåòñÿ ýëåìåíò (íåïåðåñåê A1 . . . An), òî ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê õàðàêòåðèçàòîðó, êîòîðîìó ïåðåäàþòñÿ òåîðåìà õ1 è ñïè-
ñîê õ4 èñõîäíûõ õàðàêòåðèñòèê. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç õàðàêòåðèñòèê Ai âõîäèò â
ñïèñîê,âûäàííûé õàðàêòåðèçàòîðîì, òî ðåãèñòðàöèÿ òåîðåìû õ1 îòìåíÿåòñÿ.

Åñëè â õ2 èìååòñÿ ýëåìåíò (õàðàêò A1 . . . An), ãäå n > 0, òî ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ýëåìåíòîâ íàáîðà õ5, çàãîëîâîê êîòîðûõ - îäèí èç ñèìâîëîâ
A1, . . . , An. Åñëè â õ2 âõîäèò ñèìâîë "îáîáùåíèå", òî ðàññìàòðèâàåòñÿ òà õàðàêòå-
ðèñòèêà èñõîäíîé òåîðåìû, ïðè ðàññìîòðåíèè êîòîðîé ñðàáîòàë ïðèåì âûâîäà, ïî-
ëó÷èâøèé òåîðåìó õ1. Åñëè îíà íå âõîäèò â õ5, òî äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó õ8. Åñëè
èìååòñÿ ýëåìåíò (ñìõàðàêò B), òî ïðîâåðÿåòñÿ, âõîäèò ëè B â ñïèñîê õ5. Åñëè âõî-
äèò, òî A äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó õ8. Èíà÷å - îòêàç îò ðåãèñòðàöèè òåîðåìû. Äàëåå (âíå
çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ ýëåìåíòà "ñìõàðàêò") ïåðåìåííîé õ5 ïðèñâàèñàåòñÿ ñïèñîê
õ8.

Åñëè õ2 ñîäåðæèò ëîãè÷åñêèé ñèìâîë "âõîäèò", ïðè÷åì òà õàðàêòåðèñòèêà èñõîäíîé
òåîðåìû, ïðè ðàññìîòðåíèè êîòîðîé ñðàáîòàë ïðèåì âûâîäà, ïîëó÷èâøèé òåîðåìó
õ1, íå âõîäèò â ñïèñîê õ5, òî îòêàç îò ðåãèñòðàöèè òåîðåìû õ1. Åñëè õ2 ñîäåðæèò
íàáîð (âõîäèò B1 . . . Bm), ïðè÷åì íè îäíà èç õàðàêòåðèñòèê B1, . . . , Bm íå âõîäèò â
íàáîð õ5, òî òîæå îòêàç îò ðåãèñòðàöèè òåîðåìû õ1.

Åñëè õ2 ñîäåðæèò ýëåìåíò (íåïåðåñåê B1 . . . Bm), ïðè÷åì õîòÿ áû îäèí èç ýëåìåíòîâ
B1, . . . , Bm âõîäèò â íàáîð õ5 , òî îòêàç îò ðåãèñòðàöèè òåîðåìû õ1.

Åñëè õ2 ñîäåðæèò ýëåìåíò (ñìõàðàêò B), ïðè÷åì â õ2 îòñóòñòâóåò îòëè÷íûé îò ëî-
ãè÷åñêîãî ñèìâîëà ýëåìåíò ñ çàãîëîâêîì "õàðàêò", òî ïðîâåðÿåòñÿ, âõîäèò ëè B â
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ñïèñîê õ5. Åñëè âõîäèò, òî õ5 äàëåå ïîëàãàåòñÿ ñîñòîÿùèì òîëüêî èç õàðàêòåðèñòèêè
B. Èíà÷å - îòêàç îò ðåãèñòðàöèè òåîðåìû õ1.

Åñëè õ2 ñîäåðæèò ýëåìåíò (íàïðàâë B), òî ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ
ýëåìåíòîâ íàáîðà õ5, èìåþùèõ çàãîëîâîê B. Åñëè îí ïóñòîé, òî îòêàç îò ðåãèñòðàöèè
òåîðåìû õ1. Èíà÷å èç ñïèñêà õ5 óäàëÿþòñÿ âñå îòëè÷íûå îò ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ
õàðàêòåðèñòèêè, ïîñëåäíèé îïåðàíä êîòîðûõ (ïîäðàçóìåâàåòñÿ íàïðàâëåíèå çàìåíû
- "ïåðâûéòåðì" ëèáî "âòîðîéòåðì") íå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì îïåðàíäîì êàêîãî - ëèáî
ýëåìåíòà íàáîðà õ8.

Åñëè õ2 ñîäåðæèò ýëåìåíò (õàðàêòåðèñòèêà A1 . . . An), òî õàðàêòåðèñòèêè A1, . . . , An

äîáàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó õ5.

Åñëè õ2 ñîäåðæèò ýëåìåíò "îáîáùåíèå", òî â ñïèñîê õ5 äîáàâëÿåòñÿ ýëåìåíò "îáîá-
ùçíàê". Åñëè ïðè ýòîì õ2 íå èìååò ýëåìåíòîâ ñ çàãîëîâêàìè "õàðàêò" è "õàðàê-
òåðèñòèêà", òî ê ñïèñêó õ5 äîáàâëÿåòñÿ òà õàðàêòåðèñòèêà èñõîäíîé òåîðåìû, ïðè
ðàññìîòðåíèè êîòîðîé ñðàáîòàë ïðèåì âûâîäà, ïîëó÷èâøèé òåîðåìó õ1.

Åñëè â õ2 âõîäèò ýëåìåíò "ñîõð", òî èç íàáîðà õ5 îòáðàñûâàåòñÿ ýëåìåíò "îáîá-
ùçíàê".

Åñëè â õ2 âõîäèò ýëåìåíò (ñïèñîêïåðåìåííûõ A1 . . . An m), ïðè÷åì âñå ñèìâîëû
A1, . . . , An ñóòü çàãîëîâêè õàðàêòåðèñòèê ñïèñêà õ5, à ÷èñëî ïåðåìåííûõ òåîðåìû
õ1 íå ìåíåå m, òî ðåãèñòðàöèÿ òåîðåìû õ1 íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ5 èìååò êàêèå-ëèáî ýëåìåíòû, êðîìå ýëåìåíòà "îáîáùçíàê".
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåãèñòðàöèÿ òåîðåìû õ1 íå âûïîëíÿåòñÿ.

Åñëè â õ2 âõîäèò ñèìâîë "êîíòðîëü", òî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1. Â õ5 èìååòñÿ õàðàêòåðèñòèêà "îáùíîðì(N)". Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ çà-
ìåíÿåìûé òåðì òåîðåìû õ1 ñîãëàñíî ýòîé õàðàêòåðèñòèêå, à ïåðåìåííîé õ10 -
çàìåíÿþùèé. Åñëè â õ9 âñòðå÷àåòñÿ àññîöèàòèâíî - êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ, ó
êîòîðîé áîëåå äâóõ îïåðàíäîâ ñóòü ïåðåìåííûå, íå èìåþùèå äðóãèõ âõîæäåíèé
â õ9, òî ðåãèñòðàöèÿ òåîðåìû õ1 îòìåíÿåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî òåðì õ10 ñîäåðæèò íå âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå òåðìà õ9. Åñëè ýòî
òàê, ïðè÷åì â çàìåíÿåìîé ÷àñòè õ9 âñòðå÷àåòñÿ àññîöèàòèâíî - êîììóòàòèâíàÿ
îïåðàöèÿ f(. . . x . . . t(y) . . .), ãäå x, y - áåñïîâòîðíûå â õ9 ïåðåìåííûå, âñòðå÷à-
þùèåñÿ â õ10, à t(y) ïðè ïîäõîäÿùåì ïîäáîðå y ìîæíî îáðàòèòü â åäèíèöó
îïåðàöèè f , òî ðåãèñòðàöèÿ òåîðåìû õ1 òîæå îòìåíÿåòñÿ. Îñíîâàíèåì ñëóæèò
òî, ÷òî ïðè îáðàùåíèè t(y) â åäèíèöó ìîæíî ïîëó÷èòü óñèëåííóþ âåðñèþ òåî-
ðåìû.

2. Õàðàêòåðèñòèêà èñõîäíîé òåîðåìû T , ïðè ðàññìîòðåíèè êîòîðîé ñðàáîòàë ïðè-
åì âûâîäà, ïîëó÷èâøèé òåîðåìó õ1, èìååò âèä "äèñòðèáðàçâåðòêà(N)". Â õ5
èìååòñÿ õàðàêòåðèñòèêà "äåêîìïîçèöèÿ(P )". Ïðè ýòîì ê çàìåíÿåìîìó òåðìó
òåîðåìû õ1 (ñîãëàñíî íàïðàâëåíèþ çàìåíû P ) ïðèìåíèìî òîæäåñòâî T (ñî-
ãëàñíî íàïðàâëåíèþ N). Òîãäà ðåãèñòðàöèÿ òåîðåìû õ1 îòìåíÿåòñÿ, òàê êàê
äëÿ äåêîìïîçèöèè îíà èçáûòî÷íà.

3. Â õ5 èìååòñÿ õàðàêòåðèñòèêà âèäà "ñïóñê(P )". Â ñïèñêå âûâîäà èìååòñÿ òåî-
ðåìà õ10 ñ òàêîé æå õàðàêòåðèñòèêîé. Îáå òåîðåìû õ1 è õ10 èìåþò ñâîèì çà-
ãîëîâêîì êâàíòîð îáùíîñòè. Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ11 ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â õ1
âñåõ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â õ10. Ïåðåìåííîé
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õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà òåîðåìû õ10, ïåðåìåííûì õ13 è
õ14 - êîíñåêâåíòû òåîðåì õ10 è õ11. Íàõîäèòñÿ óíèôèöèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêà
äëÿ ïàðû òåðìîâ õ13, õ14 îòíîñèòåëüíî ñïèñêà ïåðåìåííûõ õ12. Ïåðåìåííûì
õ16 è õ17 ïðèñâàèâàþòñÿ íàáîðû àíòåöåäåíòîâ òåîðåì õ11 è õ10. Ëèáî òåðì õ13
êîðî÷å òåðìà õ14, ëèáî âñå óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ17 èìåþò íå áîëåå äâóõ ñâî-
áîäíûõ ïåðåìåííûõ, ëèáî ñóùåñòâóåò óòâåðæäåíèå íàáîðà õ16, èìåþùåå áîëåå
äâóõ òàêèõ ïåðåìåííûõ. Êàæäûé ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê àíòåöåäåíòó ñïèñ-
êà õ17 óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêè ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì àíòåöåäåíòîâ ñïèñêà
õ16. Â ýòîì ñëó÷àå ðåãèñòðàöèÿ òåîðåìû õ1 îòìåíÿåòñÿ, òàê êàê îïðåäåëÿåìûé
åþ ïðèåì ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà P ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðèåìà ðàíåå
íàéäåííîé òåîðåìû õ10.

4. Â õ5 èìååòñÿ õàðàêòåðèñòèêà âèäà "ñìíåèçâ(. . .)". Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ çàìåíÿåìûé òåðì òåîðåìû õ1 ñîãëàñíî äàííîé õàðàêòåðèñòèêå. Åñëè íåêî-
òîðûé íåîäíîáóêâåííûé êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ9 ïðåîáðàçóåòñÿ íîðìàëèçà-
òîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè îòíîñèòåëüíî àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ1 â áîëåå
êîðîòêèé òåðì, òî ðåãèñòðàöèÿ òåîðåìû õ1 îòìåíÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå øàá-
ëîí çàìåíÿåìîãî òåðìà îáû÷íî áóäåò íåðåàëèçóåì, ââèäó âûïîëíÿåìîé çàäà÷åé
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

5. Õàðàêòåðèñòèêà èñõîäíîé òåîðåìû T , ïðè ðàññìîòðåíèè êîòîðîé ñðàáîòàë ïðè-
åì âûâîäà, ïîëó÷èâøèé òåîðåìó õ1, èìååò âèä "ñîêðàù(N)". Â õ5 èìååòñÿ õà-
ðàêòåðèñòèêà "ñîêðàù(P )". Òîæäåñòâî T ïðèìåíèìî â íàïðàâëåíèè N ê ïîäâû-
ðàæåíèþ çàìåíÿåìîãî (îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ P ) òåðìà òåîðåìû õ1. Òîãäà
ðåãèñòðàöèÿ òåîðåìû õ1 îòìåíÿåòñÿ.

6. Â õ5 èìååòñÿ õàðàêòåðèñòèêà õ6 âèäà "ãëóá(x N)". Åñëè ñðåäè àíòåöåäåíòîâ
òåîðåìû õ1 èìååòñÿ óòâåðæäåíèå "ðàöèîíàëüíîå(x)", òî äàííàÿ õàðàêòåðèñòè-
êà óäàëÿåòñÿ èç ñïèñêà õ5. Åñëè ïðè ýòîì ñïèñîê õ5 îêàçûâàåòñÿ ïóñò, òî ðåãè-
ñòðàöèÿ òåîðåìû õ1 îòìåíÿåòñÿ.

Åñëè óêàçàííîãî àíòåöåäåíòà íåò, òî ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿå-
ìûé òåðì òåîðåìû õ1 (îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ N), ïåðåìåííîé õ11 - ñïèñîê
åå àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ11 íå èìåþò ñâîáîä-
íûõ ïåðåìåííûõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè òåðìà õ10. Çàòåì
ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû õ13 ñïèñêà âûâîäà, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó âèäà
"ãëóá(y P )". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà õ13, áóäó÷è ïðèìåíåíà ê çàìåíÿåìîìó
òåðìó òåîðåìû õ1, ðàçðåøàåò åãî îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé x. Òîãäà õ6 èñêëþ-
÷àåòñÿ èç ñïèñêà õ5. Åñëè ñïèñîê õ5 îêàçûâàåòñÿ ïóñò, òî ðåãèñòðàöèÿ òåîðåìû
õ1 îòìåíÿåòñÿ.

7. õ5 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêè õ6 âèäà "íîðìçàãîëîâîê(P N)". Â
ñïèñêå âûâîäà èìååòñÿ òàêàÿ òåîðåìà T ñ õàðàêòåðèñòèêîé "íîðìçàãîëîâîê(P
M)", ÷òî çàìåíÿåìûé òåðì òåîðåìû õ1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò ïðèìåíå-
íèÿ ííåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè ê çàìåíÿåìîìó òåðìó òåîðåìû T . Òîãäà ðåãèñòðà-
öèÿ òåîðåìû õ1 îòìåíÿåòñÿ.

8. Òåîðåìà õ1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêâèâàëåíòíîñòü, â êàæäîé èç ÷àñòåé êîòîðîé
âñòðå÷àåòñÿ îäíà è òà æå àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ f , áûòü ìîæåò,
îò ðàçëè÷íûõ îïåðàíäîâ. Îäíàêî, ñðåäè ýòèõ îïåðàíäîâ â îáîèõ ñëó÷àÿõ íàõî-
äÿòñÿ îäíè è òå æå òåðìû t1, t2. Òåðì t1 ñîäåðæèò òîëüêî ïåðåìåííóþ x, à òåðì
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t2 - òîëüêî ïåðåìåííóþ y. Â êàæäîé èç ÷àñòåé ýêâèâàëåíòíîñòè ïåðåìåííûå x, y
áåñïîâòîðíû. Òîãäà ðåãèñòðàöèÿ òåîðåìû õ1 îòìåíÿåòñÿ, ââèäó èçáûòî÷íîñòè
îïåðàíäîâ ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàöèé f .

9. Òåîðåìà õ1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîæäåñòâî. Â õ5 èìååòñÿ õàðàêòåðèñòèêà "íîð-
ìàëèçàöèÿ(N)". Ñóùåñòâóþò òàêèå ïåðåìåííûå x, y, êîòîðûå âõîäÿò â çàìåíÿ-
åìûé òåðì è íå âõîäÿò â çàìåíÿþùèé, ïðè÷åì â çàìåíÿåìîì òåðìå îíè âñòðå-
÷àþòñÿ òîëüêî âíóòðè âõîæäåíèé îäíîãî è òîãî æå âûðàæåíèÿ f(x, y). Ïðè
îáíàðóæåíèè òàêèõ "ñäâîåííûõ" ïåðåìåííûõ ðåãèñòðàöèÿ òåîðåìû õ1 îòìåíÿ-
åòñÿ.

Åñëè õ2 ñîäåðæèò ñèìâîë "àíòåöåäåíòû", ïðè÷åì íåêîòîðûé àíòåöåäåíò òåîðåìû õ1
èìååò îöåíêó ñëîæíîñòè, íå ìåíüøóþ, ÷åì åå êîíñåêâåíò, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ èñ-
õîäíàÿ òåîðåìà T , ïðè ðàññìîòðåíèè êîòîðîé ñðàáîòàë ïðèåì âûâîäà, ïîëó÷èâøèé
òåîðåìó õ1. Åñëè îöåíêà ñëîæíîñòè êàæäîãî åå àíòåöåäåíòà ìåíüøå îöåíêè ñëîæíî-
ñòè åå êîíñåêâåíòà, òî ðåãèñòðàöèÿ òåîðåìû õ1 îòìåíÿåòñÿ.

Â íàáîðå õ2 íàõîäèòñÿ ýëåìåíò (èñòî÷íèê D). Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ D, ïå-
ðåìåííîé õ8 - ÷åòâåðêà (âåñ - òåîðåìà T - ñïèñîê åå õàðàêòåðèñòèê - áëîê âûâîäà)
äëÿ òîé òåîðåìû, èç êîòîðûõ òåêóùèé ïðèåì âûâåë òåîðåìó õ1.

Âû÷èñëÿåòñÿ õýø òåîðåìû õ1, è ñ åãî ïîìîùüþ ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà íàéòè â
áàçå òåîðåì èäåíòè÷íóþ òåîðåìó, êîòîðàÿ ÿâëÿëàñü áû ñòàðòîâîé äëÿ êàêîé-ëèáî
ÿ÷åéêè ëîãè÷åñêîãî âûâîäà. Â ýòîé ñèòóàöèè ïîëó÷åíèå ñëåäñòâèé òåîðåìû õ1 äëÿ
òåêóùåãî öèêëà âûâîäà áëîêèðóåòñÿ: â íàáîð õ2 çàíîñèòñÿ ñèìâîë "ðåçóëüòàò".

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ÷åòâåðêà (0, õ1, õ5, B), ïîñðåäñòâîì êîòîðîé òåîðå-
ìà õ1 áóäåò çàðåãèñòðèðîâàíà â ñïèñêå âûâîäà. Áëîê âûâîäà B âíà÷àëå ñîñòîèò èç
ýëåìåíòà (ëîãâûâîä 0) è ýëåìåíòà (èñòî÷íèê L õ7), ãäå L - âõîæäåíèå ïåðâîãî ýëå-
ìåíòà ÷åòâåðêè õ8 (ëåâûé êðàé ÷åòâåðêè). Çàòåì ê ýòîìó áëîêó äîáàâëÿåòñÿ ýëåìåíò
(óðîâåíü U), ãäå U - òåêóùèé óðîâåíü ñêàíèðîâàíèÿ.

Åñëè íàáîð õ2 ñîäåðæèò ñèìâîë "ðåçóëüòàò", òî ýòîò ñèìâîë äîáàâëÿåòñÿ ê áëîêó
âûâîäà B.

Åñëè íàáîð õ2 ñîäåðæèò ñèìâîë "Èñêëþ÷åíèå", òî ýòîò ñèìâîë äîáàâëÿåòñÿ ê áëîêó
âûâîäà B.

Åñëè íàáîð õ2 ñîäåðæèò ýëåìåíò (äîïòåîð . . .), òî ýòîò ýëåìåíò äîáàâëÿåòñÿ ê áëîêó
âûâîäà B.

Åñëè íàáîð õ2 ñîäåðæèò ñèìâîë "íîâòåîð", òî ïðîöåäóðà "íîâòåîð" ïðîâåðÿåò ïî
÷åòâåðêå õ9, ÷òî òåîðåìà õ1 íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êàêîé-ëèáî òåîðåìû ñïèñêà
âûâîäà. Ýòà ïðîöåäóðà áóäåò ðàññìîòðåíà íèæå.

Ê ñïèñêó âûâîäà ïðèñîåäèíÿåòñÿ ýëåìåíò õ9. Óêàçàòåëü èçìåíåíèé ýòîãî ñïèñêà óñòà-
íàâëèâàåòñÿ íà 1. Ïðè íåîáõîäèìîñòè íà ýêðàíå êîððåêòèðóåòñÿ ñ÷åò÷èê ÷èñëà âû-
âåäåííûõ òåîðåì.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîñëåäíèé ýëåìåíò ÷åòâåðêè õ8 - áëîê âûâîäà òîé
òåîðåìû T , èç êîòîðîé ïîëó÷åíà òåîðåìà õ1. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
óêàçàòåëåé A1, . . . , An èç îïðåäåëÿþùåãî ñïîñîá îáîáùåíèÿ òåîðåìû T ýëåìåíòà (ïðè-
ìå÷àíèå A1 . . . An) íàáîðà õ2. Åñëè òàêîãî ýëåìåíòà íåò, òî õ11 ðàâíî ïóñòîìó íàáîðó.
Çàòåì ê íàáîðó õ11 ïðèñîåäèíÿåòñÿ ýëåìåíò (ñëåäñòâèå J), ãäå J - ëåâûé êðàé ÷åòâåð-
êè õ9. Ýòîò æå ýëåìåíò ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê áëîêó âûâîäà õ10. Åñëè íàáîð õ2 ñîäåðæèò



1.3. Âñïîìîãàòåëüíûå ïðîöåäóðû, èñïîëüçóåìûå ïðèåìàìè âûâîäà òåîðåì 47

ñèìâîë "îáîáùåíèå", òî ê áëîêó âûâîäà õ10 äîáàâëÿåòñÿ òàêæå ýëåìåíò (îáîáùå-
íèå H õ11). Çäåñü H - òà õàðàêòåðèñòèêà, ïî êîòîðîé ñðàáîòàë ïðèìåíåííûé ïðèåì
âûâîäà.

Åñëè â õ2 èìååòñÿ ýëåìåíò "èñêëþ÷åíèå", òî îí äîáàâëÿåòñÿ ê áëîêó âûâîäà õ10.

Åñëè â õ2 èìååòñÿ ýëåìåíò (èñêëþ÷ A), òî ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
õàðàêòåðèñòèê òîé òåîðåìû, èç êîòîðîé âûâåäåíà òåîðåìà õ1, à ïåðåìåííîé õ15 -
íàïðàâëåíèå n òîé õàðàêòåðèñòèêè, ê ïðîãðàììå êîòîðîé îòíîñèòñÿ ïðèìåíåííûé
ïðèåì âûâîäà. Åñëè â õ14 íåò ýëåìåíòà âèäà A(m), ãäå m îòëè÷íî îò n, òî â áëîê
âûâîäà õ10 çàíîñèòñÿ ýëåìåíò "èñêëþ÷åíèå".

Åñëè õ2 ñîäåðæèò ýëåìåíò "îáîáùåíèå" è íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ "èñêëþ÷åíèå" è
"ñîõð", à òàêæå ýëåìåíòà ñ çàãîëîâêîì "âûõîä", ïðè÷åì èñõîäíàÿ òåîðåìà, èç êîòîðîé
âûâåäåíà òåîðåìà õ1, íå èìååò õàðàêòåðèñòèê, îòëè÷íûõ îò "îáîáùçíàê" è òåêóùåé
õàðàêòåðèñòèêè, ïî êîòîðîé ñðàáîòàë ïðèåì âûâîäà, òî â áëîê âûâîäà õ10 çàíîñèòñÿ
ýëåìåíò "èñêëþ÷åíèå".

Åñëè õ2 ñîäåðæèò ýëåìåíò "îáîáùåíèå" è ýëåìåíò (âûõîä A1 . . . An), ïðè÷åì õîòÿ
áû îäèí èç ëîãè÷åñêèì ñèìâîëîâ A1, . . . , An ÿâëÿåòñÿ çàãîëîâêîì õàðàêòåðèñòèêè
èñõîäíîé òåîðåìû, èç êîòîðîé âûâåäåíà òåîðåìà õ1, òî áëîê âûâîäà õ10 ñíàáæàåòñÿ
ýëåìåíòîì "âûõîä". Òàêîå æå äåéñòâèå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè õ2 ñîäåðæèò ýëåìåíòû
"îáîáùåíèå" è "âûõîä".

Ïåðåìåííîé õ4 âíåøíåé ïðîãðàììû ïðèåìà âûâîäà ïðèñâàèâàåòñÿ èçìåíåííûé áëîê
âûâîäà õ10 òîé òåîðåìû, èç êîòîðîé âûâåäåíà òåîðåìà õ1.

Åñëè â õ2 âõîäèò ýëåìåíò "âñïîìïðèåìû", òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðî-
öåäóðå "âñïîìïðèåìû", ñîçäàþùåé íåîáõîäèìûå äëÿ ïðîäîëæåíèÿ âûâîäà ïðèåìû
âñïîìîãàòåëüíûõ ïàêåòíûõ îïåðàòîðîâ. Ïðèåìû ðåãèñòðèðóþòñÿ â ðàçäåëå "Ãåíåðà-
òîð ïðèåìîâ" áóôåðà áàçû ïðèåìîâ.

Íà ýòîì ðàáîòà ïðîöåäóðû "ðåãòåîð" çàâåðøàåòñÿ.

Ïðîöåäóðà "íîâòåîð"

Îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå èìååò âèä "íîâòåîð(õ1)", ãäå õ1 - ÷åòâåðêà (âåñ - òåîðåìà -
ñïèñîê åå õàðàêòåðèñòèê - áëîê âûâîäà) äëÿ òåîðåìû, âûâåäåííîé ïðèåìîì ëîãè÷å-
ñêîãî âûâîäà. Ïðîöåäóðà ïðîâåðÿåò, ÷òî ýòà òåîðåìà íå íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
äðóãîé òåîðåìû èç ñïèñêà âûâîäà. Åñëè íå ÿâëÿåòñÿ, òî âûõîä ïî "èñòèíà", èíà÷å -
ïî "ëîæü". Åñëè íåêîòîðàÿ ñòàðàÿ òåîðåìà èç ñïèñêà âûâîäà îêàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì òåîðåìû õ1, òî åå áëîê âûâîäà ñîïðîâîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì "èñêëþ÷åíèå".

Âûéòè íà íà÷àëî ïðîãðàììû "íîâòåîð" ìîæíî ÷åðåç ïóíêò "Áàçà òåîðåì" - "Ïðî-
ãðàììèðóþùèé âûâîä" - "Âñïîìîãàòåëüíûå ïðîöåäóðû ëîãè÷åñêîãî âûâîäà" - "Ïðî-
öåäóðà ÍÎÂÒÅÎÐ" îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.

Ïåðåìåííîé õ2 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âûâîäà, ïåðåìåííîé õ3 - àíàëèçèðóåìàÿ òåîðå-
ìà. Äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1. Òåîðåìà õ3 èìååò õàðàêòåðèñòèêó "íåèçâîöåíêà(N F )". Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíà
ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ, ïðèìåíåíèå êîòîðîé â íàïðàâëåíèè N ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü áîëåå ïðîñòûå âûðàæåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè. F - ôèëüòð, óòî÷íÿþùèé
êîíòåêñò. Ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ5 -
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åå ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò âêëþ÷àåò âñå ïåðå-
ìåííûå ñïèñêà õ5. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
ôèëüòðà F , ïåðåìåííîé õ9 - çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ9 ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå òåîðåìû.

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ÷åòâåðêè õ10 ñïèñêà âûâîäà, ó êîòîðûõ òåîðåìà õ11 èìååò
õàðàêòåðèñòèêó âèäà "íåèçâîöåíêà(M G)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî îáå òåîðåìû
õ3, õ11 áûëè âûâåäåíû ïðèåìîì, çàãîëîâîê ññûëêè íà êîòîðûé - ñèìâîë "ðàç-
âÿçêà", ëèáî íè îäíà èç íèõ íå áûëà âûâåäåíà òàêèì ïðèåìîì. Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ôèëüòðà G, ïåðåìåííîé õ15 -
çàìåíÿåìûé òåðì òåîðåìû õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå
òåîðåìû õ11.

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü, ÷òî òåîðåìà õ11 - ÷àñòíûé ñëó÷àé òåî-
ðåìû õ3. Äëÿ ýòîãî ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñâîáîäíûõ ïåðåìåí-
íûõ òåðìà õ9. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ15 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïîäñòàíîâêè
â òåðì õ9 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ16 íåêîòîðûõ òåðìîâ õ17. Îïðåäåëÿþòñÿ íà-
áîð õ18 ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè õ17 âìåñî õ16 â àíòåöåäåíòû òåîðåìû õ3, à
òàêæå íàáîð õ19 àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò
ñïèñêà õ18 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ19. Íàõîäèòñÿ íàáîð õ20
ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â ôèëüòðû ñïèñêà õ8 òåðìîâ õ17 âìåñòî ïåðåìåííûõ
õ16. Åñëè ïîäñòàâëÿåìîå âûðàæåíèå t îòëè÷íî îò ïåðåìåííîé, òî ôàêòè÷åñêè
ïîäñòàâëÿåòñÿ òåðì "òåðì(t)". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ çàäà÷à íà ïðå-
îáðàçîâàíèå ôèëüòðîâ ÃÅÍÎËÎÃà, èìåþùàÿ âèä (õ14 õ20 ïóñòîåñëîâî) (ñì.
ïðîöåäóðó "ïðåîáðôèëüòð"). Ïðîöåäóðà "ïðåîáðôèëüòð" ïðåîáðàçóåò âòîðîé
ðàçðÿä ýòîé çàäà÷è â êîíñòàíòó "èñòèíà", ò.å. óñìàòðèâàåò, ÷òî ôèëüòðû õ20 -
ñëåäñòâèÿ ôèëüòðîâ õ14. Ïîñëå ýòîãî â áëîêå âûâîäà òåîðåìû õ11 è âñåõ òåîðåì,
äîñòèæèìûõ èç íåå ïåðåõîäàìè ÷åðåç ýëåìåíòû (ñëåäñòâèå . . .) áëîêîâ âûâîäà,
ðåãèñòðèðóåòñÿ ýëåìåíò "èñêëþ÷åíèå". Çàòåì - ïåðåõîä ê î÷åðåäíîé ÷åòâåðêå
õ10.

Åñëè íå óäàëîñü óñìîòðåòü, ÷òî õ11 - ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû õ3, òî àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü, ÷òî õ3 - ÷àñòíûé ñëó÷àé
òåîðåìû õ11. Åñëè ýòî óäàëîñü, òî âûõîä ïî "ëîæü".

2. Òåîðåìà õ3 èìååò õàðàêòåðèñòèêó "åäèíñòâñóù(N)". Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíà ÿâ-
ëÿåòñÿ òîæäåñòâîì, ïðåîáðàçóþùèì òåðì ñ íåñêîëüêèìè âõîæäåíèÿìè îïåðà-
öèè ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè, õîòÿ áû îäíî èç êîòîðûõ ñîäåðæèò âñå ïåðå-
ìåííûå çàìåíÿåìîé ÷àñòè, â âûðàæåíèå ñ åäèíñòâåííûì âõîæäåíèåì ýòîé îïå-
ðàöèè ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè. N - íàïðàâëåíèå çàìåíû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êîíñåêâåíò òåîðåìû õ3 ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå åå ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè.

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ÷åòâåðêè õ8 ñïèñêà âûâîäà, òåîðåìà õ9 êîòîðûõ èìååò õà-
ðàêòåðèñòèêó "åäèíñòâñóù(M)". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ
ïðèñòàâêà òåîðåìû õ9, ïåðåìåííîé õ14 - çàìåíÿåìûé òåðì òåîðåìû õ9, ïåðå-
ìåííîé õ15 - çàìåíÿåìûé òåðì òåîðåìû õ3. Íàõîäèòñÿ ïîäñòàíîâêà S òåðìîâ
õ16 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ12, ïåðåâîäÿùàÿ õ14 â õ15. Îïðåäåëÿþòñÿ íàáîð õ18
ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ9 è ñïèñîê
õ18 àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ3. Åñëè êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ18 ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ17, òî âûõîä ïî "ëîæü".
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3. Êîíñåêâåíò õ4 òåîðåìû õ3 ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå åå ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè
õ5. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ÷åòâåðêè õ6 ñïèñêà âûâîäà. Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ òåîðåìà ÷åòâåðêè õ6, ïåðåìåííîé õ8 - åå êîíñåêâåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðìû
õ4, õ8 èìåþò îäíó è òó æå äëèíó è ÷òî õ8 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê õ4 íåêî-
òîðîé ïîäñòàíîâêè S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ5 ðàçëè÷íûõ òåðìîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî òåðì õ8 ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè òåîðåìû õ7. Ïå-
ðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê
àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ3, à ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ7.

Åñëè óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ12 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ13, òî âûõîä ïî "ëîæü". Åñëè ïðè ýòîì â õàðàêòåðèñòè-
êè èñõîäíîé òåîðåìû T , èç êîòîðîé ïðèåì âûâîäà ïîëó÷èë òåîðåìó õ3, âõîäèò
ñèìâîë "îáîáùçíàê", à ñàì ýòîò ñïèñîê õàðàêòåðèñòèê âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê
õàðàêòåðèñòèê òåîðåìû õ3, òî â áëîê âûâîäà òåîðåìû T çàíîñèòñÿ ñèìâîë "èñ-
êëþ÷åíèå".

Åñëè ïðåäûäóùåå óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ13
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ12, òî â áëîê âûâîäà òåîðåìû õ7
çàíîñèòñÿ ýëåìåíò "èñêëþ÷åíèå".

4. Ïåðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò (èñòî÷íèê A1 A2) èç áëîêà âûâîäà ÷åò-
âåðêè õ1, à ïåðåìåííîé õ5 - ëåâûé êðàé A1 òîé ÷åòâåðêè ñïèñêà âûâîäà, èç
êîòîðîé áûëà ïîëó÷åíà ÷åòâåðêà õ1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî áëîê âûâîäà ÷åòâåðêè
õ5 íå ñîäåðæèò ýëåìåíòà "èñêëþ÷åíèå". Ïåðåìåííîé õ6 ïðèñâàèâàåòñÿ òåîðå-
ìà ÷åòâåðêè õ5. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêàìè òåîðåì õ3 è õ6 ñëóæèò êâàíòîð
îáùíîñòè. Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ3. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îí èìååò òîò æå çàãîëîâîê, ÷òî è êîíñåêâåíò òåîðåìû õ6. Ïåðåìåííîé õ8
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ òåîðåìû õ6
íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â òåîðåìó õ3. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîí-
ñåêâåíò òåîðåìû õ8, ïåðåìåííîé õ10 - åå ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Íàõîäèòñÿ
óíèôèöèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêà äëÿ ïàðû òåðìîâ õ9, õ7 îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ
õ10. Îïåðàòîðó "óíèôèêàöèÿ" ïåðåäàþòñÿ îïöèè "çàìåíàçíàêà" (ðàçðåøåíèå
èñïîëüçîâàòü ñïðàâî÷íèê "çàìåíàçíàêà"), à òàêæå (åñëè õ3 èìååò õàðàêòåðè-
ñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ" è çàìåíÿåìûé òåðì íå èìååò îäíîêðàòíî âõîäÿùèõ â
íåãî ïåðåìåííûõ) "ïðèâåäåíèå". Ïîñëåäíÿÿ îïöèÿ áëîêèðóåò îáðàáîòêó ïðî-
ìåæóòî÷íûõ òåðìîâ îïåðàòîðîì "ïðèâåäåíèå". Óíèôèöèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêà
ïðèìåíÿåòñÿ ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ8. Åñëè êàæäûé ðåçóëüòàò îêàçûâàåòñÿ
ñëåäñòâèåì àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ3, òî âûõîä ïî "ëîæü".

5. Çàãîëîâêîì òåîðåìû õ3 ñëóæèò êâàíòîð îáùíîñòè. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ÷åòâåðêè
õ4 ñïèñêà âûâîäà, ó êîòîðûõ òåîðåìà õ5 èìååò çàãîëîâêîì êâàíòîð îáùíîñòè,
ïðè÷åì çàãîëîâêè è äëèíû êîíñåêâåíòîâ òåîðåì õ3, õ5 ñîâïàäàþò. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî êîíñåêâåíò ëþáîé èç ýòèõ òåîðåì ñîäåðæèò âñå åå ïåðåìåííûå. Ïåðåìåí-
íîé õ6 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ5.
Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû õ3 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïîäñòàíîâêè
òåðìîâ õ7 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ6 â êîíñåêâåíò òåîðåìû õ5. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êàæäûé èç òåðìîâ õ7 - ïåðåìåííàÿ, ïðè÷åì âñå îíè ðàçëè÷íû. Îïðåäåëÿåòñÿ
íàáîð õ8 ðåçóëüòàòîâ îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ3,
à òàêæå íàáîð ðåçóëüòàòîâ îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" ðåçóëüòàòîâ ïîäñòà-
íîâêè òåðìîâ õ7 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ6 â àíòåöåäåíòû òåîðåìû õ5.
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Åñëè õ9 - ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî õ8, òî âûõîä ïî "ëîæü". Åñëè õ8 - ñîá-
ñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî õ9, òî â áëîê âûâîäà ÷åòâåðêè õ4 çàíîñèòñÿ ýëåìåíò
"èñêëþ÷åíèå", è ïðîäîëæåíèå ïðîñìîòðà ÷åòâåðîê õ4.

Åñëè íè îäèí èç ñïèñêîâ õ8, õ9 íå ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
áëîê âûâîäà ÷åòâåðêè õ4 íå ñîäåðæèò ýëåìåíò "èñêëþ÷åíèå". Ïî ýëåìåíòó (èñ-
òî÷íèê . . .) ÷åòâåðêè õ1 ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà õ3 íå áûëà âûâåäåíà íåïî-
ñðåäñòâåííî èç òåîðåìû õ5. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè ïåðåìåííûõ òåîðåì õ3 è
õ5 ñîâïàäàþò. Îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèå õ10 ñïèñêîâ õ8 è õ9, à òàêæå ðåçóëü-
òàòû õ11 è õ12 îòáðàñûâàíèÿ èç ñïèñîê õ8 è õ9 ýëåìåíòîâ ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ.
Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ:

(a) Ñïèñîê õ11 èìååò íå áîëåå äâóõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíîãî
ïî âêëþ÷åíèþ ïîäâûðàæåíèÿ óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ11 ñóùåñòâóåò ýëå-
ìåíò ñïèñêà õ12, ñîäåðæàùèé äàííîå ïîäâûðàæåíèå. Åñëè êàæäûé ýëå-
ìåíò ñïèñêà õ11 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ9, òî â áëîê âûâîäà
÷åòâåðêè õ4 çàíîñèòñÿ ýëåìåíò "èñêëþ÷åíèå", è ïåðåõîä ê ñëåäóþùåé ÷åò-
âåðêå õ4.

(b) Ñïèñîê õ12 èìååò íå áîëåå äâóõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíîãî
ïî âêëþ÷åíèþ ïîäâûðàæåíèÿ óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ12 ñóùåñòâóåò ýëå-
ìåíò ñïèñêà õ11, ñîäåðæàùèé äàííîå ïîäâûðàæåíèå. Åñëè êàæäûé ýëåìåíò
ñïèñêà õ12 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ8, òî âûõîä ïî "ëîæü".

Åñëè â ïðîöåññå ðàññìîòðåíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àåâ íå èìåë ìåñòî âûõîä ïî "ëîæü",
òî âûõîä ïî "èñòèíà".

Ïðîöåäóðà "íîðìàíòåöåäåíòû"

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðàì "íîðìòåîðåìà", "Íîðìòåîðåìà" íåæå-
ëàòåëüíî, òàê êàê îíè ìîãóò èñïîðòèòü ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ñîçäàííûé êîíñåêâåíò.
Îäíàêî, â ýòèõ ñèòóàöèÿõ ÷àñòî áûâàåò ïðèåìëåìûì ïðîâåñòè îáùóþ ñòàíäàðòèçà-
öèþ õîòÿ áû àíòåöåäåíòîâ. Òàêàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðìàí-
òåöåäåíòû".

Îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå èìååò âèä "íîðìàíòåöåäåíòû(õ1 õ2)", ãäå õ1 - ñïèñîê óòâåð-
æäåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé àíòåöåäåíòû ôîðìèðóåìîé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè.
õ2 - ñïèñîê ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ êîíñåêâåíòà. Ïðîöåäóðà ðåàëèçóåò ïðîãðàììíîå
âûðàæåíèå, çíà÷åíèåì êîòîðîãî ñëóæèò óïðîùåííûé è ñòàíäàðòèçèðîâàííûé ñïè-
ñîê õ1. Ïî ìåðå âîçìîæíîñòè, îòáðàñûâàþòñÿ àíòåöåäåíòû, ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå
êîòîðûõ íå âõîäÿò â ñïèñîê õ2.

Âûéòè íà íà÷àëî ïðîãðàììû "íîðìàíòåöåäåíòû" ìîæíî ÷åðåç ïóíêò "Áàçà òåîðåì"
- "Ïðîãðàììèðóþùèé âûâîä" - "Âñïîìîãàòåëüíûå ïðîöåäóðû ëîãè÷åñêîãî âûâîäà"
- "Ïðîöåäóðà "íîðìàíòåöåäåíòû" " îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.

Åñëè õ1 - ïóñòîé íàáîð, òî îí çàìåíÿåòñÿ íà îäíîýëåìåíòíûé íàáîð, ñîñòîÿùèé èç
ëîãè÷åñêîé êîíñòàíòû "èñòèíà". Ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå
õ3, èìåþùàÿ åäèíñòâåííóþ ïîñûëêó "èñòèíà" è ñïèñîê óñëîâèé õ1. Ýòà çàäà÷à èìååò
öåëè "ðåäàêöèÿ", "ïîëíûé", "ðåäóöèðîâàíèå", "ïðÿìîéîòâåò", "íîðìàíòåöåäåíòû",
"íàáîðàíòåöåäåíòîâ". Ââîä åå áëîêà àíàëèçà çàáëîêèðîâàí. Çàäà÷à ñîïðîâîæäàåòñÿ
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êîììåíòàðèåì (íîðìàíòåöåäåíòû õ2). Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è õ3 äî ìàê-
ñèìàëüíîãî óðîâíÿ 4. Çàäà÷à âûïîëíÿåò îñíîâíóþ ðàáîòó ïî ðåäàêòèðîâàíèþ ñïèñ-
êà àíòåöåäåíòîâ, è åå öåëü "íîðìàíòåöåäåíòû" ïîäêëþ÷àåò ìíîæåñòâî ñïåöèàëüíûõ
ïðèåìîâ òàêîãî ðåäàêòèðîâàíèÿ. Ýòè ïðèåìû ââîäèëèñü ïî ìåðå íàäîáíîñòè ïðè îáó-
÷åíèè ñèñòåìû âûâîäó òåîðåì. Ïåðåìåííîé õ5 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ îòâåòà çàäà÷è õ3.

Åñëè íåêîòîðûé ïàðàìåòð õ6 ñïèñêà õ5 íå âõîäèò â ñïèñîê õ2, òî îïðåäåëÿåòñÿ êîíú-
þíêöèÿ âñåõ ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ6 óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ5. Ïåðåìåííîé õ8
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ6 íà äàííóþ
êîíúþíêöèþ. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà äîêàçàòü, ÷òî õ8 - ñëåäñòâèå âñåõ íå ñî-
äåðæàùèõ õ6 óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ5. Â ñëó÷àå óñïåõà èç ñïèñêà õ5 óäàëÿþòñÿ âñå
óòâåðæäåíèÿ, ñîäåðæàùèå õ6.

Ïîñëå ðàññìîòðåíèÿ âñåõ íå âõîäÿùèõ â õ2 ïàðàìåòðîâ õ6 ñïèñêà õ5 ïî îòäåëüíîñòè
ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ðàññìîòðåòü èõ âñå ñðàçó. Äëÿ ýòîãî ïåðåìåííîé õ7 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ5, ñîäåðæàùèõ ïàðàìåòð, íå âõîäÿùèé
â õ2. Çàòåì ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ íà êîíúþíêöèþ
óòâåðæäåíèé õ7 êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî âñåì ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì ñïèñêà õ5,
íå âõîäÿùèì â õ2. Åñëè óäàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî õ8 - ñëåäñòâèå âñåõ óòâåðæäåíèé ñïèñ-
êà õ5, âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå êîòîðûõ âõîäÿò â õ2, òî ïðî÷èå óòâåðæäåíèÿ èç õ5
îòáðàñûâàþòñÿ.

Åñëè â õ5 èìååòñÿ óòâåðæäåíèå õ6 áåç ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ, çàãîëîâîê êîòîðîãî
îòëè÷åí îò ñèìâîëîâ "ïëàíèìåòðèÿ" è "èñòèíà", òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà äîêà-
çàòü åãî èñòèííîñòü èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà ïîñûëîê. Â ñëó÷àå óäà÷è îíî èñêëþ÷àåòñÿ
èç õ5, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûäàåòñÿ îòâåò, ñîñòîÿùèé èç êîíñòàíòû "ëîæü". Ýòî íå
ñîâñåì êîððåêòíî, íî ëó÷øå ñîâñåì îòáðîñèòü òåîðåìó ñ îñòàòî÷íûì êîíñòàíòíûì
àíòåöåäåíòîì, ÷åì çàíåñòè åå â ðåçóëüòàò.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ âûäàåòñÿ îòâåò õ5.

Ïðîöåäóðà "èñòî÷íèêè"

Áëîê âûâîäà êàæäîé òåîðåìû ñïèñêà âûâîäà, êðîìå ñòàðòîâûõ òåîðåì, ñîäåðæèò
ýëåìåíò (èñòî÷íèê v A), îïðåäåëÿþùèé òó òåîðåìó, èç êîòîðîé îíà áûëà âûâåäåíà, à
òàêæå óêàçàòåëü A ñïîñîáà âûâîäà. Èíîãäà áûâàåò íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü âñþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü òàêèõ óêàçàòåëåé A, íà÷èíàþùóþñÿ ñî ñòàðòîâîé òåîðåìû. Äëÿ ýòîãî
ñëóæèò ïðîöåäóðà "èñòî÷íèêè". Îáðàùåíèå ê íåé èìååò âèä "èñòî÷íèêè(õ1)". Çäåñü
õ1 - áëîê âûâîäà íåêîòîðîé òåîðåìû. Îáðàùåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîãðàììíîå
âûðàæåíèå, à çíà÷åíèåì åãî ñëóæèò íàáîð óêàçàòåëåé ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ òåîðåì
âäîëü öåïî÷êè âûâîäà òåîðåìû õ1. Ýòà òåîðåìà ñîîòâåòñòâóåò êîíöó íàáîðà. Ïðî-
ãðàììà ïðîöåäóðû íåâåëèêà. Îíà ïðîñòî ïðîñëåæèâàåò öåïî÷êó ññûëîê ïî ýëåìåíòàì
(èñòî÷íèê . . .).

Íàäîáíîñòü â äàííîé ïðîöåäóðå âîçíèêàåò â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ îáðûâà ñëèø-
êîì äëèííûõ èëè ìàëîïîëåçíûõ öåïî÷åê âûâîäà. Â íà÷àëå ïðîãðàììû ïî÷òè êàæ-
äîãî ïðèåìà âûâîäà ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå òåõ èëè èíûõ êîíêðåòíûõ ýëåìåíòîâ â
öåïî÷êå óêàçàòåëåé ñïîñîáà âûâîäà.
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Ïðîöåäóðà "Èñòî÷íèêè"

Â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ áûâàåò íóæíà íå öåïî÷êà óêàçàòåëåé ñïîñîáà âûâîäà, à öåïî÷êà
ñàìèõ áëîêîâ âûâîäà. Òîãäà ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà "Èñòî÷íèêè". Îáðàùåíèå ê íåé
èìååò âèä "Èñòî÷íèêè(õ1)", ãäå õ1 - áëîê âûâîäà íåêîòîðîé òåîðåìû. Çíà÷åíèåì
ýòîãî ïðîãðàììíîãî âûðàæåíèÿ ñëóæèò íàáîð áëîêîâ âûâîäà òåîðåì âäîëü öåïî÷êè
âûâîäà òåîðåìû õ1. Ýòà òåîðåìà ñîîòâåòñòâóåò êîíöó íàáîðà. Ïðîãðàììà ïðîöåäóðû
àíàëîãè÷íà ïðåäûäóùåé.

Ïðîöåäóðà "ñîêðàùàíòåöåäåíòû"

Ïðîöåäóðà ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ àíòåöåäåíòîâ âûâåäåííîé
òåîðåìû îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ ïåðåìåííûõ. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ ýòî öåëåñîîáðàçíî
äåëàòü, ðåøàåò îíà ñàìà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîöåäóðà îáúåäèíèò â ñâîåé ïðî-
ãðàììå íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïðèåìîâ, âûïîëíÿþùèõ óêàçàííîå äåéñòâèå. Îáðàùå-
íèå ê ïðîöåäóðå èìååò âèä "ñîêðàùàíòåöåäåíòû(õ1)", ãäå õ1 - íîâàÿ òåîðåìà. Ïîêà
â ïðîöåäóðå ïðåäñòàâëåí åäèíñòâåííûé ïðèåì. Åñëè êîíñåêâåíò òåîðåìû èìååò âèä
"çíà÷åíèå(t, x)", ãäå òåðì t íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé x, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà
ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ åå àíòåöåäåíòîâ îòíîñèòåëüíî x. Â ñëó÷àå óäà÷è ñîçäàåòñÿ òåî-
ðåìà ñ èçìåíåííûì ñïèñîêì àíòåöåäåíòîâ è ñòàðûì êîíñåêâåíòîì. Ïîñëå îáðàáîòêè
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" îíà âûäàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà.

Ïðîöåäóðà "èñêëàíò"

Äëÿ îòáðàñûâàíèÿ èçáûòî÷íûõ àíòåöåäåíòîâ íîâîé òåîðåìû ñëóæèò ïðîöåäóðà "èñ-
êëàíò". Îáðàùåíèå ê íåé èìååò âèä "èñêëàíò(õ1)", ãäå õ1 - òåîðåìà. Ïðîãðàììà
äàííîé ïðîöåäóðû ïðèñâàèâàåò ïåðåìåííîé õ2 ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ1, ïå-
ðåìåííîé õ3 - åå êîíñåêâåíò. Äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå
ñëó÷àè:

1. Ñðåäè àíòåöåäåíòîâ âñòðå÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå õ5 âèäà ¬(x = y), ãäå x, y - ïåðå-
ìåííûå. Ýòî óòâåðæäåíèå íå âñòðå÷àåòñÿ â ñïèñêå óòâåðæäåíèé, îáðàçóþùèõ
ñîïðîâîæäåíèå ïî î.ä.ç. àíòåöåäåíòîâ è êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâà-
åòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè y âìåñòî x â îòëè÷íûå îò õ5 àíòåöåäåíòû,
ïåðåìåííîé õ10 - ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè y âìåñòî x â êîíñåêâåíò. Ïðåäïðèíè-
ìàåòñÿ ïîïûòêà äîêàçàòü õ10 â ïðåäïîëîæåíèè èñòèííîñòè óòâåðæäåíèé õ9.
Íà âðåìÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è âñå áëîêèðîâêè ïðèåìîâ ñíèìàþòñÿ. Â ñëó÷àå
óñïåõà ðàññìàòðèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ õ12, ïîëó÷åííàÿ èç õ1 îòáðàñûâàíèåì àí-
òåöåäåíòà õ5. Ê íåé ðåêóðñèâíûì îáðàçîì ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà "èñêëàíò",
è âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò.

2. Ñðåäè àíòåöåäåíòîâ âñòðå÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå õ5 âèäà ¬(t1 = t2), íå èñïîëü-
çóåìîå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà äîêàçàòü èñ-
òèííîñòü êîíñåêâåíòà èç ñïèñêà óòâåðæäåíèé, ïîëó÷àåìîãî ïðè çàìåíå â õ2
óòâåðæäåíèÿ õ5 íà ñâîå îòðèöàíèå. Â ñëó÷àå óñïåõà - òå æå äåéñòâèÿ, ÷òî è âû-
øå. Ýòîò ñëó÷àé íàêðûâàåò ïðåäûäóùèé, îäíàêî ïðåäîáðàáîòêà àíòåöåäåíòîâ,
ïðåäïðèíÿòàÿ â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, èíîãäà óñêîðÿåò óñìîòðåíèå èñòèííîñòè
è ïîçâîëÿåò óëîæèòüñÿ â ðàìêè îòâåäåííîãî ëèìèòà òðóäîåìêîñòè.

3. Ñðåäè àíòåöåäåíòîâ âñòðå÷àåòñÿ ðàâåíñòâî õ4 âèäà x = t, ãäå x - ïåðåìåííàÿ,
íå âõîäÿùàÿ â t, à òàêæå íå âõîäÿùàÿ â äðóãèå àíòåöåäåíòû è â êîíñåêâåíò.
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Ê èìïëèêàöèè, ïîëó÷åííîé èç õ1 îòáðàñûâàíèåì àíòåöåäåíòà õ4, ïðèìåíÿåòñÿ
ïðîöåäóðà "èñêëàíò", è âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò.

Ïðîöåäóðà "Èñêëàíò"

Ýòà ïðîöåäóðà äîïîëíÿåò ïðîöåäóðó "èñêëàíò". Îáðàùåíèå ê íåé èìååò âèä "Èñ-
êëàíò(õ1)", ãäå õ1 - òåîðåìà. Ïðîãðàììà äàííîé ïðîöåäóðû ïðèñâàèâàåò ïåðåìåííîé
õ2 íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ3 - èíäèêàòîð èçìåíåíèÿ ñïèñêà õ2
(âíà÷àëå íóëåâîé), ïåðåìåííîé õ4 - êîíñåêâåíò òåîðåìû õ1. Ïåðåìåííîé õ5 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé, ñîñòàâëÿþùèõ ñîïðîâîæäåíèå ïî î.ä.ç. äëÿ àíòåöåäåíòîâ
è êîíñåêâåíòà. Åñëè â ñïèñêå õ2 âñòðå÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå "ðàöèîíàëüíîå(x)", ïðè÷åì
x - ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, âñòðå÷àþùåéñÿ â êîíñåêâåíòå, òî ê ñïèñêó õ5 äîáàâëÿþòñÿ âñå
àíòåöåäåíòû, ñîäåðæàùèå ïåðåìåííóþ x è õîòÿ áû îäèí èç ñèìâîëîâ "÷èñëèòåëü",
"çíàìåíàòåëü". Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê õ6 âñåõ àíòåöåäåíòîâ, íå âîøåäøèõ
â ñïèñîê õ5. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðåäïðèíèìàþòñÿ ïîïûòêè äîêàçàòü èñòèííîñòü êîí-
ñåêâåíòà èç ñïèñêà õ2, â êîòîðîì îòáðîøåíî êàêîå-ëèáî óòâåðæäåíèå õ7 ñïèñêà õ6.
Áëîêèðîâêè ïðèåìîâ ïðè ýòîì ñíèìàþòñÿ. Â ñëó÷àå óñïåõà óòâåðæäåíèå õ7 îòáðàñû-
âàåòñÿ èç ñïèñêà õ2, à èíäèêàòîð èçìåíåíèÿ õ3 óñòàíàâëèâàåòñÿ íà 1. Ïî èñ÷åðïàíèè
âîçìîæíîñòåé îòáðàñûâàíèÿ àíòåöåäåíòîâ, åñëè õ3 ðàâíî 1, ñòðîèòñÿ íîâàÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ óêîðî÷åííûì ñïèñêîì àíòåöåäåíòîâ õ2. Èíà÷å - âûäàåòñÿ ñòàðàÿ èìïëèêàöèÿ
õ1.

Ïðîöåäóðà "ñîêðàùàíò"

Ïðîöåäóðà "ñîêðàùàíò(õ1)" óäàëÿåò ó êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè õ1 òå àíòåöåäåíòû,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè äðóãèõ àíòåöåäåíòîâ. Îäíîêðàòíî ïðîñìàòðèâàåòñÿ
ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ1. Äëÿ êàæäîãî àíòåöåäåíòà, íå èñïîëüçóåìîãî äëÿ
ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç., ñîçäàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî åãî èç
îñòàëüíûõ àíòåöåäåíòîâ. Â ñëó÷àå óñïåõà ýòîò àíòåöåäåíò çàìåíÿåòñÿ íà êîíñòàíòó
"èñòèíà". Ïî çàâåðøåíèè öèêëà âñå òîæäåñòâåííî èñòèííûå àíòåöåäåíòû îòáðàñû-
âàþòñÿ, è ôîðìèðóåòñÿ èòîãîâàÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ.

Ïðîöåäóðà "èñõàðàêò"

Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ "èñõàðàêò(õ1)" ñëóæèò ñïèñîê õàðàêòåðèñòèê òîé ñòàðòîâîé
òåîðåìû öèêëà âûâîäà, èç êîòîðîé ïî öåïî÷êå âûâîäîâ áûëà ïîëó÷åíà òåîðåìà ñ
áëîêîì âûâîäà õ1. Ýòîò ñïèñîê îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû "Èñòî÷íèêè".

Ïðîöåäóðà "èñêëþ÷òåîð"

Îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå èìååò âèä "èñêëþ÷òåîð(õ1)", ãäå õ1 - ÷åòâåðêà èç ñïèñêà âû-
âîäà. Â ýòîé ÷åòâåðêå, à òàêæå âî âñåõ äîñòèæèìûõ èç íåå ïåðåõîäàìè ÷åðåç ýëåìåíòû
(ñëåäñòâèå . . .) áëîêîâ âûâîäà ÷åòâåðêàõ ðåãèñòðèðóåòñÿ ýëåìåíò "èñêëþ÷åíèå". Òà-
êèì îáðàçîì, òåîðåìà ÷åòâåðêè õ1 è âñå âûâåäåííûå èç íåå òåîðåìû íå âêëþ÷àþòñÿ
â ðåçóëüòàò âûâîäà. Ñëåäñòâèÿ èç íèõ äàëåå íå âûâîäÿòñÿ.

Ïðîöåäóðà "íîðìòåîð"

Ïðîöåäóðà "íîðìòåîð(õ1)" âûïîëíÿåò îñëàáëåííóþ ñòàíäàðòèçàöèþ êâàíòîðíîé èì-
ïëèêàöèè õ1. Îíà ïðèìåíÿåòñÿ, ÷òîáû íå ðàçðóøèòü ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ñêîí-
ñòðóèðîâàííûé êîíñåêâåíò. Àíòåöåäåíòû óïðîùàþòñÿ çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå,



54 Ãëàâà 1. Îáùàÿ ñõåìà ëîãè÷åñêîãî âûâîäà â áàçå òåîðåì

à êîíñåêâåíò - òîëüêî íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè è ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè. Ñíà÷àëà ðåàëèçóåòñÿ öèêë óïðîùåíèé àíòåöåäåíòîâ. Èñïîëüçóåìûå äëÿ
ýòîãî çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå èìåþò öåëè "óïðîñòèòü", "ðåäóöèðîâàíèå". Óðîâåíü
îáðàùåíèÿ ê íèì ðàâåí 4. Çàòåì ðåàëèçóåòñÿ öèêë èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ x, äëÿ
êîòîðûõ èìååòñÿ àíòåöåäåíò âèäà x = t, ãäå t íå ñîäåðæèò x. Íàêîíåö, ïðîñìàò-
ðèâàþòñÿ ïîäòåðìû ðåçóëüòèðóþùåé òåîðåìû, è â ñëó÷àå âûðàæåíèÿ ðåàëèçóåòñÿ
îáðàáîòêà èõ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè îòíîñèòåëüíî óòâåðæäåíèé
èõ êîíòåêñòà, à â ñëó÷àå óòâåðæäåíèÿ - ïðåäïðèíèìàþòñÿ ïîïûòêè óñìîòðåòü èõ
èñòèííîñòü ëèáî ëîæíîñòü ïðè ïîìîùè ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ. Â ñëó÷àå óñïåõà
ïîäñòàâëÿþòñÿ êîíñòàíòû "èñòèíà" ëèáî "ëîæü". Áëîêèðóþòñÿ ïîïûòêè ðàçðóøèòü
àíòåöåäåíòû, óêàçûâàþùèå òèïû äàííûõ äëÿ ïåðåìåííûõ òåîðåìû. Îáðàáîòêà ïðî-
äîëæàåòñÿ, ïîêà ïðîèñõîäÿò èçìåíåíèÿ. Çàòåì òåîðåìà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè
"ñòàíäóïîðÿäî÷åíèå" è "íîðìëîã".

Ïðîöåäóðà "Íîðìêîýôô"

Îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå èìååò âèä "Íîðìêîýôô(õ1 õ2)", ãäå õ1 - òåîðåìà, õ2 - íàáîð
ñèìâîëüíûõ íîìåðîâ åå àíòåöåäåíòîâ, êîòîðûå ïðè ïðèìåíåíèè ïðèåìà, ðàäè êîòî-
ðîãî áûëà âûâåäåíà òåîðåìà, ñòàíóò èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ ñ ïîñûëêàìè. Ïðîöåäóðà
ïûòàåòñÿ èçáàâèòüñÿ îò îïåðàöèé òèïà "ìèíóñ", ðàñïîëîæåííûõ ïåðåä ìíîãîìåñòíû-
ìè îïåðàöèÿìè, âûáèðàÿ áåñïîâòîðíûé ïàðàìåòð ïîñëåäíèõ è îòíîñÿ ýòîò "ìèíóñ"
ê íåìó. Èíûìè ñëîâàìè, âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä îò ïàðàìåòðà x ê ïàðàìåòðó y, ðàâíî-
ìó −x, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò âíåøíåãî "ìèíóñà". Ïîä "ìèíóñîì" ïîíèìàåòñÿ ëþáàÿ
îïåðàöèÿ òèïà îòðèöàíèÿ.

Ïðîöåäóðà "äåáëîê"

Ïî ìåðå âûâîäà òåîðåì ìîæíî ñíèìàòü áëîêèðîâêó ïðèìåíåíèÿ òåõ ïðèåìîâ, êîòîðûå
îñíîâàíû íà òîëüêî ÷òî âûâåäåííûõ òåîðåìàõ òåêóùåé ÿ÷åéêè âûâîäà. Ýòî íåîáõî-
äèìî äëÿ èñêëþ÷åíèÿ çàâåäîìî èçáûòî÷íûõ ëèáî íå ñòàíäàðòèçèðîâàííûõ òåîðåì.
Äàííàÿ ðàáîòà âûïîëíÿåòñÿ îáðàùåíèåì ê îïåðàòîðó "äåáëîê(õ1)". Çäåñü õ1 - ïàðà
(ñïèñîê âûâîäà - èíäèêàòîð åãî èçìåíåíèé), ÿâëÿþùàÿñÿ çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé õ5
â ïðîãðàììàõ ïðèåìîâ âûâîäà.

Ïðîöåäóðà "ðàçâòåîð"

Ïðîöåäóðà "ðàçâòåîð(õ1)" ïðîâåðÿåò, èìååò ëè êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ àíòåöåäåíò
âèäà "x ∈ {A1, . . . , An}", ãäå x - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â ïðî÷èå àíòåöåäåíòû.
Åñëè èìååò, òî óêàçàííûé àíòåöåäåíò èñêëþ÷àåòñÿ, à êîíñåêâåíò P (x) ïðåîáðàçóåòñÿ
â êîíúþíêöèþ P (A1) & . . . & An. Äàííîå äåéñòâèå ïîâòîðÿåòñÿ, ïîêà ýòî âîçìîæíî.

Ïðîöåäóðà "ôèêñïàðàì"

Èíîãäà ïðè ñòàíäàðòèçàöèè òåîðåìû íåîáõîäèìî ñîõðàíèòü àíòåöåäåíòû, ââîäÿùèå
âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå. Òîãäà ïåðåä ñòàíäàðòèçàöèåé èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäó-
ðà "ôèêñïàðàì(õ1)". Îíà çàìåíÿåò êàæäûé àíòåöåäåíò êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè õ1,
èìåþùèé âèä x = t, ãäå x - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â t, íà òåðì "ôèêñ(x) = t".
Ðåçóëüòàò âñåâîçìîæíûõ òàêèõ çàìåí ñòàíîâèòñÿ çíà÷åíèåì äàííîãî ïðîãðàììíîãî
âûðàæåíèÿ.
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Ïðîöåäóðà "èñêëôèêñ"

Ïîñëå ñòàíäàðòèçàöèè òåîðåìû, â êîòîðóþ ïðåäûäóùåé ïðîöåäóðîé áûëè ââåäåíû
ñèìâîëû "ôèêñ", ïðåäïðèíèìàåòñÿ îòáðàñûâàíèå âñåõ òàêèõ ñèìâîëîâ. Ýòî äåëàåò
ïðîöåäóðà "èñêëôèêñ(õ1)".

Ïðîöåäóðà "ïîäñòêîíñò"

Ïðîãðàììíîå âûðàæåíèå "ïîäñòêîíñò(õ1 õ2)" ïîëó÷àåò â êà÷åñòâå âõîäíûõ äàííûõ
òåîðåìó õ1 è ïåðåìåííóþ õ2, äëÿ êîòîðîé òåîðåìà õ1 èìååò àíòåöåäåíò "ôóíê-
öèÿ(õ2)". Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ ñëóæèò ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â òåîðåìó õ1 êîí-
ñòàíòíîé ôóíêöèè â êà÷åñòâå õ2.

Ïðîöåäóðà "òîæäïðåîáð"

Îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå èìååò âèä "òîæäïðåîáð(õ1 õ2 õ3 õ4 õ5 õ6). õ1 - òåðì, õ2 -
âõîæäåíèå â ýòîò òåðì, õ3 - ñïèñîê ïîñûëîê, õ4 - òîæäåñòâî (êâàíòîðíàÿ èìïëèêà-
öèÿ ëèáî êîíñòàíòíûé òåðì), õ5 - íàáîð äîïîëíèòåëüíûõ óñòàíîâîê. õ6 ïåðå÷èñëÿ-
åò ðåçóëüòàòû ïðåîáðàçîâàíèÿ õ1 ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ê ïîäòåðìó õ2 òîæäåñòâà õ4. Â
êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ óñòàíîâîê ïîêà ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü òåðì "íàïðàâë(A)",
çàäàþùèé íàïðàâëåíèå A ("ïåðâûéòåðì" ëèáî "âòîðîéòåðì") ïðèìåíåíèÿ òîæäåñòâà
õ4. Ïðîãðàììà äàííîé ïðîöåäóðû íåñëîæíà è îñíîâàíà íà ïðèìåíåíèè ïðîöåäóðû
"èäåíòèôèêàöèÿ".

Ïðîöåäóðà "ñòàíäïîäáîð"

Ïðîãðàììíîå âûðàæåíèå "ñòàíäïîäáîð(õ1 õ2)" ïîëó÷àåò â êà÷åñòâå âõîäíûõ äàííûõ
êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ õ1 è ïåðåìåííóþ õ2. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòà èìïëèêà-
öèÿ âûâåäåíà äëÿ ïîäáîðà çíà÷åíèé íåèçâåñòíîé õ2. Çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ ñëóæèò
ðåçóëüòàò ñòàíäàðòèçàöèè õ1. Ñîçäàíèå äàííîé ïðîöåäóðû áûëî ïîäñêàçàíî íåîáõî-
äèìîñòüþ óïðîùåíèÿ ÷ðåçâû÷àéíî ãðîìîçäêîé èñõîäíîé âåðñèè ôîðìóëû Êàðäàíî,
ïîëó÷åííîé ïðèåìîì âûâîäà. Â ïðî÷èõ ñëó÷àÿõ ïðîöåäóðà íå èñïîëüçîâàíà. Ïðåæäå
âñåãî, ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà èñêëþ÷èòü âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå, çàäàâàå-
ìûå ðàâåíñòâîì â àíòåöåäåíòàõ, åñëè òàêèå ïåðåìåííûå èñïîëüçóþòñÿ îäíîêðàòíî,
à èñêëþ÷åíèå èõ íå ïðèâîäèò ê ñëèøêîì ñëîæíûì òåðìàì. Çàòåì ïðåäïðèíèìàåòñÿ
ïîïûòêà óïðîñòèòü àíòåöåäåíòû, îòëè÷íûå îò òåõ, êîòîðûå ââîäÿò âñïîìîãàòåëüíûå
ïåðåìåííûå. Äàëåå óïðîùàþòñÿ âûðàæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ââåäåíû âñïîìîãàòåëüíûå
ïåðåìåííûå. Åñëè èìåþòñÿ ñëèøêîì ãðîìîçäêèå àíòåöåäåíòû, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ
ïîïûòêà ââåñòè âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå äëÿ âñòðå÷àþùèõ â íèõ íåîäíîêðàòíî
ïîäòåðìîâ. Íàêîíåö, ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óïðîñòèòü êîíñåêâåíò îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíûõ. Ïîñëå ýòîãî âûäàåòñÿ ðåçóëüòàò. Ôîðìóëà Êàðäàíî, âûâåäåííàÿ ñèñòå-
ìîé, ïðèîáðåòàåò ïîñëå îáðàáîòêè äàííûì îïåðàòîðîì ñðàâíèòåëüíî êîìïàêòíûé
âèä.

Ïðîöåäóðà "áëîêðàçäåëà"

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðèåì âûâîäà ìîæåò âðåìåííî îòêëþ÷èòü áëîêèðîâêó ïðèå-
ìîâ, îñíîâàííûõ íà òåîðåìàõ, îòíîñÿùèõñÿ ê òåêóùåé ÿ÷åéêå âûâîäà. Âîîáùå, ýòè
áëîêèðîâêè íóæíû ëèøü äëÿ ïðîâåðêè òîãî, íå óòðàòèëà ëè ñèñòåìà ñïîñîáíîñòü
âûâîäèòü òåîðåìû, êîòîðûì îíà óæå áûëà îáó÷åíà. Â ðåæèìå ïîèñêà íîâûõ òåîðåì
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îíè íåñóùåñòâåííû. Òåì íå ìåíåå, òåñòèðîâàíèå àïïàðàòà ëîãè÷åñêîãî âûâîäà íåîá-
õîäèìî, ÷òîáû ïðè ïðîäîëæåíèè îáó÷åíèÿ íå óòðàòèòü äîñòèãíóòîãî. Ïðè÷èíû òàêèõ
óòðàò ìîãóò áûòü ñîâåðøåííî ìåëêèìè è íåëåïûìè, íî åñëè èõ âî-âðåìÿ íå íàéòè
è íå óñòðàíèòü, òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðèäåòñÿ çàíîâî ïðîðàáàòûâàòü çíà÷èòåëü-
íóþ ÷àñòü ðàíåå ïðîðàáîòàííîãî ìàòåðèàëà. Ýòî çàñòàâëÿåò àêêóðàòíî îòíîñèòüñÿ
ê áëîêèðîâêàì è ïîëüçîâàòüñÿ ðÿäîì âñïîìîãàòåëüíûõ ïðîöåäóð äëÿ èõ âêëþ÷åíèÿ
ëèáî îòêëþ÷åíèÿ. Ïðîöåäóðà "áëîêðàçäåëà(õ1 õ2)" âûïîëíÿåò áëîêèðîâêó ïðèåìîâ,
èñòî÷íèêàìè êîòîðûõ ñëóæàò òåîðåìû òîé ÿ÷åéêè âûâîäà, ê êîòîðîé îòíîñèòñÿ òåð-
ìèíàë îãëàâëåíèÿ áàçû òåîðåì ïî ññûëêå õ1. Åñëè õ2 íå ðàâíî 0, òî áëîêèðîâêà
íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà òåîðåìû ñàìîãî òåðìèíàëà õ1. Ïðîãðàììà ïðîöåäóðû "áëî-
êðàçäåëà" íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáîãî èíòåðåñà, è ïîäðîáíî èçëàãàòüñÿ íå áóäåò. Îíà
ïðîñìàòðèâàåò òåîðåìû ÿ÷åéêè âûâîäà è îñíîâàííûå íà íèõ ïðèåìû, èñïîëüçóÿ îïè-
ñàííûå ðàíåå ñòðóêòóðû äàííûõ áàçû òåîðåì. Íàïîìíèì, ÷òî ñîáñòâåííî áëîêèðîâêà
ëèáî ðàçáëîêèðîâêà ïðèåìîâ âûïîëíÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ðåàëèçîâàííûìè îïåðà-
òîðàìè ËÎÑà "òðàññèðîâêà(ôèëüòð . . .)". Äëÿ ññûëîê íà ïðèåìû èñïîëüçóþòñÿ ïàðû
"ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - íîìåð óçëà òåîðåìû ïðèåìà". Âñå ïðèåìû, õàðàêòåðèçóåìûå
òàêîé ïàðîé, âíå çàâèñèìîñòè îò èõ çàãîëîâêà, îêàçûâàþòñÿ çàáëîêèðîâàíû îäíîâðå-
ìåííî. Äàííûå ïàðû çàïèñûâàþòñÿ â ñïåöèàëüíûå ðåãèñòðû èíòåðïðåòàòîðà, êîòî-
ðûå ìîæíî ðàñ÷èñòèòü îïåðàòîðàìè òîé æå ñåðèè.

Ïðîöåäóðû "óíèôèêàöèÿ" è "Óíèôèêàöèÿ"

Ïðîöåäóðà "óíèôèêàöèÿ", êðàòêî îïèñàííàÿ åùå â ïåðâîì òîìå ìîíîãðàôèè (ñì.
ðàçäåë 6.2), ïåðå÷èñëÿåò íàáîðû òåðìîâ, ïîäñòàíîâêà êîòîðûõ âìåñòî çàäàííûõ ïå-
ðåìåííûõ îòîæäåñòâëÿåò çàäàííûå ïàðû òåðìîâ. Ïðè ïîèñêå ïîäñòàíîâêè ðàçðåøà-
ëèñü íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ òåðìîâ è ââîä äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ. Çà ñ÷åò ýòîãî, ðåçóëüòàò óíèôèêàöèè ñòàíîâèòñÿ íåîäíîçíà÷íûì, â îòëè÷èå îò
êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ óíèôèêàöèè, ðàññìàòðèâàåìîãî â ó÷åáíèêàõ ïî ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ëîãèêå. Ñ ìîìåíòà íàïèñàíèÿ ïåðâîãî òîìà, äàííàÿ ïðîöåäóðà èìåëà íåêîòîðîå
ðàçâèòèå. Îïèñàíèå ïðîãðàììû åå èñõîäíîé âåðñèè ñîäåðæèòñÿ âî âòîðîì òîìå ìîíî-
ãðàôèè, ðàçäåë 2.6.3. Îòëè÷èÿ íåñóùåñòâåííûå, è ïðèâîäèòü îïèñàíèå ñîâðåìåííîé
âåðñèè ïðîöåäóðû ìû íå áóäåì.

Â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ îáúÿñíåíèå òîãî, êàê ïðîèñõîäèò âûâîä òåîðåìû, ïîòðåáîâàëî
óñèëåíèÿ ïðîöåäóðû "óíèôèêàöèÿ", êîòîðîé ðàçðåøåíî èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâà èç
áàçû òåîðåì äëÿ îòîæäåñòâëåíèÿ çàãîëîâêîâ óíèôèöèðóåìûõ òåðìîâ. Îáðàùåíèå ê
òàêîìó óñèëåíèþ èìååò âèä "Óíèôèêàöèÿ(õ1 õ2 õ3 õ4)". Çäåñü õ1 - íàáîð óñòàíîâîê
íà óíèôèêàöèþ, òàêîé æå, êàê ó îïåðàòîðà "óíèôèêàöèÿ". õ2 - íàáîð ïåðåìåííûõ,
âìåñòî êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ óíèôèöèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêà. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïî-
ïûòêà óíèôèêàöèè, áûòü ìîæåò, ñ èñïîëüçîâàíèåì òîæäåñòâ, èçâëåêàåìûõ èç áàçû
òåîðåì. Ïðè íåîáõîäèìîñòè â íàáîðå õ1 óòî÷íÿåòñÿ ñïîñîá îòáîðà òàêèõ òîæäåñòâ, õî-
òÿ âîçìîæíû äåéñòâèÿ ïî óìîë÷àíèþ. Ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïîäñòàâ-
ëÿåìûõ âìåñòî ïåðåìåííûõ íàáîðà õ2 òåðìîâ, ïåðåìåííîé õ4 - íàáîð óòâåðæäåíèé,
êîòîðûå äîëæíû áûòü èñòèííû äëÿ êîððåêòíîñòè óíèôèêàöèè. Îïåðàòîð ïåðå÷èñ-
ëÿþùèé.

Ïðîãðàììà îïåðàòîðà ïîïðîñòó îáðàùàåòñÿ ê îïåðàòîðó "óíèôèêàöèÿ", ñïèñêó óñòà-
íîâîê íà óíèôèêàöèþ êîòîðîãî ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ýëåìåíò (Óíèôèêàöèÿ
ïóñòîåñëîâî). Âî âòîðîì ðàçðÿäå ýòîãî ýëåìåíòà áóäåò ñîçäàâàòüñÿ íàáîð óòâåðæäå-
íèé õ4, ñáðàñûâàåìûé ïðè êàæäîì îòêàòå.



1.3. Âñïîìîãàòåëüíûå ïðîöåäóðû, èñïîëüçóåìûå ïðèåìàìè âûâîäà òåîðåì 57

Òàê êàê ïðîöåäóðà "óíèôèêàöèÿ" êðàéíå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðèåìàìè âûâîäà òåî-
ðåì, èìååò ñìûñë ïðèâåñòè çäåñü ðàñøèðèâøèéñÿ ñ ìîìåíòà íàïèñàíèÿ ïåðâîãî òîìà
ñïèñîê òèïîâ óñòàíîâîê íà óíèôèêàöèþ:

1. (óíèôèêàöèÿ t1 t2 K) - óíèôèêàöèÿ òåðìîâ t1, t2. K - íàáîð âñïîìîãàòåëüíûõ
ïîìåòîê, ââîäèìûõ ïðîöåäóðîé óíèôèêàöèè.

2. (ïåðåìåííûå A) - A åñòü ñïèñîê âñåõ ïåðåìåííûõ òåðìîâ, âîâëå÷åííûõ â óíè-
ôèêàöèþ.

3. (òåðì A1 A2) - A1, A2 ñóòü èñõîäíûå òåîðåìû, èç êîòîðûõ èçâëå÷åíû óíèôèöè-
ðóåìûå òåðìû.

4. (ðåçóëüòïîäñò A) - A åñòü ïåðåäàííûé ïðè ðåêóðñèíâîì îáðàùåíèè âíåøíèì
îïåðàòîðîì "óíèôèêàöèÿ" íàáîð òåðìîâ, óæå çàôèêñèðîâàííûõ äëÿ ïîäñòà-
íîâêè âìåñòî ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ2.

5. (åäèíèöà A) - ïðè óíèôèêàöèè äîïóñêàåòñÿ ïîäñòàíîâêà åäèíèö âìåñòî ïåðå-
ìåííûõ ñïèñêà A.

6. ïðèâåäåíèå - áëîêèðîâêà îáðàáîòêè ïðîìåæóòî÷íûõ òåðìîâ îïåðàòîðîì "ïðè-
âåäåíèå".

7. (íåçàâèñèò A1 A2) - òåðì, óíèôèöèðîâàííûé ñ ïåðåìåííîé A2, íå äîëæåí çàâè-
ñåòü îò ïåðåìåííîé, óíèôèöèðîâàííîé ñ ïåðåìåííîé A1.

8. (çíà÷åíèå A1 A2) - òåðì, óíèôèöèðîâàííûé ñ ïåðåìåííîé A2, ìîæåò çàâèñåòü
îò ïåðåìåííîé, óíèôèöèðîâàííîé ñ ïåðåìåííîé A1.

9. íîâàÿïåðåìåííàÿ - áëîêèðóåòñÿ ââåäåíèå íîâûõ ïåðåìåííûõ.

10. (ñïèñîêïåðåìåííûõ A) - A åñòü ñïèñîê äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ, ââåäåííûõ
ïðè óíèôèêàöèè.

11. çàìåíàçíàêà - ïðè óíèôèêàöèè ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñïðàâî÷íèêà "çà-
ìåíàçíàêà" äëÿ àíàëèçà çàãîëîâêîâ îïåðàíäîâ àññîöèàòèâíî - êîììóòàòèâíûõ
îïåðàöèé.

12. îòðèöàíèå - áëîêèðîâêà èñïîëüçîâàíèÿ ñïðàâî÷íèêà "îòðèöàíèå".

13. óìíîæåíèå - ïîäêëþ÷àþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïðèåìû äëÿ óíèôèêàöèè ïðîèçâå-
äåíèé.

14. ïëþñ - óñèëåííàÿ óíèôèêàöèÿ.

15. îïèñàòü - èñïîëüçîâàíèå çàäà÷ íà îïèñàíèå äëÿ îáðàáîòêè ðàâåíñòâ âûðàæåíèé
ñ ðàçëè÷íûìè çàãîëîâêàìè.

16. (ñïèñîêïîñûëîê A) - A åñòü ñïèñîê ïîñûëîê, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ðåøàåòñÿ
çàäà÷à íàîïèñàíèå ïðè íàëè÷èè óñòàíîâêè "îïèñàòü".

17. (êîíòåêñò A) - A åñòü ñïèñîê óòâåðæäåíèé, èç êîòîðîãî ìîæíî èçâëåêàòü ðà-
âåíñòâà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ óíèôèöèðóåìûõ òåðìîâ.
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18. (Óíèôèêàöèÿ A) - îáðàùåíèå ïðîèçîøëî îò îïåðàòîðà "Óíèôèêàöèÿ". A - íà-
êîïèòåëü ñîïðîâîæäàþùèõ ïîñûëîê (ñáðàñûâàåòñÿ ïðè êàæäîì îòêàòå ê ïðî-
äîëææåíèþ óíèôèêàöèè).

19. ðàçáèåíèå - ïðè óíèôèêàöèè àññîöèàòèâíî - êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè äâóõ ïå-
ðåìåííûõ f(x, y) ñ îïåðàöèåé f(z, t1, t2), ãäå z - ïåðåìåííàÿ, ïðîèñõîäèò ïîäðàç-
áèåíèå z â âèäå f(z1, z2) äëÿ ïàðû íîûõ ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì x, y èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ ñ f(z1, t1) è f(z2, t2) ñîîòâåòñòâåííî.

20. (ðàçâÿçêà X A) - ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ðàçâÿçêè ïåðåìåííûõ ñïèñêà X. A
- íàêîïèòåëü ðàçâÿçûâàþùèõ óòâåðæäåíèé, ââîäèìûõ ïðè óíèôèêàöèè.

Ñìûñë ïåðå÷èñëåííûõ óñòàíîâîê áóäåò ïîÿñíÿòüñÿ ïî ìåðå èñïîëüçîâàíèÿ èõ â ïðè-
åìàõ âûâîäà òåîðåì.

Çàìåòèì, ÷òî ïî óìîë÷àíèþ ïðîöåäóðà "Óíèôèêàöèÿ", ñòîëêíóâøèñü ñ äâóìÿ óíè-
ôèöèðóåìûìè òåðìàìè, èìåþùèìè ðàçëè÷íûå çàãîëîâêè, áåðåò çàãîëîâîê îäíîãî
èç íèõ è èñïîëüçóåò ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì "ðàçáèåíèå", "âêëþ÷" äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ òîæäåñòâ, ïðåîáðàçóþùèõ òåðìû ñ ýòèì çàãîëîâêîì. Ñïðàâî÷íèê "ðàçáèåíèå"
âûäàåò òîæäåñòâà âèäà f(g(x, y), g(x, z)) = g(x, f(y, z)) ïî ñèìâîëó g, ñïðàâî÷íèê
"âêëþ÷" - òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, ó êîòîðûõ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü èìååò
âèä f(x, g(y, z)), çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü òîæå áåñïîâòîðíà, ñîäåðæèò âñå òðè ïåðåìåí-
íûõ x, y, z è èìååò çàãîëîâîê g.

Ïðîöåäóðà "âàðòåîð"

Îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå èìååò âèä "âàðòåîð(õ1 õ2), ãäå õ1 - íàáîð òåðìîâ. Èç áàçû
òåîðåì èçâëåêàþòñÿ òåîðåìû, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëåçíû äëÿ ðàâíîöåííûõ ïåðå-
ôîðìóëèðîâîê òåðìîâ õ1, è ïåðåìåííîé õ2 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïàð (òåîðåìà - ñïè-
ñîê õàðàêòåðèñòèê) äëÿ èçâëå÷åííûõ òåîðåì. Ïðîöåäóðà âîçíèêëà íà ñàìûõ ïåðâûõ
øàãàõ îáó÷åíèÿ ñèñòåìû ëîãè÷åñêîãî âûâîäà è èñïîëüçóåòñÿ âñåãî â äâóõ ïðèåìàõ.
Îíà îáðàùàåòñÿ ê ñïðàâî÷íèêàì ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" è "âàðïàðàì". Âïî-
ñëåäñòâèè ïîèñê òåîðåì ñòàë ïîëíîñòüþ îáåñïå÷èâàòüñÿ ïðîöåäóðîé "ñìòåîð" ëèáî
íåïîñðåäñòâåííûì ïðîñìîòðîì ðàçäåëîâ áàçû òåîðåì.

Ïðîöåäóðà "ðåãâûâîä"

Ïðîöåäóðà îáåñïå÷èâàåò ðåãèñòðàöèþ â áàçå òåîðåì ðåçóëüòàòîâ êàæäîãî öèêëà ëî-
ãè÷åñêîãî âûâîäà ïî çàäàííîé òåîðåìå. Îáðàùåíèå ê íåé èìååò âèä "ðåãâûâîä(õ1 õ2
õ3)". Çäåñü õ1 - ññûëêà íà ïåðâûé ïóíêò òîé ÿ÷åéêè ëîãè÷åñêîãî âûâîäà, â êîòîðîé
ïðîèñõîäèë âûâîä ñëåäñòâèé (ò.å. ññûëêà íà ñîîòâåòñòâóþùèé êîíöåâîé òåðìèíàë
îãëàâëåíèÿ áàçû òåîðåì). õ2 - íàáîð òðîåê (òåîðåìà - ñïèñîê õàðàêòåðèñòèê - áëîê
âûâîäà), ÿâëÿþùèéñÿ ðåçóëüòàòîì âûâîäà. Â òåðìèíàëàõ "ïâ" óçëîâ òåîðåì òåêóùåé
ÿ÷åéêè âûâîäà ðåãèñòðèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû âûâîäà - ïðîâåðÿåòñÿ, áûëà ëè ïîëó÷åíà
òåîðåìà, è åñëè ïîëó÷åíà, òî óêàçûâàåòñÿ, êàêèìè èìåííî ïðèåìàìè. Ôîðìàò äàí-
íûõ â ýòèõ òåðìèíàëàõ áûë óêàçàíû ïðè îáùåì îïèñàíèè àðõèòåêòóðû áàçû òåîðåì
â ïðåäûäóùåì òîìå. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð òðîåê (òåîðåìà A
ÿ÷åéêè âûâîäà - ññûëêà "òåîðåìà(. . .)" íà ýòó òåîðåìó - 0 ëèáî òðîéêà íàáîðà õ2, ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìå, èäåíòèôèöèðîâàííîé ñ òåîðåìîé A). Ïðîãðàììà ïðîöåäóðû
÷èñòî òåõíè÷åñêàÿ è ðàññìàòðèâàòüñÿ íå áóäåò.
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Ïðîöåäóðà "âñïîìïðèåìû"

Ïðîöåäóðà ñîçäàåò ïî òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííîé òåîðåìå ïðèåìû, íåîáõîäèìûå äëÿ ïðî-
âåðêè íà èçáûòî÷íîñòü ïîñëåäóþùèõ òåîðåì. Íåîáõîäèìîñòü â òàêèõ ïðèåìàõ âîç-
íèêàåò äëÿ öèêëà âûâîäà òåîðåì ïàêåòíûõ íîðìàëèçàòîðîâ, íàïðèìåð, óïðîùåíèÿ
âûðàæåíèé â ñòàíäàðòíîé ôîðìå ëèáî ïðèâåäåíèÿ ê çàäàííîìó çàãîëîâêó. Îáðà-
ùåíèå ê ïðîöåäóðå èìååò âèä "âñïîìïðèåìû(õ1)", ãäå õ1 - ÷åòâåðêà (âåñ - òåîðåìà
- õàðàêòåðèñòèêè - áëîê âûâîäà) äëÿ ïîëó÷åííîé òåîðåìû. Ñîçäàâàåìûå ïðèåìû
ðåãèñòðèðóþòñÿ â áóôåðå áàçû ïðèåìîâ (ðàçäåë "Ãåíåðàòîð ïðèåìîâ"). Ñîáñòâåí-
íî ñîçäàíèå ïðèåìîâ ÃÅÍÎËÎÃà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà "çàãî-
ëîâîêïðèåìà". Êîìïèëÿöèÿ èõ è ðåãèñòðàöèÿ â áóôåðå áàçû ïðèåìîâ âûïîëíÿþòñÿ
ïðîöåäóðîé "Ââîäïðèåìà".

Ïðîöåäóðû "îòðåçêèòåîðåì", "Îòðåçêèòåîðåì"

Ïðè ðàñïàðàëëåëèâàíèè òåñòèðîâàíèÿ ïðîöåäóðû ëîãè÷åñêîãî âûâîäà ïî çàäàííîìó
îòðåçêó áàçû òåîðåì ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàçáèåíèå ÿ÷ååê âûâîäà â ýòîì îòðåçêå íà
ãðóïïû, ñóììàðíàÿ òðóäîåìêîñòü âûâîäà äëÿ êîòîðûõ ïðèìåðíî îäèíàêîâà. Äàííûå
î òðóäîåìêîñòè õðàíÿòñÿ â êîììåíòàðèÿõ ê ïåðâûì ïóíêòàì îãëàâëåíèÿ äëÿ ÿ÷ååê
âûâîäà. Ðàçáèåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðîé "îòðåçêèòåîðåì(õ1 õ2 õ3 õ4)". Çäåñü õ1,
õ2 - ïóòè â îãëàâëåíèè áàçû òåîðåì ê íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàì òåñòèðîâàíèÿ.
õ3 - íàòóðàëüíîå. Îòðåçîê õ1-õ2 îãëàâëåíèÿ áàçû òåîðåì äåëèòñÿ íà õ3 ïîäîòðåç-
êîâ, ñóììàðíûå òðóäîåìêîñòè äëÿ ÿ÷ååê âûâîäà êîòîðûõ ïðèìåðíî îäèíàêîâû. Ïå-
ðåìåííîé õ4 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïóòåé â îãëàâëåíèè, âåäóùèõ ê ïîñëåäíèì ïóíêòàì
äàííûõ ïîäîòðåçêîâ. Êðîìå ïîëíîãî òåñòèðîâàíèÿ âûâîäà â áàçå òåîðåì, ïðåäóñìîò-
ðåíî òàêæå ñîêðàùåííîå òåñòèðîâàíèå. Îíî îãðàíè÷èâàåòñÿ ïðîâåðêîé ñîõðàííîñòè
ðàíåå îñâîåííûõ âûâîäîâ òåîðåì, ñîãëàñíî àðõèâó áàçû òåîðåì. Äëÿ ðàñïàðàëëåëè-
âàíèÿ ñîêðàùåííîãî òåñòèðîâàíèÿ ñîçäàí îïåðàòîð "Îòðåçêèòåîðåì(õ1 õ2 õ3 õ4)",
àíàëîãè÷íûé îïåðàòîðó "îòðåçêèòåîðåì".

Â çàêëþ÷åíèå ïåðå÷èñëèì âñïîìîãàòåëüíûå ïðîöåäóðû, èñïîëüçóåìûå äëÿ ðàáîòû
ñ àðõèâîì áàçû òåîðåì, ñîõðàíÿþùèì äåðåâüÿ "äîêàçàòåëüñòâ" âûâåäåííûõ òåîðåì.
Ñòðóêòóðû äàííûõ ýòîãî àðõèâà áûëè îïèñàíû â ïðåäûäóùåì òîìå. Òàê êàê ïåðå-
÷èñëÿåìûå ïðîöåäóðû - ÷èñòî òåõíè÷åñêèå, îïèñàíèÿ èõ ïðîãðàìì îïóñêàåì.

Ïðîöåäóðà "àðõâûâîä"

Îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå èìååò âèä "àðõâûâîä(õ1 õ2 õ3)". Çäåñü õ1 - ññûëêà íà êîíöå-
âîé òåðìèíàë îãëàâëåíèÿ áàçû òåîðåì - ïåðâûé ïóíêò ÿ÷åéêè âûâîäà, â êîòîðîé áûë
çàïóùåí öèêë âûâîäà. õ2 - íàáîð òðîåê (òåîðåìà - ñïèñîê õàðàêòåðèñòèê - áëîê âû-
âîäà), ÿâëÿþùèéñÿ ðåçóëüòàòîì âûâîäà. õ3 - íàáîð òðîåê (òåîðåìà ÿ÷åéêè âûâîäà õ1
- ññûëêà "òåîðåìà(. . .)" íà ýòó òåîðåìó - 0 ëèáî òðîéêà íàáîðà õ2, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ïîäîáíîé òåîðåìå). Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðåãèñòðàöèÿ èíôîðìàöèè î âûâîäå â àðõèâå
áàçû òåîðåì - ñîçäàíèå íîâîé âåòâè ëèáî èçìåíåíèå ñòàðîé.

Ïðîöåäóðà "ñëåäñòâèÿ"

Îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå èìååò âèä "ñëåäñòâèÿ(õ1 õ2)". õ1 - ññûëêà íà âåðøèíó äåðåâà
ñëåäñòâèé â àðõèâå áàçû òåîðåì. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ õ2 ïåðå÷èñëÿåò ññûëêè íà âñå
âåðøèíû äåðåâà ñëåäñòâèé, äîñòèæèìûå èç õ1 (âêëþ÷àÿ õ1).
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Ïðîöåäóðû "Äîïòåîð", "äîïòåîð"

Îïåðàòîð "Äîïòåîð(õ1)" ïîëó÷àåò â êà÷åñòâå âõîäíîãî äàííîãî òåîðåìó è ðåãèñòðè-
ðóåò åå â ñïèñêå êîììåíòàðèÿ (äîïòåîð A) ê ïîñûëêàì èñõîäíîé çàäà÷è.

Íàäîáíîñòü â äàííîì îïåðàòîðå è â êîììåíòàðèè "äîïòåîð" âîçíèêëà ïðè ðåãèñòðà-
öèè â àðõèâå áàçû òåîðåì ïîëíîãî ñïèñêà äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì, èñïîëüçîâàííûõ
ïðèåìîì âûâîäà òåîðåì. ×àñòè÷íî òàêèå òåîðåìû èçâåñòíû ñàìîé ïðîãðàììå ïðèåìà,
îäíàêî íå âñå - ÷àñòü èõ ìîæåò ïðèâëåêàòüñÿ ïðè ðåøåíèè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷,
ê êîòîðûì îáðàùàåòñÿ ïðèåì. Íàïðèìåð, òàêèì çàäà÷àì ìîæåò ïåðåäàâàòüñÿ ñïèñîê
òåîðåì, âûâåäåííûõ â òåêóùåì öèêëå âûâîäà íà ïðåäøåñòóþùèõ øàãàõ. ×òîáû íå
òåðÿòü èíôîðìàöèþ î ïðèìåíåííûõ òåîðåìàõ, òå ïðèåìû ðåøåíèÿ çàäà÷, êîòîðûå
èõ ïðèâëåêàþò, îáðàùàþòñÿ ê ïðîöåäóðå "Äîïòåîð". Ïî çàâåðøåíèè ðàáîòû ïðèåìà
âûâîäà ïðîöåäóðà "ðåãòåîð" èñïîëüçóåò èíôîðìàöèþ, ñîõðàíåííóþ â êîììåíòàðèè
"äîïòåîð".

Åñëè âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à, ïîñëå òîãî êàê áûëà ðåøåíà, âñå æå íå ïðèâîäèò ê
âûâîäó íîâîé òåîðåìû, íóæíî êàêèì-òî îáðàçîì óäàëèòü ââåäåííûé åþ êîììåíòàðèé
(äîïòåîð . . .). Ýòî äîñòèãàåòñÿ âñòàâêîé ïåðåä îáðàùåíèåì ê äàííîé çàäà÷å îïåðàòîðà
"äîïòåîð(õ1)", ó êîòîðîãî õ1 - ôèêòèâíàÿ âõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ. Äàííûé îïåðàòîð -
ïåðå÷èñëÿþùèé. Ïðè ïåðâîì ïðîõîæäåíèè åãî íè÷åãî íå ïðîèñõîäèò, à ïðè îòêàòå -
óäàëÿåòñÿ êîììåíòàðèé "äîïòåîð".

Îïåðàòîð "àðõòåîð"

Îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó èìååò âèä "àðõòåîð(õ1 õ2). õ1 - ññûëêà "òåîðåìà(A1 A2)" íà
ñòàðòîâóþ òåîðåìó íåêîòîðîé ÿ÷åéêè âûâîäà â áàçå òåîðåì. Âûõîäíîé ïåðåìåííîé
õ2 ïðèñâàèâàåòñÿ ññûëêà íà êîðåíü äåðåâà ñëåäñòâèé ýòîé òåîðåìû â àðõèâå áàçû
òåîðåì.

Îïåðàòîð "àðõâåðøèíû"

Îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó èìååò âèä "àðõâåðøèíû(õ1 õ2 õ3)". õ1 - âåðøèíà äåðåâà
ñëåäñòâèé â àðõèâå áàçû òåîðåì. Ïåðå÷èñëÿþòñÿ âñå äîñòèæèìûå èç íåå âåðøèíû õ2
äåðåâà ñëåäñòâèé, ïðè÷åì ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð îòìåòîê ïóòè îò õ1 ê
õ2. Ñàìà âåðøèíà õ1 â ïåðå÷èñëåíèå âêëþ÷àåòñÿ.

Îïåðàòîð "àðõâåðøèíà"

Îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó èìååò âèä "àðõâåðøèíà(õ1 õ2 õ3)". õ1 - âåðøèíà äåðåâà ñëåä-
ñòâèé â àðõèâå áàçû òåîðåì, õ2 - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòîê ïóòè îò íåå. Âûõîäíîé
ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ âåðøèíà, ê êîòîðîé îò õ1 âåäåò ïóòü õ2.
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Ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì

Ïðèåì âûâîäà íà÷èíàåò ñâîþ ðàáîòó, ïîëó÷èâ â êà÷åñòâå âõîäíîé èíôîðìàöèè òåî-
ðåìó è âûäåëåííóþ åå õàðàêòåðèñòèêó. Êðîìå ýòîãî, åìó äîñòóïíû åùå íåêîòîðûå
äàííûå, ñîïðîâîæäàþùèå òåîðåìó. Èíîãäà äëÿ âûâîäà íèêàêèõ äðóãèõ òåîðåì íå
òðåáóåòñÿ: ïðèåì âûïîëíÿåò ëîãè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû ëèáî ñòàâèò âñïî-
ìîãàòåëüíûå çàäà÷è, îáðàùàåòñÿ ê ïîìîùè ðåøàòåëÿ è ôîðìèðóåò èòîãîâóþ òåîðåìó
ïî ðåçóëüòàòàì ðåøåíèÿ çàäà÷.

Îäíàêî, èíîãäà ïðèåìó òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå òåîðåìû. ×àùå âñåãî - îäíà, íî
èíîãäà áîëåå îäíîé. Îáû÷íî òàêèå äîïîëíèòåëüíûå òåîðåìû íåñëîæíû è èìåþò âåñü-
ìà ñïåöèôè÷åñêèé âèä. Êðîìå òîãî, îíè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñðàçó ìíîãèìè ïðè-
åìàìè âûâîäà. ×òîáû íå òðàòèòü âðåìÿ íà ïðîëèñòûâàíèå âñåé áàçû òåîðåì èëè
êàêèõ-òî åå ðàçäåëîâ íà ïîèñê íóæíîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, áûëè ñîçäàíû òàê
íàçûâàåìûå ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì. Êàæäûé ñïðàâî÷íèê îðèåíòèðîâàí íà ïî-
èñê òåîðåì çàäàííîãî òèïà è çàïóñêàåòñÿ íà íåêîòîðîì ëîãè÷åñêîì ñèìâîëå, êîòîðûé
çàäàííûì îáðàçîì âñòðå÷àåòñÿ â èñêîìîé òåîðåìå. Ïðèåìû ýòèõ ñïðàâî÷íèêîâ çàäà-
þòñÿ íà ÃÅÍÎËÎÃå è àâòîìàòè÷åñêèì îáðàçîì ñèíòåçèðóþòñÿ ïî ñàìèì òåîðåìàì.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçâèòèå ñèñòåìû ïîèñêà òåîðåì ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ àâòîìà-
òèçèðîâàíî. Âïðî÷åì, ïîêà ýòà âîçìîæíîñòü íå èñïîëüçîâàíà. Êàê ïðàâèëî, íîâûé
ïðèåì òîãî èëè èíîãî ñïðàâî÷íèêà ñîçäàåòñÿ â ïîëóàâòîìàòè÷åñêîì ðåæèìå: ñèñòåìà
ïðåäëàãàåò åãî, à ââîäèòñÿ îí ëèøü ïî ìåðå íàäîáíîñòè. Ýòî äåëàåòñÿ âî èçáåæàíèå
÷ðåçìåðíîé àêòèâèçàöèè ïðîöåäóð âûâîäà, ÷òîáû íå îòâëåêàòüñÿ îò ïðîðàáîòêè òåî-
ðåì, óæå çàðåãèñòðèðîâàííûõ â áàçå.

Â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà íå íàñòîëüêî ñïåöèôè÷íà, ÷òîáû ðà-
äè íåå ñîçäàâàòü íîâûé ñïðàâî÷íèê ïîèñêà. Òîãäà ïðèåì âûâîäà îïðåäåëÿåò ðàçäåë
ïîèñêà è ïðîñìàòðèâàåò åãî äëÿ îòáîðà ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ äîïîëíèòåëüíûõ
òåîðåì. Ýòî ïðîèñõîäèò ñðàâíèòåëüíî ðåäêî, äà è ïðîñìîòðû ïî÷òè íå çàìåäëÿþò
ðàáîòû ñèñòåìû.

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåõîäèòü ê îïèñàíèþ ïðèåìîâ âûâîäà, ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñïðà-
âî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì, ñîçäàííûå íà òåêóùèé ìîìåíò.

2.0.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ñïðàâî÷íèêàõ ïîèñêà òåî-

ðåì

Êàæäûé ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì ïîëó÷àåò â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ñâîåé åäèíñòâåí-
íîé âõîäíîé ïåðåìåííîé õ1 îäíîýëåìåíòíûé íàáîð, ñîñòîÿùèé èç ñèìâîëà "ïóñòîå-
ñëîâî". Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàêîïèòåëü ðåçóëüòàòîâ - ññûëîê "òåîðåìà(A1 A2)" íà
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èñêîìûå òåîðåìû, íàõîäÿùèåñÿ â áàçå òåîðåì. Êàê è îáû÷íî, çäåñü A1 - ëîãè÷åñêèé
ñèìâîë, A2 - íîìåð óçëà ñòàòüè ýòîãî ñèìâîëà, ÿâëÿþùåãîñÿ óçëîì òåîðåìû.

Ïðèåìû ñïðàâî÷íèêà ïîèñêà òåîðåì çàäàþòñÿ íà ÃÅÍÎËÎÃå. Òåîðåìà òàêîãî ïðèåìà
èìååò âèä "P (s òåîðåìà(A1 A2))", ãäå P - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, ÿâëÿþùèéñÿ íàçâàíèåì
ñïðàâî÷íèêà, s - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, â ïðîãðàììó êîòîðîãî çàíîñèòñÿ äàííûé ïðè-
åì ñïðàâî÷íèêà. Äåéñòâèÿ ïðîãðàììû ïðèåìà ñâîäÿòñÿ ê çàíåñåíèþ â íàêîïèòåëü
ðåçóëüòàòîâ î÷åðåäíîé ññûëêè "òåîðåìà(. . .)". Çàãîëîâîê ïðèåìà ÃÅÍÎËÎÃà - P .

Ïðèåì ñïðàâî÷íèêà ïîèñêà òåîðåì àâòîìàòè÷åñêè ñîçäàåòñÿ ïî åãî ñïåöèôèêàöèè.
Ñïåöèôèêàòîð, ðàñïàäàþùèéñÿ íà ãðóïïû ïðèåìîâ ñïðàâî÷íèêîâ "ïðèåìû" è "ïðî-
òîêîë", àíàëèçèðóåò òåîðåìó è òåêóùóþ åå õàðàêòåðèñòèêó, è ïðèíèìàåò ðåøåíèå î
ñîçäàíèè ñïåöèôèêàöèè ïðèåìà. Îíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà "òèï(êîðî-
÷å)".

Ïðîñìîòðåòü îãëàâëåíèå ñóùåñòâóþùèõ ñïðàâî÷íèêîâ ïîèñêà òåîðåì ìîæíî èç ðå-
äàêòîðà ïðîãðàìì ËÎÑà íàæàòèåì "Ctr-å" (êèð.). Äëÿ ïðîñìîòðà ïðîãðàìì ñïåöè-
ôèêàòîðà, ñîçäàþùèõ ïðèåìû ýòèõ ñïðàâî÷íèêîâ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïóíêò "Áàçà
òåîðåì" - "Ñïåöèôèêàòîð" - "Ïðîöåäóðû ñïðàâî÷íèêîâ "ïðèåìû" è "ïðîòîêîë" " -
"Ñïðàâî÷íèêè" - "Ïîèñê òåîðåì" - îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.

Äëÿ ñîçäàíèÿ íîâîãî ñïðàâî÷íèêà ïîèñêà òåîðåì, ÷òî ïðè ðàçâèòèè ñèñòåìû ïðî-
ãðàììèðóþùåãî âûâîäà ïðèõîäèòñÿ äåëàòü êðàéíå ÷àñòî, ñëåäóåò ïðèäåðæèâàòüñÿ
ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé:

1. Âûáðàòü íàçâàíèå P ñïðàâî÷íèêà, äî ýòîãî íå èñïîëüçîâàííîå â êà÷åñòâå çàãî-
ëîâêà ïðèåìà ÃÅÍÎËÎÃà.

2. Ñîçäàòü â ñïðàâî÷íûõ ñâåäåíèÿõ î ñèìâîëå P (ïî F3 èç ðåäàêòîðà ïðîãðàìì
ËÎÑà) òåêñò, ïîÿñíÿþùèé ðàáîòó ñïðàâî÷íèêà. Çà îáðàçåö ìîæíî âçÿòü ëþ-
áîé ñòàíäàðòíûé òåêñò äëÿ òàêèõ ñïðàâî÷íèêîâ, íàïðèìåð, òåêñò äëÿ ñèìâîëà
"òîæä".

3. Çàðåãèñòðèðîâàòü êîïèþ ñïðàâî÷íîãî òåêñòà â îãëàâëåíèè ñïðàâî÷íèêîâ ïîèñêà
òåîðåì (ïî "Ctr-å" èç ðåäàêòîðà ËÎÑà).

4. Ñîçäàòü ïðîãðàììó ñïðàâî÷íèêà "íîâûéïðèåì", ïðåîáðàçóþùóþ çàäàíèå ïðè-
åìà ñïðàâî÷íèêà íà ÃÅÍÎËÎÃå â ËÎÑ-ïðîãðàììó. Äîñòàòî÷íî ñêîïèðîâàòü
êàêóþ - ëèáî ïðîãðàììó ñïðàâî÷íèêà "íîâûéïðèåì" äëÿ äðóãîãî ñïðàâî÷íèêà
ïîèñêà òåîðåì, íàïðèìåð, "òîæä", çàìåíèâ â íåé ñèìâîë "òîæä"íà ñèìâîë P .

5. Ñîçäàòü ïðîãðàììó ñïåöèôèêàòîðà, êîòîðàÿ áóäåò ñîçäàâàòü ñïåöèôèêàöèè
ïðèåìîâ ïîèñêà òåîðåì. Ïðîãðàììà ïèøåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÷òî äîëæåí
îòáèðàòü íîâûé ñïðàâî÷íèê. Ìîæíî äåéñòâîâàòü ïî àíàëîãèè ñ óæå ñîçäàííû-
ìè ïðîãðàììàìè òàêîãî òèïà (ñì. âûøå ïóòü â îãëàâëåíèè ïðîãðàìì ê ñïèñêó
ýòèõ ïðîãðàìì).

6. Ôàêòè÷åñêè ñãåíåðèðîâàòü ïî íóæíûì òåîðåìàì íåñêîëüêî ïðèåìîâ íîâîãî
ñïðàâî÷íèêà, ñîõðàíèâ èõ â áóôåðå áàçû ïðèåìîâ. Çòåì âðó÷íóþ ïåðåíåñòè â
ðàçäåëû îãëàâëåíèÿ áàçû ïðèåìîâ, ãäå ñîáðàíû ñïðàâî÷íèêè äëÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ñèìâîëîâ. Â êîíöå ðàñ÷èñòèòü áóôåð áàçû ïðèåìîâ.
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Ïåðåõîäèì ê ïåðå÷èñëåíèþ ñïðàâî÷íèêîâ ïîèñêà òåîðåì. Â êàæäîì ïóíêòå áóäåì
ñíà÷àëà óêàçûâàòü ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, ÿâëÿþùèéñÿ íàçâàíèåì ñïðàâî÷íèêà, à çà-
òåì óòî÷íÿòü, êàêîãî âèäà òåîðåìû îí îòáèðàåò. Îäíîâðåìåííî áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ
òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, íà êîòîðîì ñïðàâî÷íèê âûäàåò òåîðåìó.

2.0.2 Îáùèé ñëó÷àé êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé

1. Îïðåäåëåíèå. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà è ýêâèâàëåíòíîñòè, ÿâëÿþùèåñÿ îïðåäå-
ëåíèåì òåðìà, çàãîëîâêîì êîòîðîãî ñëóæèò òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë.

2. Çíà÷ïåðåì. Êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "ïîäáîð(x i)",
ó êîòîðûõ i - é àíòåöåäåíò èìååò âèä x = t. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë -
ñàìûé ñëîæíûé ñèìâîë êîíñåêâåíòà.

2.0.3 Òîæäåñòâà

Óïðîùàþùèå òîæäåñòâà

1. êîíñòíîðì. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(
. . .)", ó êîòîðûõ â çàìåíÿåìîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ äâóìåñòíàÿ îïåðàöèÿ f(A1, A2),
ãäå A1, A2 - âûðàæåíèÿ ñ åäèíñòâåííîé áåñïîâòîðíîé ïåðåìåííîé x, à â çàìåíÿ-
þùåé ÷àñòè - êîíñòàíòíûé òåðì. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - f .

2. òîæä. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)",
ó êîòîðûõ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü èìååò âèä f(A1, A2), ãäå A1, A2 - áåñïîâòîðíûå
âûðàæåíèÿ ñ åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé x, à çàìåíÿþùàÿ - áåñïîâòîðíà è èìååò
åäèíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ x. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - f .

3. ïîãëîùàåòñÿ. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, èìåþùèå âèä f(x, g(x, y)) = a, ãäå a -
ëîãè÷åñêèé ñèìâîë ëèáî ïåðåìåííàÿ. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - g. Äîïóñ-
êàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðåìåííûõ x, y âíóòðè g ïîä îäíîìåñòíûìè îïåðàöèÿìè.

4. êîíñòâõîæä. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà âèäà f(x, g(x, y)) = a, ãäå a - ëîãè÷åñêèé
ñèìâîë ëèáî ïåðåìåííàÿ. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - f . Äîïóñêàåòñÿ âõîæäå-
íèå ïåðåìåííûõ x, y âíóòðè g ïîä îäíîìåñòíûìè îïåðàöèÿìè.

5. ïîãëîùàåò. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, èìåþùèå âèä P (x, y)→ f(x, y) = a, ãäå a -
ëîãè÷åñêèé ñèìâîë ëèáî îäíà èç ïåðåìåííûõ x, y. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë
- f .

6. Ñîêðàùåíèå. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà áåç ñóùåñòâåííûõ ïîñûëîê (âñå ïîñûëêè -
òîëüêî íåîáõîäèìûå ïî î.ä.ç.), ó êîòîðûõ çàìåíÿåìûé òåðì èìååò âèä f(B1, B2),
ãäå êàæäûé èç òåðìîâ B1, B2 è çàìåíÿþùèé òåðì B áåñïîâòîðíû, ïðè÷åì òåðìû
B1 è B2 èìåþò åäèíñòâåííóþ îáùóþ ïåðåìåííóþ, è ýòà ïåðåìåííàÿ íå âõîäèò
â B. Ñþäà æå îòíîñÿòñÿ òîæäåñòâà, ó êîòîðûõ çàìåíÿþùèé òåðì - ïåðåìåííàÿ,
à çàìåíÿåìûé èìååò áîëåå îäíîé ïåðåìåííîé. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - f .

7. ñîêðàùäðîáè. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà áåç ñóùåñòâåííûõ ïîñûëîê, ó êîòîðûõ
çàìåíÿåìûé òåðì èìååò âèä f(B1, B2), ãäå êàæäûé èç òåðìîâ B1, B2 è çàìåíÿ-
þùèé òåðì B áåñïîâòîðíû, ïðè÷åì òåðìû B1 è B2 èìåþò åäèíñòâåííóþ îáùóþ
ïåðåìåííóþ, è ýòà ïåðåìåííàÿ íå âõîäèò â B. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë -
çàãîëîâîê B1 ëèáî B2.
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8. îáðàùåíèå. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà âèäà f(g(x)) = x. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèì-
âîë - g.

9. ñîêðàòèìî. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, ó êîòîðûõ çàìåíÿåìàÿ è çàìåíÿþùàÿ ÷àñòè
èìåþò äâå ïåðåìåííûå x, y, ïðè÷åì çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü áåñïîâòîðíàÿ, à çàìåíÿå-
ìàÿ èìååò òðè âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê
çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

10. êîíñòíàáîð. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ",
ó êîòîðûõ â çàìåíÿåìîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ äâóìåñòíàÿ îïåðàöèÿ f(x, a), ãäå x -
ïåðåìåííàÿ, a - êîíñòàíòà, ïðè÷åì çàìåíÿþùèé òåðì èìååò âèä a, x ëèáî g(x).
Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - f .

11. èñêëòåðì. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(
. . .)", ó êîòîðûõ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü èìååò âèä f(x1 . . . xn); x1, . . . , xn - ðàçëè÷íûå
ïåðåìåííûå, à çàìåíÿþùàÿ èìååò ìåíüøóþ îöåíêó ñëîæíîñòè, ÷åì çàìåíÿåìàÿ.
Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - f .

12. ñîêðàùìí. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, ó êîòîðûõ çàìåíÿå-
ìûé òåðì èìååò åäèíñòâåííóþ ïîâòîðíóþ ïåðåìåííóþ x, à çàìåíÿåìûé áåñïî-
âòîðåí, ïðè÷åì ÷èñëî âõîæäåíèé x ðàâíî 2 è îíè ðàñïîëàãàþòñÿ â ðàçëè÷íûõ
îïåðàíäàõ B1, B2 íåêîììóòàòèâíîé îïåðàöèè. Çàãîëîâêàìè B1, B2 ñëóæèò îäèí
è òîò æå àññîöòàòèâíî- êîììóòàòèâíûé ñèìâîë f . Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë
- f .

13. èçìçíàêà. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà âèäà f(x) = g(a, x), ãäå f - îïåðàöèÿ òèïà
"îòðèöàíèå", g - àññîöòàòèâíî-êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ, a - êîíñòàíòíîå âûðà-
æåíèå. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - f .

14. Èçìçíàêà. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà âèäà f(x) = g(a, x), ãäå f - îïåðàöèÿ òèïà
"îòðèöàíèå", g - àññîöòàòèâíî-êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ, a - êîíñòàíòíîå âûðà-
æåíèå. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - g.

15. óïðîùñòàíä. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, îáåñïå÷èâàþùèå ïåðåõîä ê áîëåå ïðîñòî-
ìó â ñìûñëå ñïðàâî÷íèêà "îöåíêà" âûðàæåíèþ. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë -
çàãîëîâîê çàìåíÿþùåé ÷àñòè.

16. ñìíåèçâ. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "ñìíåèçâ(. . .)". Òå-
êóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

17. ñèìâìíîæ. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, ó êîòîðûõ íåêîí-
ñòàíòíàÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò êîíñòàíòó a ïîä êîðíåâîé îïåðàöèåé, ïðè-
÷åì ñóùåñòâåííûå ïîñûëêè îòñóòñòâóþò. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - a.

18. âû÷åðê. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, ó êîòîðûõ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü ïîëó÷åíà èç
íåêîòîðîãî ïîäòåðìà A çàìåíÿåìîé ÷àñòè îòáðàñûâàíèåì ÷àñòè îïåðàíäîâ. Òå-
êóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê íàèìåíüøåãî òàêîãî ïîäòåðìà A.

19. óïðîùèìï. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, âûðàæàþùèå êîðíåâóþ ñëîæíóþ îïåðàöèþ
÷åðåç ýòó æå îïåðàöèþ îò áîëåå ïðîñòîãî òåðìà. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë -
çàãîëîâîê çàìåíÿåìîé ÷àñòè.
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20. âêëþ÷. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, ó êîòîðûõ çàìåíÿåìàÿ
÷àñòü èìååò âèä f(x, g(y, z)); çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü òîæå áåñïîâòîðíà, ñîäåðæèò
âñå òðè ïåðåìåííûå x, y, z è èìååò çàãîëîâîê g. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë -
f .

21. íîðì. Òîæäåñòâî îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, èìåþùåå òàêæå õàðàêòåðèñòèêó "ãðóï-
ïèðîâêè". Ìàêñèìàëüíûé íåêîíñòàíòíûé ïîäòåðì çàìåíÿåìîé ÷àñòè íå ñîâïà-
äàåò ñ íåé. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê ýòîãî ïîäòåðìà. Íàèáîëåå
ñëîæíûé ïîäòåðì çàìåíÿåìîé ÷àñòè åäèíñòâåííûé.

22. êîíñòåðì. Òîæäåñòâî, èìåþùåå õàðàêòåðèñòèêó "êîíñòäðîáü(. . .)". Òåêóùèé ëî-
ãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

23. èñêëïàðàìåòð. Òîæäåñòâî, èìåþùåå áåñïîâòîðíûé çàìåíÿþùèé òåðì è ïîâòîð-
íûé çàìåíÿåìûé. Ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ çàìåíÿþùåãî òåðìà - ñîáñòâåííîå
ïîäìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ çàìåíÿåìîãî.

24. íàäîïåðàòîð. Òîæäåñòâî, óìåíüøàþùåå îöåíêó ñëîæíîñòè êîðíåâîé ñëîæíîé
îïåðàöèè. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê áåñïîâòîðíîãî îïåðàíäà ýòîé
îïåðàöèè, ÿâëÿþùèéñÿ íàèáîëåå ñëîæíûì ïîñëå çàãîëîâêà ñèìâîëîì çàìåíÿå-
ìîé ÷àñòè.

Âàðüèðóþùèå òîæäåñòâà

1. ïåðåñòàíîâêè. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "ãðóïïèðîâ-
êè", ëèáî òîæäåñòâà, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "ñîêðàù" è áåñïîâòîðíûå ÷àñòè
ñ îäèíàêîâûìè ïåðåìåííûìè, ó êîòîðûõ çàãîëîâêîì îäíîé èç ÷àñòåé ñëóæèò
òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë (âî âòîðîì ñëó÷àå - çàãîëîâêîì çàìåíÿåìîé ÷àñòè).

2. âàðïàðàì. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, ó êîòîðûõ â îäíîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ âûðàæå-
íèå ñ åäèíñòâåííûì ïîäòåðìîì B ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè, à â äðóãîé - âû-
ðàæåíèå ñ äðóãèì åäèíñòâåííûì ïîäâûðàæåíèåì C ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè,
èìåþùèì òó æå ñëîæíîñòü, ÷òî è B. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê
B.

3. èçâëå÷ïàðàì. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà ñâåðòêè ëèáî îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, íå
èìåþùèå ñóùåñòâåííûõ ïîñûëîê, ó êîòîðûõ çàìåíÿþùèé òåðì èìååò âèä f(x,
g(y, z)), â çàìåíÿåìûé âõîäèò ïîäòåðì f(x, z), ïðè÷åì g èìååò åäèíèöó ïî y.
x, y, z - ïåðåìåííûå. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - f .

4. ðàçâÿçêà. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, ïðåîáðàçóþùèå áåñïîâòîðíîå âûðàæåíèå f(
B, C) ñ íåêîììóòàòèâíûì çàãîëîâêîì f â âûðàæåíèå ñ àññîöèàòèâíî - êîì-
ìóòàòèâíûì çàãîëîâêîì è íå ìåíåå ÷åì äâóìÿ íåêîíñòàíòíûìè îïåðàíäàìè.
Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - f .

5. âàðòåîð. Êâàíòîðíûå ðàâåíñòâà äâóõ àòîìàðíûõ íå÷èñëîâûõ îáúåêòîâ, ó êî-
òîðûõ çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå îòëè÷àåòñÿ îò çàìåíÿåìîãî åäèíñòâåííîé ïåðå-
ìåííîé. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê îáîèõ âûðàæåíèé. Òîæäåñòâà
óêàçàííîãî âèäà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðàçâÿçêè àíòåöåäåíòîâ ïî íåêîòîðîé ïåðå-
ìåííîé.
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6. îáîáùñëàãàåìîå. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "îáîáùñëà-
ãàåìîå(. . .)". Èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ââîäà îáîáùàþùèõ ïàðàìåòðîâ. Òåêóùèé ëî-
ãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

7. ïðåäâóìíîæåíèå. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "ïðåäâóì-
íîæåíèå(. . .)", ó êîòîðûõ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü èìååò âèä f(. . .), à çàìåíÿåìàÿ ìî-
æåò áûòü ñâåäåíà ê âèäó f(. . .) ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîäõîäÿùèõ "åäèíèö" âìåñòî
÷àñòè ïåðåìåííûõ. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - f .

Ðàâåíñòâî äâóõ àòîìàðíûõ âûðàæåíèé

1. ðàâíû. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, ó êîòîðûõ êîíñåêâåíò èìååò âèä ðàâåíñòâà äâóõ
íåâûðîæäåííûõ íå÷èñëîâûõ àòîìàðíûõ âûðàæåíèé ñ îäèíàêîâûì çàãîëîâêîì
P . Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - P .

2. ðàâí÷èñë. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, ó êîòîðûõ êîíñåêâåíò èìååò âèä ðàâåíñòâà
äâóõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîà ñ îäèíàêîâûì çàãîëîâêîì P , ïðè÷åì
âñå ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ âõîäÿò â êîíñåêâåíò. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë
- P .

3. ðàâíî. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, ó êîòîðûõ êîíñåêâåíò èìååò âèä ðàâåíñòâà äâóõ
ïåðåìåííûõ x, y, ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì âõîäÿùèõ â àíòåöåäåíòû. Èìååòñÿ àí-
òåöåäåíò P (x), îïðåäåëÿþùèé òèï çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé
ñèìâîë - P .

4. ðàâíûåòåðìû. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, ó êîòîðûõ íåêîòîðûé àíòåöåäåíò èìååò
âèä ðàâåíñòâà äâóõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ ñ îäèíàêîâûì çàãîëîâ-
êîì P , à êîíñåêâåíò òîæå èìååò âèä ðàâåíñòâà äâóõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ (áûòü ìîæåò, ñ äðóãèì çàãîëîâêîì). Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - P .

Ñâåðòêè è äåêîìïîçèöèè

1. ñâåðòêè. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà áåç ñóùåñòâåííûõ ïîñûëîê, âûïîëíÿþùèå ñâåðò-
êó â áåñïîâòîðíîå âûðàæåíèå íåêîòîðîãî ïîâòîðíîãî âûðàæåíèÿ. Òåêóùèé ëî-
ãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê ñâîðà÷èâàåìîãî âûðàæåíèÿ.

2. äèñòðèáðàçâåðòêà. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà âèäà f(g(x, y), g(x, z)) = g(x, h(y, z)),
ãäå f, h - àññîöèàòèâíû è êîììóòàòèâíû. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - g.

3. ðàçäïàðàì. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà âèäà f(g(x, y), g(x, z)) = g(x, f(y, z)). Òåêó-
ùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - f .

4. ðàçáèåíèå. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà âèäà f(g(x, y), g(x, z)) = g(x, f(y, z)). Òåêó-
ùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - g.

5. äóáëïàðàì. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "ñâåðòêà(. . .)" è
íå èìåþùèå õàðàêòåðèñòèê "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)", "äèñòðèáðàçâåðòêà", ó êîòî-
ðûõ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü áåñïîâòîðíà, à çàìåíÿåìàÿ - íåò. Äîïîëíèòåëüíî òðåáó-
åòñÿ, ÷òîáû êîðíåâàÿ îïåðàöèÿ çàìåíÿþùåãî òåðìà èìåëà â íåì íàèáîëüøóþ
ýâðèñòè÷åñêóþ îöåíêó ñëîæíîñòè. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê çà-
ìåíÿåìîé ÷àñòè.
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6. âàðèàíòû. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà ñâåðòêè, ó êîòîðûõ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü èìååò
âèä "âàðèàíò(B t1 t2)", à çàìåíÿþùàÿ - íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "âàðèàíò". Òå-
êóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê íåîäíîñèìâîëüíîãî âûðàæåíèÿ t1 ëèáî
t2.

×èñëîâûå àòîìû

1. ÷èñëàòîì. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, âûðàæàþùèå ñëîæíûé ÷èñëîâîé àòîì ÷åðåç
áîëåå ïðîñòûå. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê ýòîãî ÷èñëîâîãî àòîìà.
Çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü - ëåâàÿ.

2. ÷èñëâûðàç. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, äåêîìïîçèðóþùèå ñëîæíûé ÷èñëîâîé àòîì.
Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - îïåðàöèÿ îò äâóõ ïåðåìåííûõ â çàìåíÿåìîé ÷àñòè
(ò.å. âíóòðè äåêîìïîçèðóåìîãî àòîìà), ïî êîòîðîé ïðîèñõîäèò äåêîìïîçèöèÿ.
Íàïðèìåð, äåêîìïîçèðóåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ ñóììîé âåêòîðîâ.

3. ñóììà. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà òèïà "àääèòèâíîñòè". Â îäíîé ÷àñòè ðàñïîëîæåí
íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì, à â äðóãîé - ñóììà äâóõ îäíîèìåííûõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê ÷èñëîâîãî àòîìà. Íàïðèìåð,
àääèòèâíîñòü ìàññû.

4. âàðüèð. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, âûðàæàþùèå îäèí íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé
àòîì ÷åðåç äðóãîé àòîì òîé æå ñëîæíîñòè. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãî-
ëîâîê ïåðâîãî ÷èñëîâîãî àòîìà.

5. ÷èñëîïðåä. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, âûðàæàþùèå îäèí íåâûðîæäåííûé ÷èñëî-
âîé àòîì ÷åðåç äðóãèå íåâûðîæäåííûå ÷èñëîâûå àòîìû, ÷èñëî êîòîðûõ áîëåå
îäíîãî. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê ïåðâîãî ÷èñëîâîãî àòîìà.

6. ÷èñëàòîìû. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà ñ áîëåå ÷åì îäíèì íåâûðîæäåííûì ÷èñëî-
âûì àòîìîì, ó êîòîðûõ âñå ïåðåìåííûå êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè ïðèñóòñòâóþò
â íåêîòîðîì ÷èñëîâîì àòîìå. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê òàêîãî
àòîìà.

Îïðåäåëåíèÿ

1. îïðàòîì. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé îïðåäåëåíèÿ, ó êîòî-
ðûõ òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê îïðåäåëÿþùåãî âûðàæåíèÿ.

2. õàðàêò. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé îïðåäåëåíèÿ âûðàæå-
íèé âèäà f(t), ãäå f - îäíîìåñòíàÿ îïåðàöèÿ, t - íå÷èñëîâîå àòîìàðíîå âûðàæå-
íèå. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ t.

Êîîðäèíàòû

1. óðàâíìíîæåñòâî. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, îïðåäåëÿþùèå êîîðäèíàòû ìíîæå-
ñòâà îáúåêòîâ. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - ëèáî çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ, çà-
äàþùåãî ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, ëèáî (åñëè ìíîæåñòâî îáîçíà÷åíî ïåðåìåííîé)
îäíîìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë äëÿ òèïà ìíîæåñòâà.

2. êîîðä. Êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, îïðåäåëÿþùèå êîîðäèíàòû íåêîòîðîãî ìíîæå-
ñòâà òî÷åê M , íà êîòîðîå ññûëàþòñÿ àíòåöåäåíòû B1, . . . , Bn. Åñëè ðàññìîòðåòü
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âñå àíòåöåäåíòû C1, . . . , Cm, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ ñ ïàðàìåòðàìè
x1, . . . , xk âûðàæåíèÿ M , òî èç îñòàâøèõñÿ àíòåöåäåíòîâ âûòåêàåò ñóùåñòâîâà-
íèå çíà÷åíèé x1, . . . , xk, äëÿ êîòîðûõ èñòèííû âñå C1, . . . , Cm. Òåêóùèé ëîãè÷å-
ñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê íåêîòîðîãî Bi, èìåþùèé íàèáîëüøóþ ýâðèñòè÷åñêóþ
îöåíêó ñëîæíîñòè.

3. ò÷êîîðä. Êâàíòîðíîå òîæäåñòâî, â êîòîðîì ââîäèòñÿ îáîçíà÷åíèå îáúåêòà ñ çà-
äàííûìè êîîðäèíàòàìè a, è óñòàíàâëèâàåòñÿ , ÷òî åãî êîîðäèíàòû ðàâíû a.
Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - îáîçíà÷åíèå êîîðäèíàò.

2.0.4 Ýêâèâàëåíòíîñòè

Óïðîùàþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè

1. íîðìêí. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "îáùíîðì(. . .)",
ó êîòîðûõ çàìåíÿåìàÿ è çàìåíÿþùàÿ ÷àñòè ñóòü êîíúþíêöèè ýëåìåíòàðíûõ
óòâåðæäåíèé (â ñëó÷àå çàìåíÿåìîé ÷àñòè êîíúþíêöèÿ íåâûðîæäåííàÿ). Òåêó-
ùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - íàèáîëåå ñëîæíûé çàãîëîâîê êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà
çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

2. ôèêñêîíñò. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, ó êîòîðûõ â
çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàñïîëîæåíî íå÷èñëîâîå ðàâåíñòâî A = K, ãäå K - êîí-
ñòàíòíûé òåðì; çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ A - ñàìûé ñëîæíûé ñèìâîë êîíñåêâåíòà.
Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ A.

3. Ðàâíî. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè ñ õàðàêòåðèñòèêîé "îáùíîðì(. . .)", ó êî-
òîðûõ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü èìååò âèä ðàâåíñòâà äâóõ âûðàæåíèé ñ îäèíàêîâûì
çàãîëîâêîì P . Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - P .

4. óìåíüøåíèå. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "óìåíøå-
íèå(. . .)", ïðè÷åì òàêèå, ÷òî îáå ÷àñòè ñóòü ýëåìåíòàðíûå óòâåðæäåíèÿ. Òåêó-
ùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

5. êîíñåêâåíò. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, â îäíîé ÷àñòè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíî
áåñêâàíòîðíîå óòâåðæäåíèå, à â äðóãîé - êâàíòîð îáùíîñòè. Òåêóùèé ëîãè÷å-
ñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà ýòîãî êâàíòîðà, ñ îòáðîøåííûì âíåøíèì
îòðèöàíèåì, åñëè îíî èìååòñÿ.

6. óïðîùýêâ. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "îáùíîðì(
. . .)", ó êîòîðûõ çàìåíÿåìàÿ è çàìåíÿþùàÿ ÷àñòè ñóòü ýëåìåíòàðíûå áåñïîâòîð-
íûå óòâåðæäåíèÿ. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê çàìåíÿåìîé ÷àñòè
ñ îòáðîøåííûì îòðèöàíèåì.

7. ñîêðàùìîä. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "îáùíîðì(
. . .)", ó êîòîðûõ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü - ðàâåíñòâî, èìåþùåå íàèáîëåå ñëîæíóþ îïå-
ðàöèþ f , à çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå ýëåìåíòàðíî. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë
- f .

8. ìèíóñ. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, èìåþùèå áåñïîâòîðíûå ÷àñòè è õàðàê-
òåðèñòèêó "ãðóïïèðîâêè", ó êîòîðûõ âñå ïåðåìåííûå îäíîé èç ÷àñòåé ðàñïî-
ëîæåíû ïîä çíàêîì îäíîìåñòíîé îïåðàöèè f , à â äðóãîé ÷àñòè ýòà îïåðàöèÿ
îòñóòñòâóåò. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - f .
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Ñâåðòêè è äåêîìïîçèöèè

1. óïðîùêí. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "è(. . .)", ó
êîòîðûõ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü è âñå êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû çàìåíÿþùåé ñóòü ýëå-
ìåíòàðíûå áåñïîâòîðíûå óòâåðæäåíèÿ. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëî-
âîê çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

2. óïðîùäí. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "èëè(. . .)",
ó êîòîðûõ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü è âñå äèçúþíêòèâíûå ÷ëåíû çàìåíÿþùåé ñóòü
ýëåìåíòàðíûå áåñïîâòîðíûå óòâåðæäåíèÿ. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãî-
ëîâîê çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

3. ðàçäåëÿåò. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "è(. . .)" ëè-
áî "èëè(. . .)", ó êîòîðûõ äåêîìïîçèðóåòñÿ äâóìåñòíàÿ îïåðàöèÿ f(x, y), ïðè÷åì
çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå è êàæäîå ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå çàìåíÿþùåé ÷à-
ñòè áåñïîâòîðíû. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë -f .

4. ðàçäåëèòåëü. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "ðàçäå-
ëåíèå(. . .)", ó êîòîðûõ îäíà èç ÷àñòåé èìååò îïåðàöèþ f(x, y) ñ ïåðåìåííûìè
x, y, à â äðóãîé ïåðåìåííûå x, y ðàçíåñåíû ïî ðàçëè÷íûì îïåðàíäàì íåêîòîðîãî
îòíîøåíèÿ. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - f .

5. ðàçäåëèòü. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "èëè(. . .)"
ëèáî "è(. . .)", ó êîòîðûõ äâå ðàçäåëÿåìûå ïåðåìåííûå â çàìåíÿåìîé ÷àñòè ñî-
åäèíåíû îïåðàöèåé f . Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - f .

6. ñîêðàù. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "è(. . .)" ëèáî
"èëè(. . .)", ó êîòîðûõ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü èìååò åäèíñòâåííóþ íåáåñïîâòîðíóþ
ïåðåìåííóþ, à êàæäîå ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå çàìåíÿþùåãî òåðìà áåñïî-
âòîðíî. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë f - çàãîëîâîê ïîäòåðìà f(a, b) çàìåíÿåìîé
÷àñòè, ãäå a, b - ïåðåìåííûå, ïðè÷åì a - íåáåñïîâòîðíàÿ, à b - áåñïîâòîðíàÿ.

7. Ñîêðàù. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "îáùíîðì",
ó êîòîðûõ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü èìååò åäèíñòâåííóþ íåáåñïîâòîðíóþ ïåðåìåííóþ,
à çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå áåñïîâòîðíî. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë f - çàãî-
ëîâîê çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

8. ñîåäèíåíèå. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, ñâîðà÷èâàþùèå êîíúþíêöèþ äâóõ
ýëåìåíòàðíûõ áåñïîâòîðíûõ óòâåðæäåíèé ñ ðàâíûìè ñïèñêàìè ïåðåìåííûõ â
îäíî ýëåìåíòàðíîå áåñïîâòîðíîå óòâåðæäåíèå. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë -
îòëè÷íûé îò "íå" çàãîëîâîê îäíîãî èç êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿåìîé ÷à-
ñòè.

9. ðàâíîçíà÷íû. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, äåêîìïîçèðóþùèå áåñïîâòîðíîå
ðàâåíñòâî â êîíúþíêöèþ ðàâåíñòâ. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê
ñàìîãî ñëîæíîãî ïîäâûðàæåíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

Âàðüèðóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè

1. ãðóïïèðîâêà. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, èìåþùèå áåñïîâòîðíûå ÷àñòè è õà-
ðàêòåðèñòèêè "ãðóïïèðîâêà(ïåðâûéòåðì)", "ãðóïïèðîâêà(âòîðîéòåðì)". Òåêó-
ùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - íàèáîëåå ñëîæíûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë îäíîé èç
÷àñòåé ýêâèâàëåíòíîñòè.
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå îïèñàíèÿ

1. îáîçíà÷. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, äàþùèå ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ
îáúåêòîâ òèïà f , óêàçûâàþùèå ñòàíäàðòíûé âèä îáîçíà÷åíèÿ òàêèõ îáúåêòîâ.
Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - f . Íàïðèìåð, ýêâèâàëåíòíîñòü, äàþùàÿ ïàðàìåò-
ðè÷åñêîå îïèñàíèå óñëîâèÿ "Ïðÿìàÿ(x)" ÷åðåç ïàðû òî÷åê.

2. ïàðàìîïèñàíèå. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè áåç ñóùåñòâåííûõ ïîñûëîê, äàþ-
ùèå ÿâíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ óòâåðæäåíèÿ P (x). Òåêóùèé ëîãè÷å-
ñêèé ñèìâîë - P .

3. ñìïàðàì. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè áåç ñóùåñòâåííûõ ïîñûëîê, äàþùèå ÿâ-
íîå ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ óòâåðæäåíèÿ, èìåþùåãî çàãîëîâêîì ñâîåãî
íàèáîëåå ñëîæíîãî ïîäòåðìà òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë. Íå âêëþ÷àþòñÿ òåî-
ðåìû, îïðåäåëÿåìûå ñ ïîìîùüþ ñïðàâî÷íèêà "ïàðàìîïèñàíèå".

4. îïèñàíèå. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, ó êîòîðûõ â îäíîé ÷àñòè ðàñïîëîæåíî
ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå ñ çàãîëîâêîì f , îòëè÷íûì îò îòðèöàíèÿ, à â äðóãîé
- ÿâíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - f .

Ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ

1. íåèçâìíîæ. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîçâîëÿþùèå ðàçðåøàòü îòíîñèòåëü-
íî íåèçâåñòíîé x óòâåðæäåíèå B, èìåþùåå áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ ýòîé íåèç-
âåñòíîé. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê íåêîììóòàòèâíîé îïåðàöèè,
ïîä êîòîðîé x âñòðå÷àåòñÿ â B.

Îïðåäåëåíèÿ

1. îïðåä. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé îïðåäåëåíèå, â êî-
òîðîì îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü åñòü êîíúþíêöèÿ (áûòü ìîæåò, âûðîæäåííàÿ) ýëå-
ìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé, ïðè÷åì òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - íàèáîëåå ñëîæ-
íûé ñèìâîë ýòîé ÷àñòè.

2. îïðçíà÷. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, ÿâëÿþùèåñÿ îïðåäåëåíèÿìè ðàâåíñòâà
íåêîòîðîãî òåðìà t çàäàííîìó çíà÷åíèþ. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëî-
âîê òåðìà t.

×èñëîâûå àòîìû

1. ÷èñë. Ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, â îäíîé èç ÷àñòåé êîòîðûõ íà-
õîäèòñÿ ðàâåíñòâî íåâûðîæäåííîãî ÷èñëîâîãî àòîìà t êîíñòàíòå, à â äðóãîé
- óòâåðæäåíèå ìåíüøåé ñëîæíîñòè. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê
òåðìà t.

2. ýêâòåðìû. Êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, ó êîòîðûõ â îäíîé ÷àñòè ðàñïîëîæå-
íî ðàâåíñòâî, äåêîìïîçèðóþùåå ÷èñëîâîé àòîì B, à â äðóãîé - ýëåìåíòàðíîå
óòâåðæäåíèå. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê àòîìà B.
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Íå÷èñëîâûå àòîìû

1. àòîìû. Ýêâèâàëåíòíîñòè, â îäíîé èç ÷àñòåé êîòîðûõ íàõîäèòñÿ íå÷èñëîâîé ïðå-
äèêàò P , îòëè÷íûé îò ðàâåíñòâà, à â äðóãîé ÷àñòè - ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî, ïðè÷åì
âñå ïåðåìåííûå ýòîé ÷àñòè ðàñïîëîæåíû âíóòðè íåâûðîæäåííûõ íå÷èñëîâûõ
àòîìàðíûõ âûðàæåíèé îäíîãî è òîãî æå òèïà. Ïðåäèêàò P íå ñîäåðæèò íåâû-
ðîæäåííûõ àòîìàðíûõ âûðàæåíèé. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - ñàìûé ñëîæ-
íûé ñèìâîë ïðåäèêàòà P .

2.0.5 Êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè - íå òîæäåñòâà è íå ýêâèâà-

ëåíòíîñòè

Ïðèìåðû

1. ïðèìåð. Êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ áåç ñóùåñòâåííûõ ïîñûëîê, êîíñåêâåíò êîòî-
ðîé (ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ îòðèöàíèÿ, åñëè îíî åñòü) èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì
òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë f .

2. èñêëïàðàì. Êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ñ åäèíñòâåííûì ñóùåñòâåííûì àíòåöåäåí-
òîì P è êîíñåêâåíòîì Q, òàêèìè, ÷òî P èìååò äâå ïåðåìåííûõ, à Q - îäíó.
Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê P ñ îòáðîøåííûì îòðèöàíèåì.

3. ïîäòèï. Êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, ó êîòîðûõ êîíñåêâåíò èìååò âèä P (x), ïðè-
÷åì ïåðåìåííàÿ x âõîäèò â åäèíñòâåííûé àíòåöåäåíò. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèì-
âîë - P .

4. ñâÿçü. Êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè áåç ñóùåñòâåííûõ ïîñûëîê, êîíñåêâåíò êîòî-
ðûõ èìååò âèä "f(x1 . . . xi−1g(y1 . . . ym)xi+1 . . . xn)", ãäå xj - ðàçëè÷íûå ïåðåìåí-
íûå è yj - ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. Ìåæäó ñîáîé îíè ìîãóò ñîâïàäàòü. Òåêóùèé
ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - g.

Òðàíçèòèâíîñòè è ãðóïïèðîâêè

1. òðàíçèòîïåðàíä. Êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, èìåþùàÿ âèä îáîáùåííîé òðàíçè-
òèâíîñòè: äâà áåñïîâòîðíûõ ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòà è áåñïîâòîðíûé êîíñå-
êâåíò, êàæäûé íå áîëåå ÷åì ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè. Ïåðåìåííûå êîíñåêâåíòà -
ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ ïåðåìåííûõ àíòåöåäåíòîâ. Òåêóùèé ëîãè-
÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê îäíîãî èç àíòåöåäåíòîâ, ñ îòáðîøåííûì îòðèöàíèåì.

2. òðàíçèòïåðåõîä. Êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, èìåþùàÿ âèä îáîáùåííîé òðàíçè-
òèâíîñòè: äâà áåñïîâòîðíûõ ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòà è áåñïîâòîðíûé êîíñå-
êâåíò, êàæäûé íå áîëåå ÷åì ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè. Ïåðåìåííûå êîíñåêâåíòà -
ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ ïåðåìåííûõ àíòåöåäåíòîâ. Òåêóùèé ëîãè-
÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà ñ îòáðîøåííûì îòðèöàíèåì.

3. ãðóïïîèä. Êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, âûâîäÿùèå ñëåäñòâèå èç äâóõ óòâåðæäå-
íèé, ïîçâîëÿþùåå ãðóïïèðîâàòü èõ ïîäâûðàæåíèÿ x, y. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé
ñèìâîë - îïåðàöèÿ íàä x, y, îñóùåñòâëÿþùàÿ ãðóïïèðîâêó.

4. ñáîðêà. Êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, ó êîòîðûõ êîíñåêâåíò èìååò âèä P (. . . f(x, y)
. . .), ãäå x, y - ïåðåìåííûå, íå èìåþùèå äðóãèõ âõîæäåíèé â êîíñåêâåíò, à â



72 Ãëàâà 2. Ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì

àíòåöåäåíòàõ âûäåëÿþòñÿ äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ãðóïïû - ñîäåðæàùèå x è ñî-
äåðæàùèå y, ïðè÷åì ïðî÷èå àíòåöåäåíòû íè x, íè y íå ñîäåðæàò. Òåêóùèé
ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - f .

5. ñáîðêàìí. Ïðîñòûå èìïëèêàöèè, ó êîòîðûõ èìååòñÿ ðîâíî äâà ñóùåñòâåííûõ
àíòåöåäåíòà, íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî ñâîèì ïåðåìåííûì, ïðè÷åì âñå èõ ïåðåìåí-
íûå âõîäÿò â êîíñåêâåíò. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà,
îòëè÷íûé îò îòðèöàíèÿ.

Êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ â êîíñåêâåíòå

1. îáùèé. Êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, èìåþùèå ñâîèì êîíñåêâåíòîì ïàðàìåòðè÷å-
ñêîå îïèñàíèå îáùåãî âèäà óðàâíåíèé äëÿ êîîðäèíàò ìíîæåñòâ îáúåêòîâ, îïðå-
äåëÿåìûõ âûðàæåíèÿìè, çàãîëîâêîì êîòîðûõ ñëóæèò òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèì-
âîë f (íàïðèìåð, "ïðÿìàÿ").

2. íåçàâãðóïïû. Êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, êîíñåêâåíò êîòîðûõ èìååò âèä êâàí-
òîðà ñóùåñòâîâàíèÿ, ïîä êîòîðûì ðàñïîëîæåíà êîíúþíêöèÿ ðàâåíñòâà äâóõ
áåñïîâòîðíûõ íå÷èñëîâûõ àòîìàðíûõ âûðàæåíèé A1, A2 ñ îáùèì çàãîëîâêîì
C è íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé B. Ïåðåìåííûå êâàíòîðà ñóùåñòâî-
âàíèÿ âõîäÿò òîëüêî â A2 è B. Âûðàæåíèå A1 íå èìååò îáùèõ ïåðåìåííûõ ñ
âûðàæåíèÿìè A2, B. Íèêàêîé àíòåöåäåíò íå ñîäåðæèò áîëåå îäíîé ïåðåìåííîé.
Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - C. Èìïëèêàöèè óêàçàííîãî âèäà èñïîëüçóþòñÿ
äëÿ ðàçâÿçêè ïàðàìåòðîâ àòîìàðíûõ âûðàæåíèé òèïà C.

×èñëîâûå àòîìû

1. ÷èñëîöåíêà. Êâàíòîðíûå íåðàâåíñòâà, â îäíîé èç ÷àñòåé êîòîðûõ íàõîäèòñÿ
íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì, à â äðóãîé - âûðàæåíèå áåç íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê ÷èñëîâîãî àòîìà.

2. ÷èñëïàðàì. Êâàíòîðíûå íåðàâåíñòâà ñ áîëåå ÷åì îäíèì íåâûðîæäåííûì ÷èñ-
ëîâûì àòîìîì, ó êîòîðûõ âñå ïåðåìåííûå êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè ïðèñóòñòâóþò
â íåêîòîðîì ÷èñëîâîì àòîìå. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê òàêîãî
àòîìà.

3. ÷èñëñâÿçü. Êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, èìåþùèå ñâîèì êîíñåêâåíòîì íå÷èñëîâîé
ïðåäèêàò áåç íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, ïðè÷åì àíòåöåäåíòû ñîäåðæàò
åäèíñòâåííûé íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë -
çàãîëîâîê ýòîãî àòîìà.

4. ÷èñëèíò. Êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, â êîíñåêâåíòå êîòîðûõ ðàñïîëîæåí ïðåäè-
êàò, íå ñîäåðæàùèé ÷èñëîâûõ àòîìîâ, à àíòåöåäåíòû ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûå
÷èñëîâûå àòîìû è íå èìåþò çàãîëîâêà "ðàâíî". Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë -
çàãîëîâîê ïðåäèêàòà.

5. ÷èñëîâîåðàâåíñòâî. Êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, ó êîòîðûõ èìååòñÿ åäèíñòâåííûé
àíòåöåäåíòñ çàãîëîâêîì "ðàâíî", è ýòîò àíòåöåäåíò ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì äâóõ
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ ñ îäíèì è òåì æå çàãîëîâêîì B. Êîíñåêâåíò
íå ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - B.
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Êîîðäèíàòû

1. íîðìêîîðä. Êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè ñ êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ â êîíñåêâåí-
òå, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "íîðìêîîðä". Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - íà-
çâàíèå ðàññìàòðèâàåìîé êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè.

Ìíîãîìåñòíûå àíòåöåäåíòû èëè êîíñåêâåíò

1. ìíîãî. Êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "îòíîøåíèå", ó êî-
òîðûõ íåêîòîðûé àíòåöåäåíò - ïðåäèêàòíûé ñèìâîë ñ áîëåå ÷åì äâóìÿ îïåðàí-
äàìè, à äðóãèå àíòåöåäåíòû èìåþò íå áîëåå äâóõ îïåðàíäîâ. Òåêóùèé ëîãè÷å-
ñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê ýòîãî àíòåöåäåíòà.

2. ìíîæíàáîð. Êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "âûâîä", ó êî-
òîðûõ êîíñåêâåíò - ïðåäèêàòíûé ñèìâîë ñ áîëåå ÷åì äâóìÿ îïåðàíäàìè, à âñå
àíòåöåäåíòû èìåþò íå áîëåå äâóõ îïåðàíäîâ. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë -
çàãîëîâîê ýòîãî àíòåöåäåíòà.

Óñèëåíèå è îñëàáëåíèå

1. îñëàáëåíèå. Êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè âèäà P (t1 . . . tn) → Q(t1 . . . tn). Äîïóñêà-
þòñÿ òàêæå íåñóùåñòâåííûå àíòåöåäåíòû. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - P .

2. óñèëåíèå. Êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè âèäà P (t1 . . . tn)→ Q(t1 . . . tn). Äîïóñêàþòñÿ
òàêæå íåñóùåñòâåííûå àíòåöåäåíòû. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - Q.

3. âàðîïåð. Êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó ñ çàãîëîâêîì "âà-
ðîïåð". Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà.

Äèçúþíêöèÿ â êîíñåêâåíòå

1. Àëüòåðíàòèâà. Êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, êîíñåêâåíò êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé äèçúþíêöèþ äâóõ ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò
åäèíñòâåííûé ïîäòåðì íàèáîëüøåé ñëîæíîñòè, ïðè÷åì çàãîëîâêè ýòèõ ïîäòåð-
ìîâ îäèíàêîâû. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - îáùèé çàãîëîâîê ïîäòåðìîâ.

2. äèçúþíêöèÿ. Êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ áåç ñóùåñòâåííûõ ïîñûëîê, èìåþùàÿ â
êîíñåêâåíòå äèçúþíêöèþ ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé ñ çàãîëîâêàìè, îòëè÷íû-
ìè îò îòðèöàíèÿ.

Âûâîä óòâåðæäåíèÿ çàäàííîãî âèäà

1. ñòàíäìí. Èìïëèêàöèÿ, âûâîäÿùàÿ óòâåðæäåíèå, âèä êîòîðîãî ñîãëàñîâàí ñ øàá-
ëîíîì íåêîòîðîãî ïðîòîêîëà "ñòàíäòåîð". Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - íàè-
áîëåå ñëîæíûé ñèìâîë àíòåöåäåíòîâ. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîòîêîë "ñòàíäòåîð(õ1)"
ïîñðåäñòâîì øàáëîíà õ1 îïðåäåëÿåò âèä ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ ïðè âûâîäå
ñëåäñòâèé ïðîìåæóòî÷íûõ óòâåðæäåíèé. Òàêèå óòâåðæäåíèÿ ÷àñòî èñïîëüçó-
þòñÿ â àíòåöåäåíòàõ òåîðåì ïðèåìîâ.
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2.0.6 Êîíñòàíòíûå óòâåðæäåíèÿ

1. êîíñòàíòà. Êîíñòàíòíûå óòâåðæäåíèÿ âèäà f(t1 . . . tn), ãäå f îòëè÷íî îò ðàâåí-
ñòâà. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - f .

2. êîíñòäðîáü. Áåñêâàíòîðíîå òîæäåñòâî, èìåþùåå õàðàêòåðèñòèêó "èñêîòåðì(. . .)".
Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - çàãîëîâîê çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

2.0.7 Êâàçèïðîòîêîëû

1. ñòàíäòåîð. Êâàçèïðîòîêîëû ñ õàðàêòåðèñòèêàìè "îïåðàíä", "ñòàíäðàâíî", "îïå-
ðàòîð(A)", ãäå A - òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë (íàçâàíèå íîðìàëèçàòîðà ñòàí-
äàðòíîé ôîðìû, èñïîëüçóåìîãî äëÿ êîíòåêñòíîé ñòàíäàðòèçàöèè).

2.0.8 Ïðîòîêîëû

1. ñìîäç. Ïðîòîêîëû, èìåþùèå âèä "îäç(f(. . .) . . .)". Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë
- f .

2. ñòàíäïëñ. Ïðîòîêîëû, èìåþùèå âèä "ñòàíäòåîð(A)". Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèì-
âîë - ñàìûé ñëîæíûé ñèìâîë óòâåðæäåíèÿ A.

3. åäí. Ïðîòîêîëû, èìåþùèå âèä "åäí(A x y)". Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë -
îïåðàöèÿ òåðìà A, îïåðàíäîì êîòîðîé ñëóæèò y.

4. ñóùåñòâïîñûëêè. Ïðîòîêîëû, èìåþùèå âèä "ñóùåñòâïîñûëêè(f)". Òåêóùèé ëî-
ãè÷åñêèé ñèìâîë - f .

5. âçàèìîäåéñòâèå. Ïðîòîêîëû, èìåþùèå âèä "âçàèìîäåéñòâèå(f . . .)". Òåêóùèé
ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - f .
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Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ

ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

Íàïîìíèì, ÷òî ïðèåìû âûâîäà òåîðåì ðàñïðåäåëåíû ìåæäó ñïðàâî÷íèêàìè "ïðîãð-
âûâîä", "òåîðåìû" è ïðîöåäóðîé "áëîêâûâîäà". Ïåðâûé èç íèõ ñîäåðæèò ïðèåìû,
èíèöèèðóåìûå ðàññìîòðåíèåì íåêîòîðîé õàðàêòåðèñòèêè òåîðåìû, âòîðîé - ïðèåìû,
èíèöèèðóåìûå ðàññìîòðåíèåì ïðîòîêîëà, òðåòèé - íåáîëüøîå ÷èñëî ïðèåìîâ, àêòè-
âèðóåìûõ áåçîòíîñèòåëüíî ê õàðàêòåðèñòèêàì òåîðåìû. Âñå ïðèåìû ðåàëèçîâàíû íà
ËÎÑå. Ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ïðèåìîâ âûâîäà òåîðåì îòíîñèòñÿ ê ñïðàâî÷íèêó
"ïðîãðâûâîä".

Ïðèåìû ñïðàâî÷íèêà "ïðîãðâûâîä" ìîæíî íàéòè â ðàçäåëå "Áàçà òåîðåì" - "Ïðî-
ãðàììèðóþùèé âûâîä" - "Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì (ñïðàâî÷íèê ÏÐÎÃÐÂÛÂÎÄ)"
îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì. Îãëàâëåíèå ðàçäåëà - ñïèñîê õàðàêòåðèñòèê òåîðåì, äëÿ êîòî-
ðûõ ïðåäóñìîòðåíû ïðèåìû âûâîäà. Ïðè ïåðå÷èñëåíèè ïðèåìîâ áóäåì äàëåå ïðèäåð-
æèâàòüñÿ ýòîãî ñïèñêà. Íàïîìíèì, ÷òî ïðèåì ñïðàâî÷íèêà "ïðîãðâûâîä" ïîëó÷àåò
ñëåäóþùèå âõîäíûå äàííûå: õ1 - òåêóùàÿ ÷åòâåðêà ñïèñêà âûâîäà (âåñ - òåîðåìà -
ñïèñîê åå õàðàêòåðèñòèê - áëîê âûâîäà), õ2 - òåîðåìà, õ3 - åå õàðàêòåðèñòèêè, õ4
- áëîê âûâîäà, õ5 - ïàðà (ñïèñîê âûâîäà - èíäèêàòîð åãî èçìåíåíèÿ), õ6 - óðîâåíü
ñêàíèðîâàíèÿ, õ7 - òåêóùàÿ õàðàêòåðèñòèêà.

Ïî÷òè â êàæäîì ïðèåìå âûâîäà òåîðåì ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîâåðêà òîãî, ÷òî â öå-
ïî÷êå ñëåäñòâèé, âåäóùåé îò ñòàðòîâîé òåîðåìû ÿ÷åéêè âûâîäà ê òåêóùåé (èñõîäíîé
äëÿ ïðèåìà) òåîðåìå íå ïðèìåíÿëèñü ïðèåìû âûâîäà, ïðèíàäëåæàùèå îïðåäåëåííî-
ìó ñïèñêó. Ýòà ïðîâåðêà èìååò ÷èñòî ýâðèñòè÷åñêèé õàðàêòåð è íóæíà äëÿ îáðûâà
ñëèøêîì äëèííûõ öåïî÷åê âûâîäà â îäíîé è òîé æå ÿ÷åéêå. Ñïèñîê çàïðåùåííûõ äëÿ
ïîâòîðà ïðèåìîâ ïîïîëíÿåòñÿ â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ, êàê òîëüêî âîçíèêàþò ÷ðåçìåðíî
äîëãèå öèêëû âûâîäà. Äëÿ ññûëêè íà çàïðåùåííûé ïðèåì ñëóæèò òèï èñòî÷íèêà -
çàãîëîâîê ýëåìåíòà s ïàðû (èñòî÷íèê s), çàíåñåííîé ïðèåìîì â áëîê âûâîäà. ×òîáû
èçáåæàòü íåíóæíîãî çàãðîìîæäåíèÿ âòîðîñòåïåííûìè äåòàëÿìè, íèæå ìû îïóñêàåì
ïðîâåðêè óêàçàííûõ îãðàíè÷åíèé.

Â îïèñàíèÿõ ïðèåìîâ âûâîäà òåîðåì ÷àñòî áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ òåðìèíû "îöåí-
êà ñëîæíîñòè ïîäòåðìà", "ñàìûé ñëîæíûé ïîäòåðì" è ò.ï. Èìååòñÿ â âèäó îöåíêà
ñëîæíîñòè, êîòîðóþ ñïðàâî÷íèê "îöåíêà" îïðåäåëÿåò ïî âõîæäåíèþ â òåðì êîðíåâî-
ãî ñèìâîëà ïîäòåðìà. Ýòà îöåíêà îòíîñèòñÿ òîëüêî ê êîðíåâîé îïåðàöèè ïîäòåðìà,
òàê ÷òî âíóòðè íåãî ìîãóò èìåòüñÿ ïîäòåðìû áîëåå ñëîæíûå, ÷åì îí ñàì.
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3.1 Õàðàêòåðèñòèêà "àêòèâ"
Õàðàêòåðèñòèêîé "àêòèâ(õ1)" ñíàáæàþòñÿ èìïëèêàöèè, êîíñåêâåíò êîòîðûõ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé êîíúþíêöèþ òåðìîâ âèäà "àêòèâ(. . .)". Òàêèå èìïëèêàöèè ñóòü êâà-
çèïðîòîêîëû, ââîäÿùèå â ðàññìîòðåíèå íîâûå îáúåêòû. õ1 - ñïèñîê ôèëüòðîâ, óòî÷-
íÿþùèõ êîíòåêñò ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà.

Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì

1. Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì, îòëè÷àþùèõñÿ àëüòåðíàòèâíûìè àíòåöåäåíòàìè.

Äâå èìïëèêàöèè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ãðóïïàìè àíòåöåäåíòîâ, äèçúþíêöèÿ êî-
òîðûõ òîæäåñòâåííî èñòèííà. Îíè îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó èìïëèêàöèþ, ïîëó÷à-
åìóþ èç èñõîäíûõ îòáðàñûâàíèåì óêàçàííûõ àíòåöåäåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä èìïëèêàöèè

∀ABCDK(ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC)→ àêòèâ(l(AD)))

èç äâóõ èìïëèêàöèé:

∀ABCDK(ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
òî÷êàëó÷à(A, C,D)→ àêòèâ(l(AD)))

∀ABCDK(ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
A ∈ îòðåçîê(CD)→ àêòèâ(l(AD)))

Îáå ýòè èìïëèêàöèè èìåëè õàðàêòåðèñòèêè "àêòèâ(êîíòðîëüâûâîäà(êîîðä(D,
K)))", óêàçûâàþùèå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèåìû èíèöèèðóþòñÿ óñìîòðåíèåì
âûðàæåíèÿ "êîîðä(D, K)". Îíè âîçíèêëè èç àëüòåðíàòèâíûõ ñëó÷àåâ îïðåäåëå-
íèÿ êîîðäèíàòû òî÷êè è ïîýòîìó èìåëè ðàçëè÷íûå ïîñëåäíèå àíòåöåäåíòû. Òàê
êàê äèçúþíêöèÿ äàííûõ àíòåöåäåíòîâ âñåãäà èñòèííà, òî îíè îòáðàñûâàþòñÿ.

Ïðèåì âûâîäà ïðîñìàòðèâàåò ñïèñîê âûâîäà è îáíàðóæèâàåò â íåì âòîðóþ
òåîðåìó õ12 ñ õàðàêòåðèñòèêîé "àêòèâ(. . .)". Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà, ïåðå-
âîäÿùàÿ êîíñåêâåíò îäíîé èç òåîðåì â êîíñåêâåíò äðóãîé (íà ñëó÷àé ðàçëè÷èÿ
èõ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ). Îíà ïðèìåíÿåòñÿ ê ñïèñêàì àíòåöåäåíòîâ è îáíà-
ðóæèâàåòñÿ, ÷òî ðàçëè÷àþòñÿ ýòè ñïèñêè ðîâíî â îäíîì àíòåöåäåíòå. Ðåøàåòñÿ
çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî èñòèííîñòè äèçúþíêöèè ðàçëè÷íûõ àíòåöåäåíòîâ, ïî-
ñëå ÷åãî ôîðìèðóåòñÿ ðåçóëüòàò, ðåãèñòðèðóåìûé â ñïèñêå âûâîäà ïðîöåäóðîé
"ðåãòåîð". Åé ïåðåäàþòñÿ îïöèè "îáîáùåíèå", (õàðàêòåðèñòèêà õ7), "õàðàêò",
"èñêëþ÷åíèå", (èñòî÷íèê (íîðìäí õ12)). Èñõîäíûå òåîðåìû ïîìå÷àþòñÿ â ñâî-
èõ áëîêàõ âûâîäà ýëåìåíòîì "èñêëþ÷åíèå". Ïîñëå ýòîãî - âûõîä èç ïðîãðàììû
îáðàáîòêè òåêóùåé õàðàêòåðèñòèêè. Îñòàâàòüñÿ â ïðîãðàììå íåëüçÿ, òàê êàê
òåêóùàÿ òåîðåìà óæå îáîáùåíà, è âûâîä ñëåäñòâèé èç íåå äîëæåí áûòü ñðàçó
æå ïðåêðàùåí.

3.2 Õàðàêòåðèñòèêà "àëüòåðíàòèâà"
Õàðàêòåðèñòèêîé "àëüòåðíàòèâà" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, ó êîòîðûõ
êîíñåêâåíò èìååò âèä äèçúþíêöèè ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ óòâåðæäåíèé.
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1. Èñïîëüçîâàíèå àëüòåðíàòèâû äëÿ óòî÷íåíèÿ äèçúþíêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ.

Èñõîäíàÿ òåîðåìà - äèçúþíêöèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé àëüòåðíàòèâó äëÿ îáú-
åêòîâ íåêîòîðîãî òèïà T1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íàäòèï T2 ýòîãî òèïà, è èç áàçû
òåîðåì âûáèðàåòñÿ äèçúþíêòèâíîå îïðåäåëåíèå íåêîòîðîãî îòíîøåíèÿ îáúåê-
òîâ òèïà T2. Ýòî îïðåäåëåíèå, åñëè åãî îãðàíè÷èòü íà îáúåêòû òèïà T1, óäàåòñÿ
ïðåîáðàçîâàòü ñ ïîìîùüþ àëüòåðíàòèâû òàêèì îáðàçîì, ÷òî íîâûå äèçúþíê-
òèâíûå ÷ëåíû óñèëèâàþò ñòàðûå èõ âåðñèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− öåëîå & b− öåëîå→ a = b ∨ a ≤ b− 1↔ a ≤ b)

èç òåîðåìû

∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ m = n ∨ m ≤ n− 1 ∨ n + 1 ≤ m)

ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a < b ∨ a = b↔ a ≤ b)

Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ èñõîäíîé àëü-
òåðíàòèâû íå ìåíåå 3. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí,
ñîäåðæàùèé âñå ïåðåìåííûå òåîðåìû - â íàøåì ñëó÷àå m = n. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ òåðìà õ11 - ñèìâîë "öåëîå". Ïå-
ðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê õ14 íàäòèïîâ òèïà õ13 - "ðàöèîíàëüíîå",
"÷èñëî", "êîìïëåêñíîå". Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ15 ñïèñêà õ14 - "÷èñëî". Ïðè
ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà "äèçúþíêòáëîê" ïîèñêà òåîðåì ïî ñèìâîëó "÷èñëî" íà-
õîäèòñÿ îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü êîòîðîãî - äèçúþíêöèÿ,
ïðè÷åì îäèí èç ÷ëåíîâ ýòîé äèçúþíêöèè - ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî. Â íàøåì ñëó÷àå
- ýòî óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ïåðåìåí-
íûå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ïåðåîáîçíà÷àþòñÿ òàê, ÷òîáû áûëè îòëè÷íû îò
ïåðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ óíèôèêàöèÿ òåðìîâ m = n
è a = b. Îïðåäåëÿþòñÿ ñïèñîê õ27 ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ óíèôèöèðóþùåé
ïîäñòàíîâêè ê àíòåöåäåíòàì îáåèõ òåîðåì, ñïèñîê õ28 ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ
åå ê îñòàâøèìñÿ äèçúþíêòèâíûì ÷ëåíàì ïåðâîé àëüòåðíàòèâû è ñïèñîê õ29
ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ åå ê îñòàâøèìñÿ äèçúþíêòèâíûì ÷ëåíàì âî âòîðîé
òåîðåìå. Â íàøåì ñëó÷àå õ27 - "a−öåëîå", "b−öåëîå", "a−÷èñëî", "b−÷èñëî";
õ28 - "a ≤ b − 1", "b + 1 ≤ a"; õ29 - a < b. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ30 òåõ óòâåð-
æäåíèé ñïèñêà õ28, äëÿ êîòîðûõ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî íå
óñìàòðèâàåò, ÷òî èõ îòðèöàíèå - ñëåäñòâèå ïîñûëîê õ27, ê êîòîðûì äîáàâëåíà
äèçþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ29. Â íàøåì ñëó÷àå õ30 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî
óòâåðæäåíèÿ a ≤ b−1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ30 êîðî÷å ñïèñêà õ28 è ÷òî äèçúþíê-
öèÿ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ29 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ27, ê êîòîðûì äîáàâëåíà
äèçúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ30. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðè-
ìåíåíèÿ óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêè ê ðàâåíñòâó a = b, à ïåðåìåííîé õ34
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêè ê îïðåäå-
ëÿþùåé ÷àñòè a ≤ b äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå ýòè òåðìû íå
èçìåíÿþòñÿ. Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ çàãîòîâêà ðåçóëüòàòà âûâîäà - èìïëèêàöèÿ,
àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü ýëåìåíòû ñïèñêà õ27, à êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü



78 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

äèçúþíêöèè óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ30 ñ äîáàâëåííûì òåðìîì õ33 è óòâåðæäå-
íèÿ õ34. Ýòà çàãîòîâêà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìòåîðåìà", ÷òî è
çàâåðøàåò âûâîä.

2. Äèçúþíêòèâíîå îïðåäåëåíèå ïîäñêàçûâàåò ñëåäñòâèå èç àëüòåðíàòèâû.

Èñõîäíàÿ òåîðåìà - äèçúþíêöèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé àëüòåðíàòèâó äëÿ îáú-
åêòîâ íåêîòîðîãî òèïà T1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íàäòèï T2 ýòîãî òèïà, è èç áàçû
òåîðåì âûáèðàåòñÿ äèçúþíêòèâíîå îïðåäåëåíèå íåêîòîðîãî îòíîøåíèÿ îáúåê-
òîâ òèïà T2. Ó äàííîãî îïðåäåëåíèÿ îòðèöàíèå îäíîãî èç äèçúþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ ïåðåáðàñûâàåòñÿ â îïðåäåëÿåìóþ ÷àñòü, ïîñëå ÷åãî ýòà ÷àñòü óñèëèâàåòñÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì àëüòåðíàòèâû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä óòâåðæäåíèÿ

∀ab(a− öåëîå & b− öåëîå→ a + 1 ≤ b↔ a < b)

èç òåõ æå òåîðåì, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

Âïëîòü äî ïðèìåíåíèÿ óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêè ê óòâåðæäåíèþ a = b
äåéñòâèÿ òå æå, ÷òî è âûøå. Îäíàêî, èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ âåðñèÿ óíèôèêà-
öèè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî õ30 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèÿ a + 1 ≤ b. Ïåðåìåííîé õ33
îêàçûâàåòñÿ ïðèñâîåíî óòâåðæäåíèå a = b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòðèöàíèå ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ - ñëåäñòâèå ñïèñêà õ27, ê êîòîðîìó äîáàâëåíà äèçúþíêöèÿ óòâåð-
æäåíèé õ29. Çàòåì íîðìàëèçàòîð "íîðìòåîðåìà" ïðèìåíÿåòñÿ ê èìïëèêàöèè,
àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ27, à êîíñåêâåíòîì - ýêâèâàëåíò-
íîñòü äèçúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ30 äèçúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ29.

3.3 Õàðàêòåðèñòèêà "àëüòçíà÷åíèÿ"
Õàðàêòåðèñòèêîé "àëüòçíà÷åíèÿ(õ1)" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðå-
îáðàçóþùèå óñëîâèå, èìåþùåå ñëîæíûå âûðàæåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè, ê äðóãèì, òîæå
ñëîæíûì âûðàæåíèÿì ñ íåèçâåñòíûìè. õ1 - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

1. Ôèêñàöèÿ ñòàíäàðòèçèðóåìîãî îïåðàíäà ñàìîé ñëîæíîé îïåðàöèè çàìåíÿþùåé
÷àñòè êîíñòàíòîé.

Ñòàíäàðòèçèðóåìûé îïåðàí ñàìîé ñëîæíîé îïåðàöèè çàìåíÿþùåé ÷àñòè (íà-
ïðèìåð, îñíîâàíèå ëîãàðèôìà) èìååò åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð. Äëÿ íåãî ïîäáè-
ðàåòñÿ çíà÷åíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå àíòåöåäåíòàì òåîðåìû, êîòîðîå è ïîäñòàâ-
ëÿåòñÿ â òåîðåìó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä ýêâèâàëåíòíîñòè

∀aijk(0 < i & a−÷èñëî & i−÷èñëî & j−÷èñëî & k−÷èñëî→ a+kij = 0↔ a =
0 & k = 0 ∨ j log2 i− log2 a = − log2(−k) & k < 0 & 0 < a ∨ j log2 i− log2(−a) =
− log2 k & a < 0 & 0 < k)

èç ýêâèâàëåíòíîñòè
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∀abijk(¬(b − 1 = 0) & 0 < b & 0 < i & a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & i − ÷èñëî & j −
÷èñëî & k − ÷èñëî → a + kij = 0 ↔ a = 0 & k = 0 ∨ j logb i − logb a =
− logb(−k) & k < 0 & 0 < a ∨ j logb i− logb(−a) = − logb k & a < 0 & 0 < k)

Îáå ýòè ýêâèâàëåíòíîñòè âûïîëíÿþò ëîãàðèôìèðîâàíèå ïîêàçàòåëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ, ïåðåõîäÿ îò "ñëîæíûõ" ïîêàçàòåëüíûõ âûðàæåíèé ñ íåèçâåñòíûìè ê
"ñëîæíûì" ëîãàðèôìè÷åñêèì.

Ïðè âûâîäå ïîñëåäíåé ýêâèâàëåíòíîñòè îíà áûëà ñíàáæåíà êîììåíòàðèåì "Íà-
÷àëî(logb c)", óêàçûâàþùèì, ÷òî èäåíòèôèêàöèÿ îñíîâàíèÿ ëîãàðèôìà b äîëæ-
íà ïðîèñõîäèòü ïðè óñìîòðåíèè â êîíòåêñòå òåðìà "logb c". Ïðèåì âûâîäà íàõî-
äèò òàêîé êîììåíòàðèé, îòáðàñûâàåò ïåðåìåííóþ c êàê íå âõîäÿùóþ â òåîðåìó,
è äàëåå ðåùàåò çàäà÷ó íà îïèñàíèå äëÿ ïîäáîðà ïðèìåðà òàêîãî b, êîòîðîå óäî-
âëåòâîðÿåò àíòåöåäåíòàì ¬(b − 1 = 0), 0 < b, b − ÷èñëî. Ïîëó÷èâ îòâåò b = 2,
ïðèåì ïîäñòàâëÿåò â èñõîäíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü îñíîâàíèå ëîãàðèôìà 2, îòáðà-
ñûâàÿ àíòåöåäåíòû ñ b, ÷òî è äàåò òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. Íà âñÿêèé ñëó÷àé,
òåîðåìà äîïîëíèòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

3.4 Õàðàêòåðèñòèêà "Àòîìàðíîå"
Õàðàêòåðèñòèêîé "Àòîìàðíîå(õ1)" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà äëÿ àòîìàðíûõ âûðàæå-
íèé òèïà õ1 (íàïðèìåð, âûðàæåíèå "âåêòîð(AB)" äëÿ òèïà "Âåêòîð").

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïîïûòêà îòîæäåñòâëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ðàñïîëîæåííûõ íà îäíîèìåííûõ îïå-
ðàíäàõ àòîìàðíûõ âûðàæåíèé êîíñåêâåíòà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òîæäåñòâî äëÿ òðåõ äâóìåñòíûõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ, äâà èç êîòîðûõ èìåþò íà íåêîòîðîé ïîçèöèè îäèíàêîâûå ïåðåìåííûå,
à òðåòèé - äðóãóþ ïåðåìåííóþ. Âûâîäèòñÿ ðåçóëüòàò îòîæäåñòâëåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ íà ýòîé ïîçèöèè ó âñåõ òðåõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä óòâåðæäåíèÿ

∀ab(a− òî÷êà & b− òî÷êà→ âåêòîð(ab)− âåêòîð(ab) = âåêòîð0)

èç óòâåðæäåíèÿ

∀abC(a−òî÷êà & b−òî÷êà & C−òî÷êà→ âåêòîð(aC)−âåêòîð(ab) = âåêòîð(bC))

Ïðèåì îïðåäåëÿåò âñå àòîìàðíûå âûðàæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà, âñòðå÷à-
þùèåñÿ â òåîðåìå. Â íàøåì ñëó÷àå - "âåêòîð(aC)", "âåêòîð(ab)" è "âåêòîð(bC)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòèõ âûðàæåíèé òðè, ÷òî âñå îíè èìåþò îäèíàêîâûå çàãî-
ëîâêè è äâóìåñòíû. Íàõîäèòñÿ òàêîé íîìåð îïåðàíäà, ÷òî ïî ýòîìó íîìåðó â
âûäåëåííûõ âûðàæåíèõ ðàñïîëîæåíû òîëüêî ïåðåìåííûå, è ýòèõ ïåðåìåííûõ
ðîâíî äâå. Â íàøåì ñëó÷àå íîìåð ðàâåí 2, ïåðåìåííûå - b, C. Ýòè ïåðåìåííûå
îòîæäåñòâëÿþòñÿ. Ïîñëå îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðîì "íîðìòåîðåìà" ïîëó÷àåò-
ñÿ ðåçóëüòàò.
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Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Ïîïûòêà îòáðîñèòü èçáûòî÷íîå îòðèöàíèå ðàâåíñòâà â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä óòâåðæäåíèÿ

∀ABac(a−÷èñëî & c−òî÷êà & A−òî÷êà & B−òî÷êà & 0 ≤ a→ a(âåêòîð(cB)+
âåêòîð(Ac)) = aâåêòîð(cB) + aâåêòîð(Ac))

èç óòâåðæäåíèÿ

∀ABac(¬(A = B) & a− ÷èñëî & c− òî÷êà & A− òî÷êà & B − òî÷êà & 0 ≤ a→
a(âåêòîð(cB) + âåêòîð(Ac)) = aâåêòîð(cB) + aâåêòîð(Ac))

Ïðèåì óñìàòðèâàåò â àíòåöåäåíòàõ òåîðåìû îòðèöàíèå ðàâåíñòâà, íå èñïîëüçó-
åìîå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. êîíñåêâåíòà è äðóãèõ àíòåöåäåíòîâ. Ïðåäïðè-
íèìàåòñÿ ïîïûòêà äîêàçàòü èñòèííîñòü êîíñåêâåíòà èç ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ, â
êîòîðîì îòðèöàíèå ðàâåíñòâà çàìåíåíî íà ðàâåíñòâî. Çàäà÷à ñîïðîâîæäàåòñÿ
êîììåíòàðèåì "äîïïîñûëêè", ðàçðåøàþùèì â îñîáûõ ñëó÷àÿõ äîáàâëÿòü íåêî-
òîðûå íå î÷åíü ñèëüíî îãðàíè÷èâàþùèå êîíòåêñò óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà. Â ñëó÷àå óñïåõà ñîçäàåòñÿ íîâàÿ òåîðåìà, â êîòîðîé îòðè-
öàíèå ðàâåíñòâà îòáðîøåíî, íî äîáàâëåíû âñïîìîãàòåëüíûå ïîñûëêè, ââåäåí-
íûå çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî. Â íàøåì ïðèìåðå òàêèõ íåò.

2. Ïîïûòêà ðàçâÿçêè ïåðåìåííîé àòîìàðíîãî âûðàæåíèÿ.

Îäíà è òà æå ïåðåìåííàÿ âñòðå÷àåòñÿ â äâóõ àòîìàðíûõ âûðàæåíèÿõ, ïðè÷åì
äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ïðîâàðüèðîâàòü ñïîñîá çàäàíèÿ îäíîãî èç
àòîìàðíûõ âûðàæåíèé òàê, ÷òî èõ ïåðåìåííûå îêàçûâàþòñÿ ðàçäåëåíû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä óòâåðæäåíèÿ

∀Aabcd(a−÷èñëî & b−òî÷êà & c−òî÷êà & d−òî÷êà & A−òî÷êà→ a(âåêòîð(bd)+
âåêòîð(Ac)) = aâåêòîð(bd) + aâåêòîð(Ac))

èç óòâåðæäåíèÿ

∀ABac(a − ÷èñëî & c − òî÷êà & A − òî÷êà & B − òî÷êà → a(âåêòîð(cB) +
âåêòîð(Ac)) = aâåêòîð(cB) + aâåêòîð(Ac))

è äîïîëíèòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ

∀ABC(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà → ∃D(D − òî÷êà & âåêòîð(AB) =
âåêòîð(CD)))

Ïðèåì óáåæäàåòñÿ â òîì, ÷òî êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû - ðàâåíñòâî. Ïå-
ðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà îïåðàíäîâ ýòîãî ðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àòîìàðíûõ âûðàæåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà, âõîäÿ-
ùèõ â ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí òàêîé æå, êàê äëÿ ïðàâîé
÷àñòè. Â íàøåì ñëó÷àå àòîìàðíûå âûðàæåíèÿ - "âåêòîð(Ac)" è "âåêòîð(cB)".
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ îäíî èç âûðàæåíèé - "âåêòîð(cB)". Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî åãî îïåðàíäû - äâå ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ. Âûáèðàåòñÿ òà èç íèõ, êîòî-
ðàÿ èìååò â êàæäîì îïåðàíäå ðàâåíñòâà áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ, ïðè÷åì äðó-
ãàÿ ïåðåìåííàÿ - ðîâíî îäíî âõîæäåíèå. Â íàøåì ñëó÷àå âûáðàííàÿ ïåðåìåííàÿ



3.4. Õàðàêòåðèñòèêà "Àòîìàðíîå" 81

- c. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ àíòåöåäåíòîâ, èìåþùèõ îáùóþ
ïåðåìåííóþ ñ âûðàæåíèåì õ14. Â íàøåì ñëó÷àå - "c−òî÷êà" è "B−òî÷êà". Ïî
çàãîëîâêó "âåêòîð" âûðàæåíèÿ õ14 ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "íåçàâãðóïïû"
íàõîäèò äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó õ20 (ñì. âûøå). Åå ïåðåìåííûå ïåðåîáçíà÷à-
þòñÿ òàê, ÷òîáû íå ïåðåñåêàòüñÿ ñ ïåðåìåííûìè èñõîäíîé òåîðåìû. Ðåçóëüòàòîì
ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ñòàíîâèòñÿ òåîðåìà õ22:

∀bde(b−òî÷êà& d−òî÷êà& e−òî÷êà→ ∃f (f−òî÷êà& âåêòîð(bd) = âåêòîð(ef)))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êîíñåêâåíòà òåîðåìû ñîñòîèò èç åäèí-
ñòâåííîé ïåðåìåííîé f . Ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ
íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî âåêòîð(bd) = âåêòîð(ef). Âûáèðàåòñÿ òîò ÷ëåí "âåêòîð(ef)"
ýòîãî ðàâåíñòâà, êîòîðûé ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ f . Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà,
ïåðåâîäÿùàÿ ýòîò ÷ëåí â âûðàæåíèå "âåêòîð(bC)". Ýòà ïîäñòàíîâêà ïåðåâîäèò e
â c, à f - â B. Ñ åå ïîìîùüþ ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ ðåçóëüòèðóþùåé
èìïëèêàöèè: "a−÷èñëî", "A−òî÷êà", "b−òî÷êà", "d−òî÷êà", "c−òî÷êà". Êîí-
ñåêâåíò ïîëó÷àåòñÿ èç êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû çàìåíîé âñåõ âõîæäåíèé
âûðàæåíèÿ "âåêòîð(cB)" íà "âåêòîð(bd)". Äàëåå èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Ñêëåéêà òåîðåì

1. Ñêëåéêà äâóõ èìïëèêàöèé, îòëè÷àþùèõñÿ àëüòåðíàòèâíûìè àíòåöåäåíòàìè.

Äâå èìïëèêàöèè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ãðóïïàìè àíòåöåäåíòîâ, äèçúþíêöèÿ êî-
òîðûõ òîæäåñòâåííî èñòèííà. Îíè îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó èìïëèêàöèþ, ïîëó÷à-
åìóþ èç èñõîäíûõ îòáðàñûâàíèåì óêàçàííûõ àíòåöåäåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü âûâîä èìïëèêàöèè

∀ABac(a − ÷èñëî & c − òî÷êà & A − òî÷êà & B − òî÷êà → a(âåêòîð(cB) +
âåêòîð(Ac)) = aâåêòîð(cB) + aâåêòîð(Ac))

èç äâóõ èìïëèêàöèé:

∀ABac(a−÷èñëî & c−òî÷êà & A−òî÷êà & B−òî÷êà & 0 ≤ a→ a(âåêòîð(cB)+
âåêòîð(Ac)) = aâåêòîð(cB) + aâåêòîð(Ac))

∀ABac(a−÷èñëî & c−òî÷êà & A−òî÷êà & B−òî÷êà & a ≤ 0→ a(âåêòîð(cB)+
âåêòîð(Ac)) = aâåêòîð(cB) + aâåêòîð(Ac))

Äåéñòâèÿ äàííîãî ïðèåìà ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íû äåéñòâèÿì ïðèåìà ñêëåéêè,
ðàññìîòðåííîãî äëÿ õàðàêòåðèñòèêè "àêòèâ". Òàêîãî ðîäà äóáëèðîâàíèå ïðèå-
ìîâ ïîêà ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòîì ðàçâèòèÿ ñèñòåìû âûâîäà òåîðåì. Îíî îáúÿñíÿ-
åòñÿ òåì, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê ïðèåìû ìîãóò òðåáîâàòü íåáîëü-
øèõ ðàçëè÷èé. Êîïèðîâàíèå ËÎÑ-ïðîãðàììû ïðèåìà íå ñîñòàâëÿåò òðóäà, à
èçìåíåíèÿ âíîñÿòñÿ â íåå ïî ìåðå íàäîáíîñòè. Â ïðèíöèïå, ìîæíî áûëî áû âû-
íåñòè ìíîãèå ïðîäóáëèðîâàííûå ïðèåìû â îòäåëüíûå ïðîöåäóðû. Âîçìîæíî, â
êîíå÷íîì ñ÷åòå òàê è íóæíî áóäåò ñäåëàòü. Íî â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ñèñòåìû
ðàçäåëåíèå ïðèåìîâ ïî ðàçëè÷íûì õàðàêòåðèñòèêàì óïðîùàåò êîíòðîëü çà åå
äåéñòâèÿìè. Ê òîìó æå äóáëèðîâàíèå ïîêà äîñòàòî÷íî óìåðåííîå.
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Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òåîðåìå

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ àòîìàðíûõ ïîäâûðàæå-
íèé ñ çàäàííûì çàãîëîâêîì.

Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðîå àòîìàðíîå âûðàæåíèå çàäàåò îáùèé âèä îáúåê-
òîâ çàäàííîãî òèïà, è äëÿ òàêîãî âûðàæåíèÿ ââîäèòñÿ ïåðåìåííàÿ óêàçàííîãî
òèïà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä èìïëèêàöèè

∀Aace(a − ÷èñëî & c − òî÷êà & A − òî÷êà & Âåêòîð(e) → a(e + âåêòîð(Ac)) =
ae + aâåêòîð(Ac))

èç èìïëèêàöèè

∀Aabcd(a−÷èñëî & b−òî÷êà & c−òî÷êà & d−òî÷êà & A−òî÷êà→ a(âåêòîð(bd)+
âåêòîð(Ac)) = aâåêòîð(bd) + aâåêòîð(Ac))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀e(Âåêòîð(e)↔ ∃fg(f − òî÷êà & g − òî÷êà & e = âåêòîð(fg)))

Ïðèåì óñìàòðèâàåò â êîíñåêâåíòå òåîðåìû àòîìàðíîå âûðàæåíèå "âåêòîð(bd)"
è ïðèñâàèâàåò åãî ïåðåìåííîé õ11. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïå-
ðåìåííûõ ýòîãî âûðàæåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ ÷òî êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ12
âñòðå÷àåòñÿ â êîíñåêâåíòå è ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòàõ òîëüêî âíóòðè âõî-
æäåíèé âûðàæåíèÿ õ11. Îïðåäåëÿåòñÿ òèï "Âåêòîð" çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ õ11.
Ñïðàâî÷íèê "ïàðàìîïèñàíèå" íàõîäèò ïî ýòîìó òèïó äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó
õ17 (ñì. âûøå). Åå ïåðåìåííûå ïåðåîáîçíà÷àþòñÿ òàê, ÷òîáû íå âõîäèëè â èñõîä-
íóþ òåîðåìó. Â ïàðàìåòðè÷åñêîì îïèñàíèè íàõîäèòñÿ âûðàæåíèå "âåêòîð(fg)",
îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðèçóåìîé ïåðåìåííîé e. Íàõîäèòñÿ ïîäñòàíîâ-
êà âìåñòî ïåðåìåííûõ f, g, ïåðåâîäÿùàÿ ýòî âûðàæåíèå â "âåêòîð(bd)". Ïå-
ðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñêîððåêòèðîâàííûé äàííîé ïîäñòàíîâêîé ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû - óòâåðæäåíèÿ "b-òî÷êà" è "d-òî÷êà".
Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû,
ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå ñïèñêà õ12 íå âíóòðè âõîæäåíèÿ ïîäòåðìà õ11. Îí
ñîñòîèò èç òåõ æå óòâåðæäåíèé "b-òî÷êà" è "d-òî÷êà". Ïåðåìåííîé õ29 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ ñ îòáðîøåííûìè óòâåðæäåíèÿìè
õ28 è ñïèñêà õ27. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ28 ÿâëÿþòñÿ ñëåä-
ñòâèÿìè óòâåðæäåíèé õ29. Â êà÷åñòâå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ ðåçóëüòèðóþùåé
èìïëèêàöèè áåðóòñÿ íå âõîäÿùèå â õ28 àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû, ó êîòî-
ðûõ ïîäòåðì "âåêòîð(bd)" çàìåíåí íà ïåðåìåííóþ e, ïðè÷åì ê íèì äîáàâëÿåòñÿ
óòâåðæäåíèå "Âåêòîð(e)" èç äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Êîíñåêâåíò ðåçóëüòèðó-
þùåé èìïëèêàöèè ïîëó÷àåòñÿ èç êîíñåêâåíòà èñõîäíîé èìïëèêàöèè òàêîé æå
çàìåíîé. Íîðìàëèçàòîð "íîðìòåîðåìà" íå èñïîëüçóåòñÿ.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà ðàññìîòðåíèÿ îäíîìåñòíûõ õàðàêòåðèñòèê àòîìàðíûõ âûðàæåíèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀Aad(¬(d = A) & a ∈ ïðÿìàÿ(dA) & a− òî÷êà & d− òî÷êà & A− òî÷êà &
òî÷êàëó÷à(A, d, a) → äëèíà(âåêòîð(Aa) + âåêòîð(Ad)) = äëèíà(âåêòîð(Aa)) +
äëèíà(âåêòîð(Ad)))

èç òåîðåìû

∀Aabd(¬(d = A) & l(ab) = l(dA) & a ∈ ïðÿìàÿ(dA) & a ∈ îòðåçîê(bA) & a −
òî÷êà & b−òî÷êà & d−òî÷êà & A−òî÷êà & òî÷êàëó÷à(A, d, b)→ âåêòîð(Aa)+
âåêòîð(Ad) = âåêòîð(Ab))

Ïðåæäå âñåãî, ïðèåì ïðîâåðÿåò, ÷òî ñòàðòîâàÿ òåîðåìà òåêóùåé ÿ÷åéêè âûâî-
äà èìåëà õàðàêòåðèñòèêó "îïðåäåëåíèå(. . .)". Â íàøåì ñëó÷àå ýòî îïðåäåëåíèå
ñóììû âåêòîðîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû - ðàâåíñòâî, â îäíîé
÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî àòîìàðíîå âûðàæåíèå õ13, íå âõîäÿùåå â ïðîòè-
âîïîëîæíóþ ÷àñòü. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî "âåêòîð(Ab)". Ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷-
íèêà ïîèñêà òåîðåì "õàðàêò" ïî àòîìàðíûì âûðàæåíèÿì êîíñåêâåíòà îïðåäå-
ëÿåòñÿ, êàêèå îäíîìåñòíûå îïåðàöèè f áûëè îïðåäåëåíû äëÿ îáúåêòîâ ñ èõ
çàãîëîâêîì. Â íàøåì ñëó÷àå f - ñèìâîë "äëèíà". Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýòèõ îïå-
ðàöèé íàä àòîìàðíûìè âûðàæåíèÿìè êîíñåêâåíòà âûáèðàþòñÿ íîâûå ïåðåìåí-
íûå. Îíè ïîïîëíÿþò îáùèé ñïèñîê ïåðåìåííûõ õ15 è ðåãèñòðèðóþòñÿ òàêæå
â îòäåëüíîì ñïèñêå õ16. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ17 ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ f
ê àòîìàðíûì âûðàæåíèÿì êîíñåêâåíòà. Ââîäèòñÿ ñïèñîê õ18, îáðàçîâàííûé
àíòåöåäåíòàìè òåêóùåé òåîðåìû è äîáàâëåííûìè ê íèì ðàâåíñòâàìè òåðìîâ
õ17 íîâûì ïåðåìåííûì. Â íàøåì ñëó÷àå ñïèñîê õ16 îáðàçîâàí ïåðåìåííûìè
c, e, f , ñïèñîê õ17 - âûðàæåíèÿìè "äëèíà(âåêòîð(Aa))", "äëèíà(âåêòîð(Ad))",
"äëèíà(âåêòîð(Ab))". Ê àíòåöåäåíòàì äîáàâëåíû ðàâåíñòâà "c = äëèíà(âåêòîð(
Aa))", "e = äëèíà(âåêòîð(Ad))", "f = äëèíà(âåêòîð(Ab))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñïèñîê õ16 èìååò íå ìåíåå äâóõ ïåðåìåííûõ. Äàëåå ïîñëåäíèå ýëåìåíòû ñïèñ-
êîâ õ16, õ17 è õ18 ïðèñâàèâàþòñÿ ïåðåìåííûì õ21, õ19 è õ20, ïîñëå ÷åãî èñ-
êëþ÷àþòñÿ èç ñâîèõ ñïèñêîâ. Ïåðâîíà÷àëüíî îíè áûëè çàðåãèñòðèðîâàíû â
ýòèõ ñïèñêàõ ëèøü äëÿ åäèíîîáðàçèÿ èõ ïîëó÷åíèÿ. Ââîäèòñÿ çàäà÷à íà îïèñà-
íèå õ23, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ18, à åäèíñòâåííûì
óñëîâèåì - óòâåðæäåíèå õ20. Åäèíñòâåííàÿ íåèçâåñòíàÿ - õ21. Çàäà÷à èìååò
öåëü (èçâåñòíî . . .), ïåðå÷èñëÿþùóþ ïåðåìåííûå õ16. Â íàøåì ñëó÷àå óñëîâèå
- "f = äëèíà(âåêòîð(Ab))", íåèçâåñòíàÿ - f , èçâåñòíûå ïàðàìåòðû - c, e. Ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è îáû÷íûìè ñðåäñòâàìè ðåøàòåëÿ. Çàìåòèì, ÷òî
îñíîâàííûå íà äàííîé ÿ÷åéêå âûâîäà ïðèåìû íå èñïîëüçóþòñÿ: äëèíû âåêòî-
ðîâ çàìåíÿþòñÿ äëèíàìè îòðåçêîâ. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåì f = c + e. Äàëåå
âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ èñêëþ÷àþòñÿ, è ñ ó÷åòîì èñõîäíîé òåîðåìû ïî-
ëó÷àåòñÿ êîíñåêâåíò ðåçóëüòàòà (ïðèñâîåí ïåðåìåííîé õ27):

äëèíà(âåêòîð(Aa) + âåêòîð(Ad)) = äëèíà(âåêòîð(Aa)) + äëèíà(âåêòîð(Ad))

×òîáû ïîëó÷èòü ñïèñîê õ29 àíòåöåäåíòîâ ðåçóëüòàòà, ïðåæäå âñåãî èç ñïèñ-
êà èñõîäíûõ àíòåöåäåíòîâ îòáðàñûâàþòñÿ âñå óòâåðæäåíèÿ, ñîäåðæàùèå íå
âõîäÿùèå â êîíñåêâåíò ðåçóëüòàòà ïåðåìåííûå. Ñïèñîê õ28 òàêèõ ïåðåìåí-
íûõ â íàøåì ñëó÷àå ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé b. Îòáðîøåííûå óòâåðæäåíèÿ -
"l(ab) = l(dA)", "a ∈ îòðåçîê(bA)", "b− òî÷êà", "òî÷êàëó÷à(A, d, b)". Ðåøàåòñÿ
çàäà÷à íà îïèñàíèå, óñëîâèÿìè êîòîðîé ñëóæàò äàííûå óòâåðæäåíèÿ, à ïîñûë-
êàìè - óòâåðæäåíèÿ õ29. Çàäà÷à èìååò íåñóùåñòâåííûå íåèçâåñòíûå õ28 è öåëü
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"èñêëþ÷". Åñëè ïîñëå åå ðåøåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ íå çàâèñÿùåå îò õ28 óòâåðæäå-
íèå, òî îíî ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê ñïèñêó õ29. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî óòâåðæäåíèå
"òî÷êàëó÷à(A, d, a)". Ñïèñîê õ29 îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåí-
òû", ïîñëå ÷åãî ïî íåìó è ïî êîíñåêâåíòó õ27 ñòðîèòñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ òåîðå-
ìà. Íîðìàëèçàòîðîì "íîðìòåîðåìà" îíà íå îáðàáàòûâàåòñÿ.

3.5 Õàðàêòåðèñòèêà "áèåêöèÿ"
Õàðàêòåðèñòèêîé "áèåêöèÿ" ñíàáæàþòñÿ òàêèå ÿâíûå ïàðàìåòðè÷åñêèå îïèñàíèÿ, ó
êîòîðûõ ïàðàìåòðû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïàðàìåòðèçóåìîìó îáúåêòó.

Ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ñîçäàíèÿ ïðèåìà

1. Èçâëå÷åíèå èç ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òîæäåñòâà äëÿ ìîùíîñòåé êëàññîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bdf (∀e(d(a, e) → b(e) ⊆ f(e)) & ∀e(d(a, e) → b(e) − set) & ∀e(d(a, e) → f(e) −
set) → card(setae(a − set & b(e) ⊆ a & a ⊆ f(e) & d(a, e))) = card(setce(c ⊆
f(e)(

	
e) & c− set & d(b(e) ∪ c, e))))

èç òåîðåìû

∀abf (b ⊆ f & b − set & f − set → a − set & b ⊆ a & a ⊆ f ↔ ∃c(a = b ∪ c & c ⊆
f \ b & c− set))

Î÷åâèäíî, âûâîäèìàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàçèïðîòîêîë äëÿ ñîçäàíèÿ
ïðèåìà.

Ïðåæäå âñåãî, ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð óòâåðæäåíèé ïîä êâàíòî-
ðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå - "a = b ∪ c", "c ⊆ f \ b", "c − set". Â
ýòîì íàáîðå âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ïåðåìåí-
íàÿ õ14, áîëåå íèãäå ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ íå âñòðå÷àþùàÿñÿ. Ïðà-
âàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ15. Â íàøåì ñëó÷àå õ14 - a,
õ15 - b∪ c. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåêóùåé òåîðå-
ìû - "b ⊆ f", "b − set", "f − set". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ
óòâåðæäåíèé ýòîãî ñïèñêà, ñîäåðæàùèõ õ14 (â íàøåì ñëó÷àå - ïóñòîé ñïèñîê),
ïåðåìåííîé õ19 - îñòàòîê ñïèñêà õ16.

Âûáèðàþòñÿ äâå íîâûõ ïåðåìåííûõ d, e, ïîñëå ÷åãî ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàè-
âàåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ìîùíîñòè êëàññà âñåõ òàêèõ ïàð a, e, êîòîðûå óäîâëå-
òâîðÿþò çàìåíÿåìîé ÷àñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ è íåêîòîðîìó äîïîëíè-
òåëüíîìó óñëîâèþ d(a, e). Ïðè ýòîì ïåðåìåííûå óêàçàííîé çàìåíÿåìîé ÷àñòè,
îòëè÷íûå îò a, d, e, ïðåîáðàçîâàíû â ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå îò e. Â íà-
øåì ñëó÷àå èìååì âûðàæåíèå card(setae(a−set & b(e) ⊆ a & a ⊆ f(e) & d(a, e))).

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé ïîä êâàíòîðîì ñóùå-
ñòâîâàíèÿ èñõîäíîé òåîðåìû, îòëè÷íûõ îò îïðåäåëÿþùåãî ðàâåíñòâà, ê êîòî-
ðûì äîáàâëåíû ðåçóëüòàòû ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ18 è â d(a, e)
çíà÷åíèÿ a, îïðåäåëÿåìîãî äàííûì ðàâåíñòâîì. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî "c ⊆ f\b",
"c − set", "d(b ∪ c, e)". Åñëè áû â õ21 âõîäèëè èçáûòî÷íûå óòâåðæåíèÿ òèïà
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P (t), ãäå P - òèï çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ t, ñîâïàäàþùèé ñ òèïîì, îïðåäåëÿåìûì
ñïðàâî÷íèêîì "òèï", òî îíè áûëè áû îòáðîøåíû.

Äâëåå ôîðìèðóåòñÿ âûðàæåíèå õ22 äëÿ ìîùíîñòè êëàññà âñåõ c, e, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óòâåðæäåíèÿì õ21. Êàê è âûøå, ââîäÿòñÿ ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå
îò e: "card(setce(c ⊆ f(e) \ b(e) & c− set & d(b(e) ∪ c, e)))".

Ïåðåìåííîé õ23 ñíà÷àëà ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîð-
ìàíòåöåäåíòû" óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ19 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ20,
õ22. Â íàøåì ñëó÷àå ñïèñîê õ19 íå èçìåíÿåòñÿ. Äàëåå ýëåìåíûò ñïèñêà õ23
ïðåîáðàçóþòñÿ ïóòåì ïåðåõîäà ê ôóíêöèîíàëüíûì ïåðåìåííûì îò e è íàâå-
øèâàíèÿ êâàíòîðà îáùíîñòè ñ àíòåöåäåíòîì d(a, e). Â èòîãå õ23 ïðèîáðåòà-
åò ñëåäóþùèé âèä: "∀e(d(a, e) → b(e) ⊆ f(e))", "∀e(d(a, e) → b(e) − set)",
"∀e(d(a, e)→ f(e)− set)".

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê õàðàêòåðèñòèê "Êîíñåêâåíò(i áëîêïðîâå-
ðîê)", ññûëàþùèõñÿ íà íîìåðà i òîëüêî ÷òî ââåäåííûõ êâàíòîðíûõ àíòåöåäåí-
òîâ. Òàêèå õàðàêòåðèñòèêè îçíà÷àþò, ÷òî àíòåöåäåíò - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ,
êîòîðóþ ñëåäóåò îáðàáàòûâàòü ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì ëèáî âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî. Íàêîíåö, ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
- èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ23 è êîíñåêâåíòîì "ðàâíî(õ20 õ22)". Êðîìå õà-
ðàêòåðèñòèê õ24, åé ïåðåäàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà "íîâïàðàì(âòîðîéòåðì)". Ýòà
õàðàêòåðèñòèêà óêàçûâàåò, ÷òî òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ êâàçèïðîòîêîëîì, îáåñïå÷èâà-
þùèì äåêîìïîçèðóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ ïðè îïðåäåëåíèè õàðàêòåðèñòèêè
êëàññà.

Ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, èñïîëüçóþùåé ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñà-
íèå, äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè èñõîäíûõ îáúåêòîâ

1. Èçâëå÷åíèå èç ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òîæäåñòâà äëÿ ìîùíîñòåé êëàññîâ:
âàðüèðîâàíèå õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòà, ïðè ôèêñàöèè êîòîðîé ìîùíîñòü ÿâíî
âû÷èñëÿåòñÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀dei(e−set& i−íàòóðàëüíîå& 0 ≤ carde−i & êîíå÷íîå(e)→ card(setc(ïåðåñòàíî-
âêà(c, e) & d(c(i)))) = card(setb(b ∈ e & d(b))) · (carde− 1)!)

èç òåîðåìû

∀bcei(e − set & b ∈ e & i − íàòóðàëüíîå & 0 ≤ carde − i & êîíå÷íîå(e) →
ïåðåñòàíîâêà(c, e) & b = c(i)↔ ∃a(ïåðåñòàíîâêà(a, e\{b}) & c = Âñòàâêà(a, i, b)))

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïàðàìåòðè÷åñêî-
ãî îïèñàíèÿ, ïåðåìåííîé õ12 - ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà ñóùåñòâîâà-
íèÿ. Â õ11 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ13, îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå íå âõîäÿùåé â
ñïèñîê õ12 ïåðåìåííîé õ14 ïîñðåäñòâîì âûðàæåíèÿ õ15. Â íàøåì ñëó÷àå õ11 -
"ïåðåñòàíîâêà(a, e\{b})", "c = Âñòàâêà(a, i, b)". Ïåðåìåííàÿ õ14 - c, âûðàæåíèå
õ15 - "Âñòàâêà(a, i, b)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ ïàðàìåòðèçóåìîãî óòâåðæäåíèÿ. Â íåì âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî íåêîòîðîé
ïåðåìåííîé õ21 âûðàæåíèþ õ22. Ýòà ïåðåìåííàÿ íå èìååò äðóãèõ âõîæäåíèé â



86 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

ïàðàìåòðèçóåìóþ ÷àñòü. Â íàøåì ñëó÷àå õ17 - "ïåðåñòàíîâêà(c, e)", "b = c(i)".
Ïåðåìåííàÿ õ21 - b, âûðàæåíèå õ22 - c(i). Ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà
âû÷èñëåíèå ìîùíîñòè êëàññà âñåõ õ12, óäîâëåòâîðÿþùèõ êîíúþíêöèè óòâåð-
æäåíèé õ11 ñ îòáðîøåííûì ðàâåíñòâîì õ13. Â íàøåì ñëó÷àå ýòà ìîùíîñòü åñòü
card(seta(ïåðåñòàíîâêà(a, e \ {b}))). Ïîñûëêàìè ñëóæàò âñå àíòåöåäåíòû èñõîä-
íîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò õ24 íå èìååò çàãîëîâêà "ìîùíîñòü".
Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå (card(e) − 1)!. Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïå-
ðåìåííàÿ õ25 (â íàøåì ñëó÷àå d). Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àí-
òåöåäåíòîâ ðåçóëüòàòà âûâîäà, ïîëó÷àåìûé èç ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé
èìïëèêàöèè îòáðàñûâàíèåì âñåõ ñîäåðæàùèõ b óòâåðæäåíèé. Â íàøåì ñëó÷àå
èìååì àíòåöåäåíòû "e−set", "i−íàòóðàëüíîå", "0 ≤ card(e)−i", "êîíå÷íîå(e)".
Êîíñåêâåíò ðåçóëüòàòà ñîáèðàåòñÿ èç óæå èìåþùèõñÿ ôðàãìåíòîâ. Îí ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëàãàåòñÿ âûðàæåíèå
"card(setc(ïåðåñòàíîâêà(c, e) & d(c(i))))", à â ïðàâîé - ïðîèçâåäåíèå õ24 è âûðà-
æåíèÿ "card(setb(b ∈ e & d(b)))". Ïîëó÷åííàÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ îáðàáà-
òûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Îíà ñíàáæàåòñÿ ðîâíî äâóìÿ õàðàê-
òåðèñòèêàìè - "íîâïàðàì(âòîðîéòåðì)" è "óêàçàòåëü(íîâàðãóìåíò(d c ôèêñ))".

2. Èñïîëüçîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äëÿ ñâåäåíèÿ âû÷èñëåíèÿ ìîùíî-
ñòè êëàññà ê èçâåñòíîé ôîðìóëå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bf (b− set & f − set & b ⊆ f & êîíå÷íîå(f \ b)→ card(seta(a− set & a ⊆ f & b ⊆
a)) = 2card(f\b))

èç òåîðåìû

∀abf (b ⊆ f & b − set & f − set → a − set & b ⊆ a & a ⊆ f ↔ ∃c(a = b ∪ c & c ⊆
f \ b & c− set))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− set & êîíå÷íîå(a)→ card(ïîäìíîæåñòâà(a)) = 2card(a)).

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïàðàìåòðè÷åñêî-
ãî îïèñàíèÿ, ïåðåìåííîé õ12 - ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà ñóùåñòâîâà-
íèÿ. Â õ11 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ13, îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå íå âõîäÿùåé â
ñïèñîê õ12 ïåðåìåííîé õ14 ïîñðåäñòâîì âûðàæåíèÿ õ15. Â íàøåì ñëó÷àå õ11 -
"a = b ∪ c", "c ⊆ f \ b", "c− set". Ïåðåìåííàÿ õ14 - a, âûðàæåíèå õ15 - "b ∪ c".
Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ íåïóñòîé ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðå-
ìû: "b ⊆ f", "b − set", "f − set". Ôîðìèðóåòñÿ âûðàæåíèå õ17 äëÿ ìîùíîñòè
êëàññà îáúåêòîâ, îïðåäåëÿåìûõ óòâåðæäåíèÿìè ñïèñêà õ11 áåç ðàâåíñòâà õ13:
"card(setc(c ⊆ f \ b & c − set))". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ
õ17 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ17. Ðåçóëüòàò õ19 èìååò çàãîëîâîê "ìîùíîñòü". Â
íàøåì ñëó÷àå ýòî "card(ïîäìíîæåñòâà(f \ b))". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ
âûðàæåíèå äëÿ ìîùíîñòè êëàññà çíà÷åíèé a, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïàðàìåòðèçóå-
ìîìó óòâåðæäåíèþ. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî "card(seta(a− set & b ⊆ a & a ⊆ f))".
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16, êîíñåêâåí-
òîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ20 è õ19. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî
∀bf (b ⊆ f & b − set & f − set → card(seta(a − set & b ⊆ a & a ⊆ f)) =
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card(ïîäìíîæåñòâà(f \ b))). Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "÷èñëàòîì" íàõîäèò ïî
ñèìâîëó "ìîùíîñòü" óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îíà èñïîëü-
çóåòñÿ ïðîöåäóðîé "òîæäâûâîä" äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âòîðîãî îïåðàíäà êîíñå-
êâåíòà èìïëèêàöèè õ21. Ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðìòåîðåìà".

Âàðüèðîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîé ýê-
âèâàëåíòíîñòè

1. Ïîïûòêà ðàññìîòðåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abf (b ⊆ f & b − set & f − set → a − set & b ⊆ a & a ⊆ f ↔ ∃c(a = b ∪ c & c ⊆
f \ b & c− set))

èç òåîðåìû

∀ab(b− set & a− set→ b ⊆ a↔ ∃c(c− set & a = b ∪ c & íåïåðåñåê(b, c)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bce(b− set & c− set & e− set→ b ∪ c ⊆ e↔ b ⊆ e & c ⊆ e).

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïàðàìåòðè÷åñêî-
ãî îïèñàíèÿ, ïåðåìåííîé õ12 - ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà ñóùåñòâîâà-
íèÿ. Â õ11 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ13, îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå íå âõîäÿùåé â
ñïèñîê õ12 ïåðåìåííîé õ14 ïîñðåäñòâîì âûðàæåíèÿ õ15. Â íàøåì ñëó÷àå õ11
- "c − set", "a = b ∪ c", "íåïåðåñåê(b, c)". Ïåðåìåííàÿ õ14 - a, âûðàæåíèå õ15 -
"b ∪ c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ âûðàæåíèÿ õ15 ðàâíî 2, à
òàêæå ÷òî ïåðåìåííàÿ õ14 íå âõîäèò â õ15 è â îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà
õ11. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàçäåëÿåò" îïðåäåëÿåò ïî çàãîëîâêó õ16 âûðà-
æåíèÿ õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ âñåõ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â òåêóùóþ òåîðåìó. Â íàøåì ñëó÷àå õ21 èìååò
ñëåäóþùèé âèä: "∀def (d− set & e− set & f − set→ d∪ e ⊆ f ↔ d ⊆ f & e ⊆ f)".
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû õ21, â íàøåì
ñëó÷àå - "d ∪ e ⊆ f". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà
äâóõîïåðàíäíîãî îòíîøåíèÿ õ23, êîòîðîå èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì õ16. Ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ïîäòåðì õ26 ïî âõîæäåíèþ õ24 è åãî ñïèñîê ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ
õ27. Â íàøåì ñëó÷àå õ26 - d ∪ e, õ27 - d, e. Íàõîäèòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ27, îòîæäåñòâëÿþùàÿ òåðìû õ15 è õ26. Â íàøåì ñëó÷àå âìåñòî d
ïîäñòàâëÿåòñÿ b, âìåñòî e - c. Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ29 ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè
S ê çàìåíÿþùåìó òåðìó òåîðåìû õ21. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî "b ⊆ f & c ⊆ f".
Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ11 ñ îòáðîøåííûì ðàâåí-
ñòâîì õ13, íàáîðà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ29 è ðåçóëüòàòîâ ïðè-
ìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ21. Â íàøåì ñëó÷àå õ30 ñî-
ñòîèò èç óòâåðæäåíèé "c − set", "íåïåðåñåê(b, c)", "b ⊆ f", "c ⊆ f", "b − set",
"f − set". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ30,
ïàðàìåòðû êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ ñî ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêîé õ12, ò.å. "c−set",
"c ⊆ f", "íåïåðåñåê(b, c)". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà
àíòåöåäåíòîâ òåêóùåé òåîðåìû è îñòàòêà ñïèñêà õ30, íå âîøåäøåãî â ñïèñîê
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õ31, ò.å. "b− set", "b ⊆ f", "f − set". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêàìè
êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ32, à óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ õ31. Íåèçâåñò-
íûìè ñëóæàò ïåðåìåííûå ñïèñêà õ12. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå
õ34 âèäà "c ⊆ f \ b & c − set". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ äàííîãî ðåçóëüòàòà. Òå èç íèõ, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ïå-
ðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè õ12, ïåðåêèäûâàþòñÿ â ñïèñîê õ32. Ïåðå-
ìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî
õ12 íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ35 è ðàâåíñòâà õ13. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî
"∃c(a = b∪ c & c ⊆ f \ b & c− set)". Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ
ïàðàìåòðèçóåìîãî óòâåðæäåíèÿ è ðåçóëüòàòà çàìåíû âõîæäåíèÿ õ24 íà ïåðå-
ìåííóþ õ14, ò.å. "b ⊆ a & a ⊆ f". Òå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ32, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ñëåäñòâèÿìè ïðî÷èõ óòâåðæäåíèé ýòîãî ñïèñêà, óòâåðæäåíèé õ35 è ðàâåíñòâà
õ13, óäàëÿþòñÿ èç õ32 è äîáàâëÿþòñÿ ê êîíúþíêòèâíûì ÷ëåíàì õ38. Â íàøåì
ñëó÷àå ýòî äåëàåòñÿ äëÿ óòâåðæäåíèÿ "a − set". Äàëåå ñïèñîê õ32 îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû". Ïîëó÷àåòñÿ ñïèñîê õ39, ñîñòîÿùèé èç
óòâåðæäåíèé "b ⊆ f", "b − set", "f − set". Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ ðåçóëüòèðó-
þùàÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ39, êîíñåêâåíò êîòîðîé - ýêâèâàëåíòíîñòü
õ38 è õ37.

3.6 Õàðàêòåðèñòèêà "âàðèàíòû"
Õàðàêòåðèñòèêîé "âàðèàíòû(õ1)" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà, ïðåîáðàçóþùèå êîðíåâóþ
ñëîæíóþ îïåðàöèþ â óñëîâíîå âûðàæåíèå ñ áîëåå ïðîñòûìè îïåðàöèÿìè. õ1 - íà-
ïðàâëåíèå çàìåíû.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Âûâîä ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðàçâåðòêè êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â äèçúþíêöèþ
èç òîæäåñòâà, çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü êîòîðîãî - óñëîâíîå âûðàæåíèå ñ êîíñòàíò-
íûìè àëüòåðíàòèâàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(∃k(k − öåëîå & a((−1)k))↔ a(1) ∨ a(−1))

èç òåîðåìû

∀k(k − öåëîå→ (−1)k = (1 ïðè k − even, èíà÷å − 1)).

Ïåðåìåííûì õ10 è õ11 ïðèñâàèâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå
(1 ïðè k − even, èíà÷å − 1) è çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå (−1)k. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
çàãîëîâîê çàìåíÿþùåãî âûðàæåíèÿ - ñèìâîë "âàðèàíò". Ïåðåìåííûì õ12 è õ13
ïðèñâàèâàþòñÿ ïåðâîå è âòîðîå àëüòåðíàòèâíûå âûðàæåíèÿ - â íàøåì ñëó÷àå
1 è -1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíè êîíñòàíòíûå. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿ-
çûâàþùàÿ ïðèñòàâêà èñõîäíîé òåîðåìû. Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ15, íå
âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ïåðåìåííàÿ a. Ôîðìèðó-
åòñÿ óòâåðæäåíèå õ17, ïîëó÷àåìîå íàâåøèâàíèåì êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî
õ14 íà êîíúþíêöèþ àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû è óòâåðæäåíèå "a((−1)k)".
Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü õ17 è äèçúþíêöèè óòâåðæäå-
íèé "a(1)", "a(−1)". Ðåçóëüòàòîì ñòàíîâèòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ñ ïóñòûì
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ñïèñêîì àíòåöåäåíòîâ è êîíñåêâåíòîì õ18. Îí ñîïðîâîæäàåòñÿ åäèíñòâåííîé
õàðàêòåðèñòèêîé "íîðìèëè(âòîðîéòåðì)". Ôàêòè÷åñêè, âûâåäåíà íå òåîðåìà, à
êâàçèïðîòîêîë.

2. Ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ ðàâåíñòâà òåðìà, îáîçíà÷àþùåãî óñëîâíîå âûðàæåíèå,
ïåðâîé àëüòåðíàòèâå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABax(¬(a = 0) & A− set & B− set & B ⊆ A & x ∈ A→ èíäèêàòîð(A, B, a)(x) =
a↔ x ∈ B)

èç òåîðåìû

∀ABax(A− set & B− set & B ⊆ A & x ∈ A→ èíäèêàòîð(A, B, a)(x) = (a ïðè x ∈
B, èíà÷å 0)).

Ïåðåìåííûì õ10 è õ11 ïðèñâàèâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, çàìåíÿþùèé è çàìåíÿ-
ìûé òåðìû èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå õ10 - "(a ïðè x ∈ B, èíà÷å 0)",
õ11 - "èíäèêàòîð(A, B, a)(x)". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâàÿ èç àëüòåð-
íàòèâ óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ, ò.å. a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íè îäíà èç àëüòåðíàòèâà
íå èìååò çàãîëîâêà "âàðèàíò" è ÷òî õ11 - ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå. Ñîçäàåò-
ñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü àíòåöåäåíòû èñõîäíîé èìïëèêàöèè
è îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ïåðâîé àëüòåðíàòèâû âòîðîé. Êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ýê-
âèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâà âûðàæåíèÿ õ11 ïåðâîé àëüòåðíàòèâå óñëîâèþ x ∈ B
óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ.

3. Ðàñøèôðîâêà óñëîâèÿ ðàâåíñòâà òåðìà, îáîçíà÷àþùåãî óñëîâíîå âûðàæåíèå,
âòîðîé àëüòåðíàòèâå.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Èç òîé æå òåîðåìû âûâîäèòñÿ ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå:

∀ABax(¬(a = 0) & A− set & B− set & B ⊆ A & x ∈ A→ èíäèêàòîð(A, B, a)(x) =
0↔ ¬(x ∈ B))

4. Ðàçáîð ñëó÷àåâ äëÿ òîæäåñòâà ñ óñëîâíûì âûðàæåíèåì â çàìåíÿþùåì òåðìå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABb(A− set & B − set & B ⊆ A & ¬(b = 0)→ ñëîé(èíäèêàòîð(A, B, b), b) = B)

èç òåîðåìû

∀ABb(A− set & B − set & B ⊆ A→ ñëîé(èíäèêàòîð(A, B, b), b) = (A ïðè
b = 0, èíà÷å B))

Ïåðåìåííûì õ10 è õ11 ïðèñâàèâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, çàìåíÿþùèé è çàìåíÿ-
ìûé òåðìû èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå õ10 - "(A ïðè b = 0, èíà÷å B)",
õ11 - "ñëîé(èíäèêàòîð(A, B, b), b)". Â çàìåíÿþùåì òåðìå áåðåòñÿ âõîæäåíèå
õ12 ñèìâîëà "âàðèàíò", íå ðàñïîëîæåííîå âíóòðè äðóãèõ óñëîâíûõ âûðàæåíèé.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííûå ïîäòåðìà õ12 íå ñâÿçàíû âíåøíèìè êâàíòîðàìè è
îïèñàòåëÿìè. Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ - ïåðåìåííûì õ13 è õ14
ïðèñâàèâàþòñÿ ëèáî óñëîâèå óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ õ12 è ïåðâàÿ àëüòåðíàòèâà,
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ëèáî îòðèöàíèå óñëîâèÿ è âòîðàÿ àëüòåðíàòèâà. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ12 íà òåðì õ14. Â íàøåì ñëó÷àå õ13 - "¬(b = 0)",
õ14 - "B", õ16 - òîæå "B". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíå-
íèÿ ïðîöåäóðû "íîðìàíòåöåäåíòû" ê ñïèñêó àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû,
ïîïîëíåííîìó óòâåðæäåíèåì õ13. Â íàøå ñëó÷àå îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé
"A − set", "B − set", "B ⊆ A", "¬(b = 0)". Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ18 îá-
ðàáîòêè íîðìàëèçàòîðîì "íîðìäëÿëþáîãî" èìïëèêàöèè, àíòåöåäåíòû êîòîðîé
ñóòü õ17, à êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ11 è õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí
îòëè÷åí îò êîíñòàíòû "èñòèíà", ïîñëå ÷åãî äîîáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì
"ñîêðàùàíòåöåäåíòû".

3.7 Õàðàêòåðèñòèêà "âàðòåîð"
Õàðàêòåðèñòèêîé "âàðòåîð(õ1)" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà äëÿ âûðàæåíèé âèäà f(A . . .),
ãäå f(x . . .) âñòðå÷àåòñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòÿõ ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî x óòâåðæäåíèé
ñ áîëåå ÷åì îäíèì âõîæäåíèåì íåèçâåñòíîé. Îïåðàöèÿ f íåêîììóòàòèâíà. Ïîäâûðà-
æåíèå A èìååò íàèáîëüøóþ îöåíêó ñëîæíîñòè â çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Îíî íå âõîäèò â
çàìåíÿþùóþ ÷àñòü, ïðè÷åì íàèáîëüøàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ïîäâûðàæåíèé çàìåíÿþ-
ùåé ÷àñòè - òàêàÿ æå, êàê äëÿ çàìåíÿåìîé. õ1 - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ ê âèäó, äëÿ êî-
òîðîãî èìååòñÿ ñòàíäàðòíîå ðåøåíèå

1. Âàðüèðîâàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ íåñêîëüêèìè âõîæäå-
íèÿìè íåèçâåñòíîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abce(b−÷èñëî & a−÷èñëî & c−÷èñëî & e−÷èñëî→ a sin b− c(cos b)2 = e− c↔
e = a sin b + c(sin b)2)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ (sin a)2 = −(cos a)2 + 1)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀acde(a − ÷èñëî & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî & e − ÷èñëî → e = ad + cd2 ↔ ¬(c =
0) & (d = −(a+

√
4ce + a2)/(2c) ∨ d = (−a+

√
4ce + a2)/(2c)) & 0 ≤ 4ce+a2 ∨ c =

0 & e = ad).

Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî âûâîäèìàÿ òåîðåìà - ëèøü ïðîìåæóòî÷íûé ðåçóëüòàò, îáîá-
ùàåìûé äðóãèìè ïðèåìàìè äî ýêâèâàëåíòíîñòè

∀abde(b− ÷èñëî & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ a sin b + e(cos b)2 = d↔
a sin b− e(sin b)2 = d− e).

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå èñõîäíîé òåîðåìû. Â
íàøåì ñëó÷àå ýòî "(sin a)2". Çàãîëîâêîì õ11 ýòîãî âûðàæåíèÿ ñëóæèò ñèìâîë
"ñòåïåíü", è ïî ýòîìó ñèìâîëó ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "íåèçâìíîæ" íàõî-
äèò óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó õ12 äëÿ ðåøåíèÿ êâàäðàòíûõ
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óðàâíåíèé. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ òåîðåìû õ12, èäåíòè-
ôèöèðóåìàÿ ñ íåèçâåñòíîé (â íàøåì ñëó÷àå - d). Ïî õàðàêòåðèñòèêå "íîðì-
âèä(êâàäðóðàâí)" òåîðåìû õ12 îïðåäåëÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "êâàäðóðàâí" ðå-
øåíèÿ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé, íàçâàíèå êîòîðîãî ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ18. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè õ12, ò.å.
"e = ad+cd2". Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ21 ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èñõîä-
íîé òåîðåìû íà íîâûå ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â òåîðåìó õ12. Â íàøåì ñëó÷àå
èìååì: "∀b(b− ÷èñëî→ (sin b)2 = −(cos b)2 + 1)".

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ21, ò.å. "(sin b)2". Â
óòâåðæäåíèè õ20 íàõîäèòñÿ òàêîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ15, êîòîðîå ÿâëÿåò-
ñÿ îïåðàíäîì îïåðàöèè õ11. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòà îïåðàöèÿ, ò.å.
"d2". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ òåðìîâ õ23 è õ26, ò.å.
"b, d". Îïðåäåëÿåòñÿ óíèôèöèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî äàííûõ ïåðåìåí-
íûõ, îòîæäåñòâëÿþùàÿ õ26 è õ23. Â íàøåì ñëó÷àå S íå èçìåíÿåò b, à âìåñòî
d ïîäñòàâëÿåò sin b. Îïðåäåëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû õ29 è õ30 ïðèìåíåíèÿ ïîäñòà-
íîâêè S ê òåðìó õ20 è ê çàìåíÿþùåìó òåðìó ðàâåíñòâà õ21. Â íàøåì ñëó÷àå
õ29 èìååò âèä "e = a sin b + c(sin b)2", õ30 - âèä "−(cos b)2 + 1". Ïåðåìåííîé
õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â õ20 ïîäòåðìà d2 íà õ30 è îäíîâðåìåííîé
ïîäñòàíîâêè S âìåñòî ïåðåìåííûõ âíå äàííîãî ïîäòåðìà. Ðåçóëüòàòîì ÿâëÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî "e = a sin b + c(−1 − (cos b)2)". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì îáúåäèíåííîãî
ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðåì õ21 è õ12. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî íàáîð "b− ÷èñëî",
"a− ÷èñëî", "c− ÷èñëî", "d− ÷èñëî", "e− ÷èñëî".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäñòàíîâêà S ïåðåâîäèò ïåðåìåííóþ õ15 â òåðì ñ åäèíñòâåí-
íîé ïåðåìåííîé. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ïåðåìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ïîäñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ33, íå ñîäåðæàùèõ äàííîé ïåðåìåííîé, ïå-
ðåìåííîé õ37 - ðåçóëüòàò ïðèñîåäèíåíèÿ ðàâåíñòâà õ31 ê óòâåðæäåíèÿì íàáîðà
õ33, ñîäåðæàùèì b. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò
óòâåðæäåíèÿ õ36, à óñëîâèÿìè - õ37. Íåèçâåñòíîé ñëóæèò ïåðåìåííàÿ b. Çàäà÷à
èìååò öåëü "ïîïûòêàñïóñêà" è ìàëûé óðîâåíü îáðàùåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, â íåé
ðå÷ü èäåò íå î ôàêòè÷åñêîì ðàçðåøåíèè îòíîñèòåëüíî b, à ëèøü îá óïðîùåíèè
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé b. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå õ39 âèäà
"a sin b − c(cos b)2 = e − c & b − ÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ
èç ñïèñêà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ òåðìà õ39 òåðìîâ õ33 îñòàåòñÿ åäèíñòâåííîå
óòâåðæäåíèå õ42. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî "a sin b−c(cos b)2 = e−c". Ïåðåìåííîé õ44
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ33 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû",
ïîñëå ÷åãî ôîðìèðóåòñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ44 è
êîíñåêâåíòîì - ýêâèâàëåíòíîñòüþ óòâåðæäåíèé õ42 è õ29. Õàðàêòåðèñòèêàìè
åå ñòàíîâÿòñÿ òåðìû "íåèçâòåðìû(ñèíóñ(b)êâàäðóðàâí b âòîðîéòåðì)" è "ñëåä-
òåîðåìà(ïóòüâõîæäåíèÿ 1)". Âòîðîé èç íèõ îïðåäåëÿåò àäðåñ äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû â áàçå òåîðåì.

3.8 Õàðàêòåðèñòèêà "âèäîáúåêòà"

Õàðàêòåðèñòèêîé "âèäîáúåêòà" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, îïðåäåëÿþùèå
âèä îáúåêòà ïî óðàâåíèþ äëÿ êîîðäèíàò åãî òî÷åê.
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Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îáîçíà÷åíèå íîâûì óíèêàëüíûì ïàðàìåòðîì îïåðàöèè ñ óíèêàëüíûì ïàðàìåò-
ðîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀Kabcef (b−÷èñëî & ñèñòêîîðä(K) & a−÷èñëî & f −÷èñëî & (¬(c = 0) ∨ ¬(f =
0)) & êîîðä(e,K) = setxy(∃t(x = a + ft & y = b + ct & t− ÷èñëî)) & c− ÷èñëî→
Ïðÿìàÿ(e))

èç òåîðåìû

∀Kabdef (d−÷èñëî & b−÷èñëî & ñèñòêîîðä(K) & a−÷èñëî & (¬(f = 0) ∨ ¬(b−d =
0)) & êîîðä(e, K) = setxy(∃t(x = a + ft & y = b + t(d − b) & t − ÷èñëî)) & f −
÷èñëî→ Ïðÿìàÿ(e))

Ñðåäè àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ10, â îäíîé ÷àñòè êîòîðî-
ãî ðàñïîëîæåíî íàçâàíèå êîîðäèíàò, à â äðóãîé - îïèñàòåëü "êëàññ". Â íàøåì
ñëó÷àå ýòî "êîîðä(e,K) = setxy(∃t(x = a + ft & y = b + t(d− b) & t− ÷èñëî))".
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ äàííûé îïèñàòåëü. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâîáîäíàÿ
ïåðåìåííàÿ õ14 òåðìà õ13, íå âõîäÿùàÿ â êîñåêâåíò òåîðåìû. Â íàøåì ñëó-
÷àå - ïåðåìåííàÿ d. Óñìàòðèâàåòñÿ òàêîå âõîæäåíèå õ16 íåêîòîðîé îïåðàöèè
â õ13, ÷òî d ñëóæèò åå îïåðàíäîì, ïðè÷åì ëþáîå âõîæäåíèå d â õ13 ÿâëÿåò-
ñÿ îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ òàêîé æå îïåðàöèè. Â íàøåì ñëó÷àå õ16 - âõîæäåíèå
d− b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå ïîäòåðìà õ16 ÿâëÿþòñÿ ñâî-
áîäíûìè ïåðåìåííûìè òåðìà õ13. Îïðåäåëÿåòñÿ òèï s çíà÷åíèÿ îïåðàöèè õ16
(â íàøåì ñëó÷àå - "÷èñëî"), âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ19 (â íàøåì ñëó÷àå
- c), è ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "÷èñëî(c)". Ïåðåìåííîé õ23
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ê ñïèñêó âñåõ àíòåöå-
äåíòîâ òåîðåìû, íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííîé õ14. Â íàøåì ñëó÷àå õ23 ñîñòîèò èç
óòâåðæäåíèé "b−÷èñëî", "ñèñòêîîðä(K)", "a−÷èñëî", "f−÷èñëî", "c−÷èñëî".
Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé, ïîëó÷åííûé ïðèñîåäèíå-
íèåì ê ñîäåðæàùèì òîëüêî ïåðåìåííóþ d àíòåöåäåíòàì òåîðåìû ðàâåíñòâà òåð-
ìà õ16 è ïåðåìåííîé õ19. Â íàøåì ñëó÷àå õ25 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé d−÷èñëî
è d − b = c. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, èìåþùàÿ ñâîèìè ïîñûëêàìè óòâåð-
æäåíèÿ õ23, à óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ õ25. Íåèçâåñòíîé ñëóæèò ïåðåìåííàÿ
õ14 (ò.å. d). Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ îòâåò çàäà÷è; â íàøåì ñëó÷àå -
d = b + c. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåð-
æäåíèÿ õ27, è â ýòîì íàáîðå íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ29 ïåðåìåííîé d íåêîòîðîìó
âûðàæåíèþ õ30 (â íàøåì ñëó÷àå - b+c). Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó âñåõ íå ñîäåðæàùèõ õ14 àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû îñòàòêà
ñïèñêà õ28, íàáîðà ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ30 âìåñòî ïåðåìåí-
íîé õ14 â àíòåöåäåíòû, ñîäåðæàùèå õ14 è åùå êàêèå-òî äðóãèå ïåðåìåííûå,
à òàêæå óòâåðæäåíèÿ õ21. Ñïèñîê õ31 îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðìàíòå-
öåäåíòû". Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ íàáîð õ32, ñîñòîÿùèé èç óòâåðæäåíèé
"b− ÷èñëî", "ñèñòêîîðä(K)", "a− ÷èñëî", "f − ÷èñëî", "¬(c = 0) ∨ ¬(f = 0)",
"êîîðä(e,K) = setxy(∃t(x = a + ft & y = b + ct & t− ÷èñëî))", "c− ÷èñëî". Çà-
òåì ôîðìèðóåòñÿ ðåçóëüòàò - èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ32 è êîíñåêâåíòîì
èñõîäíîé òåîðåìû.
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3.9 Õàðàêòåðèñòèêà "âíåøçíàê"

Õàðàêòåðèñòèêîé "âíåøçíàê(õ1)" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà, ñîõðàíÿþùèå ñëîæíîñòü
ñàìîãî ñëîæíîãî ïîäâûðàæåíèÿ, íî óìåíüøàþùèå ñëîæíîñòü åãî íàäâûðàæåíèé. õ1
- íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Óñèëåíèå òîæäåñòâà ïóòåì ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæíîé íàäîïå-
ðàöèè ñëîæíîãî òåðìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀b(b− ÷èñëî→ (sin b)2 = (1− cos(2b))/2)

èç òåîðåìû

∀b(b− ÷èñëî→ cos(2b) = 1− 2(sin b)2).

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùàÿ. Â íàøåì ñëó÷àå õ10 - "1 − 2(sin b)2", õ11 - "cos(2b)". Íàõîäèòñÿ åäèí-
ñòâåííîå ñàìîå ñëîæíîå ïîäâûðàæåíèå òåðìà õ10, ïðèñâàèâàåìîå ïåðåìåííîé
õ13. Â íàøåì ñëó÷àå - "sin b". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñëîæíîñòü ñàìîé
ñëîæíîé íàäîïåðàöèè âõîæäåíèÿ õ14 òåðìà õ13 â õ10, ïåðåìåííîé õ16 - âõî-
æäåíèå ýòîé íàäîïåðàöèè. Â íàøåì ñëó÷àå õ15 - 4.1, õ16 - âõîæäåíèå ñòåïåíè
ñèíóñà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âõîæäåíèå õ16 íå êîðíåâîå. Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðå-
ìåííàÿ õ17 (â íàøåì ñëó÷àå - a), è îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ18 çàìåíû â õ10
âõîæäåíèÿ õ16 íà ýòó ïåðåìåííóþ. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð, ñî-
ñòîÿùèé èç ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ18 , õ11, à òàêæå, åñëè óäàåòñÿ óñìîòðåòü
òèï s çíà÷åíèÿ ïîäâûðàæåíèÿ ïî âõîæäåíèþ õ16, èç óòâåðæäåíèÿ "s(õ17)".
Â íàøåì ñëó÷àå õ19 - óòâåðæäåíèÿ "1 − 2a = cos(2b)", "a − ÷èñëî". Ðåøàåò-
ñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò âñå àíòåöåäåíòû òåîðåìû,
à óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ õ19. Íåèçâåñòíîé ÿâëÿåòñÿ a. Ïîëó÷àåòñÿ îòâåò
õ23; â íàøåì ñëó÷àå - "a = (1 − cos(2b))/2 & (1 − cos(2b)/2 − ÷èñëî". Ïîñëå
ïîäñòàíîâêè â íåãî âûðàæåíèÿ sin b âìåñòî a ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå õ24 âè-
äà "(sin b)2 = (1 − cos(2b))/2 & (1 − cos(2b))/2 − ÷èñëî". Íàêîíåö, ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé òå æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû, à êîíñå-
êâåíò - õ24. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìòåîðåìà",
óñòðàíÿþùèì âòîðîé êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí êîíñåêâåíòà. Ñðåäè ïðåäëàãàåìûõ
õàðàêòåðèçàòîðîì îòáèðàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêàìè "âàðòåîð", "âíå-
øçíàê".

3.10 Õàðàêòåðèñòèêà "âñïîìîáúåêòû"

Õàðàêòåðèñòèêîé "âñïîìîáúåêòû(õ1)" ñíàáæàþòñÿ èìïëèêàöèè, ââîäÿùèå â ðàññìîò-
ðåíèå íîâûå îáúåêòû äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ îïðåäåëåíèÿ îáúåêòà õ1. Ôàêòè÷åñêè, ýòè
èìïëèêàöèè ñóòü êâàçèïðîòîêîëû.



94 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì

1. Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì, îòëè÷àþùèõñÿ àëüòåðíàòèâíûìè àíòåöåäåíòàìè.

Äâå èìïëèêàöèè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ãðóïïàìè àíòåöåäåíòîâ, äèçúþíêöèÿ êî-
òîðûõ òîæäåñòâåííî èñòèííà. Îíè îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó èìïëèêàöèþ, ïîëó÷à-
åìóþ èç èñõîäíûõ îòáðàñûâàíèåì óêàçàííûõ àíòåöåäåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDFK(¬(D ∈ ïðÿìàÿ(AB)) & D−òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) & (A, B, C) = K →
F − òî÷êà & ¬(D = F ) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(AC))

èç òåîðåìû

∀ABCDFK(¬(D ∈ ïðÿìàÿ(AB)) & ðàçíûåñòîðîíû(B, D, ïðÿìàÿ(AC)) & D−òî÷êà
& ñèñòêîîðä(K) & (A, B, C) = K → F−òî÷êà& ¬(D = F ) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(AC)) & A ∈ îòðåçîê(BF )

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDEK(¬(D ∈ ïðÿìàÿ(AB)) & îäíàñòîðîíà(B, D, ïðÿìàÿ(AC)) & D − òî÷êà
& ñèñòêîîðä(K) & (A, B, C) = K → E−òî÷êà& ¬(D = E) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
òî÷êàëó÷à(A, B, E) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC)).

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà, ïå-
ðåìåííîé õ10 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Â ñïèñêå âûâîäà ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà õ12, îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé òåîðåìû è
îáëàäàþùàÿ òîé æå õàðàêòåðèñòèêîé "âñïîìîáúåêòû(. . .)", ÷òî è èñõîäíàÿ òåî-
ðåìà. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ12, ïåðå-
ìåííîé õ15 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ åå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
äëèíû íàáîðîâ õ10 è õ14, à òàêæå íàáîðîâ õ9 è õ15 ðàâíû. Ïðîâåðÿåòñÿ ñîâ-
ïàäåíèå ñïèñêîâ õ16, õ17 ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ óòâåðæäåíèé íàáîðîâ õ10 è
õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèÿ õ9 èìåþò åäèíñòâåííóþ íå âõîäÿùóþ â õ16
ïåðåìåííóþ x, à óòâåðæäåíèÿ õ15 - åäèíñòâåííóþ íå âõîäÿùóþ â õ16 ïåðåìåí-
íóþ y. Â óòâåðæäåíèÿõ õ15 ïåðåìåííàÿ y çàìåíÿåòñÿ íà x. Â íàøåì ñëó÷àå
- E íà F . Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ10 èìååò åäèíñòâåííîå íå âõîäÿùåå â
õ14 óòâåðæäåíèå õ21, à ñïèñîê õ14 - åäèíñòâåííîå íå âõîäÿùåå â õ10 óòâåð-
æäåíèå õ23. Â íàøåì ñëó÷àå õ21 - "ðàçíûåñòîðîíû(B, D, ïðÿìàÿ(AC))", õ23 -
"îäíàñòîðîíà(B, D, ïðÿìàÿ(AC))". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ êîïèÿ íàáî-
ðà õ9. Åñëè â íåé èìåþòñÿ óòâåðæäåíèÿ, íå âõîäÿùèå â ñïèñîê õ15, òî ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà äîêàçàòü èõ êîíúþíêöèþ èç îáúåäèíåíèÿ ñïèñêà õ10 è
ïåðåñå÷åíèÿ ñïèñêîâ õ24, õ15. Ïîñëå ýòîãî õ24 çàìåíÿåòñÿ íà ïåðåñå÷åíèå ñïèñ-
êîâ õ14 è õ15. Â íàøåì ñëó÷àå õ24 ñîäåðæèò óòâåðæäåíèå A ∈ îòðåçîê(BF ),
íå âõîäÿùåå â õ15. Ïîñëå óñìîòðåíèÿ òîãî, ÷òî îíî âûòåêàåò èç óòâåðæäå-
íèé "¬(D ∈ ïðÿìàÿ(AB))", "ðàçíûåñòîðîíû(B, D, ïðÿìàÿ(AC))", "D− òî÷êà",
"ñèñòêîîðä(K)", "(A, B, C) = K", "F−òî÷êà", "¬(D = F )", "F ∈ ïðÿìàÿ(AB)",
"ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(AC))", ýòî óòâåðæäåíèå èñêëþ÷àåòñÿ èç ñïèñêà õ24.
Àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ ïðåäïðèíèìàþòñÿ ñ ïåðåñòàíîâêîé ñïèñêîâ õ15, õ24. Äà-
ëåå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ15 è õ24 îäèíàêîâû. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ õ10 è õ14. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî "¬(D ∈ ïðÿìàÿ(AB))",
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"D − òî÷êà", "ñèñòêîîðä(K)", "(A, B, C) = K". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà äîêàçà-
òåëüñòâî äèçúþíêöèè õ21 è õ23 èç ïîñûëîê õ25. Ñïèñîê õ25 îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû". Çàòåì ôîðìèðóåòñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ èìïëè-
êàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ25 è êîíúþíêöèåé óòâåðæäåíèé õ24 â êîíñåêâåíòå.

3.11 Õàðàêòåðèñòèêà "âñïîìîïèñàíèå"
Õàðàêòåðèñòèêîé "âñïîìîïèñàíèå(õ1)" ñíàáæàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, èñêëþ÷àþùèå
âñïîìîãàòåëüíûå ïàðàìåòðû â çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ". õ1
- íàïðàâëåíèå çàìåíû.

1. Îáðàùåíèå â åäèíèöó îïåðàíäà äâóìåñòíîé îïåðàöèè íàä ïàðàìåòðàìè êîîð-
äèíàò.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCcfghjk(¬(A = B) & = ¬(A = C) & g = (A, f, h) & êîîðä(B, g) = (c, 0) &
êîîðä(C, g) = (j, k) & A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(g) →
0 < cj ↔ 0 < −π/2− ∠(BAC))

èç òåîðåìû

∀ABCcdfghjk(¬(A = B) & = ¬(A = C) & g = (A, f, h) & êîîðä(B, g) = (c, d) &
êîîðä(C, g) = (j, k) & A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(g) →
0 < cj + dk ↔ 0 < −π/2− ∠(BAC))

Íîâàÿ òåîðåìà ïîçâîëèò ñîçäàòü ïðèåì äëÿ èñêëþ÷åíèÿ íåðàâåíñòâà 0 < cj, â
òî âðåìÿ êàê ïðèåì, îñíîâàííûé íà èñõîäíîé òåîðåìå, íà ýòî íå ñïîñîáåí.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì òåîðåìû (ò.å. 0 < cj + dk),
ïåðåìåííîé õ11 - íàáîð åå àíòåöåäåíòîâ. Â õ10 íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ12 äâó-
ìåñòíîé îïåðàöèè õ13, èìåþùåé åäèíèöó e äëÿ ñâîåãî îïåðàíäà õ15. Ïåðå-
ìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ15. Â íàøåì ñëó÷àå õ13
- "ïëþñ", õ16 - dk, e = 0. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ïàðà-
ìåòðîâ òåðìà õ16, âõîäÿùèõ â êîîðäèíàòíûå íàáîðû, çàäàâàåìûå ðàâåíñòâàìè
èç àíòåöåäåíòîâ. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ïåðåìåííûå d, k. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåí-
íàÿ õ18 (â íàøåì ñëó÷àå - d) èç ñïèñêà õ17, è ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå
ñ åäèíñòâåííûì óñëîâèåì dk = 0 è íåèçâåñòíîé d. Ñïèñîê ïîñûëîê ñîñòîèò
èç êîíñòàíòû "èñòèíà". Ïîëó÷àåòñÿ îòâåò õ20. Â íàøåì ñëó÷àå îí èìååò âèä
"(¬(k = 0) & d = 0 ∨ k = 0) & d− ÷èñëî & k − ÷èñëî". Îòâåò ïðåîáðàçóåòñÿ ê
âèäó ä.í.ô., è âûáèðàåòñÿ íåêîòîðûé äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí õ21 ýòîé ä.í.ô. Íà-
õîäèòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ21. Â íàøåì ñëó÷àå ýòîò
íàáîð ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "¬(k = 0)", "d = 0", "d − ÷èñëî", "k − ÷èñëî".
Â äàííîì íàáîðå âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ22 äëÿ íåèçâåñòíîé d. Çàòåì ôîðìè-
ðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè, ïîëó÷åííûìè äîáàâëåíèåì ê ñïèñêó õ11
òåðìà õ22. Êîíñåêâåíò åå òàêîé æå, êàê ó èñõîäíîé òåîðåìû. Ïîñëå îáðàáîòêè
èìïëèêàöèè îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

2. Ïîïûòêà ââåñòè äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà ïåðåìåííóþ äëÿ åå èñêëþ÷å-
íèÿ èç çàìåíÿåìîé ÷àñòè.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCabfghk(¬(A = B) & ¬(A = C) & g = (A, f, h) & êîîðä(B, g) = (a, 0) &
êîîðä(C, g) = (b, k) & 0 < a & A−òî÷êà& B−òî÷êà& C−òî÷êà& ïðÿìêîîðä(g)→
0 < b↔ 0 < −∠(BAC) + π/2)

èç òåîðåìû

∀ABCcfghjk(¬(A = B) & ¬(A = C) & g = (A, f, h) & êîîðä(B, g) = (c, 0) &
êîîðä(C, g) = (j, k) & A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(g) →
0 < cj ↔ 0 < −∠(BAC) + π/2)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(0 < a & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ 0 < b↔ 0 < ab)

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì (0 < cj). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí
áåñïîâòîðíûé, ÷òî åãî êîðíåâîå îòíîøåíèå õ12 îòëè÷íî îò ðàâåíñòâà è èìååò
àðíîñòü 2. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî îäèí èç êîðíåâûõ îïåðàíäîâ - ëîãè÷åñêèé
ñèìâîë ëèáî ïåðåìåííàÿ, à äðóãîé - äâóìåñòíàÿ îïåðàöèÿ õ15 îò ïåðåìåííûõ.
Â áàçå òåîðåì íàõîäèòñÿ ðàçäåë, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ12 (â íàøåì
ñëó÷àå - ðàçäåë "íåðàâåíñòâà"). Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå òåîðåìû ýòîãî ðàçäåëà.
Îòáèðàþòñÿ òàêèå äîïîëíèòåëüíûå òåîðåìû õ20, êîòîðûå èìåþò õàðàêòåðè-
ñòèêó "îáùíîðì(N)". Â íàøåì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà óêàçàíà âûøå.
Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ åå çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí áåñ-
ïîâòîðíûé, ÷òî åãî çàãîëîâîê - õ12 è ÷òî ñèìâîë õ15 âõîäèò â ýòîò òåðì. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îäèí èç êîðíåâûõ îïåðàíäîâ âûðàæåíèÿ õ24 - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë
ëèáî ïåðåìåííàÿ, à äðóãîé - îïåðàöèÿ õ15 îò ïåðåìåííûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
çàìåíÿþùèé òåðì õ27 äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû - äâóìåñòíîå îòíîøåíèå, îïå-
ðàíäû êîòîðîãî - ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû ëèáî ïåðåìåííûå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïà-
ðàìåòðû òåðìà õ27 - ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ24. Äàëåå
ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" ðåàëèçóåò âûâîä ñëåäñòâèÿ õ30, ïîëó÷àåìîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèåì çàìåíÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò âûäàåòñÿ ïîñëå îáðàáîòêè óòâåðæäåíèÿ õ30
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

3.12 Õàðàêòåðèñòèêà "âñïîìïàðàìåòð"
Õàðàêòåðèñòèêîé "âñïîìïàðàìåòð(õ1)" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà, èñêëþ÷àþùèå âñïî-
ìîãàòåëüíûå ïàðàìåòðû â çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ". õ1 -
íàïðàâëåíèå çàìåíû.

1. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà ïóòåì äîìíîæåíèÿ âñåõ ÷ëåíîâ êîðíåâîé àññîöèàòèâíî-
êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè íà äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABKabcpq(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b) &
êîîðä(B, K) = (p, q) & c− ÷èñëî→ cl(AB)2 = c(a− p)2 + c(b− q)2)

èç òåîðåìû
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∀ABKabpq(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b) &
êîîðä(B, K) = (p, q)→ l(AB)2 = (a− p)2 + (b− q)2)

Çàìåòèì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà "âñïîìïàðàìåòð" â îáîèõ ñëó÷àÿõ óêàçûâàåò íà
çàìåíó ñïðàâà íàëåâî.

Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà ïîêà íå îáîáùåíà. Ïåðåìåííîé õ10 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11 - åãî çàãîëîâîê (â íàøåì
ñëó÷àå - "ïëþñ"). Ñïðàâî÷íèê "ñòàíäôîðìà" îïðåäåëÿåò íàçâàíèå õ12 íîðìà-
ëèçàòîðà ñòàíäàðòíîé ôîðìû äëÿ åå êîðíåâîé îïåðàöèè õ11. Â íàøåì ñëó-
÷àå - "ñòàíäïëþñ". Ñïðàâî÷íèê "ñòàíääí" îïðåäåëÿåò ïî íàçâàíèþ ñòàíäàðò-
íîé ôîðìû ïàðó (f, g), ãäå f - êîðíåâàÿ àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ
ñòàíäàðòíîé ôîðìû, g - åå âíóòðåííÿÿ àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ.
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ îïåðàöèÿ g (â íàøåì ñëó÷àå - "óìíîæåíèå").
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ õ14 èìååò åäèíèöó. Íàõîäèòñÿ íàáîð õ16 êîðíåâûõ
îïåðàíäîâ çàìåíÿåìîãî òåðìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíè íå èìåþò îáùèì "ìíîæè-
òåëåì" (â ñìûñëå îïåðàöèè õ14) êàêóþ-ëèáî ïåðåìåííóþ, âõîäÿùóþ â êàæäûé
èç íèõ ëèøü îäíîêðàòíî. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ19, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ
òåîðåìó (â íàøåì ñëó÷àå - c). Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ
"äîìíîæåíèÿ" íà õ19 òåðìîâ íàáîðà õ16, îáðàáîòàííûõ íîðìàëèçàòîðîì îáùåé
ñòàíäàðòèçàöèè äëÿ õ14. Åñëè â òåðìàõ íàáîðà õ21 ïåðåìåííàÿ õ19 âñòðå÷àåò-
ñÿ òîëüêî êàê îïåðàíä êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèé ñ îäíèì è òåì æå çàãîëîâêîì,
ïðè÷åì ýòè êîììóòàòèâíûå îïåðàöèè óæå èìåëè îáùóþ áåñïîâòîðíóþ ïåðåìåí-
íóþ, îòëè÷íóþ îò õ19, òî âûâîä îòìåíÿåòñÿ. Èíà÷å ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò "äîìíîæåíèÿ" íà õ19 âñåõ õ11 - ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåãî òåðìà,
îáðàáîòàííûõ íîðìàëèçàòîðîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðàâåíñòâî "ñóììû" âûðàæåíèé õ22 "ñóììå" âûðàæåíèé õ21. Â íàøåì
ñëó÷àå ýòî cl(AB)2 = c(a−p)2 + c(b− q)2). Çàòåì ôîðìèðóåòñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ
èìïëèêàöèÿ ñ êîíñåêâåíòîì õ23. Åå àíòåöåäåíòû ïîëó÷åíû äîáàâëåíèåì ê àíòå-
öåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ19 óòâåðæäåíèé èç î.ä.ç.
äëÿ õ23. Èñõîäíàÿ òåîðåìà èñêëþ÷àåòñÿ èç àêòèâíîé ÷àñòè ñïèñêà âûâîäà. Â
áëîêå âûâîäà ïîìå÷àåòñÿ, ÷òî îíà áûëà îáîáùåíà.

2. Îáðàùåíèå â åäèíèöó îïåðàíäà äâóìåñòíîé îïåðàöèè íàä ïàðàìåòðàìè êîîð-
äèíàò.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀Bdefgp(g = (d, e, f) & êîîðä(B, g) = (p, 0) & B − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(g) →
l(dB)2 = p2)

èç òåîðåìû

∀Bcdefgp(g = (d, e, f) & êîîðä(B, g) = (p, q) & c− ÷èñëî & B − òî÷êà &
ïðÿìêîîðä(g)→ cl(dB)2 = cp2 + cq2)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì òåîðåìû (ò.å. cp2 + cq2), ïåðå-
ìåííîé õ11 - íàáîð åå àíòåöåäåíòîâ. Â õ10 íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ12 äâóìåñòíîé
îïåðàöèè õ13, èìåþùåé åäèíèöó e äëÿ ñâîåãî îïåðàíäà õ15. Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ15. Â íàøåì ñëó÷àå õ13 - "ïëþñ", õ16
- cq2, e = 0. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ïàðàìåòðîâ òåðìà õ16,
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âõîäÿùèõ â êîîðäèíàòíûå íàáîðû, çàäàâàåìûå ðàâåíñòâàìè èç àíòåöåäåíòîâ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îäíîýëåìåíòíûé, è åãî ýëåìåíò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ18. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî q. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ åäèíñòâåííîé ïîñûë-
êîé "èñòèíà" è óñëîâèåì "cq2 = 0". Ïîëó÷àåòñÿ îòâåò "(¬(c = 0) & q = 0 ∨ c =
0) & c − ÷èñëî & q − ÷èñëî". Îí ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó ä.í.ô. è âûáèðàåòñÿ
äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí "¬(c = 0) & q = 0 & c − ÷èñëî & q − ÷èñëî", ñîäåðæà-
ùèé ðàâåíñòâî äëÿ q. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ
èç àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû äîáàâëåíèåì óêàçàííîãî ðàâåíñòâà, à êîíñå-
êâåíò ïðåæíèé. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

3. Âàðüèðîâàíèå àíòåöåäåíòà, èìåþùåãî âèä ðàâåíñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀Bcdefgp(g = (d, e, f) & êîîðä(B, g) = (p, q) & c− ÷èñëî & B − òî÷êà &
ïðÿìêîîðä(g)→ cl(dB)2 = cp2 + cq2)

èç òåîðåìû

∀ABKabcpq(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b) &
êîîðä(B, K) = (p, q) & c− ÷èñëî→ cl(AB)2 = c(a− p)2 + c(b− q)2)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCK(ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C)→ êîîðä(A, K) = (0, 0))

Ñðåäè àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ9, íå èìåþùåå
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî "êîîðä(A, K) = (a, b)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äàííîì ðàâåíñòâå èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïîäòåðì íàèáîëüøåé
ñëîæíîñòè. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî "êîîðä(A, K)". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàãîëîâîê ïîäòåðìà. Ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà "ðàçäåë" îïðåäåëÿåòñÿ ðàçäåë
õ12, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ11. Â íàøåì ñëó÷àå - "ñèñòåìûêîîðäèíàò".
Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû õ16 ýòîãî ðàçäåëà, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "Ðàâ-
íî". Â íàøåì ñëó÷àå - ñì. ïðèâåäåííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðå-
ìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò "êîîðä(A, K) = (0, 0)" äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîäåðæèò ñèìâîë õ11 è ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì
óòâåðæäåíèåì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ16 íåò ðàâåí-
ñòâà, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíà êîîðäèíàòà îáúåêòà. Ïðîâåðÿåòñÿ
òàêæå îòñóòñòâèå íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ â òåðìå õ18. Ê âõîæäå-
íèþ àíòåöåäåíòà õ9 èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìå õ16 ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà
"âûâîäïîñûëêè", óíèôèöèðóþùàÿ äàííûé àíòåöåäåíò ñ êîíñåêâåíòîì òåîðåìû
õ16, çàìåíÿþùàÿ åãî íà àíòåöåäåíòû òåîðåìû õ16 è ïðèìåíÿþùàÿ ê ðåçóëüòà-
òó óíèôèöèðóþùóþ ïîäñòàíîâêó. Ïîëó÷åííàÿ èìïëèêàöèÿ õ21 îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

3.13 Õàðàêòåðèñòèêà "âûâîä"
Õàðàêòåðèñòèêîé "âûâîä" ñíàáæàþòñÿ ïðîñòûå èìïëèêàöèè, ó êîòîðûõ êàæäîå âû-
ðàæåíèå êîíñåêâåíòà âñòðå÷àåòñÿ â àíòåöåäåíòàõ è êîòîðàÿ ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èí-
òåðåñ äëÿ ñîçäàíèÿ ïðèåìà âûâîäà. Ïîñëåäíåå óòî÷íÿåòñÿ â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ õà-
ðàêòåðèçàòîðà.
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Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Êîíòðàïîçèöèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ èìïëèêàöèè, èñïîëüçóåìîé â ïðîâåðî÷íîì îïå-
ðàòîðå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ade(a− set & d− set & e− set & d ⊆ e & ¬(a ⊆ e)→ ¬(a ⊆ d))

èç òåîðåìû

∀ade(a− set & d− set & e− set & a ⊆ d & d ⊆ e→ a ⊆ e)

Âûáèðàåòñÿ àíòåöåäåíò õ10 èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå - "a ⊆ d".
Ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà "ëåãêîâèäåòü" óñòàíàâëèâàåòñÿ íàëè÷èå ïðîâåðî÷íî-
ãî îïåðàòîðà, îáðàáàòûâàþùåãî îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ10. Â íàøåì ñëó÷àå
âûäàåòñÿ çàãîëîâîê îïåðàòîðà "óñìíåñîäåðæèòñÿ". Çàòåì âûâîäèòñÿ èìïëèêà-
öèÿ, ïîëó÷àåìàÿ ïåðåñíåíèåì îòðèöàíèÿ êîíñåêâåíòà â àíòåöåäåíòû, à îòðèöà-
íèÿ àíòåöåäåíòà õ10 - â êîíñåêâåíò.

2. Êîíòðàïîçèöèÿ äëÿ ñóùåñòâåííîãî îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà ïåðåìåííûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDab(¬(a = b) & ¬(C = D) & ¬(ïðÿìàÿ(ab) = ïðÿìàÿ(CD)) &
A ∈ ïðÿìàÿ(ab) & A ∈ ïðÿìàÿ(CD) & B ∈ ïðÿìàÿ(ab) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
a−òî÷êà & b−òî÷êà & A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà & D−òî÷êà→ A = B)

èç òåîðåìû

∀ABCDab(¬(a = b) & ¬(A = B) & ¬(C = D) & A ∈ ïðÿìàÿ(ab) & A ∈ ïðÿìàÿ(CD)
& B ∈ ïðÿìàÿ(ab) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà→ ïðÿìàÿ(CD) = ïðÿìàÿ(ab))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû - ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå. Âûáèðàåòñÿ
ñóùåñòâåííûé (ò.å. íå ÿâëÿþùèéñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.)
àíòåöåäåíò õ13, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé îòðèöàíèå ðàâåíñòâà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
÷àñòè ðàâåíñòâà - ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. Â íàøåì ñëó÷àå õ13 - "¬(A = B)".
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê õ16 óòâåðæäåíèé, ïîëó÷åííûõ çàìåíîé àíòåöåäåíòà
õ13 íà îòðèöàíèå êîíñåêâåíòà è äîáàâëåíèåì îòðèöàíèÿ õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ16 íå óñìàòðèâàåò ïðîòèâîðå÷èÿ. Òîãäà
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷åíû èç àíòåöåäåíòîâ èñõîä-
íîé òåîðåìû çàìåíîé õ13 îòðèöàíèåì êîíñåêâåíòà, à êîíñåêâåíò - îòðèöàíèå
óòâåðæäåíèÿ õ13. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

3. Ïåðåõîä îò âûâîäà âêëþ÷åíèÿ ê âûâîäó ïðèíàäëåæíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ACabcd(¬(b = c) & ¬(A = C) & ¬(d ∈ ïðÿìàÿ(bc)) & A ∈ ïëîñêîñòü(bcd) &
C ∈ ïëîñêîñòü(bcd) & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & a ∈ ïðÿìàÿ(AC)→
a ∈ ïëîñêîñòü(bcd))

èç òåîðåìû
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∀ACbcd(¬(b = c) & ¬(A = C) & ¬(d ∈ ïðÿìàÿ(bc)) & A ∈ ïëîñêîñòü(bcd) &
C ∈ ïëîñêîñòü(bcd) & b − òî÷êà & c − òî÷êà & d − òî÷êà → ïðÿìàÿ(AC) ⊆
ïëîñêîñòü(bcd))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû èìååò âèä âêëþ÷åíèÿ P ⊆ Q, ïðè÷åì
êàæäîå èç âûðàæåíèé P, Q - íåîäíîáóêâåííîå ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå îáúåê-
òîâ íåêîòîðîãî òèïà (íàïðèìåð, "ïðÿìàÿ(. . .)", "ïëîñêîñòü(. . ." è ò.ï.). Ïîñëå
ýòîãî âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ x, ê àíòåöåäåíòàì äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäå-
íèå x ∈ P , à êîíñåêâåíò çàìåíÿåòñÿ íà x ∈ Q.

4. Åñëè êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî äâóõ ïåðåìåííûõ, òî óñìàòðèâàåòñÿ åãî ýêâèâà-
ëåíòíîñòü íåêîòîðîìó àíòåöåäåíòó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀fxy(x ∈ Dom(f) & y ∈ Dom(f) & f − ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) →
f(x) = f(y)↔ x = y)

èç òåîðåìû

∀fxy(f(x) = f(y) & x ∈ Dom(f) & y ∈ Dom(f) & f −ôóíêöèÿ &
âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)→ x = y)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò èìååò âèä ðàâåíñòâà äâóõ ïåðåìåííûõ. Óñìàòðè-
âàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûé àíòåöåäåíò, èìåþùèé âèä ðàâåíñòâà, ïîñëå ïîäñòàíîâêè
â íåãî îäíîé èç ïåðåìåííûõ âìåñòî äðóãîé è ïðîñòåéøåé ñòàíäàðòèçàöèè, ïðå-
âðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî îäèíàêîâûõ âûðàæåíèé. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî àíòåöåäåíò
"f(x) = f(y)". Ïîñëå ýòîãî âûïèñûâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, â êîòîðîé äàííûé àíòå-
öåäåíò ïðîïóùåí, à êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü ýòîãî àíòåöåäåíòà èñõîäíîìó
êîíñåêâåíòó.

Ñïåöèàëüíàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ èìïëèêàöèè

1. Ãðóïïèðîâêà â ëåâûõ ÷àñòÿõ âñåõ íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ (îñëàáëåííîå ðåäóöèðîâà-
íèå).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cde(0 < c− e & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & 0 ≤ e− d→ 0 < c− d)

èç òåîðåìû

∀cde(e < c & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & d ≤ e→ d < c)

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå âõîæäåíèÿ â òåîðåìó äâóìåñòíûõ ïðåäèêàò-
íûõ ñèìâîëîâ P . Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë P , îäíàêî â ñëó÷àå
ðàâåíñòâà åé ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ òèï îïåðàíäîâ äàííîãî ðàâåíñòâà. Ñïðàâî÷íèê
"ïåðåãðóïïèðîâêà" íàõîäèò ïî õ12 òðîéêó (A, B, C), òàêóþ, ÷òî âîçìîæíà ïå-
ðåãðóïïèðîâêà A - ÷ëåíîâ îòíîøåíèÿ P èç îäíîé ÷àñòè â äðóãóþ ñ èçìåíåíèåì
çíàêà B. Ïðè ýòîì C - åäèíèöà îïåðàöèè A. Åñëè îáà îïåðàíäà îòíîøåíèÿ C
îòëè÷íû îò C, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïåðåãðóïïèðîâêà âñåõ ÷ëåíîâ â ëåâóþ ÷àñòü
îòíîøåíèÿ, à â ïðàâîé ÷àñòè ïîìåùàåòñÿ C. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ñëó÷àè,
êîãäà îáå ÷àñòè îòíîøåíèÿ P èìåþò çàãîëîâîê A, ïðè÷åì â êàæäîé èç íèõ
îäíèì èç îïåðàíäîâ ñëóæèò áåñïîâòîðíàÿ ïåðåìåííàÿ.
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2. Ãðóïïèðîâêà â ëåâûõ ÷àñòÿõ âñåõ íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ade(0 < d− a & a− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & d + e ≤ 0→ a + e < 0)

èç òåîðåìû

∀ade(a < d & a− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & d ≤ e→ a < e)

Âíà÷àëå âûïîëíÿþòñÿ òå æå äåéñòâèÿ, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïðèåìå. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷àåòñÿ òåîðåìà

∀ade(a− d < 0 & a− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & d− e ≤ 0→ a− e < 0)

×òîáû èñêëþ÷èòü ìèíóñ â êîíñåêâåíòå, ýòà òåîðåìà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòî-
ðàìè "èñêëþ÷îòð", "Ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà".

3. Ãðóïïèðîâêà â ëåâûõ ÷àñòÿõ âñåõ íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ (óñèëåííîå ðåäóöèðîâàíèå).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ade(0 < a + d & a− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & 0 ≤ e− d→ 0 < a + e)

èç òåîðåìû

∀ade(a < d & a− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & d ≤ e→ a < e)

Âíà÷àëå âûïîëíÿþòñÿ òå æå äåéñòâèÿ, ÷òî â ïåðâîì ïðèåìå (ñëó÷àé îñëàáëåí-
íîãî ðåäóöèðîâàíèÿ). Ïîëó÷àåòñÿ òåîðåìà

∀ade(a− d < 0 & a− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & d− e ≤ 0→ a− e < 0)

Ïîñëå îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" îíà ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

∀ade(0 < d− a & a− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & 0 ≤ e− d→ 0 < e− a)

×òîáû èñêëþ÷èòü "ìèíóñ" â êîíñåêâåíòå, äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿþòñÿ
îïåðàòîðû "èñêëþ÷îòð", "Ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà".

Ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòîâ

1. Ïîïûòêà ðåàëèçàöèè àíòåöåäåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(ab|c & a− öåëîå & b− öåëîå & c− öåëîå→ b|c)

èç òåîðåìû

∀cmn(m|n & n|c & c− öåëîå & m− öåëîå & n− öåëîå→ m|c)

è òåîðåìû

∀km(k − öåëîå & m− öåëîå→ m|km)
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 ñóùåñòâåííîãî àíòåöåäåíòà èñõîäíîé òåîðåìû.
Â íàøåì ñëó÷àå - àíòåöåäåíòà m|n. Îïðåäåëÿåòñÿ çàãîëîâîê õ14 ýòîãî àíòåöå-
äåíòà; ïðè íàëè÷èè îòðèöàíèÿ îíî îòáðàñûâàåòñÿ. Â íàøåì ñëó÷àå õ14 - ñèìâîë
"äåëèò". Ïî äàííîìó ñèìâîëó ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïðèìåð" íàõîäèò óêà-
çàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîöåäóðà "âûâîäïîñûëêè" èñïîëüçó-
åò åå äëÿ âûâîäà âûáðàííîãî àíòåöåäåíòà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà õ17:

∀abc(ab|c & c− öåëîå & b− öåëîå & ab− öåëîå & a− öåëîå & b− öåëîå→ b|c)

Ïîñëå îáðàáîòêè åå îïåðàòîðîì "Ñïóñêîïåðàíäîâ" (â äàííîì ïðèìåðå íè÷åãî
íå èçìåíÿþùèì) íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ17 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìàíòåöåäåíòû". Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñïèñîê õ21 óòâåðæäåíèé "ab|c",
"c−öåëîå", "a−öåëîå", "b−öåëîå". Îïåðàíäû êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ17 îáðàáà-
òûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè (â íàøåì ñëó÷àå íè÷åãî íå
èçìåíÿþùèìè). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííîå óòâåðæäåíèå õ19 (â íàøåì ñëó÷àå
- b|c) íå óñìàòðèâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì èç óòâåðæäåíèé õ21. Ïðè ýòîì
îñíîâàííûå íà òåîðåìàõ òåêóùåé ÿ÷åéêè âûâîäà ïðèåìû áëîêèðóþòñÿ. Çàòåì
ñîçäàåòñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ21 è êîíñåêâåíòîì
õ19.

2. Ïîïûòêà îòîæäåñòâëåíèÿ òî÷åê äëÿ èñêëþ÷åíèÿ îáîáùåííîãî àíòåöåäåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀BCD(¬(B = C) & ¬(C = D) & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(CD)→ ïðÿìàÿ(BC) = ïðÿìàÿ(CD))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(C = D) &
¬(A = B) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD)) →
íåïåðåñåê(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà òåîðåìû èìååò íå áîëåå ïÿòè ïåðå-
ìåííûõ. Íàõîäÿòñÿ äâà àíòåöåäåíòà âèäà "òî÷êà(X)", ãäå X - ïåðåìåííàÿ. Â
íàøåì ñëó÷àå ýòî "òî÷êà(A)" è "òî÷êà(C)". Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå àíòåöåäåí-
òà - îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà ýòèõ òî÷åê. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ14 "îáîáùåííûõ
àíòåöåäåíòîâ", ò.å àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû è îòðèöàíèÿ åå êîíñåêâåí-
òà. Â ñïèñêå õ14 ïåðåìåííàÿ A ïîâñþäó çàìåíåíà íà C. Ýòîò ñïèñîê îáðàáà-
òûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò õ15 êî-
ðî÷å èñõîäíîãî ñïèñêà õ14. Â íàøåì ñëó÷àå õ15 - ñïèñîê "B − òî÷êà", "C −
òî÷êà", "D − òî÷êà", "¬(C = D)", "¬(B = C)", "ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(CD)",
"¬(ïðÿìàÿ(BC) = ïðÿìàÿ(CD))". Äàëåå ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè
êîòîðîé ñëóæàò âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ15, êðîìå ïîñëåäíåãî, à êîíñåêâåíòîì
- îòðèöàíèå ïîñëåäíåãî. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Âàðüèðîâàíèå àíòåöåäåíòîâ

1. Èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëåíèÿ äëÿ óñòðàíåíèÿ ìíîãîìåñòíîãî ïðåäèêàòà â àíòå-
öåäåíòàõ.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(B = C) & ¬(D ∈ ïðÿìàÿ(BC)) & l(AB) = l(BC) & A − òî÷êà & B −
òî÷êà & C − òî÷êà & D− òî÷êà & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(AD) ‖
ïðÿìàÿ(BC)→ ðîìá(ABCD))

èç òåîðåìû

∀abcd(l(ab) = l(bc) & a−òî÷êà & b−òî÷êà & c−òî÷êà & d−òî÷êà & ïðÿìàÿ(ab) ‖
ïðÿìàÿ(cd) & ïðÿìàÿ(ad) ‖ ïðÿìàÿ(bc) & ÷åòûðåõóãîëüíèê(abcd)→ ðîìá(abcd))

è òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà→
÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD)↔ ¬(B = C) & ¬(A ∈ ïðÿìàÿ(BC)) &
¬(D ∈ ïðÿìàÿ(AB)) & ¬(D ∈ ïðÿìàÿ(BC)) & îäíàñòîðîíà(A, D, ïðÿìàÿ(BC))
& îäíàñòîðîíà(C, D, ïðÿìàÿ(AB)))

Ðàññìàòðèâàåòñÿ àíòåöåäåíò õ8, èìåþùèé áîëüøå äâóõ êîðíåâûõ îïåðàíäîâ.
Â íàøåì ñëó÷àå ýòî "÷åòûðåõóãîëüíèê(abcd)". Ïî åãî çàãîëîâêó ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "îïðåäåëåíèå" íàõîäèò óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðå-
ìó õ10. Àíàëèçèðóåòñÿ åå êîíñåêâåíò: ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü íå
èìååò çàãîëîâêà "èëè"è ÷òî êàæäûé åå êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí - ýëåìåíòàðíîå
óòâåðæäåíèå. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ16 ïðåîáðàçîâà-
íèÿ àíòåöåäåíòà õ8 ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

∀ABCD(l(AB) = l(BC) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & ¬(B = C) &
¬(A ∈ ïðÿìàÿ(BC)) & ¬(D ∈ ïðÿìàÿ(AB)) & ¬(D ∈ ïðÿìàÿ(BC)) &
îäíàñòîðîíà(A, D, ïðÿìàÿ(BC)) & îäíàñòîðîíà(C, D, ïðÿìàÿ(AB))→
ðîìá(ABCD))

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê õ16 îïåðàòîðà "íîðìòåîðåìà" è ïîñëåäóþùåãî ïðèìåíåíèÿ
îïåðàòîðà "ñîêðàùàíò", óäàëÿþùåãî àíòåöåäåíòû, ÿâëÿþùèåñÿ ñëåäñòâèÿìè
äðóãèõ àíòåöåäåíòîâ, ïîëó÷àåòñÿ òðåáóåìàÿ òåîðåìà.

Ïåðåõîä ê ñòàíäàðòíîìó îáîçíà÷åíèþ âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé ïî åå òèïó

1. Îäíîçíà÷íîå îïðåäåëåíèå îäíîé èç ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè ïî
äðóãèì åå ïåðåìåííûì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ACD(¬(A = C) & A ∈ D & C ∈ D & Ïëîñêîñòü(D)→ ïðÿìàÿ(AC) ⊆ D)

èç òåîðåìû

∀ABCD(A ∈ B & C ∈ B & Ïðÿìàÿ(B) & Ïëîñêîñòü(D) & A ∈ D &
C ∈ D & ¬(A = C)→ B ⊆ D)
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Ñîçäàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò âñå àíòåöåäåí-
òû òåîðåìû. Åäèíñòâåííàÿ öåëü (íåèçâåñòíûå . . .) óêàçûâàåò â êà÷åñòâå íåèç-
âåñòíûõ âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå àíòåöåäåíòîâ. Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ìàê-
ñèìàëüíûì óðîâíåì 5. Ïîñëå ýòîãî â åå ñïèñêå ïîñûëîê îáíàðóæèâàåòñÿ ðà-
âåíñòâî õ11, â îäíîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ14, à â äðó-
ãîé - âûðàæåíèå õ15, íå ñîäåðæàùåå õ14. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ðàâåíñòâî èìå-
åò âèä "B = ïðÿìàÿ(AC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå ðà-
âåíñòâà õ11 âñòðå÷àþòñÿ â àíòåöåäåíòàõ èñõîäíîé òåîðåìû. Íàõîäèòñÿ ñïèñîê
õ17 ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû âûðàæåíèÿ õ15 âìåñòî ïåðåìåí-
íîé õ14. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ "A ∈ ïðÿìàÿ(AC)", "C ∈ ïðÿìàÿ(AC)",
"Ïðÿìàÿ(ïðÿìàÿ(AC))", "Ïëîñêîñòü(D)", "A ∈ D", "C ∈ D", "¬(A = C)".
Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ18 òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â êîíñåêâåíò. Ïîëó÷àåòñÿ
"ïðÿìàÿ(AC) ⊆ D". Íàêîíåö, ê èìïëèêàöèè ñ àíòåöåäåíòàìè õ17 è êîíñåêâåí-
òîì õ18 ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîð "íîðìòåîðåìà".

2. Èñïîëüçîâàíèå ñòàíäàðòíîãî îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îáúåêòîâ ñïåöèàëüíîãî òèïà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ACbcd(¬(b = c) & ¬(A = C) & ¬(d ∈ ïðÿìàÿ(bc)) & A ∈ ïëîñêîñòü(bcd) &
C ∈ ïëîñêîñòü(bcd) & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà→
ïðÿìàÿ(AC) ⊆ ïëîñêîñòü(bcd))

èç òåîðåìû

∀ACD(¬(A = C) & A ∈ D & C ∈ D & Ïëîñêîñòü(D)→ ïðÿìàÿ(AC) ⊆ D)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀A(Ïëîñêîñòü(A)↔ ∃BCD(B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
¬(B = C) & ¬(D ∈ ïðÿìàÿ(BC)) & A = ïëîñêîñòü(BCD)))

Ñðåäè àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ10 äëèíû 2. Åãî çàãîëî-
âîê - ñèìâîë õ11, îïåðàíä - ïåðåìåííàÿ õ12. Â íàøåì ñëó÷àå áåðåòñÿ àíòåöå-
äåíò "Ïëîñêîñòü(D)". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îáîçíà÷" íàõîäèò ïî ñèìâîëó
"Ïëîñêîñòü" óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà íå èìååò àíòåöåäåíòîâ. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ15 ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðå-
ìåííûõ òåîðåìû õ13 íà íîâûå ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó.
Îí èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀a(Ïëîñêîñòü(a)↔ ∃bcd(b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & ¬(b = c) &
¬(d ∈ ïðÿìàÿ(bc)) & a = ïëîñêîñòü(bcd)))

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä ëåâîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà òåî-
ðåìû õ15; â íàøåì ñëó÷àå ýòî ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ â
êîíñåêâåíòå. Ñðåäè íèõ íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ19 ñ ïåðåìåííîé õ17 â ëåâîé
÷àñòè, ò.å. "a = ïëîñêîñòü(bcd)". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ìíîæåñòâà ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â îòëè÷íûå îò õ10 àíòåöåäåíòû èñõîäíîé
òåîðåìû ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ19 âìåñòî ïåðåìåííîé õ12, ñ ìíîæåñòâîì îò-
ëè÷íûõ îò õ19 ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ18. Â íàøåì ñëó÷àå õ21 ñîñòîèò èç ñëåäóþ-
ùèõ óòâåðæäåíèé: "¬(A = C)", "A ∈ ïëîñêîñòü(bcd)", "C ∈ ïëîñêîñòü(bcd)",
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"b − òî÷êà", "c − òî÷êà", "d − òî÷êà", "¬(b = c)", "¬(d ∈ ïðÿìàÿ(bc))". Ïå-
ðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè â êîíñåêâåíò
èñõîäíîé òåîðåìû ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ19 âìåñòî ïåðåìåííîé õ12. Îí èìååò
âèä "ïðÿìàÿ(AC) ⊆ ïëîñêîñòü(bcd)". Íàêîíåö, ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöå-
äåíòàìè õ21 è êîíñåêâåíòîì õ22, êîòîðàÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà".

Ïðåîáðàçîâàíèå èìïëèêàöèè ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è

1. Ïîïûòêà ïîëó÷èòü êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ïðè ðàñøèôðîâêå îòðèöàíèÿ êîíñå-
êâåíòà, ñ ïîñëåäóþùåé êîíòðàïîçèöèåé äëÿ àíòåöåäåíòà, èìåþùåãî âèä îòðè-
öàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDa(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(C = D) &
¬(A = B) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & a ∈ ïðÿìàÿ(AB) & a ∈ ïðÿìàÿ(CD)
→ ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(C = D) &
¬(A = B) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD))→
íåïåðåñåê(ïðÿìàÿ(AB), ïðÿìàÿ(CD)))

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ òåîðå-
ìû. Â íàøåì ñëó÷àå îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD)"
è "¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD))". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ òî èç íèõ,
êîòîðîå íà÷èíàåòñÿ ñ îòðèöàíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äðóãèõ íà÷èíàþùèõñÿ ñ îò-
ðèöàíèÿ óòâåðæäåíèé â ñïèñêå õ11 íåò. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûë-
êàìè êîòîðîé ñëóæàò âñå àíòåöåäåíòû òåîðåìû, à åäèíñòâåííûì óñëîâèåì -
îòðèöàíèå êîíñåêâåíòà. Îíà èìååò öåëè "ðåäàêöèÿ" è "ðàçâåðòêà", ò.å. îðèåí-
òèðîâàíà íà ðàñøèôðîâêó ïî îïðåäåëåíèÿì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò õ14 èìååò
ñâîèì çàãîëîâêîì êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî óòâåðæäåíèå
"∃a(a ∈ ïðÿìàÿ(AB) & a ∈ ïðÿìàÿ(CD))". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò çàìåíû â ñïèñêå àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû óòâåðæäåíèÿ õ12 íà
íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ â õ14. Îïðåäåëÿ-
åòñÿ ðåçóëüòàò õ16 îáðàáîòêè ñïèñêà õ15 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíî-
ñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ12. Â íàøåì ñëó÷àå îíà íå èçìåíÿåò ñïèñêà õ15. Â
êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà âûäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16 è êîíñåêâåíòîì
- îòðèöàíèåì óòâåðæäåíèÿ õ12.

2. Ïîïûòêà ðàñøèôðîâêè àíòåöåäåíòîâ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ñëîæíûõ ïîíÿòèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(B = C) & l(AD) = l(CD) &
l(BD) = l(CD) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà→
îêðóæíîñòü(DA) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC))

èç òåîðåìû



106 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

∀ABCDE(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(B = C) & ¬(D = E) & A ∈ îêðóæíîñòü(DE)
& B ∈ îêðóæíîñòü(DE) & C ∈ îêðóæíîñòü(DE) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C−òî÷êà & D−òî÷êà & E−òî÷êà→ îêðóæíîñòü(DE) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(
ABC))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû íå èìååò çàãîëîâêà "ðàâíî" ëèáî "íå".
Îïðåäåëÿåòñÿ íàáîð õ11 êîðíåâûõ îïåðàíäîâ êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ñëó÷àå
- "îêðóæíîñòü(DE)" è "ôèãóðà(ABC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè
ýòèõ îïåðàíäîâ òàêàÿ æå, êàê îöåíêà ñëîæíîñòè àíòåöåäåíòîâ. Ïðåäïðèíèìà-
åòñÿ îáðàùåíèå ê çàäà÷å íà îïèñàíèå, óñëîâèÿìè êîòîðîé ñëóæàò àíòåöåäåíòû
òåîðåìû, à åäèíñòâåííîé ïîñûëêîé - êîíñòàíòà "èñòèíà". Öåëÿìè çàäà÷è ñëó-
æàò ñèìâîëû "ÿâíîå", "ðåäàêöèÿ", "ðàçâåðòêà", "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò". Ïðè
ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ïðîèñõîäèò ðàñøèôðîâêà àíòåöåäåíòîâ ïî îïðåäåëåíèÿì.
Ðåçóëüòàòîì ñëóæèò êîíúþíêöèÿ

"¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(B = C) & ¬(D = E) & l(BD) = l(AD) & l(CD) =
l(AD) & l(DE) = l(AD) & A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà & D−òî÷êà & E−
òî÷êà".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè ýòîé êîíúþíêöèè ìåíüøå, ÷åì ó èñõîäíîãî
ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàáîòêà îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà"
èìïëèêàöèè, àíòåöåäåíòû êîòîðîé - êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû õ14, à êîíñåêâåíò
òîò æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû. Âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà óïðîùåíèå òåî-
ðåìû, ñîçäàâàåìîé ýòèì îïåðàòîðîì, ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé "íîâûéñèìâîë".
Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê îáîçíà÷åíèþ îêðóæíîñòè, â êîòîðîì èñêëþ÷åíà èç-
áûòî÷íàÿ ïåðåìåííàÿ E.

Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì

1. Ñêëåéêà äâóõ èìïëèêàöèé, îòëè÷àþùèõñÿ àëüòåðíàòèâíûìè àíòåöåäåíòàìè.

Äâå èìïëèêàöèè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ãðóïïàìè àíòåöåäåíòîâ, äèçúþíêöèÿ êî-
òîðûõ òîæäåñòâåííî èñòèííà. Îíè îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó èìïëèêàöèþ, ïîëó÷à-
åìóþ èç èñõîäíûõ îòáðàñûâàíèåì óêàçàííûõ àíòåöåäåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABabc(¬(a = b) & ¬(a = c) & ¬(b = c) & ¬(A = B) & a ∈ îêðóæíîñòü(AB) & b ∈
îêðóæíîñòü(AB) & c ∈ îêðóæíîñòü(AB) & a − òî÷êà & b − òî÷êà & c −
òî÷êà & A− òî÷êà & B− òî÷êà & ïðÿìàÿ(ab) ⊥ ïðÿìàÿ(ac)→ A ∈ îòðåçîê(bc))

èç òåîðåìû

∀ABabc(¬(a = b) & ¬(a = c) & ¬(b = c) & ¬(A = B) & a ∈ îêðóæíîñòü(AB) & b ∈
îêðóæíîñòü(AB) & c ∈ îêðóæíîñòü(AB) & a − òî÷êà & b − òî÷êà & c −
òî÷êà & A−òî÷êà & B−òî÷êà & ïðÿìàÿ(ab) ⊥ ïðÿìàÿ(ac) & ðàçíûåñòîðîíû(a,
A, ïðÿìàÿ(bc))→ A ∈ îòðåçîê(bc))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABabc(¬(a = b) & ¬(a = c) & ¬(b = c) & ¬(A = B) & a ∈ îêðóæíîñòü(AB) & b ∈
îêðóæíîñòü(AB) & c ∈ îêðóæíîñòü(AB) & a − òî÷êà & b − òî÷êà & c −
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òî÷êà & A−òî÷êà & B−òî÷êà & ïðÿìàÿ(ab) ⊥ ïðÿìàÿ(ac) & îäíàñòîðîíà(a, A,
ïðÿìàÿ(bc))→ A ∈ îòðåçîê(bc))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Â ñïèñêå âûâîäà ðàññìàòðèâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåî-
ðåìà õ12, îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ12, ïåðåìåííîé õ15 - åå êîíñåêâåíò. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî äëèíû íàáîðîâ õ10 è õ14, à òàêæå òåðìîâ õ9 è õ15 ðàâíû. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ ñîâïàäåíèå äëèí ñâÿçûâàþùèõ ïðèñòàâîê îáåèõ òåîðåì. Â íàáîðå àíòå-
öåäåíòîâ õ14 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ18, çàãîëîâîê êîòîðîãî íå âñòðå÷àåòñÿ
ñðåäè çàãîëîâêîâ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ10. Îáðàòíî, â ñïèñêå õ10 âûáèðàåòñÿ
óòâåðæäåíèå, çàãîëîâîê êîòîðîãî íå âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè çàãîëîâêîâ óòâåðæäå-
íèé ñïèñêà õ14. Â íàøåì ñëó÷àå õ18 - "îäíàñòîðîíà(a, A, ïðÿìàÿ(bc))", õ19 -
"ðàçíûåñòîðîíû(a, A, ïðÿìàÿ(bc))". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê íà-
áîðà õ10 ïîñëå óäàëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ19, ïåðåìåííîé õ21 - íåïóñòîé îñòà-
òîê íàáîðà õ14 ïîñëå óäàëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ18. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ òåðìîâ õ20. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè òåðìû
íå èìåþò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ è ÷òî âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå òåðìà õ19
ñîäåðæàòñÿ â ñïèñêå õ22. Ïðîöåäóðà "èäåíòèôèêàöèÿ" îïðåäåëÿåò íàáîð òåð-
ìîâ õ23, ïîäñòàíîâêà êîòîðûõ âìåñòî ïåðåìåííûõ õ22 ïåðåâîäèò êîíúþíêöèþ
óòâåðæäåíèé õ20 â êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ21. Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ24
ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ23 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ22 â óòâåðæäåíèå õ19, ïîñëå ÷åãî
ñîçäàåòñÿ äèçúþíêöèÿ õ25 óòâåðæäåíèé õ24 è õ18. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ26
ïðèìåíåíèÿ òàêîé æå ïîäñòàíîâêè ê òåðìó õ9. Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî òåðìû õ15 è
õ26 ñîâïàäàþò, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè îïåðàíäîâ â êîììóòàòèâíûõ îïå-
ðàöèÿõ è ñèììåòðè÷íûõ îòíîøåíèÿõ. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ25 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ21. Ïîñëå ýòîãî âûäàåòñÿ
ðåçóëüòàò - èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ20 è êîíñåêâåíòîì õ9. Ñêëååííûå
òåîðåìû ïîìå÷àþòñÿ â ñâîèõ áëîêàõ âûâîäà ýëåìåíòàìè "èñêëþ÷åíèå".

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òåîðåìå

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ àòîìàðíûõ ïîäâûðàæå-
íèé ñ çàäàííûì çàãîëîâêîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abe(Âåêòîð(a) & Âåêòîð(b) & Âåêòîð(e) & îäíîíàïðàâëåíû(a, b) & îäíîíàïðàâ-
ëåíû(b, e)→ îäíîíàïðàâëåíû(a, e))

èç òåîðåìû

∀ABCDcd(c− òî÷êà & d− òî÷êà & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D− òî÷êà & îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(cd), âåêòîð(CD)) & îäíîíàïðàâëåíû(âåê-
òîð(AB), âåêòîð(CD))→ îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(cd), âåêòîð(AB)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(Âåêòîð(a)↔ ∃AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & a = âåêòîð(AB)))
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Ïîñëå ïðîâåðêè òîãî, ÷òî êîíñåêâåíò õ9 - ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå, â íåì âû-
áèðàåòñÿ àòîìàðíîå ïîäâûðàæåíèå õ11. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî "âåêòîð(cd)". Îïðå-
äåëÿåòñÿ òèï õ14 äàííîãî âûðàæåíèÿ (â íàøåì ñëó÷àå - "Âåêòîð") è ñîñòàâëÿåò-
ñÿ ñïèñîê õ15 âñåõ âõîäÿùèõ â òåîðåìó àòîìàðíûõ ïîäâûðàæåíèé òîãî æå òèïà.
Â íàøåì ñëó÷àå - "âåêòîð(cd)", "âåêòîð(CD)", "âåêòîð(AB)". Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê c, d, A,B,C, D âñåõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ òåðìîâ ñïèñêà
õ15. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ18 âñåõ ñóùåñòâåííûõ ïîñûëîê òåîðåìû, ñîäåðæà-
ùèõ ïåðåìåííûå ñïèñêà õ16. Â íàøåì ñëó÷àå - "îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(cd),
âåêòîð(CD))" è "îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(AB), âåêòîð(CD))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïåðåìåííûå ñïèñêà õ16 âõîäÿò â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ18 è â êîíñåêâåíò òåîðå-
ìû òîëüêî âíóòðè àòîìàðíûõ âûðàæåíèé ñïèñêà õ15. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåî-
ðåì "ïàðàìîïèñàíèå" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëü-
íóþ òåîðåìó õ19. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ19, ò.å. "A − òî÷êà",
"B − òî÷êà", "a = âåêòîð(AB)". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâîé îïå-
ðàíä ëåâîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà, ò.å. a. Â ñïèñêå õ23 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ25 äëÿ
ïåðåìåííîé a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê ïðàâîé ÷àñòè - òîò æå, ÷òî ó õ11. Äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ àòîìàðíûõ âûðàæåíèé ñïèñêà õ15 âûáèðàþòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå
a, b, e. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ27 ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ýòèõ âûðàæåíèé â óòâåð-
æäåíèÿõ õ18 è â êîíñåêâåíòå íà îáîçíà÷àþùèå èõ ïåðåìåííûå. Â íàøåì ñëó÷àå
- "îäíîíàïðàâëåíû(a, b)", "îäíîíàïðàâëåíû(e, b)", "îäíîíàïðàâëåíû(a, e)". Ïå-
ðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà âñåõ àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé
òåîðåìû, ïàðàìåòðû êîòîðûõ âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû õ28 óòâåðæäåíèé õ27,
ñ óòâåðæäåíèÿìè, îïðåäåëÿþùèìè òèï çíà÷åíèÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ. Â íàøåì
ñëó÷àå - "Âåêòîð(a)", "Âåêòîð(b)", "Âåêòîð(e)". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ
îáúåäèíåíèå ñïèñêà îñòàëüíûõ àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ñ ðàâåíñòâàìè
îáîçíà÷àåìûõ àòîìàðíûõ âûðàæåíèé îáîçíà÷àþùèì èõ ïåðåìåííûì. Â íàøåì
ñëó÷àå - "c− òî÷êà", "d− òî÷êà", "A− òî÷êà", "B− òî÷êà", "C − òî÷êà", "D−
òî÷êà", "îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(cd), âåêòîð(CD))", "îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(
AB), âåêòîð(CD))", "âåêòîð(cd) = a", "âåêòîð(CD) = b", "âåêòîð(AB) = e".
Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ30, íå âîøåä-
øèõ â ñïèñîê õ28. Â íàøåì ñëó÷àå - c, d, A,B,C, D. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñà-
íèå, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü õ29, óñëîâèÿ - õ30, à íåèçâåñòíûå - õ31. Âñå åå íåèç-
âåñòíûå - íåñóùåñòâåííûå, ïðè÷åì çàäà÷à èìååò öåëè "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿ-
ìîéîòâåò", "èñêëþ÷". Ïîëó÷àåòñÿ îòâåò õ33, èìåþùèé âèä "îäíîíàïðàâëåíû(a,
b)", "îäíîíàïðàâëåíû(b, e)". Ñîñòàâëÿåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðé -
óòâåðæäåíèÿ õ29, êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû îòâåòà õ33, à òàêæå âñå óòâåðæäåíèÿ
ñïèñêà õ27, êðîìå ïîñëåäíåãî. Êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå
ñïèñêà õ27. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Ñóæåíèå òåîðåìû ïóòåì ââîäà äîïîëíèòåëüíûõ àíòåöåäåíòîâ

1. Äîáàâëåíèå àíòåöåäåíòà, ÿâëÿþùåãîñÿ ñâÿçóþùèì çâåíîì ñ ïàðàìåòðîì âûâî-
äèìîãî óòâåðæäåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDa(¬(a = B) & ¬(a = A) & ¬(C = D) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD)) &
A−òî÷êà& B−òî÷êà& C−òî÷êà& D−òî÷êà& îäíàñòîðîíà(A, B, ïðÿìàÿ(CD))
& a ∈ ïðÿìàÿ(CD) & a ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ¬(A = B)→ ¬(a ∈ îòðåçîê(AB)))
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èç òåîðåìû

∀ABCDa(¬(C = D) & ¬(A ∈ ïðÿìàÿ(CD)) & ¬(B ∈ ïðÿìàÿ(CD)) & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & îäíàñòîðîíà(A, B, ïðÿìàÿ(CD)) &
a ∈ ïðÿìàÿ(CD)→ ¬(a ∈ îòðåçîê(AB)))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò õ9 èìååò âèä îòðèöàíèÿ. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ
õ11, âõîäÿùàÿ â êîíñåêâåíò. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðå-
ìåííàÿ a âñòðå÷àåòñÿ â åäèíñòâåííîì àíòåöåäåíòå õ13. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî
"a ∈ ïðÿìàÿ(CD)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äðóãèõ îáùèõ ïåðåìåííûõ äàííûé àíòå-
öåäåíò è êîíñåêâåíò íå èìåþò. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ15, ïîñûëêè
êîòîðîé ñóòü âñå àíòåöåäåíòû òåîðåìû è îòðèöàíèå êîíñåêâåíòà. Öåëè ýòîé çà-
äà÷è - "èçâåñòíî", "ñëåäñòâèå", "íåèçâåñòíûå . . .", ãäå ðîëü íåèçâåñòíûõ èãðàþò
âñå ïàðàìåòðû ïîñûëîê. Â ñïèñêå ïîñûëîê, âîçíèêøåì ïîñëå ðåøåíèÿ, âûáè-
ðàåòñÿ ñîäåðæàùåå õ11 óòâåðæäåíèå õ17, íå èìåþùåå çàãîëîâêà "àêòèâ" è íå
âõîäÿùåå â èñõîäíûé ñïèñîê ïîñûëîê. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî "a ∈ ïðÿìàÿ(AB)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ17 èìååò õîòÿ áû îäèí ïàðàìåòð êîíñåêâåíòà,
îòëè÷íûé îò õ11. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê, ïîëó÷åííûé äîáàâëåíèåì ê ñïèñêó
àíòåöåäåíòîâ óòâåðæäåíèÿ õ17 è âñåõ óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâî-
æäåíèÿ õ17 ïî î.ä.ç. Ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òàêîãî ñïèñêà îïåðàòîðîì "íîðìàíòå-
öåäåíòû" ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ18. Çàòåì ôîðìèðóåòñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ18 è êîíñåêâåíòîì õ9.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ âàðüèðîâàíèÿ àíòåöåäåíòîâ

1. Ïîïûòêà èñêëþ÷åíèÿ ìíîãîìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aefgj(¬(e = j) & ¬(g ∈ ïðÿìàÿ(ej)) & e ∈ îòðåçîê(ag) & j ∈ îòðåçîê(fg) &
a− òî÷êà & e− òî÷êà & f − òî÷êà & g − òî÷êà & j − òî÷êà→ îäíàñòîðîíà(a,
f, ïðÿìàÿ(ej)))

èç òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(A = B) & ðàçíûåñòîðîíû(C, E, ïðÿìàÿ(AB)) & ðàçíûåñòîðîíû(D, E,
ïðÿìàÿ(AB)) & ¬(E ∈ ïðÿìàÿ(AB))→ îäíàñòîðîíà(C, D, ïðÿìàÿ(AB)))

Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ó òåîðåìû àíòåöåäåíòà, èìåþùåãî õîòÿ áû òðè êîðíåâûõ
îïåðàíäà. Â íàøåì ñëó÷àå - àíòåöåäåíò "ðàçíûåñòîðîíû(. . .)". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ êîíñåêâåíòà òîæå íå ìåíåå òðåõ. Ïåðåìåííîé
õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà, ò.å. ñèìâîë "îäíàñòîðîíà". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ íàëè÷èå ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà äëÿ óñìîòðåíèÿ èñòèííîñòè óòâåðæäå-
íèé ñ çàãîëîâêîì õ11. Äàëåå ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "èñêëìíîæ",
ïðåäïðèíèìàþùåé ïîïûòêó èñêëþ÷èòü âñå áîëåå ÷åì äâóìåñòíûå ïðåäèêàòû
â àíòåöåäåíòàõ, èñïîëüçóÿ ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ìíîæíàáîð". Ðåçóëüòàò
õ12 îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðìòåîðåìà" è âûäàåòñÿ êàê ðåçóëüòàò.

Îïèøåì ðàáîòó ïðîöåäóðû "èñêëìíîæ" íåñêîëüêî ïîäðîáíåå. Îáðàùåíèå ê íåé
èìååò âèä "èñêëìíîæ(õ1 õ2)", ãäå õ1 - èñõîäíàÿ òåîðåìà, õ2 - âûõîäíàÿ ïåðå-
ìåííàÿ, êîòîðîé ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ òåîðåìû. Â íàøåì
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ñëó÷àå õ1 - ïðèâåäåííàÿ âûøå èñõîäíàÿ òåîðåìà. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ àíòåöåäåí-
òû òåîðåìû, ïîêà íå îáíàðóæèâàåòñÿ àíòåöåäåíò õ3 ñ áîëåå ÷åì äâóìÿ êîðíåâû-
ìè îïåðàíäàìè. Â íàøåì ñëó÷àå - "ðàçíûåñòîðîíû(C, E, ïðÿìàÿ(AB))". Ïî åãî
çàãîëîâêó ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ìíîæíàáîð" íàõîäèò äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó õ5. Îíà èìååò âèä:

∀ABCDE(¬(C = D) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ îòðåçîê(AB) & A− òî÷êà & B −
òî÷êà& C−òî÷êà& D−òî÷êà& E−òî÷êà→ ðàçíûåñòîðîíû(A, B, ïðÿìàÿ(CD)))

Äàëåå ðåàëèçóåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "âûâîäïîñûëêè", îáðàáàòûâàþùåé
âûäåëåííûé àíòåöåäåíò õ3 ñ ïîìîùüþ òåîðåìû õ5. Âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà:

∀Dabcde(c − òî÷êà & d − òî÷êà & a − òî÷êà & D − òî÷êà & b − òî÷êà & ¬(c =
d) & ðàçíûåñòîðîíû(D, b, ïðÿìàÿ(cd)) & ¬(b ∈ ïðÿìàÿ(cd)) & ¬(c = d) & e ∈
ïðÿìàÿ(cd) & e ∈ îòðåçîê(ab) & a − òî÷êà & b − òî÷êà & c − òî÷êà & d −
òî÷êà & e− òî÷êà→ îäíàñòîðîíà(a, D, ïðÿìàÿ(cd))).

Äëÿ ýòîé òåîðåìû ðåàëèçóåòñÿ ðåêóðñèâíîå îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "èñêëìíîæ",
ïðîäîëæàþùåìó èñêëþ÷åíèå ìíîãîìåñòíûõ àíòåöåäåíòîâ, ïîêà ýòî âîçìîæíî.

Ïîëó÷åííàÿ ïðîöåäóðîé "èñêëìíîæ" òåîðåìà èìååò ìíîæåñòâî èçáûòî÷íûõ àí-
òåöåäåíòîâ. Îíè óäàëÿþòñÿ ïðè îáðàùåíèè ê îïåðàòîðó "íîðìòåîðåìà".

2. Ïîïûòêà ñâåäåíèÿ ðàâåíñòâà äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ â àíòåöåäåíòàõ ê äðóãèì
ðàâåíñòâàì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(¬(a = b) & ¬(a = c) & ¬(b = c) & ¬(b = d) & ¬(c = d) & l(ab) = l(bd) &
a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & ïðÿìàÿ(ab) ⊥ ïðÿìàÿ(ac) &
ïðÿìàÿ(bd) ⊥ ïðÿìàÿ(cd) & ðàçíûåñòîðîíû(d, a, ïðÿìàÿ(bc))→
áèññåêòðèñà(dcab))

èç òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(A = D) & ∠(BAD) = ∠(CAD) &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & 0 ≤ −∠(CAD) + π/2 &
ðàçíûåñòîðîíû(B, C, ïðÿìàÿ(AD))→ áèññåêòðèñà(BACD))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCabc(¬(a = b) & ¬(a = c) & ¬(b = c) & ¬(A = B) & ¬(A = C) &
¬(B = C) & l(ab) = l(AB) & l(bc) = l(BC) & a− òî÷êà & b− òî÷êà &
c− òî÷êà & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ïðÿìàÿ(ab) ⊥ ïðÿìàÿ(ac) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)→ ∠(ACB) = ∠(acb))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå àíòåöåäåíòîâ âõîäÿò â êîíñåêâåíò
è ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò íå èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì ðàâåíñòâî ëèáî ñèìâîë íåðà-
âåíñòâà. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè êîíñåêâåíòà áîëüøå îöåíêè
ñëîæíîñòè ëþáîãî àíòåöåäåíòà. Âûáèðàåòñÿ àíòåöåäåíò õ10, ïðåäñòàâëÿþùèé
ñîáîé ðàâåíñòâî äâóõ âûðàæåíèé ñ îäèíàêîâûìè çàãîëîâêàìè õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ,
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÷òî îí ñîäåðæèò ÷èñëîâîé àòîì ñ çàãîëîâêîì õ11. Â íàøåì ñëó÷àå õ10 - ðàâåí-
ñòâî "∠(BAD) = ∠(CAD)", õ11 - ñèìâîë "óãîë". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"ðàâí÷èñë" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó "óãîë" óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè åå àíòåöåäåíòîâ âñòðå÷àåòñÿ ðàâåíñòâî è
÷òî âñå åå ïåðåìåíûå ñóòü ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå êîíñåêâåíòà. Ïîñëå ýòîãî ïðî-
öåäóðà "âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ15 çàìåíû (ïîñëå óíèôèêàöèè)
àíòåöåäåíòà õ10 íà ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ12. ×òîáû ïðîêîíòðîëèðî-
âàòü íåïðîòèâîðå÷èâîñòü àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ15, ñîçäàåòñÿ âñïîìîãàòåëü-
íàÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ17. Åå ïîñûëêè ñóòü âñå àíòåöåäåíòû òåîðåìû õ15.
Öåëè çàäà÷è - "èçâåñòíî", "òåîðåìà", "êîíòðîëü", íåèçâåñòíûå - âñå ïàðàìåòðû
ïîñûëîê. Ïîñëå îáðàùåíèÿ ê åå ðåøåíèþ ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå êîíñòàíòû
"ëîæü" â ñïèñêå ïîñûëîê. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà òåîðåìà
õ15 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

3. Ïîïûòêà âàðüèðîâàíèÿ ÷èñëîâîãî àòîìà â àíòåöåäåíòàõ ïðè ïîìîùè äîïîëíè-
òåëüíîãî òîæäåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀Cabcde(¬(a = b) & ¬(a = c) & ¬(a = d) & ¬(a = e) & ¬(a = C) &
∠(caC) = ∠(dae) & a ∈ îòðåçîê(be) & a ∈ îòðåçîê(cd) & a− òî÷êà &
b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà & C − òî÷êà &
0 ≤ −∠(dae) + π/2 & ðàçíûåñòîðîíû(b, C, ïðÿìàÿ(cd))→ áèññåêòðèñà(baCc))

èç òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(A = D) & ∠(BAD) = ∠(CAD) &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & 0 ≤ −∠(CAD) + π/2 &
ðàçíûåñòîðîíû(B, C, ïðÿìàÿ(AD))→ áèññåêòðèñà(BACD))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(A = E) & ¬(A = D) & ¬(A = C) & ¬(A = B) & A ∈ îòðåçîê(BE) &
A ∈ îòðåçîê(CD)→ ∠(BAC) = ∠(DAE))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé ïàðàìåòð àíòåöåäåíòîâ âñòðå÷àåòñÿ â êîíñåêâåíòå è
÷òî êîíñåêâåíò íå ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì ëèáî íåðàâåíñòâîì. Ñðåäè àíòåöåäåí-
òîâ âñòðå÷àåòñÿ åäèíñòâåííîå ðàâåíñòâî õ10. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî "∠(BAD) =
∠(CAD)". Â äàííîì ðàâåíñòâå âûáèðàåòñÿ íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì õ11.
Èìåííî, "∠(BAD)". Ýòîò àòîì èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå õ12 â òåîðåìó.
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàâí÷èñë" îïðåäåëÿåò ïî åãî çàãîëîâêó óêàçàííóþ
âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè åå àíòåöåäåíòîâ íåò ðà-
âåíñòâà. Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ12. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èòîãîâîé
òåîðåìû ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîð "íîðìòåîðåìà".

Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå äâóõ êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé

1. Îñëàáëåíèå êîíñåêâåíòà äëÿ âûâîäà óòâåðæäåíèÿ ñòàíäàðòíîãî âèäà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀abcde(¬(a = c) & ¬(a = b) & ¬(d = e) & ¬(ïðÿìàÿ(bc) = ïðÿìàÿ(de)) &
b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà & îäíàñòîðîíà(b, c, ïðÿìàÿ(de))
& a ∈ ïðÿìàÿ(de) & a ∈ ïðÿìàÿ(bc) & ¬(b = c)→ ¬(a ∈ èíòåðâàë(bc)))

èç òåîðåìû

∀ABCDa(¬(a = B) & ¬(a = A) & ¬(C = D) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD)) &
A−òî÷êà& B−òî÷êà& C−òî÷êà& D−òî÷êà& îäíàñòîðîíà(A, B, ïðÿìàÿ(CD))
& a ∈ ïðÿìàÿ(CD) & a ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ¬(A = B)→ ¬(a ∈ îòðåçîê(AB)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A ∈ îòðåçîê(BC))→ ¬(A ∈ èíòåðâàë(BC)))

Ñìûñë èçìåíåíèÿ êîíñåêâåíòà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óñëîâèå ðàçìåùåíèÿ òî÷-
êè íà ëó÷å â ïîñûëêàõ çàäà÷ îáû÷íî ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ êàê óñëîâèå íåïðèíàä-
ëåæíîñòè âåðøèíû ëó÷à èíòåðâàëó ìåæäó äâóìÿ åãî òî÷êàìè.

Â êîíñåêâåíòå òåîðåìû âûáèðàåòñÿ ñèìâîë îïåðàöèè õ11 (â íàøåì ñëó÷àå -
"îòðåçîê"). Ïî ýòîìó ñèìâîëó ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñòàíäìí" îïðåäåëÿåò
óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó õ12. Ó òåîðåìû õ12 íàõîäèòñÿ àíòå-
öåäåíò õ14, ñîäåðæàùèé ñèìâîë õ11. Â íàøåì ñëó÷àå - "¬(A ∈ îòðåçîê(BC))".
Ïðîöåäóðà "âûâîäïîñûëêè" óíèôèöèðóåò äàííûé àíòåöåäåíò ñ êîíñåêâåíòîì
èñõîäíîé òåîðåìû è âûâîäèò ñëåäñòâèå õ15. Åãî àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþò-
ñÿ îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû", óáèðàþùèì ïîâòîðíûå àíòåöåäåíòû. Çàòåì
ñîçäàåòñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ èìïëèêàöèÿ, êîíñåêâåíò êîòîðîé - òîò æå, ÷òî ó õ15.

2. Ïåðåõîä îò ìíîãîìåñòíîãî îòíîøåíèÿ â êîíñåêâåíòå ê äâóìåñòíîìó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀Eabcde(E − òî÷êà & ¬(d = e) & E ∈ ïðÿìàÿ(de) & E ∈ ïðÿìàÿ(ab) &
¬(ïðÿìàÿ(ab) = ïðÿìàÿ(de)) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & ¬(a = b) & c− òî÷êà
& d− òî÷êà & e− òî÷êà & ðàçíûåñòîðîíû(c, d, ïðÿìàÿ(ab)) & îäíàñòîðîíà(c, e,
ïðÿìàÿ(ab)) & ¬(c ∈ ïðÿìàÿ(ab))→ E ∈ îòðåçîê(ed))

èç òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ¬(A = B) & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
E − òî÷êà & ðàçíûåñòîðîíû(C, D, ïðÿìàÿ(AB)) & îäíàñòîðîíà(C, E,
ïðÿìàÿ(AB)) & ¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB))→ ðàçíûåñòîðîíû(E, D, ïðÿìàÿ(AB)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(A = B) & ¬(C = D) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD)) & ðàçíûåñòîðîíû(C, D, ïðÿìàÿ(AB))→
E ∈ îòðåçîê(CD))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ êîíñåêâåíòà áîëüøå 2. Ïî çàãîëîâ-
êó õ11 ýòîãî êîíñåêâåíòà ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ìíîãî" íàõîäèò óêàçàííóþ
âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó õ12. Ó òåîðåìû õ12 âûáèðàåòñÿ àíòåöåäåíò õ14
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ñ çàãîëîâêîì õ11. Â íàøåì ñëó÷àå - "ðàçíûåñòîðîíû(C,D,ïðÿìàÿ(AB))". Ïðî-
öåäóðà "âûâîäïîñûëêè" óíèôèöèðóåò åãî ñ êîíñåêâåíòîì èñõîäíîé òåîðåìû è
âûâîäèò ñëåäñòâèå õ15, ïîëó÷àåìîå çàìåíîé àíòåöåäåíòà õ14 íà àíòåöåäåíòû
òåêóùåé òåîðåìû. Ïðåäâàðèòåëüíî îáå òåîðåìû êîððåêòèðóþòñÿ óíèôèöèðóþ-
ùåé ïîäñòàíîâêîé. Ê íàáîðó àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ15 ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà
"íîðìàíòåöåäåíòû" è ñîäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ õ17, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæèò
ðåçóëüòàò äàííîãî îáðàùåíèÿ, à êîíñåêâåíò - òîò æå, ÷òî ó õ15.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Ïîïûòêà îòáðîñèòü èçáûòî÷íîå îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé â àíòåöåäåí-
òàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcde(¬(d = e) & e− òî÷êà & d− òî÷êà & ¬(b = c) & c− òî÷êà &
b− òî÷êà & ¬(ïðÿìàÿ(bc) = ïðÿìîå(de)) & îäíàñòîðîíà(b, c, ïðÿìàÿ(de)) &
a ∈ ïðÿìàÿ(de) & a ∈ ïðÿìàÿ(bc)→ ¬(a ∈ èíòåðâàë(bc)))

èç òåîðåìû

∀abcde(¬(d = e) & e− òî÷êà & d− òî÷êà & ¬(b = c) & c− òî÷êà & b− òî÷êà
& ¬(a = b) & ¬(ïðÿìàÿ(bc) = ïðÿìîå(de)) & îäíàñòîðîíà(b, c, ïðÿìàÿ(de)) &
a ∈ ïðÿìàÿ(de) & a ∈ ïðÿìàÿ(bc)→ ¬(a ∈ èíòåðâàë(bc)))

Ñðåäè àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ10 âèäà "¬(x = t)",
ãäå x - ïåðåìåííàÿ, íå âñòðå÷àþùàÿñÿ â âûðàæåíèè t. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äàí-
íîå óòâåðæäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñîïðîâîæäàþùèì ïî î.ä.ç. äëÿ êîíñåêâåíòà ëèáî
äðóãèõ àíòåöåäåíòîâ. Ñîçäàåòñÿ ñïèñîê õ17, ïîëó÷åííûé èç íàáîðà àíòåöåäåí-
òîâ òåîðåìû çàìåíîé óòâåðæäåíèÿ õ10 íà ðàâåíñòâî x = t è äîáàâëåíèåì âñåõ
íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. îòëè÷íûõ îò õ10 óòâåðæäåíèé. Ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà äîêàçàòü, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
óòâåðæäåíèé õ17. Ïîñëå ýòîãî ñîçäàåòñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ òåîðåìà, ïîëó÷åííàÿ
èç èñõîäíîé îòáðàñûâàíèåì àíòåöåäåíòà õ10 è äîáàâëåíèåì óòâåðæäåíèé, íåäî-
ñòàþùèõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. îñòàëüíûõ àíòåöåäåíòîâ.

2. Îòáðàñûâàíèå àíòåöåäåíòà, åñëè äëÿ åãî îòðèöàíèÿ óæå áûëà âûâåäåíà àíàëî-
ãè÷íàÿ èìïëèêàöèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcde(¬(d = e) & ¬(b ∈ ïðÿìàÿ(de)) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà &
d − òî÷êà & e − òî÷êà & îäíàñòîðîíà(a, b, ïðÿìàÿ(de)) & îäíàñòîðîíà(b, c, ïðÿ-
ìàÿ(de))→ îäíàñòîðîíà(a, c, ïðÿìàÿ(de)))

èç òåîðåìû

∀abcde(¬(d = e) & ¬(b ∈ ïðÿìàÿ(de)) & ¬(c ∈ ïðÿìàÿ(de)) & a− òî÷êà &
b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà & îäíàñòîðîíà(a, b, ïðÿìàÿ(de))
& îäíàñòîðîíà(b, c, ïðÿìàÿ(de))→ îäíàñòîðîíà(a, c, ïðÿìàÿ(de)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
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∀ABCD(¬(C = D) & A ∈ ïðÿìàÿ(CD) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà→ îäíàñòîðîíà(A, B, ïðÿìàÿ(CD)))

Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé òåîðåìû äîïîëíèòåëüíàÿ òåî-
ðåìà õ11, èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòèêó "âûâîä". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå
òåîðåìû õ11 âñòðå÷àþòñÿ â åå êîíñåêâåíòå õ13. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ òåðìà õ13, è îïðåäåëÿåòñÿ íàáîð âûðàæåíèé
õ15, ïîäñòàíîâêà êîòîðûõ âìåñòî õ14 â õ13 äàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî äîïóñòèìûõ
ïåðåñòàíîâîê îïåðàíäîâ; â íàøåì ñëó÷àå ýòî îòíîñèòñÿ ê ïåðâûì äâóì îïå-
ðàíäàì êîíñåêâåíòà) êîíñåêâåíò õ9 èñõîäíîé òåîðåìû. Îïðåäåëÿåòñÿ íàáîð õ16
ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà "ñòàíä" ê ðåçóëüòàòàì ïîäñòàíîâêè õ15 âìåñòî õ14 â
àíòåöåäåíòû òåîðåìû õ11. Îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå íàáîð õ17 ðåçóëüòàòîâ ïðèìå-
íåíèÿ îïåðàòîðà "ñòàíä" ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû. Íàïîìíèì, ÷òî
îïåðàòîð "ñòàíä" óïîðÿäî÷èâàåò îïåðàíäû êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèé íåêîòî-
ðûì ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ16 è õ17 ñîñòî-
èò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ õ19. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî "c ∈ ïðÿìàÿ(de)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòðèöàíèå õ20 óòâåðæäåíèÿ õ19 âõîäèò â ñïèñîê õ17. Ïîñëå
ýòîãî ñîçäàåòñÿ ðåçóëüòàò, ïîëó÷àåìûé èç èñõîäíîé òåîðåìû îòáðàñûâàíèåì åå
àíòåöåäåíòà õ20.

3.14 Õàðàêòåðèñòèêà "Âû÷"
Õàðàêòåðèñòèêîé "Âû÷(õ1 õ2 õ3)" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà, ïîçâîëÿþùèå âûäåëèòü
êîíñòàíòíûé ïîäòåðì õ1, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ñïåöèàëüíûé óïðîùàþùèé îïå-
ðàòîð õ2. õ3 - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà âûäåëåíèÿ êîíñòàíòíîãî ïîäâûðàæåíèÿ äëÿ îáðàáîòêè
ñïåöèàëüíûì óïðîùàþùèì îïåðàòîðîì ïóòåì äîìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íà íî-
âóþ ïåðåìåííóþ è ïåðåìåùåíèÿ åå âíóòðü çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdef (¬(d = 0) & ¬(çíàìåíàòåëü(f)− even) & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
e− ÷èñëî & f − rational→ e(c/d)f = ecf/df )

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & c− rational &
¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) & ¬(b = 0)→ (a/b)c = ac/bc)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abe(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ e · (a/b) = (ae)/b)

Çàìåòèì, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà èìåëà õàðàêòåðèñòèêó "Âû÷(a/b ñîêðàùäðîáè
ïåðâûéòåðì)", ðåçóëüòèðóþùàÿ - "Âû÷(c/d ñîêðàùäðîáè ïåðâûéòåðì)". Â îáî-
èõ ñëó÷àÿõ ãðóïïèðîâêà ÷èñëåííûõ êîíñòàíò ïîçâîëÿåò ïðåäïðèíÿòü ïîïûòêó
ñîêðàùåíèÿ ÷èñëåííîé äðîáè.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì õ10 èñõîäíîé òåîðåìû, è ïî åãî çàãîëîâêó
õ11 ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" íàõîäèò óêàçàííóþ âûøå äî-
ïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ñëó÷àå õ10 - ac/bc. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äîïîëíè-
òåëüíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(N)". Ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó çàìåíÿìîãî îòíîñèòåëüíî
íàïðàâëåíèÿ N òåðìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà, îäèí
èç êîòîðûõ - ïåðåìåííàÿ õ20, à äðóãîé èìååò çàãîëîâîê õ11. Â íàøåì ñëó÷àå
õ20 - ïåðåìåííàÿ e, äðóãîé îïåðàíä - a/b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ õ21 ïî âõî-
æäåíèþ õ17 èìååò åäèíèöó ïî ïåðåìåííîé õ20. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàìåíÿþùèé òåðì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå - "ae/b". Ïåðå-
ìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë îïåðàöèè, ÿâëÿþùåéñÿ êîðíåâûì îïåðàíäîì
õ24 òåðìà õ23. Â íàøåì ñëó÷àå - "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî òåðì
õ10 èìååò åäèíñòâåííûé êîðíåâîé îïåðàíä, ëèáî îïåðàöèÿ õ25 êîììóòàòèâíà
è èìååò ñâîèì îïåðàíäîì ïåðåìåííóþ õ20. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íå âûïîëíåíî íè
îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(a) Åñëè êîðíåâàÿ îïåðàöèÿ òåðìà õ10 êîììóòàòèâíà, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðî-
èçâîëüíûé åå îïåðàíä õ26, èíà÷å - èìåþùèé òîò æå íîìåð, ÷òî îïåðàíä õ24.
Â íàøåì ñëó÷àå õ26 - âõîæäåíèå ÷èñëèòåëÿ. Ïî ýòîìó âõîæäåíèþ ðàñïîëî-
æåíà ïåðåìåííàÿ, èìåþùàÿ â õ10 åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå è íå âõîäÿùàÿ
â õàðàêòåðèñòèêó "Âû÷" òåêóùåé òåîðåìû.

(b) Ïî âõîæäåíèþ õ26, óêàçàííîìó â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ðàñïîëîæåíà îïå-
ðàöèÿ õ25, èìåþùàÿ îäíèì èç ñâîèõ îïåðàíäîâ ïåðåìåííóþ, íå èìåþùóþ
äðóãèõ âõîæäåíèé â õ10.

Ýòà ïðîâåðêà íåîáõîäèìà, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â íåèçáûòî÷íîñòè ââîäèìîãî íîâî-
ãî ïàðàìåòðà. Îíà ïðåäîòâðàùàåò ìíîãîêðàòíûé ââîä âñå íîâûõ è íîâûõ åãî
âåðñèé íà îäíî è òî æå ìåñòî òåîðåìû. Äàëåå ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" îïðåäå-
ëÿåò ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîé òåîðåìîé âõîæäåíèÿ âûðàæåíèÿ a/b
â êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Âîçíèêàåò òåîðåìà õ26 âèäà:

∀cdef (¬(df = 0) & cf−÷èñëî & df−÷èñëî & e−÷èñëî & c−÷èñëî & d−÷èñëî & f−
÷èñëî & f−rational & ¬(çíàìåíàòåëü(f)−even) & ¬(d = 0)→ e(c/d)f = cfe/df )

Ïîñëå îáðàáîòêè åå îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" ïîëó÷àåòñÿ óêàçàííûé âûøå
ðåçóëüòàò.

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Èçâëå÷åíèå îïåðàöèè íàä êîíñòàíòíûìè òåðìàìè è îáðàáîòêà ñïåöèàëüíûì
âû÷èñëèòåëåì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdf (¬(a = 0) & ¬(c = 0) & a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & f−÷èñëî & d =
b/c→ bf/(ac) = fd/a)

èç òåîðåìû

∀abe(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ e · (a/b) = ae/b)
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è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ade(¬(a = 0) & ¬(e = 0) & a−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî→ d/(ae) = (d/e)/a).

Íà÷àëî äåéñòâèé äàííîãî ïðèåìà äîñëîâíî ñîâïàäàåò ñ ïðåäûäóùíèì ïðèåìîì,
âïëîòü äî ïîëó÷åíèÿ åãî ðåçóëüòàòà õ27. Çäåñü îí èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀abcf (¬(a = 0) & ¬(c = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & f − ÷èñëî→
f(b/c)/a = bf/(ac))

Äàëåå íàõîäèòñÿ çàãîëîâîê õ31 íîðìàëèçàòîðà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, îáðàáà-
òûâàþùåãî âûäåëåííîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîäâûðàæåíèå b/c. Â íàøåì ñëó÷àå
ýòî "íîðìäðîáü". Âõîæäåíèå óêàçàííîãî ïîäâûðàæåíèÿ â òåîðåìó õ27 çàìå-
íÿåòñÿ íà íîâóþ ïåðåìåííóþ d, à ê åå àíòåöåäåíòàì äîáàâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî
d = b/c. Ðåçóëüòàò ñîïðîâîæäàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè "êîíñòàíòà(âòîðîéòåðì
íîðìäðîáü)" è "âû÷èñë(âòîðîéòåðì)".

3.15 Õàðàêòåðèñòèêà "âû÷ïðîã"
Õàðàêòåðèñòèêîé "âû÷ïðîã(õ1 õ2 õ3)" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà ëèáî ýêâèâàëåíòíî-
ñòè, êîòîðûå â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ â íàïðàâëåíèè õ1 îáåñïå÷èâàþò óïðîùåíèå îòíî-
ñèòåëüíî êîíñòàíò, èñïîëüçóþùåå âû÷èñëåíèÿ ÃÅÍÎËÎÃà. õ2 - êîíúþíêöèÿ ôèëü-
òðîâ, óòî÷íÿþùèõ êîíòåêñò ñòàíäàðòèçàöèè (â íåå âêëþ÷àþòñÿ óêàçàíèÿ íà òèïû
êîíñòàíòíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ), õ3 - ñïèñîê ïîäâûðàæåíèé çàìåíÿþùåãî òåðìà,
îáðàáàòûâàåìûõ ïóòåì íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé.

Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà òèïà ñîêðàùåíèÿ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ îäíîãî èç
äâóõ èñõîäíûõ ñëîæíûõ êîíñòàíòíûõ ïîäâûðàæåíèé çàìåíÿåìîé ÷àñòè

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cde(¬(d− 1 = 0) & 0 < c & 0 < d & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→
logd(cd

e) = e + logd c)

èç òåîðåìû

∀abc(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & 0 < a & ¬(a − 1 = 0) & 0 < b & 0 < c →
loga(bc) = loga b + loga c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ae(¬(a− 1 = 0) & 0 < a & a− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ loga(a
e) = e)

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "âû÷ïðîã(ïåðâûéòåðì è(äåñ÷èñëî(b) äåñ-
÷èñëî(c)) óìíîæåíèå(b c))".

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîðíåâûõ îïåðàíäîâ çàìåíÿåìîé ÷àñòè, ò.å.
âûðàæåíèÿ "loga b", "loga c". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå
"loga(bc)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå èç ïåðå÷èñëåííûõ âûðàæåíèé áåñïîâòîðíî è ÷òî
âûðàæåíèÿ ñïèñêà õ11 îáðàçóþò äåêîìïîçèöèþ âûðàæåíèÿ õ12 ïî åãî ïåðåìåííûì.
Îïðåäåëÿåòñÿ ñàìûé ñëîæíûé ïîäòåðì õ14 òåðìà õ12; ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí åäèí-
ñòâåííûé. Â íàøåì ñëó÷àå õ14 ñîâïàäàåò ñ õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêè ñëîæíîñòè
çàìåíÿåìîãî è çàìåíÿþùåãî òåðìîâ ñîâïàäàþò è ÷òî ÷èñëî ñàìûõ ñëîæíûõ ïîäòåð-
ìîâ çàìåíÿåìîãî òåðìà ðàâíî 2. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé èç òåðìîâ íàáîðà õ11
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èìååò ðîâíî îäíî ïîäâûðàæåíèå ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè, ïðè÷åì çàãîëîâêè õ14 è
óêàçàííûõ ïîäâûðàæåíèé ñîâïàäàþò. Ýòîò çàãîëîâîê ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ17.
Âíàøåì ñëó÷àå õ17 - ñèìâîë "ëîãàðèôì". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "Ñîêðàùåíèå"
îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó "ëîãàðèôì" óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó õ22.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿþùèé òåðì òåîðåìû õ22 - ïåðåìåííàÿ õ26 (â íàøåì ñëó-
÷àå - e). Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå ëîãàðèôìà (â
íàøåì ñëó÷àå - ïåðâîå âõîæäåíèå), ïîñëå ÷åãî ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðå-
çóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ äàííîãî âõîæäåíèÿ ïîñðåäñòâîì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Ïîëó÷àåòñÿ ðåçóëüòàò õ28 ñëåäóþùåãî âèäà:

∀cde(d− ÷èñëî & de − ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 < d & ¬(d− 1 = 0) & 0 < de &
0 < c & e− ÷èñëî→ logd(d

ec) = e + logd c)

Ïîñëå îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà õ29:

∀cde(¬(d− 1 = 0) & 0 < c & 0 < d & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→
logd(cd

e) = e + logd c)

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì ýòîé òåîðåìû, ò.å. "logd(cd
e)". Ïðî-

âåðÿåòñÿ, ÷òî åãî ñëîæíîñòü ñîâïàäàåò ñî ñëîæíîñòüþ çàìåíÿåìîãî òåðìà è ÷òî ñà-
ìûé ñëîæíûé åãî ïîäòåðì ñîâïàäàåò ñ íèì ñàìèì. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî çàìåíÿå-
ìûé ïîäòåðì èìååò åäèíñòâåííîå ïîäâûðàæåíèå ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè. Ïðè ïî-
ìîùè ïðîöåäóðû "âû÷òåðì" îïðåäåëÿåòñÿ íàáîð ìàêñèìàëüíûõ ïîäâûðàæåíèé òåð-
ìà õ31, äîïóñêàþùèõ âû÷èñëåíèå íàä êîíñòàíòíûìè çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ ñ ïîìî-
ùüþ íîðìàëèçàòîðîâ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
ïàð (ïîäâûðàæåíèå - òèï åãî êîíñòàíòíîãî çíà÷åíèÿ), ïåðåìåííîé õ36 - íàáîð ïàð
(ïåðåìåííàÿ òåðìà õ31 - òèï åå êîíñòàíòíîãî çíà÷åíèÿ). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæ-
äîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà âûðàæåíèÿ õ31, èìåþùåãî äëèíó áîëåå åäèíèöû, â íàáîðå
õ35 èìååòñÿ ïàðà äëÿ âû÷èñëåíèÿ åãî çíà÷åíèÿ. Çàòåì ôîðìèðóåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà
"ïðåäâóìíîæåíèå(ïåðâûéòåðì è(äðîáíàÿâåëè÷èíà(d) öåëîå(e) äðîáíàÿâåëè÷èíà(c))
cde)", êîòîðîé ñîïðîâîæäàåòñÿ íàéäåííàÿ òåîðåìà õ29. Ñîçäàíèå äðóãèõ õàðàêòåðè-
ñòèê áëîêèðóåòñÿ. Â óêàçàííîé õàðàêòåðèñòèêå ïåðâûé îïåðàíä îïðåäåëÿåò íàïðàâ-
ëåíèå çàìåíû, âòîðîé - îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì õ36 è îïðåäåëÿåò òèïû êîíñòàíòíûõ
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, ïîñëåäíèé îïåðàíä óêàçûâàåò âûðàæåíèå, ïîäëåæàùåå îáðà-
áîòêå íîðìàëèçàòîðàìè äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîíñòàíòíîãî çíà÷åíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî õà-
ðàêòåðèñòèêà "ïðåäâóìíîæåíèå(õ1 õ2 õ3)" óêàçûâàåò íà òîæäåñòâî, ïîçâîëÿþùåå
ñâåðíóòü ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðîâ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè êîíñòàíòíûé òåðì, ñî-
äåðæàùèé åäèíñòâåííóþ ñëîæíóþ îïåðàöèþ, â òåðì, çàãîëîâêîì êîòîðîãî ñëóæèò
äàííàÿ îïåðàöèÿ, à îïåðàíäàìè - êîíñòàíòû. Çäåñü õ1 - íàïðàâëåíèå çàìåíû, õ2 -
êîíúþíêöèÿ ôèëüòðîâ, óòî÷íÿþùèõ êîíòåêñò ñòàíäàðòèçàöèè (â íåå âêëþ÷àþòñÿ
óêàçàíèÿ íà òèïû êîíñòàíòíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ), õ3 - ñïèñîê ïîäâûðàæåíèé
çàìåíÿþùåãî òåðìà, îáðàáàòûâàåìûõ ïóòåì âû÷èñëåíèé.

3.16 Õàðàêòåðèñòèêà "ãëàâí÷ëåí"

Õàðàêòåðèñòèêîé ãëàâí÷ëåí(õ1)" ñíàáæàþòñÿ òåîðåìû, ó êîòîðûõ íàèáîëåå ñëîæ-
íûé òåðì àíòåöåäåíòîâ - âûðàæåíèå, ïðè÷åì îí åäèíñòâåííûé è èìååò åäèíñòâåííîå
âõîæäåíèå. Ãëóáèíà ýòîãî âûðàæåíèÿ áîëüøå åäèíèöû, à îöåíêà ñëîæíîñòè áîëüøå
4. õ1 - çàãîëîâîê äàííîãî âûðàæåíèÿ.
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Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ âàðüèðîâàíèÿ àíòåöåäåíòîâ

1. Âàðüèðîâàíèå ñàìîãî ñëîæíîãî ïîäâûðàæåíèÿ àíòåöåäåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abce(e(c) = inf(îáðàç(e, (a, b))) & 0 < b− c & 0 < c− a & (a, b) ⊆ Dom(e) &
Val(e) ⊆ R & e−ôóíêöèÿ & a−÷èñëî & b−÷èñëî & äèôôåðåíöèðóåìà(e, c)→
ïðîèçâîäíàÿ(e, c) = 0)

èç òåîðåìû

∀abcf (f −ôóíêöèÿ & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & (a, b) ⊆ Dom(f) & Val(f) ⊆ R &
0 < c− a & 0 < b− c & f(c) = sup(îáðàç(f, (a, b))) & äèôôåðåíöèðóåìà(f, c)→
ïðîèçâîäíàÿ(f, c) = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀af (a− set & f −ôóíêöèÿ & a ⊆ Dom(f) & îãðñíèçó(îáðàç(f, a)) &
Val(f) ⊆ R→ sup(îáðàç(λx(−f(x), x ∈ Dom(f)), a)) = −inf(îáðàç(f, a)))

Õàðàêòåðèñòèêà èñõîäíîé òåîðåìû - "ãëàâí÷ëåí(ñóï)". Îïðåäåëÿåòñÿ âõîæäå-
íèå õ9 ñèìâîëà "sup" â àíòåöåäåíòû òåîðåìû. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "âà-
ðüèð" íàõîäèò ïî ýòîìó ñèìâîëó óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó
õ10. Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ14 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäå-
íèÿ õ9 ïðè ïîìîùè òîæäåñòâà õ10. Ïðîöåäóðà "íîðìòåîðåìà" ïðåîáðàçóåò åãî
â îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò.

2. Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì ñïèñêà âûâîäà è ðåàëèçàöèÿ äèçúþíêöèè â àíòåöåäåíòàõ
ïðè ïîìîùè òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ äèçúþíêöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abf (∀c(c ∈ (a, b) → äèôôåðåíöèðóåìà(f, c)) & f(a) = f(b) & a < b & [a, b] ⊆
Dom(f) & Val(f) ⊆ R & f −ôóíêöèÿ & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
íåïðåðûâíî(f, [a, b])→ ∃c(ïðîèçâîäíàÿ(f, c) = 0 & c ∈ (a, b)))

èç òåîðåìû

∀abcf (f −ôóíêöèÿ & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & (a, b) ⊆ Dom(f) & Val(f) ⊆ R &
0 < c− a & 0 < b− c & f(c) = sup(îáðàç(f, (a, b))) & äèôôåðåíöèðóåìà(f, c)→
ïðîèçâîäíàÿ(f, c) = 0)

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀abce(e(c) = inf(îáðàç(e, (a, b))) & 0 < b− c & 0 < c− a & (a, b) ⊆ Dom(e) &
Val(e) ⊆ R & e−ôóíêöèÿ & a−÷èñëî & b−÷èñëî & äèôôåðåíöèðóåìà(e, c)→
ïðîèçâîäíàÿ(e, c) = 0)

∀abf (a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & a < b & f −ôóíêöèÿ & [a, b] ⊆ Dom(f) &
Val(f) ⊆ R & íåïðåðûâíî(f, [a, b]) & f(a) = f(b)→ ∃c(c− ÷èñëî & 0 < c− a &
0 < b− c & (f(c) = inf(îáðàç(f, (a, b))) ∨ f(c) = sup(îáðàç(f, (a, b))))))
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Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëàâí÷ëåí(ñóï)". Ïðåæäå âñåãî, â
ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ ïåðâàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà õ12. Îíà èìååò õà-
ðàêòåðèñòèêó ñ çàãîëîâêîì "ãëàâí÷ëåí", îòíîñÿùóþñÿ ê äðóãîìó ñèìâîëó. Â
íàøåì ñëó÷àå ýòî ñèìâîë "èíô". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ13 è õ14 àíòåöå-
äåíòîâ òåîðåì õ12 è èñõîäíîé òåîðåìû õ2 èìåþò ðàâíóþ äëèíó. Îïðåäåëÿþòñÿ
àíòåöåäåíò õ16 òåîðåìû õ12, ñîäåðæàùèé ñèìâîë "èíô", à òàêæå àíòåöåäåíò
õ17 òåîðåìû õ2, ñîäåðæàùèé ñèìâîë "ñóï". Îïðåäåëÿþòñÿ îñòàòî÷íûå ñïèñêè
àíòåöåäåíòîâ õ18, õ19 òåîðåì õ12, õ2 ïîñëå óäàëåíèÿ óêàçàííûõ àíòåöåäåíòîâ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïàðàìåòðû òåðìà õ16 ñîäåðæàòñÿ ñðåäè ïàðàìåòðîâ òåð-
ìîâ õ18. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ òåðìîâ
õ18. Ïðîöåäóðà "èäåíòèôèêàöèÿ" íàõîäèò íàáîð òåðìîâ õ21, ïîäñòàíîâêà êîòî-
ðûõ âìåñòî õ20 â òåðìû ñïèñêà õ18 äàåò òåðìû ñïèñêà õ19. Â íàøåì ñëó÷àå õ20
- ïåðåìåííûå a, b, c, e; õ21 - òåðìû a, b, c, f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäñòàíîâêà õ21
âìåñòî õ20 ïðåîáðàçóåò ( ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè îïåðàíäîâ êîììóòàòèâ-
íûõ îïåðàöèé) êîíñåêâåíò òåîðåìû õ12 â êîíñåêâåíò òåîðåìû õ2. Ïåðåìåííîé
õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè õ21 âìåñòî õ20 â òåðì õ16. Çàòåì
ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ17 è õ23. Â íàøåì
ñëó÷àå îíà èìååò âèä "f(c) = sup(îáðàç(f, (a, b))) ∨ f(c) = inf(îáðàç(f, (a, b)))".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "äèçúþíêòîïåðàíä" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó "ñóï"
âòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó (ñì. âûøå). Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â òåêó-
ùóþ òåîðåìó õ2:

∀deh(d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & d < e & h−ôóíêöèÿ & [d, e] ⊆ Dom(h) &
Val(h) ⊆ R & íåïðåðûâíî(h, [d, e]) & h(d) = h(e)→ ∃g(g − ÷èñëî & 0 < g − d &
0 < e− g & (h(g) = inf(îáðàç(h, (d, e))) ∨ h(g) = sup(îáðàç(h, (d, e))))))

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà ñóùåñòâîâà-
íèÿ â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ27. Â íàáîðå õ30 êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ýòîãî
êâàíòîðà âûáèðàåòñÿ äèçúþíêöèÿ õ31. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ñîäåðæèò ñèì-
âîë "ñóï" è ÷òî â íåå âõîäÿò âñå ïåðåìåííûå òåîðåìû õ27. Îïðåäåëÿåòñÿ óíè-
ôèöèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ òåðìà õ31, îòîæ-
äåñòâëÿþùàÿ äèçúþíêöèè õ24 è õ31. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïîäñòàíîâêà ëèøü
ïåðåîáîçíà÷àåò ïåðåìåííûå, íå ñêëåèâàÿ èõ. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îòëè÷íûì îò õ31 óòâåðæäåíèÿì
ñïèñêà õ30. Îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "c − ÷èñëî", "0 < c − a", "0 < b − c".
Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, ïîäñòàâëÿåìûõ óíèôèöè-
ðóþùåé ïîäñòàíîâêîé S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29. Â íàøåì ñëó÷àå - åäèíñòâåí-
íàÿ ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ñîäåðæàùèõ ïå-
ðåìåííûå õ36 óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ19. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ38 âñåõ íå âî-
øåäøèõ â õ37 óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ19, ïîïîëíåííûé ðåçóëüòàòàìè ïðèìåíå-
íèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ27. Ââîäèòñÿ êîíêàòåíàöèÿ M
ñïèñêîâ õ38 è õ35. Ñîçäàåòñÿ ñïèñîê õ39 âñåõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ37, äëÿ
êîòîðûõ íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè óòâåðæäåíèé M .
Äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ F ñïèñêà õ39 ñîçäàåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ âè-
äà "äëÿëþáîãî õ36 åñëè õ35 òî F", è ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
âñåõ òàêèõ èìïëèêàöèé. Â íàøåì ñëó÷àå îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé èìïëè-
êàöèè "∀c(c − ÷èñëî & 0 < c − a & 0 < b − c → äèôôåðåíöèðóåìà(f, c))".
Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîïîëíåíèÿ ñïèñêà õ38 èìïëèêàöè-
ÿìè õ40. Ñîçäàåòñÿ òåîðåìà T , àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ
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õ41, à êîíñåêâåíò ïîëó÷àåòñÿ íàâåøèâàíèåì êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ36 íà
êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ35 è êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ2. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî
"∃c(c−÷èñëî & 0 < c−a & 0 < b−c & ïðîèçâîäíàÿ(f, c) = 0)". Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ
ê òåîðåìå T îïåðàòîðà "íîðìòåîðåìà" ïîëó÷àåòñÿ óêàçàííûé âûøå ðåçóëüòàò.

3.17 Õàðàêòåðèñòèêà "ãëóá"
Õàðàêòåðèñòèêîé "ãëóá(õ1 õ2)" ñíàáæàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü êî-
òîðûõ - ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå, èìåþùåå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé õ1, ãëóáèíà êî-
òîðûõ (ñ îòáðàñûâàíèåì âíåøíåãî îòðèöàíèÿ) áîëåå 1, à çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü ïîñòðî-
åíà ïðè ïîìîùè ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê èç óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ êàæäîå íå áîëåå
îäíîãî âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé õ1, è ïðèòîì ãëóáèíû 1. õ2 - óêàçàòåëü íàïðàâëåíèÿ
çàìåíû ("ïåðâûéòåðì" ëèáî "âòîðîéòåðì").

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè

1. Ïåðåñòàíîâêà ñèììåòðè÷íûõ ïåðåìåííûõ â çàìåíÿåìîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bce(b− set & c− set & e− set→ b \ c ⊆ e↔ b \ e ⊆ c)

èç òåîðåìû

∀bce(b− set & c− set & e− set→ b ⊆ c ∪ e↔ b \ c ⊆ e)

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóá(e âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ10
ïðèñâàèâàåòñÿ åå çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Â íàøåì ñëó÷àå - "b ⊆ c∪e". Âíóòðè äàííîé
÷àñòè íàõîäèòñÿ êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ õ11. Â íàøåì ñëó÷àå - "c ∪ e". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ èìååò ðîâíî äâà îïåðàíäà, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé
ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. Äðóãèõ âõîæäåíèé â õ10 ýòè ïåðåìåííûå íå èìåþò.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àíòåöåäåíòû ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè äàí-
íûõ ïåðåìåííûõ. Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ17 ïåðåñòàíîâêè èõ â çàìåíÿþùåì òåð-
ìå. Â íàøåì ñëó÷àå - "b \ e ⊆ c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëå ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî
ïåðåóïîðÿäî÷åíèÿ îïåðàíäîâ êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèé òåðì õ17 îòëè÷åí îò çà-
ìåíÿþùåãî òåðìà õ16. Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ ðåçóëüòàò - èìïëèêàöèÿ, àíòåöå-
äåíòû êîòîðîé òå æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû, à êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü
õ16 è õ17. Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ òåîðåìà ñîïðîâîæäàåòñÿ ñðàçó äâóìÿ õà-
ðàêòåðèñòèêàìè "ãëóá" - "ãëóá(c âòîðîéòåðì)" è "ãëóá(e ïåðâûéòåðì)".

2. Îïðåäåëåíèå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abd(¬(b = 0) & a−÷èñëî & b−÷èñëî & d−÷èñëî→ ∃e(ae+be2 = d & e−÷èñëî)↔
0 ≤ 4bd + a2)

èç òåîðåìû

∀abde(¬(b = 0) & a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & d − ÷èñëî & e − ÷èñëî → ae + be2 =
d↔ 0 ≤ 4bd + a2 & (e = −(a +

√
4bd + a2)/(2b) ∨ e = (−a +

√
4bd + a2)/(2b)))
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Õàðàêòåðèñòèêà èñõîäíîé òåîðåìû - "ãëóá(e âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ9 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ðàçðåøàåòñÿ óñëîâèå. Â íàøåì
ñëó÷àå - e. Ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîäñ-
ïèñêà õ14 è õ15. Óòâåðæäåíèÿ ïåðâîãî èç íèõ ñîäåðæàò e, âòîðîãî - íå ñîäåð-
æàò. Â íàøåì ñëó÷àå õ14 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ e − ÷èñëî.
Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çà-
ìåíÿþùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè è õ14. Â íàøåì ñëó÷àå - "0 ≤ 4bd + a2",
"(e = −(a +

√
4bd + a2)/(2b) ∨ e = (−a +

√
4bd + a2)/(2b))", "e − ÷èñëî". Ðå-

øàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ15, à óñëîâèÿ
- óòâåðæäåíèÿ õ16. Íåèçâåñòíîé ñëóæèò e, ïðè÷åì ýòà íåèçâåñòíàÿ íåñóùå-
ñòâåííàÿ. Èìååòñÿ òàêæå öåëü "èñêëþ÷", ôîðñèðóþùàÿ èñêëþ÷åíèå íåñóùå-
ñòâåííûõ íåèçâåñòíûõ. Â íàøåì ñëó÷àå îòâåò õ18 èìååò âèä "0 ≤ 4bd + a2".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé õ9. Ôîðìèðóåòñÿ óòâåðæäåíèå
S ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ òàêèõ çíà÷åíèé õ9, ÷òî èñòèííà êîíúþíêöèÿ çàìåíÿ-
åìîãî òåðìà èñõîäíîé òåîðåìû è óòâåðæäåíèé õ14. Â íàøåì ñëó÷àå S èìååò
âèä "∃e(ae + be2 = d & e − ÷èñëî)". Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àí-
òåöåäåíòàìè õ15 è êîíñåêâåíòîì - ýêâèâàëåíòíîñòüþ óòâåðæäåíèé S, õ18. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", èñïîëüçóþùèì ñïèñîê óæå âûâå-
äåííûõ â äàííîì öèêëå òåîðåì.

3. Ïîïûòêà èçâëå÷åíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ èç ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀c(∀i(i ∈ {1, . . . , l(c)} → l(c(i)) = 2 & c(i) − ñëîâî) & c − ñëîâî ↔ ∃ab(c =
êîðòåæïàð(a, b) & l(a) = l(b) & a− ñëîâî & b− ñëîâî))

èç òåîðåìû

∀abc(l(a) = l(b) & a − ñëîâî & b − ñëîâî → c = êîðòåæïàð(a, b) ↔ ∀i(i ∈
{1, . . . , l(c)} → l(c(i)) = 2 & c(i)− ñëîâî) & a = λi(c(i)(1), i ∈ {1, . . . , l(c)}) & b =
λi(c(i)(2), i ∈ {1, . . . , l(c)}) & c− ñëîâî)

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêè "ãëóá(a âòîðîéòåðì)" è "ãëóá(b âòî-
ðîéòåðì)". Äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèÿ âûáèðàåòñÿ òà èç íèõ, êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê
ïåðåìåííîé ñ ìåíüøèì íîìåðîì, ò.å. "ãëóá(a âòîðîéòåðì)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
çàìåíÿåìûé òåðì èìååò âèä ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé õ14 âûðàæåíèþ õ15, íå ñî-
äåðæàùåìó ýòó ïåðåìåííóþ. Â íàøåì ñëó÷àå õ14 - c, õ15 - "êîðòåæïàð(a, b)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå çàìåíÿþùåãî òåðìà âêëþ÷àþòñÿ â
ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ çàìåíÿåìîãî. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåãî òåðìà. Ñîçäàåòñÿ ñïèñîê õ19
òàêèõ îòëè÷íûõ îò õ14 ïåðåìåííûõ X, ÷òî ñðåäè óòâåðæäåíèé õ17 èìååòñÿ ðà-
âåíñòâî âèäà "X = T", ãäå T íå ñîäåðæèò X. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ñàìèõ ðàâåíñòâ. Â íàøåì ñëó÷àå õ18 - "a = λi(c(i)(1), i ∈ {1, . . . , l(c)})";
"b = λi(c(i)(2), i ∈ {1, . . . , l(c)})". Ñïèñîê õ19 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ a, b. Ïåðå-
ìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñêà õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàê õ18, òàê
è õ20 íåïóñòû. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ20.
Â íàøåì ñëó÷àå îíà èìååò âèä "∀i(i ∈ {1, . . . , l(c)} → l(c(i)) = 2 & c(i) −
ñëîâî) & c − ñëîâî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî óòâåðæäåíèå õ21 èìååò ñâÿçàííûå
ïåðåìåííûå, ëèáî îöåíêà åãî ñëîæíîñòè áîëüøå 4. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî åãî
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çàãîëîâîê íå ÿâëÿåòñÿ íàçâàíèåì òèïà îáúåêòîâ. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê âñåõ àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, èìåþùèõ ïàðàìåòð èç ñïèñêà
õ19. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî âñå àíòåöåäåíòû. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòà-
òîê ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èç êîíêàòåíàöèè ñïèñêîâ õ24 è õ17
óñìàòðèâàåòñÿ èñòèííîñòü êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ23. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçó-
åòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìèðóåòñÿ óòâåðæäåíèå R,
ïîëó÷àåìîå íàâåøèâàíèåì êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ19 íà êîíúþíêöèþ çà-
ìåíÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû è óòâåðæäåíèé õ23. Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ
ðåçóëüòàò - èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ24 è êîíñåêâåíòîì, ïðåäñòàâëÿþùèì
ñîáîé ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ21, R.

4. Ïîïûòêà îïðåäåëèòü îáëàñòü çíà÷åíèé íåèçâåñòíîé, â êîòîðîé ðåøåíèå ñòàíî-
âèòñÿ îäíîçíà÷íûì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ax(a− ÷èñëî & x− ÷èñëî & x ≤ π/2 & 0 ≤ x + π/2→ a = sin x↔
x = arcsin a & 0 ≤ a + 1 & 0 ≤ −a + 1)

èç òåîðåìû

∀ax(a− ÷èñëî & x− ÷èñëî & 0 ≤ x + π/2 & 0 ≤ −x + 3π/2→ a = sin x↔
(x = − arcsin a + π ∨ x = arcsin a) & 0 ≤ a + 1 & 0 ≤ −a + 1)

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü èñõîäíàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ëèøü âñïîìîãàòåëüíûì ïðîìå-
æóòî÷íûì çâåíîì â öåïî÷êå âûâîäîâ. Îíà áûëà ïîëó÷åíà èç îáùåãî âèäà ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ ñ ñèíóñîì ïóòåì îãðàíè÷åíèÿ åãî íóëåâûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà.
Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèåì âûâîäà îòíîñèòñÿ ê õàðàêòåðèñòèêå "íåèçâïàðàì" è
áóäåò îïèñàí íèæå.

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóá(x âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ x. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì
èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîäåðæèò ñèìâîë "èëè". Ðàññìàòðèâà-
åòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì õ11. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî "a = sin x". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí
èìååò âèä ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé õ15, îòëè÷íîé îò õ9. Â íàøåì ñëó÷àå õ15 - ýòî
a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 íå èìååò äðóãèõ ïåðåìåííûõ, êðîìå õ9 è õ15 è ÷òî âõî-
æäåíèå â íåãî ïåðåìåííîé õ15 - åäèíñòâåííîå. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ïðîöåäóðîé "äíô" çàìåíÿþùåãî òåðìà. Â íàøåì ñëó÷àå
îí èìååò ñëåäóþùèé âèä: "x = − arcsin a + π & 0 ≤ a + 1 & 0 ≤ −a + 1 ∨ x =
arcsin a & 0 ≤ a + 1 & 0 ≤ −a + 1". Âûáèðàåòñÿ äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí õ17
äèçúþíêöèè õ16. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî "x = arcsin a & 0 ≤ a + 1 & 0 ≤ −a + 1".
Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ17.
Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå â íåì ðàâåíñòâà äëÿ õ9. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ
îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ18 ñî âñåìè àíòåöåäåíòàìè èñõîäíîé òåîðåìû, ñîäåðæà-
ùèìè õ15. Ïåðåìåííîé õ22 - îñòàòîê ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû.
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ22,
à óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ õ21. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîò-
âåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ15", "ïàðàìåòðû õ15". Â íàøåì ñëó÷àå ïîñûë-
êè ñóòü "x− ÷èñëî", "0 ≤ x + π/2", "0 ≤ −x + 3π/2". Óñëîâèÿ - "arcsin a = x",
"0 ≤ a + 1", "0 ≤ −a + 1", "a − ÷èñëî". Íåèçâåñòíàÿ - a. Ïîëó÷àåòñÿ îòâåò
õ24, èìåþùèé â íàøåì ñëó÷àå âèä "x ≤ π/2 & x − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ25
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ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ñî ñïèñêîì
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ24. Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñî ñïèñêîì
àíòåöåäåíòîâ õ25 è ýêâèâàëåíòíîñòüþ óòâåðæäåíèé õ11, õ17 â êîíñåêâåíòå. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

5. Ðåäàêòèðîâàíèå êîíúþíêòèâíîé çàìåíÿþùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçðåøå-
íèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & 0 ≤ a + 1 & 0 ≤ −a + 1→ b = arcsin a↔ a = sin b & b− ÷èñëî &
0 ≤ 2b + π & 0 ≤ −2b + π)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & 0 ≤ a + 1 & 0 ≤ −a + 1→ b = arcsin a↔ a = sin b & b− ÷èñëî &
0 ≤ b + π/2 & 0 ≤ −b + π/2)

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóá(a âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè íèõ âñòðå÷àþòñÿ
óòâåðæäåíèÿ, íå ñîäåðæàùèå õ9. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå îòñóòñòâèå ó èñõîäíîé òåî-
ðåìû äðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ñ çàãîëîâêîì "ãëóá". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå,
ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò âñå àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû, à óñëîâèÿìè -
óòâåðæäåíèÿ õ13. Çàäà÷à èìååò öåëè "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèç-
âåñòíûå õ9", "ðåäàêöèÿ". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îòâåò äàííîé çàäà÷è.
Â íàøåì ñëó÷àå îí èìååò âèä a = sin b & b−÷èñëî & 0 ≤ 2b+π & 0 ≤ −2b+π).
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ17 îòëè÷åí îò çàìåíÿþùåãî òåðìà èñõîäíîé òåîðåìû.
Ïîñëå ýòîãî ñîçäàåòñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ èìïëèêàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé
òåîðåìû çàìåíîé åå çàìåíÿþùåãî òåðìà íà òåðì õ17.

6. Óñìîòðåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ñâîäÿùåé ðàâåíñòâî çíà÷åíèé îïåðàöèè ê ðàâåí-
ñòâó åå àðãóìåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ac(a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ a + 1 & 0 ≤ c + 1 & 0 ≤ −a + 1 & 0 ≤ −c + 1→
arcsin a = arcsin c↔ a = c)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & 0 ≤ a + 1 & 0 ≤ −a + 1→ b = arcsin a↔ a = sin b & b− ÷èñëî &
0 ≤ b + π/2 & 0 ≤ −b + π/2)

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóá(a âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ11
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ èç äàííîé õàðàêòåðèñòèêè, ò.å. a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
çàìåíÿåìûé òåðì èìååò âèä ðàâåíñòâà íåêîòîðîé ïåðåìåííîé õ15, íå âñòðå÷àþ-
ùåéñÿ â àíòåöåäåíòàõ, âûðàæåíèþ õ16, åäèíñòâåííîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé êî-
òîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ11. Â íàøåì ñëó÷àå õ15 - b, õ16 - "arcsin a". Ñðåäè
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷àñòè íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ18 ïåðåìåí-
íîé õ11 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ, íå èìåþùåìó äðóãèõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ,
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êðîìå õ15. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ âñåõ ïå-
ðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû íà íîâûå ïåðåìåííûå. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

∀cd(c− ÷èñëî & 0 ≤ c + 1 & 0 ≤ −c + 1→ d = arcsin c↔ c = sin d & d− ÷èñëî &
0 ≤ d + π/2 & 0 ≤ −d + π/2).

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ íåîäíîáóêâåííûé îïåðàíä çàìåíÿåìîé ÷àñòè
òåîðåìû õ21. Â íàøåì ñëó÷àå - "arcsin c". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ åäèí-
ñòâåííàÿ ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ äàííîãî îïåðàíäà, ò.å. c. Äàëåå ñîçäàåòñÿ ðå-
çóëüòèðóþùàÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü îáúåäèíåíèå àíòåöåäåí-
òîâ èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ21, à êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâà
òåðìîâ õ16, õ25 ðàâåíñòâó ïåðåìåíûõ õ11, õ27.

7. Ïîäñòàíîâêà çíà÷åíèÿ èçâåñòíîãî ïàðàìåòðà, âûäåëåííîãî ðàâåíñòâîì â çàìå-
íÿþùåé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ac(a− ÷èñëî & Âåêòîð(c)→ ac = âåêòîð0↔ a = 0 ∨ c = âåêòîð0)

èç òåîðåìû

∀acd(a− ÷èñëî & Âåêòîð(c) & Âåêòîð(d)→ d = ac↔ ¬(a = 0) & c = (1/a)d ∨
a = 0 & d = âåêòîð0)

Ïîä óìíîæåíèåì çäåñü ïîíèìàåòñÿ óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî. Èñõîäíàÿ òåî-
ðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóá(c âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ïåðåìåííàÿ c, ïåðåìåííîé õ12 - çàìåíÿþùèé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâ-
êîì òåðìà õ12 ñëóæèò ñèìâîë "èëè". Â íåì íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ14
âûðàæåíèþ õ15, íå ñîäåðæàùåìó ýòîé ïåðåìåííîé. Çàãîëîâêè íàäòåðìîâ äàí-
íîãî ðàâåíñòâà - òîëüêî "è", "èëè". Ïåðåìåííàÿ õ14 îòëè÷íà îò õ9; õ9 íå âõîäèò
â õ15. Â íàøåì ñëó÷àå õ14 - ïåðåìåííàÿ d, õ15 - "âåêòîð0". Îïðåäåëÿåòñÿ íàáîð
õ16 ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè õ15 âìåñòî õ14 â àíòåöåäåíòû òåîðåìû. Îïðåäå-
ëÿåòñÿ òàêæå ðåçóëüòàò õ17 ïîäñòàíîâêè õ15 âìåñòî õ14 â êîíñåêâåíò òåîðåìû.
Â íàøåì ñëó÷àå õ16 - "a− ÷èñëî", "Âåêòîð(c)", "Âåêòîð(âåêòîð0)"; õ17 - òåðì
"âåêòîð0 = ac ↔ ¬(a = 0) & c = (1/a)âåêòîð0 ∨ a = 0 & âåêòîð0 = âåêòîð0".
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16 è êîíñåêâåíòîì õ17. Îíà îáðàáà-
òûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ äëÿ óñèëåíèÿ ñòàí-
äàðòèçàöèè òåêóùèé ñïèñîê âûâîäà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè ðå-
çóëüòèðóþùåé òåîðåìû íå ìåíåå ÷åì ó èñõîäíîé.

8. Âûâîä ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, íå ïðèâîäÿùåãî ê ïîÿâëåíèþ íî-
âîé ñëîæíîé îïåðàöèè íàä ïàðàìåòðîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(¬(a = 0) & a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & Âåêòîð(c) & Âåêòîð(d) → ac = bd ↔
c = (b/a)d)

èç òåîðåìû

∀acd(¬(a = 0) & a− ÷èñëî & Âåêòîð(c) & Âåêòîð(d)→ d = ac↔ c = (1/a)d)
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Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóá(c âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ c, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé
õ12 - çàìåíÿþùèé. Âûáèðàåòñÿ ïàðàìåòð õ13 òåðìà õ11, îòëè÷íûé îò õ9 è èìå-
þùèé åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â êàæäûé èç òåðìîâ õ11, õ12. Â íàøåì ñëó÷àå
ýòî ïàðàìåòð d. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå d â õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ15 äâóìåñòíîé îïåðàöèè õ16, íå ÿâëÿ-
þùåéñÿ íè êîììóòàòèâíîé, íè àññîöèàòèâíîé. Â íàøåì ñëó÷àå õ16 - "óìíîæ-
âåêò". Íàõîäèòñÿ àíòåöåäåíò õ18 èñõîäíîé òåîðåìû, ñîäåðæàùèé ïåðåìåííóþ
õ13 è èìåþùèé äëèíó 2. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê äàííîãî àí-
òåöåäåíòà. Â íàøåì ñëó÷àå - ñèìâîë "Âåêòîð". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèìâîë õ19
ÿâëÿåòñÿ íàçâàíèåì îäíîãî èç îñíîâíûõ òèïîâ îáúåêòîâ. Ïåðåìåííîé õ21 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûé îïåðàíä îïåðàöèè õ15. Â íàøåì ñëó÷àå - "1/a".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îïåðàíä íåîäíîáóêâåííûé è ÷òî òèï åãî çíà÷åíèÿ (â íà-
øåì ñëó÷àå - "÷èñëî") îòëè÷åí îò õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âõîæäåíèå ïåðåìåííîé
õ13 â òåðì õ11 ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì îïåðàíäîì íåêîòîðîãî îòíîøåíèÿ. Â
íàøåì ñëó÷àå - ðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå, ïîëó÷åí-
íîå èç ïîäòåðìà õ15 çàìåíîé îòëè÷íîãî îò õ14 îïåðàíäà íà íîâóþ ïåðåìåííóþ
õ25. Â íàøåì ñëó÷àå õ25 - ïåðåìåííàÿ b, õ26 - âûðàæåíèå bd. Ïåðåìåííîé õ28
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîïîëíåíèÿ ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû
óòâåðæäåíèÿìè, îïðåäåëÿþùèìè î.ä.ç. äëÿ õ26. Â íàøåì ñëó÷àå îí ñîñòîèò èç
óòâåðæäåíèé "¬(a = 0)", "a − ÷èñëî", "Âåêòîð(c)", "Âåêòîð(d)", "Âåêòîð(d)",
"b − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ïîäòåðìå õ15
îïåðàíäà õ14 íà õ26. Â íàøåì ñëó÷àå - "(1/a)(bd)". Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ31
óïðîùåíèÿ õ29 ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþ-
ùåé ñïèñîê ïîñûëîê õ28. Íà ïåðèîä åå ðåøåíèÿ áëîêèðîâêè ïðèåìîâ ñíèìàþòñÿ.
Ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå "(b/a)d". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ31 èìååò ðîâíî îäíî âõî-
æäåíèå ñèìâîëà õ16. Îïðåäåëÿþòñÿ ðåçóëüòàò õ32 ïîäñòàíîâêè â õ11 òåðìà õ26
âìåñòî õ13, à òàêæå ðåçóëüòàò õ33 çàìåíû âõîæäåíèÿ õ15 â òåðì õ12 íà òåðì
õ31. Ïåðâûé èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ èìååò âèä "bd = ac", âòîðîé - "c = (b/a)d".
Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ28, êîíñåêâåíò êîòîðîé - ýêâèâà-
ëåíòíîñòü õ32 è õ33. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

9. Ïåðåíåñåíèå â àíòåöåäåíòû îòðèöàíèÿ êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà íå ñîäåðæàùåãî
íåèçâåñòíîé äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà çàìåíÿþùåé äèçúþíêöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(¬(b = 0) & a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî→ b = ac↔ ¬(c = 0) & a = b/c)

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ b = ac↔ ¬(c = 0) & a = b/c ∨
b = 0 & c = 0)

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóá(a âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ8
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ a, ïåðåìåííîé õ13 - çàìåíÿþùèé òåðì ýêâèâàëåíò-
íîñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèçúþíêöèþ. Íàõîäèòñÿ äèçú-
þíêòèâíûé ÷ëåí õ15 ýòîé äèçúþíêöèè, íå ñîäåðæàùèé ïåðåìåííîé õ8. Â íà-
øåì ñëó÷àå - "b = 0 & c = 0". Ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêîé êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí
õ17 óòâåðæäåíèÿ õ15, êîòîðûé íå èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë "íå", ïðè-
÷åì îòðèöàíèå åãî íå ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêòèâíûì ÷ëåíîì íèêàêîãî îòëè÷íîãî îò
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õ15 äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà óòâåðæäåíèÿ õ13. Â íàøåì ñëó÷àå õ17 èìååò âèä
"b = 0". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îòáðàñûâàíèÿ ó õ13 äèçú-
þíêòèâíîãî ÷ëåíà õ15. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî "¬(c = 0) & a = b/c". Ïåðåìåííîé
õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðå-
ìû îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ17. Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñî ñïèñêîì
àíòåöåäåíòîâ õ19, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü çàìåíÿåìî-
ãî òåðìà èñõîäíîé òåîðåìû óòâåðæäåíèþ õ18. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà".

10. Ïîëó÷åíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñ êîíå÷íûì îòðåçêîì öåëûõ ÷èñåë, îðè-
åíòèðîâàííîãî íà ðàçâåðòêó â äèçúþíêöèþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cmn(m− öåëîå & n− öåëîå→ c ∈ {m, . . . , n} ↔ ∃a(c = a + m & a ∈ {0, . . . , n−
m}))

èç òåîðåìû

∀abmn(a − öåëîå & b − öåëîå & m − öåëîå & n − öåëîå → a + b ∈ {m, . . . , n} ↔
a ∈ {m− b, . . . , n− b})

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóá(a âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ8
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ a, ïåðåìåííîé õ13 - çàìåíÿþùèé òåðì òåîðåìû. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò âèä ïðèíàäëåæíîñòè õ8 âûðàæåíèþ õ16 ñ çàãîëîâêîì
"íîìåðà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ8 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå êàê â çàìåíÿå-
ìûé, òàê è â çàìåíÿþùèé òåðìû. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïå-
ðàíä âûðàæåíèÿ "íîìåðà". Â íàøåì ñëó÷àå ýòî m− b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê
ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ òåðìà õ17 íåïóñò. Íàõîäèòñÿ ïîäâûðàæåíèå õ22 çàìå-
íÿåìîãî òåðìà, ñîäåðæàùåå õ8 è èìåþùåå ðîâíî îäèí îáùèé ïàðàìåòð õ24 ñ
òåðìîì õ17. Â íàøåì ñëó÷àå õ22 - "a + b", õ24 - b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåí-
íàÿ õ24 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â çàìåíÿåìûé òåðì. Íàõîäèòñÿ ñïèñîê
õ26 âñåõ ñîäåðæàùèõ äàííóþ ïåðåìåííóþ àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïîïîëíåííûé
ðàâåíñòâîì âûðàæåíèÿ õ17 íóëþ. Â íàøåì ñëó÷àå îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé
"b − öåëîå", "m − b = 0". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, óñëîâèÿ êîòîðîé ñóòü
óòâåðæäåíèÿ õ26, à ïîñûëêè - âñå íå ñîäåðæàùèå õ24 àíòåöåäåíòû òåîðåìû.
Åäèíñòâåííîé íåèçâåñòíîé ñëóæèò õ24. Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ30. Â
íàøåì ñëó÷àå îí èìååò âèä "b = m". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî - ðàâåíñòâî ïåðåìåí-
íîé õ24 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ31. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ32 ïîäñòàíîâêè
õ31 âìåñòî õ24 â çàìåíÿþùèé òåðì. Îí èìååò âèä "a ∈ {m − m, . . . , n − m}".
Îïðåäåëÿåòñÿ ñïèñîê õ34 ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè õ31 âìåñòî õ24 â àíòåöå-
äåíòû òåîðåìû. Íàõîäèòñÿ òàêæå ðåçóëüòàò õ38 ïîäñòàíîâêè õ31 âìåñòî õ24 â
òåðì õ22. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, óñëîâèÿ êîòîðîé ñóòü âñå ñîäåðæàùèå
ïåðåìåííóþ õ8 óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ34 è ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ38 íîâîé ïåðå-
ìåííîé õ33. Ïîñûëêè - âñå íå ñîäåðæàùèå ïåðåìåííîé õ8 óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà
õ34. Èõ ñïèñîê ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ36. Â íàøåì ñëó÷àå óñëîâèÿ èìåþò
âèä "a − öåëîå", "a + m = c". Íîâàÿ ïåðåìåííàÿ - c. Ïîñûëêè - "m − öåëîå",
"n − öåëîå". Åäèíñòâåííîé íåèçâåñòíîé ñëóæèò õ8, ïðè÷åì ýòà íåèçâåñòíàÿ -
íåñóùåñòâåííàÿ. Îòâåò õ41 èìååò âèä "c − öåëîå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå ñî-
äåæèò õ8. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ42 çàìåíû â çàìåíÿåìîì òåðìå ïîäâûðà-
æåíèÿ õ22 íà ïåðåìåííóþ õ33. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
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óòâåðæäåíèÿ õ42 ðåçóëüòàòó íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ8 íà
êîíúþíêöèþ õ32 è ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ33, õ38. Â íàøåì ñëó÷àå õ43 èìååò
âèä "c ∈ {m, . . . , n} ↔ ∃a(a ∈ {m−m, . . . , n−m} & c = a + m)". Ñîñòàâëÿåòñÿ
ñïèñîê õ44 òåõ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ41, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ
ñëåäñòâèÿìè êàê ëåâîé, òàê è ïðàâîé ÷àñòåé ýêâèâàëåíòíîñòè õ43, ïîïîëíåí-
íûõ óòâåðæäåíèÿìè õ36. Â íàøåì ñëó÷àå îí ïóñò. Ñîñòàâëÿåòñÿ èìïëèêàöèÿ,
àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü ýëåìåíòû ñïèñêîâ õ36 è õ44, à êîíñåêâåíò - õ43.
Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Âûâåäåííàÿ òåîðåìà ñíàáæà-
åòñÿ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "ïåðå÷èñë". Îíà óêàçûâàåò, ÷òî òåîðåìà
âûâåäåíà äëÿ åäèíñòâåííîé öåëè - ðàçâåðòêè êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â äèçú-
þíêöèþ.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îáîáùåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ: âûäåëåíèå íåâûðîæäåí-
íîãî èçâåñòíîãî ïîäâûðàæåíèÿ ñ óíèêàëüíûì ïàðàìåòðîì è çàìåíà åãî íà íî-
âûé ïàðàìåòð.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðè âûâîä òåîðåìû

∀ade(d−÷èñëî & e−÷èñëî & a−÷èñëî→ 2de+d2 = a↔ (d = −e+
√

a + e2 ∨ d =
−(e +

√
a + e2)) & 0 ≤ a + e2)

èç òåîðåìû

∀cde(c−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî→ 2de+d2 = c−e2 ↔ (d = −e+
√

c ∨ d =
−(e +

√
c)) & 0 ≤ c)

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóá(d âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ11
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ d, ïåðåìåííîé õ10 - çàìåíÿåìûé òåðì. Âûáèðàåòñÿ
îòëè÷íàÿ îò õ11 ïåðåìåííàÿ õ12, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â õ10. Â
íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííàÿ c. Îïðåäåëÿåòñÿ âõîæäåíèå õ13 ýòîé ïåðåìåííîé
â òåðì õ10. Çàòåì íàõîäèòñÿ ìàêñèìàëüíûé íàäòåðì õ14 âõîæäåíèÿ õ13, íå
ñîäåðæàùèé ïåðåìåííîé õ11. Åñëè âñòðå÷àåòñÿ íàäòåðì, ñîäåðæàùèé ýòó ïå-
ðåìåííóþ, íî èìåþùèé àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíûé çàãîëîâîê f , òî áåðóòñÿ
âñå åãî îïåðàíäû t1, . . . , tk, íå ñîäåðæàùèå õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî k > 1, è â
êà÷åñòâå õ14 áåðåòñÿ f(t1 . . . tk). Ïåðåìåííîé õ13 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
òåðìà õ14 (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå - âõîæäåíèå îïåðàöèè f). Â íàøåì ñëó÷àå õ14
èìååò âèä "c − e2". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ14 íå îäíîáóêâåííûé. Ñ ïîìîùüþ
ñïðàâî÷íèêà "òèï" ïî çàãîëîâêó òåðìà õ14 îïðåäåëÿåòñÿ òèï T åãî çíà÷åíèé,
ïðèñâàèâàåìûé ïåðåìåííîé õ17. Â íàøåì ñëó÷àå ýòîò òèï - "÷èñëî". Âûáèðàåò-
ñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ18. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ïåðåìåííàÿ "a". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à
íà îïèñàíèå õ20, ïîñûëêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ àíòåöåäåíòû òåêóùåé òåîðåìû,
à óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ "a = c− e2, T (a)". Íåèçâåñòíîé ñëóæèò ïåðåìåííàÿ
õ12 (ò.å. c). Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îòâåò "c = a + e2 & a − ÷èñëî". Ïî
ýòîìó îòâåòó íàõîäèòñÿ âûðàæåíèå õ24 äëÿ çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé - â íàøåì
ñëó÷àå "a + e2". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ òîò òåðì, íà êîòîðûé áóäåò çà-
ìåíÿòüñÿ õ14. Åñëè çàãîëîâêîì ïîäòåðìà ïî âõîæäåíèþ õ13 áûë àññîöèàòèâíî-
êîììóòàòèâíûé ñèìâîë f , òî ïåðåä âñåìè ñîäåðæàùèìè ïåðåìåííóþ õ11 åãî
îïåðàíäàìè ïîìåùàåòñÿ ïåðåìåííàÿ a, è ê ýòîìó íàáîðó ïðèìåíÿåòñÿ f . Èíà-
÷å â êà÷åñòâå õ25 áåðåòñÿ îäíîáóêâåííûé òåðì a. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ27
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ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ24 âìåñòî õ12 â çàìåíÿþùèé òåðì òåîðåìû. Îí èìååò
âèä "(d = −e +

√
a + e2 ∨ d = −(e +

√
a + e2)) & 0 ≤ a + e2". Ïåðåìåííîé õ28

ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ10 âõîæäåíèÿ õ13 íà òåðì õ25. Îí
èìååò âèä "2de + d2 = a". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíêàòåíàöèÿ íàáîðà
ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè õ24 âìåñòî õ12 â àíòåöåäåíòû òåîðåìû è îòëè÷íûõ îò
ðàâåíñòâà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îòâåòà õ21. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ðàç-
ðåøèòü õ27 îòíîñèòåëüíî õ11; ðåçóëüòàò ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ27. Â
íàøåì ñëó÷àå ýòà ïîïûòêà íå èçìåíÿåò òåðìà õ27. Óòâåðæäåíèÿ õ29 îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íå îñòàåòñÿ àíòå-
öåäåíòîâ, óêàçûâàþùèõ òèï çíà÷åíèÿ íåîäíîáóêâåííûõ âûðàæåíèé. Íàêîíåö,
ôîðìèðóåòñÿ ðåçóëüòàò - èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ29 è êîíñåêâåíòîì - ýê-
âèâàëåíòíîñòüþ õ27 è õ28. Îðèåíòàöèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè âûáèðàåòñÿ òàêîé æå,
êàê ó èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîöåäóðå "ðåãòåîð" ïåðåäàåòñÿ óêàçàòåëü "îáîáùå-
íèå", ïðèâîäÿùèé ê èñêëþ÷åíèþ èñõîäíîé òåîðåìû, ïîãëîùåííîé åå îáîáùåí-
íîé âåðñèåé.

Çàìåòèì, ÷òî äàííûé ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ ìíîãîêðàòíî, è â ñî÷åòàíèè ñ ïðèå-
ìîì îáîáùåíèÿ ïóòåì äîìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ íà íîâûé ïàðàìåòð
ïðèâîäèò â êîíöå êîíöîâ ê ïðèâû÷íîé ôîðìóëå êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ.

2. Îáîáùåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé: äîìíî-
æåíèå îáåèõ ÷àñòåé äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ íà íîâûé ïàðàìåòð è äèñòðèáóòèâ-
íàÿ ðàçâåðòêà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(¬(c = 0) & a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî → bcd + cd2 =
ac↔ (d = −(b +

√
4a + b2)/2 ∨ (−b +

√
4a + b2)/2) & 0 ≤ 4a + b2)

èç òåîðåìû

∀abd(d−÷èñëî & a−÷èñëî & b−÷èñëî→ bd+d2 = a↔ (d = −(b+
√

4a + b2)/2 ∨
(−b +

√
4a + b2)/2) & 0 ≤ 4a + b2)

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀abc(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab = bc↔ a = c)

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab + ac = a(b + c))

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóá(d âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ8
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ d, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî òåîðåìà íå èìååò õàðàêòåðèñòèêè "îáùíîðì(. . .)" è ÷òî õ11 - äâóìåñò-
íîå îòíîøåíèå. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ òîò îïåðàíä îòíîøåíèÿ, êîòî-
ðûé ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ õ8. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî "bd + d2". Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ11. Åñëè ýòîò çàãîëîâîê - ñèìâîë "ðàâíî", òî
ïåðåìåííîé õ16 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ òèï îïåðàíäîâ ðàâåíñòâà. Â íàøåì ñëó÷àå
õ16 - "÷èñëî". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "êîýôô" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ16
óêàçàííóþ âûøå ïåðâóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàè-
âàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ò.å. "ab = bc". Ïåðåìåííîé
õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ïåðâîãî îïåðàíäà äàííîãî òåðìà, ò.å. "óìíîæå-
íèå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "äèñòðèáðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó
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õ22 âòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿ-
þùèé (ïðè ðàçâåðòêå ïî äèñòðèáóòèâíîñòè) òåðì òåîðåìû, ò.å. "ab + ac". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê äàííîãî òåðìà òàêîé æå, êàê ó òåðìà õ15. Ïåðåìåííîé
õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð îïåðàíäîâ òåðìà õ15. Â íàøåì ñëó÷àå - "bd" è "d2".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äîìíîæåíèå áóäåò íåèçáûòî÷íûì, ò.å. ñóùåñòâóåò âûðàæåíèå
íàáîðà õ29, ëèáî îòëè÷íîå îò ïåðåìåííîé, ëèáî ÿâëÿþùååñÿ ïåðåìåííîé õ8, ñðå-
äè õ22 - ÷ëåíîâ êîòîðîãî íåò ïåðåìåííîé, îòëè÷íîé îò õ8. Ïðè ðàññìîòðåíèè õ22
- ÷ëåíîâ êîðíåâàÿ îäíîìåñòíàÿ îïåðàöèÿ, åñëè îíà åñòü, îòáðàñûâàåòñÿ. Âûáè-
ðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ30. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ31
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîìíîæåíèÿ íà íåå âñåõ òåðìîâ íàáîðà õ29 è ñîåäèíå-
íèÿ èõ êîðíåâîé îïåðàöèåé òåðìà õ15. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ "bdc + d2c".
Ïðîèñõîäèò äîìíîæåíèå íà õ30 ïðîòèâîïîëîæíîé ÷àñòè çàìåíÿåìîãî ðàâåíñòâà
èñõîäíîé òåîðåìû; ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîìíîæåíèÿ âñåãî
óðàâíåíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå - "bdc + d2c = ac". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ
òà ïåðåìåííàÿ òåðìà õ21, êîòîðàÿ èìååò â íåãî äâà âõîæäåíèÿ, ò.å. ïåðåìåííàÿ
b. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì õ35 ïåðâîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ò.å.
"a = c". Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ a, ïåðåìåííîé õ37 - ïå-
ðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâîê â
àíòåöåäåíòû âòîðîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû âìåñòî ïåðåìåííûõ õ34, õ36, õ37
ñîîòâåòñòâåííî òåðìà õ30, ïåðâîãî îïåðàíäà ðàâåíñòâà õ11 è âòîðîãî îïåðàíäà
ýòîãî ðàâåíñòâà. Ïîëó÷àåòñÿ íàáîð "¬(c = 0)", "bd + d2 − ÷èñëî", "c − ÷èñëî",
"a−÷èñëî". Ñîñòàâëÿåòñÿ îáúåäèíåííûé ñïèñîê õ39 àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåî-
ðåìû è óòâåðæäåíèé õ38. Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü
õ39, à êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèÿ õ33 çàìåíÿþùåìó òåðìó èñ-
õîäíîé òåîðåìû. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".
Ïåðåä åå ðåãèñòðàöèåé ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäñòàíîâêà åäèíèöû îïåðàöèè õ22
âìåñòî íîâîé ïåðåìåííîé c íå äåëàåò ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ ïðîòèâîðå÷èâûì.

3. Îáîáùåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé: ââîä
äèçúþíêöèè äëÿ ó÷åòà âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî → b = ac ↔ ¬(c = 0) & a = b/c ∨ b =
0 & c = 0)

èç òåîðåìû

∀abc(¬(c = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ b = ac↔ a = b/c)

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóá(a âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ8
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ a, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿåìûé òåðì. Â ñïèñêå àí-
òåöåäåíòîâ õ12 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ13 âèäà "¬(x = t)", ãäå x - îòëè÷íàÿ
îò õ8 ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â âûðàæåíèå t. Ïåðåìåííàÿ x ïðèñâàèâàåòñÿ ïå-
ðåìåííîé õ17, âûðàæåíèå t - ïåðåìåííîé õ18. Â íàøåì ñëó÷àå õ17 - c, õ18 - "0".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ8 íå âõîäèò â òåðì õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13
íå ÿâëÿåòñÿ ñîïðîâîæäàþùèì ïî î.ä.ç. äëÿ îñòàëüíûõ àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû
è åå çàìåíÿåìîãî òåðìà. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè õ18 âìåñòî õ17
â çàìåíÿåìûé òåðì òåîðåìû, ïîñëå ÷åãî îí îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè îòíîñèòåëüíî àíòåöåäåíòîâ. Ïîëó÷åííûé òåðì ïðèñâàè-
âàåòñÿ ïåðåìåííîé õ20. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì "b = 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî
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âõîæäåíèé ïåðåìåííîé õ8 â òåðì õ20 ìåíüøå ÷èñëà åå âõîæäåíèé â òåðì õ11.
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ äâóõ óòâåðæäåíèé - êîíúþíêöèè
çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû ñ óòâåðæäåíèåì õ13 è êîíúþíêöèè îòðèöàíèÿ õ13
ñ õ20. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì "¬(c = 0) & a = b/c ∨ b = 0 & c = 0)". Ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ ðàñ÷èñòêà äèçúþíêöèè õ21: ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷
íà äîêàçàòåëüñòâî óñìàòðèâàþòñÿ èçáûòî÷íûå êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû åå äèçú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ, è òàêèå ÷ëåíû îòáðàñûâàþòñÿ. Â íàøåì ñëó÷àå íè÷åãî íå
îòáðàñûâàåòñÿ. Íàêîíåö, ôîìèðóåòñÿ ðåçóëüòàò - èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè
êîòîðîé ñëóæàò àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû ñ îòáðîøåííûì óòâåðæäåíèåì
õ13, à êîíñåêâåíòîì - ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ11 è õ21.

4. Ïîïûòêà óñèëèòü ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ, åñëè ýòî óðàâíå-
íèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îòðèöàíèÿ íåêîòîðîãî àíòåöåäåíòà, íå ñîäåðæàùåãî
íåèçâåñòíîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(¬(a = 0) & b < 0 & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & ÷èñëèòåëü(b)− even &
b− rational→ c < ab ↔ a < c1/b & − c1/b < a & 0 < c ∨ c ≤ 0)

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & b− rational & ÷èñëèòåëü(b)− even & b < 0 &
0 < c & ¬(a = 0)→ c < ab ↔ a < c1/b & − c1/b < a)

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóá(a âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ8
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ a, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿåìûé òåðì. Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íå ñîäåðæàùèé ïåðåìåííîé õ8 ýëåìåíò ñïèñêà õ12 àíòå-
öåäåíòîâ òåîðåìû, íå èñïîëüçóåìûõ äëÿ óêàçàíèÿ î.ä.ç. óòâåðæäåíèÿ õ11. Â
íàøåì ñëó÷àå - óòâåðæäåíèå "0 < c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 ñîäåðæèò åäèí-
ñòâåííóþ ïåðåìåííóþ õ16 è íå èìååò âèäà P (x) ãäå P - óêàçàíèå òèïà îáú-
åêòîâ. Â íàøåì ñëó÷àå õ16 - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû â ñïèñêå õ12 óòâåðæäåíèÿ õ14 íà åãî îòðèöàíèå. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî çàìåíÿåìûé òåðì õ11 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ20. Ïåðå-
ìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ14 è êîíú-
þíêöèè çàìåíÿþùåãî òåðìà òåîðåìû ñ óòâåðæäåíèåì õ14. Â íàøå ñëó÷àå -
"¬(0 < c) ∨ 0 < c & a < c1/b & − c1/b < a". Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ,
àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷åíû óäàëåíèåì èç ñïèñêà õ12 óòâåðæäåíèÿ õ14, à
êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ11 è õ22. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáà-
òûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

5. Ïîïûòêà óñèëèòü ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ: åñëè íåêîòîðûé àí-
òåöåäåíò ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äðóãèõ àíòåöåäåíòîâ è çàìåíÿåìîãî óòâåðæäå-
íèÿ, òî îí ïåðåíîñèòñÿ â êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû çàìåíÿþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(b < 0 & 0 < a & a−÷èñëî& b−÷èñëî& c−÷èñëî→ ab < c↔ 0 < c & c1/b < a)

èç òåîðåìû

∀abc(b < 0 & 0 < a & 0 < c & a−÷èñëî& b−÷èñëî& c−÷èñëî→ ab < c↔ c1/b < a)
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Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóá(a âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ8
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ a, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿåìûé òåðì. Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íå ñîäåðæàùèé ïåðåìåííîé õ8 ýëåìåíò ñïèñêà õ12 àíòåöåäåí-
òîâ òåîðåìû, íå èñïîëüçóåìûõ äëÿ óêàçàíèÿ î.ä.ç. óòâåðæäåíèÿ õ11. Â íàøåì
ñëó÷àå - óòâåðæäåíèå "0 < c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ
ïåðåìåííóþ õ16 è íå èìååò âèäà P (x) ãäå P - óêàçàíèå òèïà îáúåêòîâ. Â íàøåì
ñëó÷àå õ16 - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îòáðà-
ñûâàíèÿ èç ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ óòâåðæäåíèÿ õ14. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ19,
ïîëó÷åííûé äîáàâëåíèåì ê ñïèñêó õ18 óòâåðæäåíèÿ õ11. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà
äîêàçàòåëüñòâî õ14 èç ïîñûëîê õ19. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíê-
öèÿ çàìåíÿþùåãî òåðìà òåîðåìû è óòâåðæäåíèÿ õ14. Ôîìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ
ñî ñïèñêîì àíòåöåäåíòîâ õ18, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü
õ11 è õ21. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

6. Ïîïûòêà óñèëèòü ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ: îòðèöàíèå íåêîòî-
ðîãî àíòåöåäåíòà, èìåþùåãî äâå ïåðåìåííûå, ïðèâîäèòñÿ ê âèäó äèçúþíêöèè,
è äëÿ êàæäîé àëüòåðíàòèâû óñìàòðèâàåòñÿ èñòèííîñòü ëèáî ëîæíîñòü óðàâíå-
íèÿ.

Ñëîâî "óðàâíåíèå" çäåñü òðàêòóåòñÿ îáîáùåííî - êàê ïðîèçâîëüíîå óòâåðæäå-
íèå ñ íåèçâåñòíûìè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abd(¬(a = 0) & ¬(çíàìåíàòåëü(b)−even) & ¬(÷èñëèòåëü(b)−even) & b < 0 & a−
÷èñëî & d−÷èñëî & b− rational→ ab < d↔ a < 0 & 0 ≤ d ∨ 0 < ad & d1/b < a)

èç òåîðåìû

∀abd(¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) & ¬(÷èñëèòåëü(b)− even) & b < 0 & 0 < ad & a−
÷èñëî & d− ÷èñëî & b− rational→ ab < d↔ d1/b < a)

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóá(a âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ8
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ a, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿåìûé òåðì. Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñîäåðæàùèé ïåðåìåííóþ õ8 ýëåìåíò ñïèñêà õ12 àíòåöåäåí-
òîâ òåîðåìû, íå èñïîëüçóåìûõ äëÿ óêàçàíèÿ î.ä.ç. óòâåðæäåíèÿ õ11. Â íàøåì
ñëó÷àå - óòâåðæäåíèå "0 < ad". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 ñîäåðæèò ðîâíî äâå ïåðå-
ìåííûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè óòâåðæäåíèÿ õ14 ìåíüøå îöåíêè
ñëîæíîñòè óòâåðæäåíèÿ õ11. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå óòâåð-
æäåíèÿ õ14, ïåðåìåííîé õ17 - ðåçóëüòàò èñêëþ÷åíèÿ õ14 èç ñïèñêà àíòåöåäåí-
òîâ òåîðåìû. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ17 è åäèíñòâåííûì
óñëîâèåì õ16. Öåëè - "ïîëíûé", "ïîïûòêàñïóñêà", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñò-
íûå õ8". Îòâåò õ19 èìååò çàãîëîâîê "èëè". Â íàøåì ñëó÷àå îí èìååò âèä
"a ≤ 0 & 0 ≤ d ∨ d ≤ 0 & 0 ≤ a". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ ðåçóëüòàòà ïðåîáðàçîâàíèÿ õ19 ê âèäó ä.í.ô. Â íàøåì ñëó÷àå -
ïðîñòî íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ19. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðî-
ñìàòðèâàþòñÿ ýëåìåíòû íàáîðà õ20. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ýëåìåíòà A ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ðåçóëüòàò S ïîïîëíåíèÿ ñïèñêà õ17 íàáîðîì êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
óòâåðæäåíèÿ A, à òàêæå óòâåðæäåíèÿìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî
î.ä.ç. Ïîñëåäíèå ðåãèñòðèðóþòñÿ òàêæå â ñïèñêå õ17. Ñíà÷àëà ïðåäïðèíèìàåòñÿ
ïîïûòêà óñòàíîâèòü, ÷òî çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå õ11 - ñëåäñòâèå S, à â ñëó-
÷àå íåóäà÷è - ÷òî îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ11 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì S. Åñëè íè
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îäíà èç ïîïûòîê äëÿ êàêîãî-ëèáî A íå óäàåòñÿ, òî ïðèìåíåíèå ïðèåìà îáðûâà-
åòñÿ. Èíà÷å - â íàêîïèòåëå õ21 ðåãèñòèðóþòñÿ òå A, äëÿ êîòîðûõ óäà÷íîé áûëà
ïåðâàÿ ïîïûòêà. Â íàøåì ñëó÷àå õ21 ñîñîèò èç êîíúþíêöèè "a ≤ 0 & 0 ≤ d.
Ïî çàâåðøåíèè ðàññìîòðåíèÿ ýëåìåíòîâ íàáîðà õ20 ñîçäàåòñÿ äèçúþíêöèÿ õ22,
ïåðâûé ÷ëåí êîòîðîé - êîíúþíêöèè çàìåíÿþùåãî òåðìà òåîðåìû ñ óòâåðæäå-
íèåì õ14. Äàëåå èäóò âñå ýëåìåíòû ñïèñêà õ21. Íàêîíåö, ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ
ñ àíòåöåäåíòàìè õ17 è êîíñåêâåíòîì - ýêâèâàëåíòíîñòüþ óòâåðæäåíèé õ11, õ22.
Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðìà". Ïðè îáðàáîòêå íåñòðîãîå íåðà-
âåíñòâî a ≤ 0 çàìåíÿåòñÿ íà ñòðîãîå a < 0, òàê êàê â àíòåöåäåíòàõ âñòðå÷àåòñÿ
îòðèöàíèå ðàâåíñòâà a íóëþ.

Âàðüèðîâàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà

1. Ïîïûòêà ïðîâàðüèðîâàòü ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ ðàçðåøåíèÿ óòâåðæäåíèÿ ñ åäèí-
ñòâåííûì âõîæäåíèåì íåèçâåñòíîé, ïðè ïîìîùè òîæäåñòâà, ñîçäàþùåãî êðàò-
íûå âõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cde(c−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî→ 2de+d2 = c−e2 ↔ (d = −e+
√

c ∨ d =
−(e +

√
c)) & 0 ≤ c)

èç òåîðåìû

∀abc(a − ÷èñëî & c − ÷èñëî & b − rational & ÷èñëèòåëü(b) − even & ¬(b = 0) →
ab = c↔ 0 ≤ c & (a = c1/b ∨ a = −c1/b))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ (a + b)2 = a2 + 2ab + b2)

Çàìåòèì, ÷òî âûâîäèìàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðâîé çâåíî â öåïî÷êå
îáîáùåíèé, ïðèâîäÿùèõ ê ôîðìóëå êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ.

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóá(a âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ a, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ9 â òåðì õ11 åäèíñòâåííîå. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîä-
âûðàæåíèå õ13 óòâåðæäåíèÿ õ11, èìåþùåå ìàêñèìàëüíóþ îöåíêó ñëîæíîñòè.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî åäèíñòâåííîå è ñîäåðæèò õ9. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì ïîä-
âûðàæåíèå ab. Ïî åãî çàãîëîâêó õ14 ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "äóáëïàðàì"
îïðåäåëÿåò óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îíà èíòåðåñíà òåì, ÷òî
ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâàòü áåñïîâòîðíîå âûðàæåíèå â âûðàæåíèå ñ ïîâòîðÿþùè-
ìèñÿ âõîæäåíèÿìè ïåðåìåííûõ. Òàêèì îáðàçîì ñîçäàþòñÿ ïðåäïîñûëêè äëÿ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, èìåþùèõ áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîé. Ïåðåìåí-
íîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë íàïðàâëåíèÿ çàìåíû ñîãëàñíî äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìå äëÿ ïåðåõîäà ê íåáåñïîâòîðíîìó âûðàæåíèþ. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ñèì-
âîë "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàñïîëîæåííîå âíóòðè çà-
ìåíÿåìîé ÷àñòè âõîæäåíèå ïîäòåðìà õ13. Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò
ðåçóëüòàò õ24 ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäòåðìà õ21 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû, ïðèìåíÿåìîé â íàïðàâëåíèè õ19. Ýòîé ïðîöåäóðå ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé
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(ïåðåìåííàÿ õ9 0), ïîçâîëÿþùèé îòñëåäèòü òåðì õ26, â êîòîðûé ýòèì ïðåîá-
ðàçîâàíèåì ïåðåâîäèòñÿ ïåðåìåííàÿ õ9. Â íàøåì ñëó÷àå òåîðåìà õ24 èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

"∀cde(d+e−÷èñëî& c−÷èñëî& 2−rational& ÷èñëèòåëü(2)−even& ¬(2 = 0) & d−
÷èñëî & e− ÷èñëî→ d2 + 2de + e2 = c↔ 0 ≤ c & (d + e =

√
c ∨ d + e = −

√
c))".

Òåðì õ26 èìååò âèä d + e. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò ïåðåìåííóþ, âõîäÿùóþ â
çàìåíÿåìóþ ÷àñòü òåîðåìû õ24 áîëåå îäíîãî ðàçà. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ27
îáðàáîòêè òåîðåìû õ24 ïðîöåäóðîé "íîðìòåîðåìà". Îí èìååò ñëåäóþùèé âèä:

"∀cde(c−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî→ = d2+2de+e2 ↔ (−
√

c = d+e ∨
√

c =
d + e) & 0 ≤ c)".

Ïðîâåðÿåòñÿ ÷òî íèêàêîé àíòåöåäåíò òåîðåìû õ27, èìåþùèé íå ìåíåå äâóõ
ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ, íå èìååò îáùåé ïåðåìåííîé ñ âûðàæåíèåì õ26. Â çà-
ìåíÿåìîé (ëåâîé) ÷àñòè õ29 òåîðåìû õ27 âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ30, âõîäÿ-
ùàÿ â òåðì õ26 è èìåþùàÿ íå ìåíåå äâóõ âõîæäåíèé â õ29. Â íàøåì ñëó÷àå
ýòî ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðå-
ìû õ27, íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííîé õ30, ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòà-
òîê àíòåöåäåíòîâ. Ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêà-
ìè õ34 è óñëîâèÿìè õ33, ïîïîëíåííûìè çàìåíÿþùèì òåðìîì òåîðåìû õ27.
Íåèçâåñòíûå çàäà÷è - õ30. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå õ36 âèäà
"(d = −e +

√
c ∨ d = −(e +

√
c)) & 0 ≤ c". Çàòåì ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ

çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ òåìè æå ïîñûëêàìè, óñëîâèÿ êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ
õ33, ïîïîëíåííûå çàìåíÿåìûì òåðìîì òåîðåìû õ27. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé
çàäà÷è, îíà èìååò öåëü "ïîïûòêàñïóñêà", ò.å. íå ïîëó÷àåò ÿâíîãî âûðàæåíèÿ, à
ëèøü óïðîùàåò ñâîè óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé õ30. Ðåçóëüòàò õ38 èìå-
åò âèä "d−÷èñëî & 2de+d2 = c−e2". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ30 èìååò â
íåì áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ. Ôîðìèðóåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü õ39 óòâåðæäåíèé
õ38 è õ36, â êîòîðûõ ïðåäâàðèòåëüíî îòáðîøåíû âñå àíòåöåäåíòû òåîðåìû õ27.
Íàêîíåö, ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé òå æå, ÷òî ó òåîðåìû
õ27, à êîíñåêâåíò - õ39. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

2. Ïîïûòêà ïîäñòàíîâêè âìåñòî íåèçâåñòíîé âûðàæåíèÿ, äîïóñêàþùåãî äåêîìïî-
çèöèþ ïî ýòîé íåèçâåñòíîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdf (¬(b = 0) & a−÷èñëî& b−÷èñëî& d−÷èñëî& c−÷èñëî& f−÷èñëî& ¬(f =
0) → acf + bc2 − df2 = 0 ↔ (c = −f(a +

√
4bd + a2)/(2b) ∨ c = f(−a +√

4bd + a2)/(2b)) & 0 ≤ 4bd + a2)

èç òåîðåìû

∀abde(¬(b = 0) & a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & d − ÷èñëî & e − ÷èñëî → ae + be2 =
d↔ 0 ≤ 4bd + a2 & (e = −(a +

√
4bd + a2)/(2b) ∨ e = (−a +

√
4bd + a2)/(2b)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & c − rational & neg(çíàìåíàòåëü(c) −
even) & ¬(b = 0)→ (a/b)c = ac/bc)
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Çàìåòèì, ÷òî äàííûé ïåðåõîä âëå÷åò öåïî÷êó ïðèìåíåíèé îáîáùàþùèõ ïðèå-
ìîâ, ïðèâîäÿùóþ ê "îáû÷íîé" ôîðìóëå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ âòî-
ðîé ñòåïåíè.

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóá(e âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ e, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî õ9 èìååò áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ â õ11. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå
õ9 â õ11, ÿâëÿþùååñÿ îïåðàíäîì íåêîììóòàòèâíîé îïåðàöèè õ14. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ýòîé îïåðàöèè. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî âõîæäåíèå
âûðàæåíèÿ e2. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûé îïåðàíä ýòîé
îïåðàöèè, â íàøåì ñëó÷àå - 2. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå ñîäåðæèò õ9. Ñïðàâî÷-
íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàçáèåíèå" íàõîäèò ïî ñèìâîëó õ14 (â íàøåì ñëó÷àå - "ñòå-
ïåíü") óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â
èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ñëó÷àå õ19 èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀cfg(c − ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî & g − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(g) −
even) & ¬(f = 0)→ (c/f)g = cg/f g).

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ òîò îïåðàíä ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû
õ19, êîòîðûé èìååò çàãîëîâîê õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ19 èìååò êîììåíòàðèé
(íîðìàëèçàöèÿ . . .), ñîãëàñíî êîòîðîìó õ21 - çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Âíóòðè õ21 ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ îïåðàíä õ24 ñ òåì æå íîìåðîì, ñ êîòîðûì õ9 áûëî îïåðàíäîì äëÿ
õ13. Â íàøåì ñëó÷àå õ24 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà c/f , ïðèñâàèâàåìîãî ïåðåìåííîé
õ26. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ24 ðàñïîëàãàåòñÿ äâóìåñòíàÿ íåêîììó-
òàòèâíàÿ îïåðàöèÿ. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð óòâåðæäåíèé, îáåñïå-
÷èâàþùèõ ñîïðîâîæäåíèå ïîäòåðìà õ24 ïî î.ä.ç. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ28
àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ19 ñîäåðæèò ëèøü òàêèå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïî ñâîáîäíûì
ïåðåìåííûì ñ ïîäòåðìîì õ24 óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â õ27. Ïåðåìåí-
íîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ13, ïåðåìåííîé õ31 - ïîäòåðì ïî
âõîæäåíèþ õ21. Â íàøåì ñëó÷àå ýòè ïîäòåðìû ñóòü e2 è (c/f)g. Ïåðåìåííîé õ32
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ òåðìîâ õ30, õ31. Çàòåì îïðåäåëÿåòñÿ íàáîð
òåðìîâ õ33, ïîäñòàíîâêà êîòîðûõ âìåñòî õ32 óíèôèöèðóåò âûðàæåíèÿ õ30 è
õ31. Â íàøåì ñëó÷àå õ32 - ïåðåìåííûå c, e, f, g; õ33 - âûðàæåíèÿ c, c/f , f, 2. Ïå-
ðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ äàííîé ïîäñòàíîâêè ê òåðìó
õ26. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî íå èçìåíÿåò õ26. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàíäû âûðàæå-
íèÿ õ34 - ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâàÿ èç íèõ
(ýòî c), ïåðåìåííîé õ36 - âòîðàÿ (f). Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðå-
çóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêè ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé
òåîðåìû è òåîðåìû õ19. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ
ýòîé ïîäñòàíîâêè ê çàìåíÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå õ37
- óòâåðæäåíèÿ "¬(b = 0)", "a − ÷èñëî", "b − ÷èñëî", "d − ÷èñëî", "c − ÷èñëî",
"f −÷èñëî", "2−÷èñëî", "2− rational", "¬(çíàìåíàòåëü(2)−even)", "¬(f = 0)".
Òåðì õ38 èìååò âèä "(c/f) · a + b(c/f)2 = d". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå,
èìåþùàÿ ïîñûëêè õ37 è åäèíñòâåííîå óñëîâèå õ38. Öåëè åå - "ïîëíûé", "ÿâ-
íîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ïîïûòêàñïóñêà". Íåèçâåñòíûå - âñå ïåðåìåííûå òåðìà
õ26. Îòâåò õ40 â íàøåì ñëó÷àå èìååò âèä "acf + bc2 − df2 = 0". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ õ35, õ36 â õ40 çàãîëîâêîì íàèìåíü-
øåãî ñîäåðæàùåãî îáà âõîæäåíèÿ ïîäòåðìà ñëóæèò êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê õ25 òåðìà õ26 - îïåðàöèÿ, èìåþùàÿ åäèíèöó ïî
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íåêîòîðîìó ñâîåìó îïåðàíäó, ïîñëå ÷åãî ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîòè-
âîïîëîæíûé îïåðàíä îïåðàöèè õ26. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé
õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð âõîæäåíèé â çàìåíÿþùèé òåðì õ43 èñõîäíîé òåîðåìû
íàèìåíüøèõ ïîäóòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíóþ õ9. Â íàøåì ñëó÷àå
ýòî âõîæäåíèÿ ðàâåíñòâ äëÿ e. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå òàêîå ïîäóòâåðæäå-
íèÿ èìååò ðîâíî îäíî âõîæäåíèå íåèçâåñòíîé. Ê êàæäîìó ïîäóòâåðæäåíèþ
íàáîðà õ44 ïðèìåíÿåòñÿ óíèôèöèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêà, à ðåçóëüòàò ýòîé ïîä-
ñòàíîâêè ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé õ42 âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé
íà îïèñàíèå. Ïîëó÷àåòñÿ íàáîð óòâåðæäåíèé õ45. Â íàøåì ñëó÷àå - ðàâåíñòâà
"c = −f(a +

√
4bd + a2)/(2b)" è "c = f(−a +

√
4bd + a2)/(2b)". Ïåðåìåííîé

õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â çàìåíÿþùåì òåðìå èñõîäíîé òåîðåìû
âõîæäåíèé õ44 íà óòâåðæäåíèÿ õ45. Ýòîò ðåçóëüòàò åùå ðàç îáðàáàòûâàåòñÿ
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà îïèñàíèå, èìåþùåé íåèçâåñòíûå õ35, õ36 è öåëü
"ïîïûòêàñïóñêà". Óðîâåíü îáðàùåíèÿ çäåñü ðàâåí âñåãî ëèøü 3. Â íàøåì ñëó-
÷àå äàííîå îáðàùåíèå íå èçìåíÿåò òåðìà õ46. Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ
ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ40 è õ46. Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ37 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû", ïîñëå ÷åãî ñîçäàåòñÿ
èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ48 è êîíñåêâåíòîì õ47. Îíà ñîïðîâî-
æäàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé "íåèçâåñòíûå(c f)".

3. Ïîïûòêà âûâåñòè óïðîùàþùåå òîæäåñòâî ïóòåì óïðîùåíèÿ ïîäâûðàæåíèÿ çà-
ìåíÿþùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî & 0 ≤ a + 1 & 0 ≤ 1− a→ arcsin(−a) = − arcsin a)

èç òåîðåìû

∀ab(a−÷èñëî & 0 ≤ a+1 & 0 ≤ 1−a→ arcsin a = b↔ a = sin b & b−÷èñëî & 0 ≤
π − 2b & 0 ≤ π + 2b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ sin(−a) = − sin a)

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóá(a âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ a, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî õ11 èìååò çàãîëîâîê "ðàâíî", îäíèì èç îïåðàíäîâ ðàâåíñòâà ñëóæèò
ïåðåìåííàÿ õ14. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé
òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ16 - ïðîòèâîïîëîæíûé îïåðàíä ðàâåíñòâà. Â íàøåì ñëó-
÷àå õ14 - b, õ16 - "arcsin a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ16 íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé õ14
è ÷òî âñå ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ âõîäÿò â õ16. Ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ çàìåíÿþùåé ÷àñòè íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ18, îäíèì èç îïåðàíäîâ êîòîðîãî
ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ21, à äðóãèì - íåîäíîñèìâîëüíûé ïîäòåðì õ22. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî õ22 èìååò åäèíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ õ14. Â íàøåì ñëó÷àå õ21 - a, õ22
- "sin b". Ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì "óïðîùèìï", "óïðîùñòàíä" îïðåäåëÿþò
ïî çàãîëîâêó òåðìà õ22 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îíà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)" ëèáî "ñîêðàù(. . .)".
Çàòåì ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäòåðìà
õ22 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïðèìåíÿåìîé â íàïðàâëåíèè äàííîé
õàðàêòåðèñòèêè. Ïîëó÷àåòñÿ òåîðåìà õ27 ñëåäóþùåãî âèäà:
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∀ac(a − ÷èñëî & 0 ≤ 1 + a & 0 ≤ 1 − a & c − ÷èñëî → arcsin a = −c ↔ a =
− sin c & − c− ÷èñëî & 0 ≤ π − 2(−c) & 0 ≤ π + 2(−c))

Ïîñëå îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" èç íåå ïîëó÷àåòñÿ òåîðåìà õ28:

∀ac(a − ÷èñëî & c − ÷èñëî & 0 ≤ 1 + a & 0 ≤ 1 − a → −c = arcsin a ↔ a =
− sin c & 0 ≤ 2c + π & π − 2c)

Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷à-
ñòè òåîðåìû õ28, ïåðåìåííîé õ31 - ñïèñîê åå àíòåöåäåíòîâ. Â ñïèñêå õ30 íà-
õîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ32 ïåðåìåííîé õ9 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ35. Â íàøåì
ñëó÷àå õ32 èìååò âèä "a = − sin c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ35 èìååò åäèíñòâåííóþ
ïåðåìåííóþ õ37. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííóþ c. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ31, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ37, ïåðåìåí-
íîé õ39 - îñòàòîê ñïèñêà õ31. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îñòàòîê íåïóñò. Ðåøàåòñÿ
çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ39, à óñëîâèÿìè
- îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ30 è õ38. Çàäà÷à èìååò öåëè "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿ-
ìîéîòâåò", "íîðìòåîðåìà", "óïðîñòèòü", "ðàâíî", "íåèçâåñòíûå õ37". Åå îòâåò
õ42 â íàøåì ñëó÷àå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

a = −1 & c = π/2 ∨ a = 1 &c = −(π + arcsin(−1)) ∨ c = arcsin(−a).

Ñðåäè äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ äàííîãî îòâåòà âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ44, â îä-
íîé ÷àñòè êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ïåðåìåííàÿ õ37, à â äðóãîé - íåêîòîðîå âûðàæå-
íèå õ47. Â íàøåì ñëó÷àå - ðàâåíñòâî "c = arcsin(−a)". Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê õ38, ïîïîëíåííûé çàìåíÿåìûì òåðìîì òåîðåìû õ28. Â íàøåì
ñëó÷àå ýòîò ñïèñîê ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "c − ÷èñëî" è "−c = arcsin a". Ðå-
øàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ39 è óñëîâèÿìè õ49. Öåëè çàäà÷è -
"ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ37", "óïðîñòèòü", "ðàâíî".
Åå îòâåò õ51 â íàøåì ñëó÷àå èìååò âèä "c = − arcsin a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äàí-
íûé îòâåò èìååò âèä ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ A. Ñîçäà-
åòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ39, à êîíñåêâåíò -
ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ47 è A. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

4. Óïðîùåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàð-
òèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− öåëîå→ [a] < b↔ a < b)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ [a] < b↔ a < −[−b])

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− öåëîå→ [a] = a)

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóá(a âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåãî òåðìà. Âíóòðè ýòîãî âõîæäåíèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 ñèìâîëà îïåðàöèè õ14. Â íàøåì ñëó÷àå õ14 - "öå-
ëàÿ÷àñòü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "èñêëòåðì" íàõîäèò ïî õ14 óêàçàííóþ
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âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" ïðèìåíÿåò ýòó òåîðå-
ìó äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäòåðìà ïî âõîæäåíèþ õ13. Ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà:

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & − b− öåëîå→ [a] < b↔ a < −− b)

Îïåðàòîð "íîðìòåîðåìà" ïðåîáðàçóåò åå â îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò. Îïåðàòî-
ðó "ðåãòåîð" ïåðåäàåòñÿ ñïèñîê çàãîëîâêîâ äîïóñòèìûõ õàðàêòåðèñòèê "óïðîù-
ïðîã", "óñèëåíèå", "îáùíîðì", "óìåíüøåíèå", îáåñïå÷èâàþùèé ïðîâåðêó òîãî,
÷òî íàéäåííàÿ òåîðåìà äåéñòâèòåëüíî âûïîëíÿåò îáùóþ ñòàíäàðòèçàöèþ.

Âàðüèðîâàíèå óñëîâèé íà ïàðàìåòðû

1. Ïîïûòêà îñëàáëåíèÿ óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû, ðàñïîëîæåííîãî â çàìåíÿþùåé
÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(0 < b & a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & 0 ≤ a→ c = ab ↔ a = c1/b & 0 ≤
c)

èç òåîðåìû

∀abc(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & ¬(b = 0) & 0 < a & c − ÷èñëî → ab = c ↔ a =
c1/b & 0 < c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & a < b→ a ≤ b)

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóá(a âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ a, ïåðåìåííîé õ12 - çàìåíÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé
õ13 - íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ12. Â íàáîðå õ13 óñìàòðèâà-
åòñÿ ðàâåíñòâî õ14 ïåðåìåííîé õ9 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî
"a = c1/b". Äàëåå â íàáîðå õ13 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ15, íå ñîäåðæàùåå ïå-
ðåìåííîé õ9. Â íàøåì ñëó÷àå - 0 < c. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îñëàáëåíèå"
îïðåäåëÿåò ïî çàãîëîâêó õ16 óòâåðæäåíèÿ õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëü-
íóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû. Ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ20 ñ çàãîëîâêîì õ16, ñîäåð-
æàùåå âñå ïåðåìåííûå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå - óòâåðæäåíèå
"a < b". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ òåðìà
õ20, ïîñëå ÷åãî íàõîäèòñÿ íàáîð âûðàæåíèé õ22, ïîäñòàíîâêà êîòîðûõ âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ21 â òåðì õ20 äàåò òåðì õ15. Îïðåäåëÿåòñÿ íàáîð õ23 ðåçóëüòàòîâ
ïðèìåíåíèÿ äàííîé ïîäñòàíîâêè ê îòëè÷íûì îò õ20 óòâåðæäåíèÿì íàáîðà õ19.
Â íàøåì ñëó÷àå õ23 ñîäåðæèò óòâåðæäåíèÿ "0 - ÷èñëî", "c−÷èñëî". Ïåðåìåííîé
õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ òîé æå ïîäñòàíîâêè ê êîíñåêâåíòó äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå - "0 ≤ c". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå,
ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ23, à óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèå õ24 è
îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ15. Çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííóþ öåëü "ðåäàêöèÿ". Åå
îòâåò õ27 â íàøåì ñëó÷àå èìååò âèä "c = 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò âèä
ðàâåíñòâà íåêîòîðîé ïåðåìåííîé õ30 âûðàæåíèþ õ31, íå ñîäåðæàùåìó ýòîé ïå-
ðåìåííîé. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè õ31 âìåñòî õ30
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â êîíúþíêöèþ îòëè÷íûõ îò õ15 ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ13. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì
"a = 01/b". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ23 ñî ñïèñêîì
àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû è ñ óòâåðæäåíèÿìè, ôîðìóëèðóþùèìè óñëî-
âèÿ íà î.ä.ç. äëÿ õ33. Â íàøåì ñëó÷àå õ34 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "èñòèíà",
"− ÷èñëî", "a− ÷èñëî", "b− ÷èñëî", "¬(b = 0)", "0 < a", "0 < b". Ïåðåìåííîé
õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäñïèñîê ñïèñêà õ34, ñîñòîÿùèé èç óòâåðæäåíèé, â êîòîðûå
âõîäèò ïåðåìåííàÿ õ9 (â íàøåì ñëó÷àå a), à ïåðåìåííîé õ36 - îñòàòîê ñïèñêà
õ34. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ37 ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ31 âìåñòî ïåðåìåí-
íîé õ30 â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ14. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî "01/b". Ýòîò ðå-
çóëüòàò óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå îòíîñèòåëüíî
ïîñûëîê õ36. Ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå õ39, â íàøåì ñëó÷àå ðàâíîå 0. Ïåðåìåííîé
õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ9 âûðàæåíèþ õ39, à ïåðåìåííîé õ41
- ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ýòîãî ðàâåíñòâà ê ñïèñêó õ36. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì
ñïèñîê "c − ÷èñëî", "b − ÷èñëî", "¬(b = 0)", "0 < b", "a = 0". Ïåðåìåííîé õ42
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ýëåìåíòîâ íàáîðà õ35, èñòèííîñòü êîòîðûõ óñìàòðèâàåò-
ñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè èç óòâåðæäåíèé õ41. Â íàøåì ñëó÷àå õ42 ñîñòîèò
èç óòâåðæäåíèÿ "a−÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óòâåð-
æäåíèé ñïèñêà õ35, íå âîøåäøèõ â õ42. Â íàøåì ñëó÷àå - "0 < a". Ïåðåìåííîé
õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ43 è õ40, ò.å. "0 < a ∨ a = 0".
Ýòà äèçúþíêöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìèëè" îòíîñèòåëüíî ïî-
ñûëîê õ36, õ42. Ïîëó÷åííîå óòâåðæäåíèå õ46 èìååò âèä "0 ≤ a". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îíî ýëåìåíòàðíîå. Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè
âûðàæåíèÿ õ31 âìåñòî ïåðåìåííîé õ30 â çàìåíÿåìûé òåðì èñõîäíîé òåîðåìû.
Ïîëó÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå "ab = 0". Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ13, îòëè÷íûõ îò õ15. Â
íàøåì ñëó÷àå - "a = 01/b". Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñ-
êîâ õ36 è õ42, ïîïîëíåííîå óòâåðæäåíèåì õ46. Ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíûõ
çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå èç óòâåðæäåíèé õ47 è õ48
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äðóãîãî îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ49. Ïåðåìåííîé õ52 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü çàìåíÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû êîíúþíêöèè
óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ13, â êîòîðîì õ15 çàìåíåíî íà õ24. Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ49 è êîíñåêâåíòîì õ52, êîòîðàÿ îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì

1. Ïîïûòêà ñêëåèòü äâå ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé.

Äâå ýêâèâàëåíòíîñòè ñ îäèíàêîâûìè çàìåíÿåìûìè ÷àñòÿìè ñêëåèâàþòñÿ òàê,
÷òî çàìåíÿþùåé ÷àñòüþ ñòàíîâèòñÿ äèçúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé âèäà (çàìåíÿþ-
ùàÿ ÷àñòü äëÿ ïîäñëó÷àÿ & àíòåöåäåíòû, âûäåëÿþùèå ýòîò ïîäñëó÷àé).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acd(¬(d = 0) & a − ÷èñëî & d − ÷èñëî & c − ÷èñëî → c < ad ↔ d < 0 & a <
c/d ∨ 0 < d & c/d < a)

èç òåîðåìû

∀acd(c < 0 & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ a < d/c↔ d < ac)
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è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀acd(0 < d & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ c < ad↔ c/d < a)

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóá(a ïåðâûéòåðì)". Ïåðåìåííîé
õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ a, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿåìûé òåðì. Â íàøåì
ñëó÷àå ýòî òåðì "d < ac". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå êîðíåâûå îïåðàíäû òåðìà õ11
íåêîíñòàíòíûå. Â ñïèñêå âûâîäà èùåòñÿ îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé òåîðåìû äîïîë-
íèòåëüíàÿ òåîðåìà, èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòèêó âèäà "ãëóá(X, N)". Â íàøåì ñëó-
÷àå ýòî "ãëóá(a âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå - òåðì "c < ad". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
äëèíû òåðìîâ õ11 è õ17 ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ
ïðèñòàâêà èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ19 - äîïîëíèòåëüíîé. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ïåðâàÿ èç íèõ âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ11, âòîðàÿ - â ñïè-
ñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ17. Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî òåðì õ17 ïîëó÷àåòñÿ èç òåðìà
õ11 ïîäñòàíîâêîé âìåñòî ïåðåìåííûõ õ18 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ õ20.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè ýòîé ïîäñòàíîâêå íåèçâåñòíàÿ õ9 èñõîäíîé òåîðåìû ïåðå-
âîäèòñÿ â íåèçâåñòíóþ õ21 äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâà-
èâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé
òåîðåìû, îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä".
Íàïîìíèì, ÷òî ýòîò îïåðàòîð ñòàíäàðòèçèðóåò ïîðÿäîê îïåðàíäîâ êîììóòà-
òèâíûõ îïåðàöèé è ñèììåòðè÷íûõ îòíîøåíèé. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðàçíîñòü íàáîðîâ õ24 è õ25, ïåðåìåííîé õ27 - ðàçíîñòü íàáîðîâ õ25 è õ24. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îáå ýòè ðàçíîñòè îäíîýëåìåíòíûå. Â íàøåì ñëó÷àå ïåðâàÿ èç íèõ
ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèÿ "d < 0", âòîðàÿ - èç óòâåðæäåíèÿ "0 < d". Ïåðå-
ìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå íàáîðîâ õ24 è õ25. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî
"a−÷èñëî", "c−÷èñëî", "d−÷èñëî". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå, óñëî-
âèåì êîòîðîé ñëóæèò äèçúþíêöèÿ óêàçàííûõ âûøå óòâåðæäåíèé õ26 è õ27, à
ïîñûëêàìè - óòâåðæäåíèÿ õ28. Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ30. Â íàøåì
ñëó÷àå îí èìååò âèä "¬(d = 0)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ30 - ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäå-
íèå. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèñîåäèíåíèÿ åãî ê ñïèñêó õ28.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû íå âêëþ÷àåòñÿ â ñïè-
ñîê õ31. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ õ20
âìåñòî õ18 â çàìåíÿþùèé òåðì èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå - "a < c/d".
Åñëè ýòîò òåðì ñîâïàäàåò ñ çàìåíÿþùèì òåðìîì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, òî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èç ïîñûëîê õ31 íå óñìàòðèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäå-
íèé õ26 è õ27. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ êîíúþíêöèè óòâåð-
æäåíèé õ26, õ32 è êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèÿ õ27 ñ çàìåíÿþùèì òåðìîì äîïîë-
íèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå - "d < 0 & a < c/d ∨ 0 < d & c/d < a)".
Íàêîíåö, ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ31, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé
ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ17 è õ33.

2. Ïîïûòêà ñêëåèòü äâå ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé:
óñèëåíèå àíòåöåäåíòîâ äëÿ èõ èäåíòèôèêàöèè.

Äâå ýêâèâàëåíòíîñòè ñ îäèíàêîâûìè çàìåíÿåìûìè ÷àñòÿìè ñêëåèâàþòñÿ òàê,
÷òî çàìåíÿþùåé ÷àñòüþ ñòàíîâèòñÿ äèçúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé âèäà (çàìåíÿþ-
ùàÿ ÷àñòü äëÿ ïîäñëó÷àÿ & àíòåöåäåíòû, âûäåëÿþùèå ýòîò ïîäñëó÷àé).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀abd(¬(b = 0) & 0 < a & 0 < d & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ ab < d↔
a < d1/b & 0 < b ∨ b < 0 & d1/b < a)

èç òåîðåìû

∀abd(b < 0 & 0 < a & 0 < d & a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & d − ÷èñëî → ab < d ↔
d1/b < a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abd(0 < b & a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & d − ÷èñëî & 0 ≤ a & 0 ≤ d → ab < d ↔
a < d1/b)

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóá(a âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ a, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿåìûé òåðì. Â íàøåì ñëó-
÷àå ýòî òåðì "ab < d". Äàëåå ïîâòîðÿåòñÿ íà÷àëüíûé îòðåçîê äåéñòâèé ïðåäûäó-
ùåãî ïðèåìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ íàïîìíèì åãî, êîððåêòèðóÿ ñîîòâåòñòâåííî
íàøåìó ïðèìåðó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå êîðíåâûå îïåðàíäû òåðìà õ11 íåêîí-
ñòàíòíûå. Â ñïèñêå âûâîäà èùåòñÿ îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé òåîðåìû äîïîëíè-
òåëüíàÿ òåîðåìà, èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòèêó âèäà "ãëóá(X, N)". Â íàøåì ñëó-
÷àå ýòî "ãëóá(a âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå - òåðì "ab < d". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
äëèíû òåðìîâ õ11 è õ17 ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ
ïðèñòàâêà èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ19 - äîïîëíèòåëüíîé. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî ïåðâàÿ èç íèõ âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ11, âòîðàÿ - â
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ17. Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî òåðì õ17 ïîëó÷àåòñÿ èç òåð-
ìà õ11 ïîäñòàíîâêîé âìåñòî ïåðåìåííûõ õ18 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ
õ20. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè ýòîé ïîäñòàíîâêå íåèçâåñòíàÿ õ9 èñõîäíîé òåîðå-
ìû ïåðåâîäèòñÿ â íåèçâåñòíóþ õ21 äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ24
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè ê àíòåöåäåíòàì èñ-
õîäíîé òåîðåìû, îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì
"ñòàíä". Äàëåå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ îò ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Ïåðåìåííîé õ26
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ õ24 è õ25. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî "a− ÷èñëî",
"b− ÷èñëî", "d− ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ24
è õ26, ïåðåìåííîé õ28 - ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ25 è õ26. Â íàøåì ñëó÷àå íàáîð õ27
ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "b < 0", "0 < a", "0 < d"; íàáîð õ28 - èç óòâåðæäåíèé
"0 < b", "0 ≤ a", "0 ≤ d". Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ
ñïèñêîâ õ27, õ28 è äëÿ êàæäîãî èç íèõ ñ ïîìîùüþ ñïðàâî÷íèêà ïîèñêà òåîðåì
"îñëàáëåíèå" îïðåäåëÿåòñÿ åãî îñëàáëåííàÿ âåðñèÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ ïðîòèâî-
ïîëîæíîìó ñïèñêó. Îáå ýòè âåðñèè èñêëþ÷àþòñÿ èç ñïèñêîâ õ27, õ28, ïðè÷åì
óñèëåííàÿ âåðñèÿ ïåðåíîñèòñÿ â ñïèñîê õ26. Òàêèì îáðàçîì, â ñïèñîê õ26 ïîïà-
äàþò óòâåðæäåíèÿ 0 < a è 0 < d. Â ñïèñêå õ27 îñòàåòñÿ óòâåðæäåíèå "b < 0", â
ñïèñêå õ28 - "0 < b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ27, õ28 îäíîýëåìåíòíûå. Äèçú-
þíêöèÿ èõ óòâåðæäåíèé îáðàáàòûâàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå ñ ïîñûë-
êàìè õ26 è öåëüþ "óïðîñòèòü". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò õ30 (â íàøåì ñëó÷àå
"¬(b = 0)") ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì óòâåðæäåíèåì. Îí ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê ñïèñ-
êó õ26. Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ31 ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ õ20 âìåñòî ïåðåìåí-
íûõ õ18 â çàìåíÿþùèé òåðì èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå - "d1/b < a".
Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ27, õ31
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è êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèÿ õ28 ñ çàìåíÿþùèì òåðìîì äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû. Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ26, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëó-
æèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ17 è õ32. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà".

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Èñêëþ÷åíèå ïðîñòîé îïåðàöèè â ïàðàìåòðè÷åñêîì îïèñàíèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bde(b − ÷èñëî & ¬(b = 0) → ∃af (d(ab) & a − ÷èñëî & 0 < a & e(f)) ↔
∃af (d(a) & 0 < a & a− ÷èñëî & e(f)))

èç òåîðåìû

∀abc(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & ¬(b = 0) & 0 < a & c − ÷èñëî → ab = c ↔ a =
c1/b & 0 < c)

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóá(a âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ a, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îí èìååò âèä ðàâåíñòâà íåêîòîðîé ïåðåìåííîé õ15 âûðàæåíèþ, îòëè÷íî-
ìó îò ïåðåìåííîé. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî âû-
ðàæåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé îïåðàíä îïåðàöèè õ14 - ïåðåìåííàÿ ëèáî
ëîãè÷åñêèé ñèìâîë. Â íàøåì ñëó÷àå õ15 - ïåðåìåííàÿ c, õ14 - âõîæäåíèå âû-
ðàæåíèÿ ab. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 áåñïîâòîðíî. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷àñòè. Â íàøåì ñëó÷àå îí ñîñòî-
èò èç óòâåðæäåíèé a = c1/b è 0 < c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ýòè óòâåðæäåíèÿ
ýëåìåíòàðíû, ïðè÷åì ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ17 ïåðåìåííîé õ9 íå
ñîäåðæàùåìó õ9 âûðàæåíèþ õ18. Â íàøåì ñëó÷àå õ18 - c1/b. Íàáîð àíòåöåäåí-
òîâ òåîðåìû ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîäíàáîðà õ20, õ21. Â ïåðâîì èç íèõ ñîáðàíû
âñå óòâåðæäåíèÿ, ñîäåðæàùèå ïåðåìåííóþ õ15, âî âòîðîì - îñòàëüíûå. Â íà-
øåì ñëó÷àå õ20 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "c − ÷èñëî", õ21 - èç
óòâåðæäåíèé "a−÷èñëî", "b−÷èñëî", "¬(b = 0)", "0 < a". Ïåðåìåííîé õ22 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïîäñïèñîê ñïèñêà õ21, ñîñòîÿùèé èç âñåõ óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ
ïåðåìåííóþ õ9. Â íàøåì ñëó÷àå õ22 - ñïèñîê "a − ÷èñëî", "0 < a". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ20 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé
õ21, ïîïîëíåííûõ óòâåðæäåíèåì õ11. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
çàìåíû â ñïèñêå õ16 óòâåðæäåíèÿ õ17 íà óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ20. Â íàøåì
ñëó÷àå õ25 - ñïèñîê "0 < c", "c− ÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè óòâåðæäåíèÿ íå
ñîäåðæàò ïåðåìåííîé õ9. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ26, ïîëó÷åííûé îáúåäèíåíèåì
ðàçíîñòè ñïèñêîâ õ21, õ22 ñî ñïèñêîì õ25 è ñ óòâåðæäåíèåì õ17. Â íàøåì ñëó-
÷àå îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "b − ÷èñëî", "¬(b = 0)", "0 < c", "c − ÷èñëî",
"a = c1/b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ22 ñóòü ñëåäñòâèÿ óòâåð-
æäåíèé õ26. Äàëåå íà÷èíàåòñÿ ôîðìèðîâàíèå ðåçóëüòàòà âûâîäà. Äëÿ ýòîãî
âûáèðàþòñÿ òðè íîâûå ïåðåìåííûå - â íàøåì ñëó÷àå d, e, f . Ïåðåìåííîé õ28
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ9 è f íà
êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé d(A), õ22 è e(f). Çäåñü A - ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ
õ14. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ∃af (d(ab) & a − ÷èñëî & 0 < a & e(f)). Ïå-
ðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ
ïî õ9 è f íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèÿ d(õ9), ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííîé
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õ15 íà õ9 â óòâåðæäåíèÿõ õ25 è óòâåðæäåíèÿ e(f). Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ
∃af (d(a) & 0 < a & a−÷èñëî & e(f)). Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòå-
öåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò íå âîøåäøèå â õ22 óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ21, à êîíñå-
êâåíòîì - ýêâèâàëåíòíîñòü õ28 è õ29. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà, ïðè÷åì ñíàáæàåòñÿ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "íîâïåðåìåííûå".
Ýòà õàðàêòåðèñòèêà îçíà÷àåò, ÷òî òåîðåìà ñîçäàíà òîëüêî äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ
åå â êà÷åñòâå òåîðåìû ïðèåìà, óïðîùàþùåãî ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ïóòåì
ïåðåõîäà ê íîâûì ïåðåìåííûì.

2. Ãðóïïèðîâêà â ëåâîé ÷àñòè ðàçðåøàåìîãî äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ âñåõ íåíóëå-
âûõ ÷ëåíîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(¬(c = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ b + ac = 0↔ a = −b/c)

èç òåîðåìû

∀abc(¬(c = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ b = ac↔ a = b/c)

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóá(a âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ a, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè
òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ12 - ñèìâîë ïî ýòîìó âõîæäåíèþ. Åñëè ñèìâîë õ12 îò-
ëè÷åí îò ðàâåíñòâà, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå íà íåì ê ñïðàâî÷íèêó "ïå-
ðåãðóïïèðîâêà". Èíà÷å - îáðàùåíèå ê ñïðàâî÷íèêó "ïåðåãðóïïèðîâêà" ïðîèñ-
õîäèò íà ñèìâîëå, ÿâëÿþùåìÿñ òèïîì çíà÷åíèÿ ÷àñòåé ðàâåíñòâà. Ïðè óñïåõå
ïåðåìåííîé õ13 îêàçûâàåòñÿ ïðèñâîåíà òðîéêà (A, B, C), îçíà÷àþùàÿ, ÷òî âîç-
ìîæíà ïåðåãðóïèðîâêà A - ÷ëåíîâ îïåðàíäîâ ðàññìàòðèâàåìîãî îòíîøåíèÿ õ12
èç îäíîé ÷àñòè â äðóãóþ ñ èçìåíåíèåì çíàêà B, ïðè÷åì C - åäèíèöà îïåðàöèè
A. Â íàøåì ñëó÷àå õ12 - ðàâåíñòâî, òèï çíà÷åíèé åãî îïåðàíäîâ - "÷èñëî", è
õ13 ñòàíîâèòñÿ ðàâíî òðîéêå (ïëþñ ìèíóñ 0). Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïàðà îïåðàíäîâ ïî âõîæäåíèþ õ11. Çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé õ15 ñòàíîâèòñÿ òîò
èç íèõ, êîòîðûé ñîäåðæèò õ9. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ac. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî
çàãîëîâîê îòëè÷åí îò îïåðàöèè, óêàçàííîé â òðîéêå õ13. Ïåðåìåííîé õ16 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ îñòàâøèéñÿ ýëåìåíò ïàðû õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïåðåìåííóþ. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ óêà-
çàííîé â õ13 îïåðàöèè ê âûðàæåíèÿì õ15, õ16. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ
"ac + b". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â îïåðàöèè õ11 îïå-
ðàíäà õ16 íà óêàçàííóþ â òðîéêå õ13 åäèíèöó îïåðàöèè, à îïåðàíäà õ15 - íà õ18.
Ïîëó÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå "0 = ac + b". Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ20 ïîäñòàíîâêè â
çàìåíÿþùóþ ÷àñòü òåîðåìû âìåñòî ïåðåìåííîé õ16 ýòîé æå ïåðåìåííîé ñî çíà-
êîì, èçìåíåííûì ñîãëàñíî òðîéêå õ13. Ïîëó÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå "a = (−b)/c".
Òàêàÿ æå ïîäñòàíîâêà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, è ðåçóëüòàòîì
îêàçûâàåòñÿ ñïèñîê õ23. Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ23, êîíñåêâåíò êîòîðîé - ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ19 è õ20. Âîññòàíàâ-
ëèâàþòñÿ íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. ïîñûëêè, è ê ðåçóëüòàòó
ïðìåíÿåòñÿ îïåðàòîð "íîðìòåîðåìà".

3. ×àñòè÷íàÿ ãðóïïèðîâêà â ëåâîé ÷àñòè ðàçðåøàåìîãî äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ
÷ëåíîâ ïðîòèâîïîëîæíîé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀abcd(¬(c = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ d = b + ac↔
a = (d− b)/c)

èç òåîðåìû

∀abc(¬(c = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ b = ac↔ a = b/c)

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà äîñëîâíî âîñïðîèçâîäèò íà÷àëî ïðîãðàììû ïðåäû-
äóùåãî ïðèåìà. Äëÿ óäîáñòâà ïîâòîðèì åãî.

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóá(a ïåðâûéòåðì)". Ïåðåìåííîé
õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ a, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷à-
ñòè òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ12 - ñèìâîë ïî ýòîìó âõîæäåíèþ. Åñëè ñèìâîë õ12
îòëè÷åí îò ðàâåíñòâà, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå íà íåì ê ñïðàâî÷íèêó
"ïåðåãðóïïèðîâêà". Èíà÷å - îáðàùåíèå ê ñïðàâî÷íèêó "ïåðåãðóïïèðîâêà" ïðî-
èñõîäèò íà ñèìâîëå, ÿâëÿþùåìÿñ òèïîì çíà÷åíèÿ ÷àñòåé ðàâåíñòâà. Ïðè óñïåõå
ïåðåìåííîé õ13 îêàçûâàåòñÿ ïðèñâîåíà òðîéêà (A, B, C), îçíà÷àþùàÿ, ÷òî âîç-
ìîæíà ïåðåãðóïèðîâêà A - ÷ëåíîâ îïåðàíäîâ ðàññìàòðèâàåìîãî îòíîøåíèÿ õ12
èç îäíîé ÷àñòè â äðóãóþ ñ èçìåíåíèåì çíàêà B, ïðè÷åì C - åäèíèöà îïåðàöèè
A. Â íàøåì ñëó÷àå õ12 - ðàâåíñòâî, òèï çíà÷åíèé åãî îïåðàíäîâ - "÷èñëî", è õ13
ñòàíîâèòñÿ ðàâíî òðîéêå (ïëþñ ìèíóñ 0). Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà
îïåðàíäîâ ïî âõîæäåíèþ õ11. Çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé õ15 ñòàíîâèòñÿ òîò èç íèõ,
êîòîðûé ñîäåðæèò õ9. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ac. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâîê
îòëè÷åí îò îïåðàöèè, óêàçàííîé â òðîéêå õ13. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
îñòàâøèéñÿ ýëåìåíò ïàðû õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðå-
ìåííóþ. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ óêàçàííîé â õ13
îïåðàöèè ê âûðàæåíèÿì õ15, õ16. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ "ac + b".

Ñ ýòîãî ìîìåíòà íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ îò ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Âûáèðàåòñÿ íî-
âàÿ ïåðåìåííàÿ õ19. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðàâåíñòâî ýòîé ïåðåìåííîé òåðìó õ18, ñ ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà ðàçìå-
ùåíèÿ îïåðàíäîâ â èñõîäíîé òåîðåìå. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ "d = ac + b".
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ óêàçàííîé â òðîéêå õ13
îïåðàöèè ê ïåðåìåííîé õ19 è ðåçóëüòàòó èçìåíåíèÿ çíàêà òåðìà õ16. Â íàøåì
ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå d − b. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè äàííîãî âûðàæåíèÿ â çàìåíÿþùèé òåðì èñõîäíîé òåîðåìû âìå-
ñòî ïåðåìåííîé õ16. Ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî "a = (d − b)/c". Ïåðåìåííîé õ23
ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ20 è õ22. Ïåðåìåííîé õ25 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ21 âìåñòî ïåðåìåííîé
õ16 â àíòåöåäåíòû òåîðåìû. Åãî îáúåäèíåíèå ñ óòâåðæäåíèÿìè, îáðàçóþùè-
ìè ñîïðîâîæäåíèå ïî î.ä.ç. äëÿ õ23, ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ26. Íàêîíåö,
ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ26 è êîíñåêâåíòîì õ23. Îíà îáðà-
áàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Îïðåäåëåíèå ñëó÷àåâ âûðîæäåííûõ îãðàíè÷åíèé íà íåèçâåñòíûå

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ b ≤ |a| ↔ (a ≤ −b ∨ b ≤ a) & 0 < b ∨ b ≤ 0)

èç òåîðåìû
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∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ b ≤ |a| ↔ a ≤ −b ∨ b ≤ a)

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóá(a âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ8 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ a, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå èñõîäíîé òåîðå-
ìû, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ13 - çàìåíÿþùåå óòâåðæäå-
íèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèçúþíêöèþ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè
ïåðåìåííàÿ õ8 âõîäèò â êàêîé-ëèáî äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí óòâåðæäåíèÿ õ13, òî îíà
âñòðå÷àåòñÿ â êàæäîì êîíúþíêòèâíîì ÷ëåíå ýòîãî äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà íå èìååò äðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ñ çàãîëîâêîì "ãëóá". Ïå-
ðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ àíòåöåäåíòîâ, ñîäåðæàùèõ õ8, ïåðåìåííîé
õ15 - îñòàòîê ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèñî-
åäèíåíèÿ ê õ14 âñåõ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ13. Â íàøåì
ñëó÷àå îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "a − ÷èñëî" è "¬(a ≤ −b)", "¬(b ≤ a)". Ðåøàåò-
ñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ15, à óñëîâèÿìè -
óòâåðæäåíèÿ õ16. Îíà èìååò öåëè "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü",
"íåèçâåñòíûå a", "ïàðàìåòðû a", "èñêëþ÷åíèå". Ïîëó÷àåòñÿ îòâåò õ18, èìåþùèé
â íàøåì ñëó÷àå âèä "0 < b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îòâåò íå ñîäåðæèò ïåðåìåí-
íîé õ8. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ18 è
êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ13, õ18. Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ12,
êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèÿ õ11 óòâåðæäåíèþ õ19.
Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

3.18 Õàðàêòåðèñòèêà "ãëóáèíà"
Õàðàêòåðèñòèêîé "ãëóáèíà(õ1 õ2)" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà ïåðåñòàíîâî÷íîãî òèïà,
óìåíüøàþùèå ãëóáèíó ïåðåìåííîé õ1 äî åäèíèöû. õ2 - íàïðàâëåíèå çàìåíû ("ïåð-
âûéòåðì" ëèáî "âòîðîéòåðì").

Îáîáùåíèå òîæäåñòâà, óìåíüøàþùåãî ãëóáèíó ïåðåìåííîé

1. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà óìåíüøåíèÿ ãëóáèíû ïåðåìåííîé ïóòåì ââîäà áåñïîâòîð-
íîãî âíåøíåãî ïàðàìåòðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðì âûâîä òåîðåìû

∀abcde(¬(b = 0) & ¬(d− 1 = 0) & 0 < a & 0 < d & 0 < e & a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ ec logd a/b = ac logd e/b)

èç òåîðåìû

∀acde(¬(d− 1 = 0) & 0 < a & 0 < d & 0 < e & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî &
d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ ec logd a = ac logd e)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abe(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ e · (a/b) = (ae)/b)

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãëóáèíà(a âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé
õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ åå çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþùèé. Â çàìå-
íÿåìîì òåðìå âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 äâóìåñòíîé îïåðàöèè õ13. Â íàøåì
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ñëó÷àå - ïðîèçâåäåíèÿ "c logd a". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" íà-
õîäèò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îíà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(N)". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàè-
âàåòñÿ çàìåíÿåìûé (â ñìûñëå íàïðàâëåíèÿ N) òåðì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Â íàøåì ñëó÷àå - òåðì "e · (a/b)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò çàãîëîâîê õ13.
Ñðåäè êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ19 âûáèðàåòñÿ òàêîé îïåðàíä õ20, êîòîðûé
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåñòíóþ îïåðàöèþ îò äâóõ ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ õ22,
õ23. Â íàøåì ñëó÷àå - a/b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ èìååò åäèíèöó ïî
îäíîìó èç ñâîèõ îïåðàíäîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî äðóãîé êîðíåâîé îïåðàíä
õ24 òåðìà õ19 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ õ25. Ñðåäè îïåðàíäîâ îïåðàöèè
õ12 âûáèðàåòñÿ òîò, íîìåð êîòîðîãî ðàâåí íîìåðó îïåðàíäà õ24 (â ñëó÷àå êîì-
ìóòàòèâíîé îïåðàöèè õ13 - ëþáîé îïåðàíä). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îïåðàíä õ26
- ïåðåìåííàÿ õ27, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â çàìåíÿåìûé òåðì õ10.
Â íàøåì ñëó÷àå õ27 - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
äðóãîãî îïåðàíäà îïåðàöèè õ12. Â íàøåì ñëó÷àå - òåðìà logd a. Ïåðåìåííîé õ29
ïðèñâàèâàåòñÿ òà èç ïåðåìåííûõ õ22, õ23, ïî êîòîðîé îïåðàöèÿ õ20 íå èìååò
åäèíèöû, ïåðåìåííîé õ30 - òà, ïî êîòîðîé îíà èìååò åäèíèöó. Ñîîòâåòñòâåííî, â
íàøåì ñëó÷àå õ29 - a, õ30 - b. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâîê îòëè÷åí îò ñèìâîëà
õ13, ïðè÷åì ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ðàâíî 2.Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ
òîò êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ31, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàöèþ õ13 îò
äâóõ ïåðåìåííûõ. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ae. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îäíà èç ïåðåìåí-
íûõ - õ29, ïðè÷åì â ñëó÷àå íåêîììóòàòèâíîãî õ13 îíà ðàñïîëîæåíà ïîä òåì
æå íîìåðîì, ÷òî îïåðàíä õ20 îïåðàöèè õ19. Äðóãàÿ ïåðåìåííàÿ äîëæíà áûòü
ðàâíà õ25. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàâøèéñÿ êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà
õ31. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ õ30. Ïåðåìåííîé õ36
ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ31. Â íàøåì ñëó÷àå - "äðîáü".

Äàëåå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîâåðêà íåèçáûòî÷íîñòè íîâîãî ïàðàìåòðà. Â íàøåì
ñëó÷àå - ïðîâåðêà òîãî, ÷òî âõîæäåíèå õ12 íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëèòåëåì äðîáè, çíà-
ìåíàòåëåì êîòîðîé ñëóæèò ïåðåìåííàÿ, íå èìåþùàÿ äðóãèõ âõîæäåíèé â òåðì
õ10.

Ïîñëå ïðîâåðêè íåèçáûòî÷íîñòè âûáèðàåòñÿ íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó
ïåðåìåííàÿ õ37 (â íàøåì ñëó÷àå - b). Ôîðìèðóåòñÿ òåðì õ38, ïîëó÷åííûé ñî-
åäèíåíèåì ïðè ïîìîùè îïåðàöèè õ36 ïîäòåðìà õ12 è íîâîé ïåðåìåííîé õ37.
Íîìåð îïåðàíäà õ37 - òîò æå, ÷òî íîìåð îïåðàíäà õ35 â îïåðàöèè õ31. Äëÿ
íàøåãî ïðèìåðà èìååì òåðì c logd a/b. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ12 â òåðì õ10 íà òåðì õ38. Ïîëó÷àåòñÿ òåðì ec logd a/b.
Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ40 ïîäñòàíîâêè â ïîäòåðì õ20 ïåðåìåííûõ õ27, õ37
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29, õ30. Ïîëó÷àåòñÿ òåðì c/b. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â òåðì õ11 âûðàæåíèÿ õ40 âìåñòî ïåðåìåííîé
õ27. Ïîëó÷àåòñÿ òåðì a(c/b)·logd e. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëü-
òàòîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ïåðåìåííûõ õ27,
õ37 è ïîäòåðìà õ28 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29, õ30, õ25. Ïîëó÷àþòñÿ óòâåðæäåíèÿ
"¬(b = 0)", "c− ÷èñëî", "b− ÷èñëî", "logd a− ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâà-
èâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ43 ñ ðåçóëüòàòàìè ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ40
âìåñòî ïåðåìåííîé õ27 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû.

Äàëåå âûðàæåíèå õ39 îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçà-
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öèè îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ44, ÷òîáû ñíîâà ïðîâåðèòü íåèçáûòî÷íîñòü íîâîãî
ïàðàìåòðà: îí íå äîëæåí îêàçàòüñÿ îïåðàíäîì àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé
îïåðàöèè, èìåþùåé äðóãóþ áåñïîâòîðíóþ ïåðåìåííóþ ñâîèì îïåðàíäîì.

Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ44, êîíñåêâåíòîì êîòî-
ðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ41 è õ39. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà".

2. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà óìåíüøåíèÿ ãëóáèíû ïåðåìåííîé ïóòåì ââîäà áåñïîâòîð-
íîãî äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà îïåðàíäà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acde(¬(c− 1 = 0) & ¬(çíàìåíàòåëü(a)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(e)− even) &
0 < c & 0 < da & d− ÷èñëî & a− rational & e− rational→ e logc(d

a) = logc(d
ae))

èç òåîðåìû

∀cde(¬(c − 1 = 0) & 0 < c & 0 < d & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî & e − ÷èñëî →
e logc d = logc(d

e))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a−÷èñëî& b−÷èñëî& c−÷èñëî& b−rational& c−rational& ¬(çíàìåíàòåëü(
b)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even)→ (ab)c = abc)

Õàðàêòåðèñòèêà èñõîäíîé òåîðåìû - "ãëóáèíà(e ïåðâûéòåðì)". Ñìûñë åå îáîá-
ùåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îñíîâàíèå ñòåïåíè d â íîâîé òåîðåìå íå îáÿçàíî
áûòü ïîëîæèòåëüíûì. Ïðè ýòîì âîçìîæíî õîòÿ áû ÷àñòè÷íîå èçâëå÷åíèå ïîê-
çàòåëÿ ñòåïåíè èç-ïîä ëîãàðèôìà.

Âíà÷àëå äåéñòâèÿ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ äåéñòâèÿìè ïðåäûäóùåãî ïðèåìà.
Òàê êàê â íàøåì ïðèìåðå òåðìû äðóãèå, ïîâòîðèì ýòó íà÷àëüíóþ ÷àñòü.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé. Â çàìåíÿåìîì òåðìå âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 äâóìåñòíîé îïåðàöèè õ13.
Â íàøåì ñëó÷àå - ñòåïåíè de. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" íàõî-
äèò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îíà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(N)". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàè-
âàåòñÿ çàìåíÿåìûé (â ñìûñëå íàïðàâëåíèÿ N) òåðì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Â íàøåì ñëó÷àå - òåðì "(ab)c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò çàãîëîâîê õ13. Ñðåäè
êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ19 âûáèðàåòñÿ òàêîé îïåðàíä õ20, êîòîðûé ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåñòíóþ îïåðàöèþ îò äâóõ ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ õ22, õ23.
Â íàøåì ñëó÷àå - ab. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ èìååò åäèíèöó ïî îäíî-
ìó èç ñâîèõ îïåðàíäîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî äðóãîé êîðíåâîé îïåðàíä õ24
òåðìà õ19 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ õ25. Ñðåäè îïåðàíäîâ îïåðàöèè õ12
âûáèðàåòñÿ òîò, íîìåð êîòîðîãî ðàâåí íîìåðó îïåðàíäà õ24 (â ñëó÷àå êîììó-
òàòèâíîé îïåðàöèè õ13 - ëþáîé îïåðàíä). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îïåðàíä õ26
- ïåðåìåííàÿ õ27, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â çàìåíÿåìûé òåðì õ10.
Â íàøåì ñëó÷àå õ27 - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
äðóãîãî îïåðàíäà îïåðàöèè õ12. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííîé e. Ïåðåìåííîé
õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ òà èç ïåðåìåííûõ õ22, õ23, ïî êîòîðîé îïåðàöèÿ õ20 íå èìååò
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åäèíèöû, ïåðåìåííîé õ30 - òà, ïî êîòîðîé îíà èìååò åäèíèöó. Ñîîòâåòñòâåííî,
â íàøåì ñëó÷àå õ29 - a, õ30 - b. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé
òåðì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.

Äàëåå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ îò ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ31
èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë õ13. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâîé
îïåðàíä òåðìà õ31, èìåþùèé òîò æå íîìåð, ÷òî îïåðàíä õ20 òåðìà õ19 (â ñëó÷àå
êîììóòàòèâíîãî õ13 - ëþáîé êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ31). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïî âõîæäåíèþ õ32 ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ29. Íàõîäèòñÿ äðóãîé êîðíåâîé
îïåðàíä õ33 òåðìà õ31. Â íàøåì ñëó÷àå - bc. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâêîì
ñëóæèò êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ õ34. Â íàøå ñëó÷àå - óìíîæåíèå. Åñëè ïî âõî-
æäåíèþ õ28 ðàñïîëîæåíà òà æå îïåðàöèÿ õ34, òî ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ó íåå
îïåðàíäà - áåñïîâòîðíîé â òåðìå õ10 ïåðåìåííîé. Âûáèðàåòñÿ íå âõîäÿùàÿ â
èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííàÿ õ35. Â íàøåì ñëó÷àå - a. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ34 ýòîé ïåðåìåííîé è ïîäòåðìà õ28.
Â íàøåì ñëó÷àå èìååì ae. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû
âõîæäåíèÿ õ28 â òåðì õ10 íà òåðì õ36. Â íàøåì ñëó÷àå - logc(d

ae). Ïåðåìåí-
íîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ïîäòåðìå õ20 ïåðåìåííûõ õ29, õ30
íà õ27, õ35. Èìååì da. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â
òåðì õ11 âûðàæåíèÿ õ38 âìåñòî ïåðåìåííîé õ27. Â íàøåì ñëó÷àå - e logc(d

a).
Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ïåðåìåííûõ õ27, õ35 è ïîäòåðìà õ28 âìåñòî ïåðåìåí-
íûõ õ29, õ30, õ25. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê, ïîëó÷åííûé äîáàâëå-
íèåì ñïèñêà õ41 ê íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìà õ38 âìåñòî ïåðåìåííîé
õ27 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèåìå, ïðîâåðÿåò-
ñÿ íåèçáûòî÷íîñòü äîáàâëåíèÿ íîâîãî ïààìåòðà. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ
ñ àíòåöåäåíòàìè õ42, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ37
è õ39. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

3.19 Õàðàêòåðèñòèêà "ãðóïïèðîâêà"
Õàðàêòåðèñòèêîé "ãðóïïèðîâêà(õ1)" ñíàáæàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîçâîëÿþùèå ãðóï-
ïèðîâàòü â îäíîé ÷àñòè áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ äâå ïåðåìåííûå, ðàíåå ðàñïîëîæåííûå
â ðàçíûõ ÷àñòÿõ. õ1 - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Ïðèìåíåíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîãî òåð-
ìà

1. Ïîïûòêà îïðîêèíóòü ýêâèâàëåíòíîñòü ïåðåãðóïïèðîâêè ïóòåì ñèëüíîãî óïðî-
ùåíèÿ çàìåíÿåìîãî òåðìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cde(c− set & d− set & e− set & e ⊆ d→ íåïåðåñåê(c, e)↔ íåïåðåñåê(e, c ∩ d))

èç òåîðåìû

∀abc(a− set & b− set & c− set→ íåïåðåñåê(c, a ∩ b)↔ íåïåðåñåê(a, b ∩ c))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
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∀bc(b− set & c− set & c ⊆ b→ b ∩ c = c)

Õàðàêòåðèñòèêà èñõîäíîé òåîðåìû - "ãðóïïèðîâêà(âòîðîéòåðì)". Çàìåòèì, ÷òî
îíà òàêæå èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãðóïïèðîâêà(ïåðâûéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ10
ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ñèìâîëû áîëåå ÷åì îäíî-
ìåñòíûõ îïåðàöèé è îòíîøåíèé â õ10, è ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ11 ññûëîê íà
âñåâîçìîæíûå òåîðåìû, îïðåäåëÿåìûå ïî ýòèì ñèìâîëàì ñïðàâî÷íèêàìè ïîèñ-
êà òåîðåì "êîíñòíîðì", "òîæä", "ïîãëîùàåòñÿ", "ïîãëîùàåò".

Â çàìåíÿåìîì òåðìå ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 áîëåå ÷åì îäíîìåñòíîãî
ñèìâîëà õ14. Â íàøåì ñëó÷àå - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ a ∩ b. Â ñïèñêå õ11 âû-
áèðàåòñÿ óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä"
èñïîëüçóåò ýòó òåîðåìó äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ13. Ïîëó÷àåòñÿ ñëåäó-
þùèé ðåçóëüòàò õ21:

∀cde(c− set & d− set & e− set & e ⊆ d→ íåïåðåñåê(c, e)↔ íåïåðåñåê(e, c ∩ d))

Ê íåìó ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿþòñÿ îïåðàòîðû "Ñïóñêîïåðàíäîâ", "äåìî-
äèôèêàöèÿ", "ïîëíûåïîñûëêè", âûïîëíÿþùèå ïðåäâàðèòåëüíóþ ñòàíäàðòèçà-
öèþ. Îêîí÷àòåëüíàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".
Â íàøåì ñëó÷àå âñå ýòè äåéñòâèÿ èçìåíåíèé íå ñîçäàþò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àí-
òåöåäåíòû ïîëó÷åííîé òåîðåìû íå ñîäåðæàò ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â êîí-
ñåêâåíò, ÷òî ÷èñëî ïåðåìåííûõ ýòîé òåîðåìû íå áîëüøå, ÷åì ó èñõîäíîé è ÷òî
íè îäèí èç àíòåöåäåíòîâ íå èìååò áîëåå äâóõ ïåðåìåííûõ. Çàòåì òåîðåìà ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà ñèëüíî óïðîñòèòü îäíó èç ÷àñòåé íåéòðàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ
èçâëå÷åíèÿ èìïëèêàöèè ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bce(b− set & c− set & e− set & b ⊆ e→ íåïåðåñåê(b, c \ e))

èç òåîðåìû

∀acd(a− set & c− set & d− set→ íåïåðåñåê(a, c \ d)↔ íåïåðåñåê(c, a \ d))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bc(b− set & c− set & b ⊆ c→ b \ c = ∅)

Õàðàêòåðèñòèêà èñõîäíîé òåîðåìû - "ãðóïïèðîâêà(âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé
õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ñèìâîëû îïåðàöèé è
îòíîøåíèé â êîíñåêâåíòå òåîðåìû, è ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ10 ññûëîê íà âñå-
âîçìîæíûå òåîðåìû, îïðåäåëÿåìûå ïî ýòèì ñèìâîëàì ñïðàâî÷íèêàìè ïîèñêà
òåîðåì "êîíñòíîðì", "òîæä", "ïîãëîùàåòñÿ", "ïîãëîùàåò", "êîíñòöåëîå". Ïî-
î÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ: êîãäà çàìåíÿåìûé òåðì ëåâûé è êîãäà
îí ïðàâûé. Èñõîäíàÿ îðèåíòàöèÿ òåîðåìû èãíîðèðóåòñÿ. Óêàçàòåëü íàïðàâëå-
íèÿ çàìåíû ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ11. Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíî-
ñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 ñèìâîëà õ14, ïîñëå êîòîðîãî èäåò îòêðû-
âàþùàÿ ñêîáêà. Â íàøåì ñëó÷àå õ13 - âõîæäåíèå ðàçíîñòè a \ d â ïðàâóþ ÷àñòü
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ýêâèâàëåòíîñòè. Â ñïèñêå õ10 âûáèðàåòñÿ óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåî-
ðåìà. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" èñïîëüçóåò åå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ13.
Ïîëó÷àåòñÿ òåîðåìà õ21, êîòîðàÿ â íàøåì ñëó÷àå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀bce(b− set & c− set & e− set & b ⊆ e→ íåïåðåñåê(b, c \ e)↔ íåïåðåñåê(c, ∅))

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè äàííîé òåîðåìû îïåðàòî-
ðàìè "Ñïóñêîïåðàíäîâ" è "äåìîäèôèêàöèÿ". Â íàøåì ñëó÷àå îíè íå èçìåíÿ-
þò òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè èñõîäíàÿ òåîðåìà èìåëà õàðàêòåðèñòèêó
"îáùíîðì", òî ñïèñîê ïåðåìåííûõ òåîðåìû õ22 íå äëèíåå ñïèñêà ïåðåìåííûõ
èñõîäíîé òåîðåìû. Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ: ëèáî ïåðåìåííîé
õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîïîëíåíèÿ ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ22 åå
çàçìåíÿåìûì òåðìîì, à ïåðåìåííîé õ27 - çàìåíÿþùèé òåðì, ëèáî ïåðåìåííîé
õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîïîëíåíèÿ ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ27 îò-
ðèöàíèåì çàìåíÿåìîãî òåðìà, à ïåðåìåííîé õ27 - îòðèöàíèå çàìåíÿþùåãî òåð-
ìà. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ26 îïåðàòîðîì
"íîðìàíòåöåäåíòû"îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ27. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî-
ñëå ýòîãî íå âîçíèêàþò àíòåöåäåíòû, èìåþùèå áîëåå äâóõ ïàðàìåòðîâ. Îïåðàí-
äû êîíñåêâåíòà îáðàáàòûâàþòñÿ îïåðàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Â íàøåì
ñëó÷àå ñïèñîê õ28 îêàçûâàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç óòâåðæäåíèé "b− set", "c− set",
"e − set", "b ⊆ e". Óòâåðæäåíèå õ27 - "íåïåðåñåê(b, c \ e)". Ïåðåìåííîé õ29
ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ28 è êîíñåêâåíòîì õ27. Ïðåäïðè-
íèìàåòñÿ ïðîâåðêà åå íåèçáûòî÷íîñòè äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ïðîâåðî÷íûõ îïå-
ðàòîðàõ.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Âûâîä èìïëèêàöèè èç ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bce(b− set & c− set & e− set & ¬(b \ c ⊆ e)→ ¬(b ⊆ c ∪ e))

èç òåîðåìû

∀bce(b− set & c− set & e− set→ b ⊆ c ∪ e↔ b \ c ⊆ e)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Ïåðåìåííûì õ11, õ12 ïðèñâàèâàþòñÿ (â ïðîèçâîëüíîì
ïîðÿäêå) ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íè îäíà èç íèõ íå èìååò
çàãîëîâêà "íå". Îòðèöàíèÿ õ13, õ14 óòâåðæäåíèé õ11, õ12 óïðîùàþòñÿ îòíîñè-
òåëüíî ïîñûëîê õ9 çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáà îíè èìåþò
çàãîëîâîê "íå". Â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà âûäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êî-
òîðîé ñóòü õ9 è õ13, à êîíñåêâåíò - õ14.

3.20 Õàðàêòåðèñòèêà "ãðóïïèðîâêè"
Õàðàêòåðèñòèêîé "ãðóïïèðîâêè" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà è ýêâèâàëåíòíîñòè, îáå ÷à-
ñòè êîòîðûõ - ýëåìåíòàðíûå áåñïîâòîðíûå òåðìû, èìåþùèå îäíî è òî æå ìíîæåñòâî
ïåðåìåííûõ.
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Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Âûâîä èç òîæäåñòâà âûíåñåíèÿ íàðóæó îòðèöàíèÿ òîæäåñòâà äâîéíîé ïåðå-
ãðóïïèðîâêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ac(a− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ (−a) · (−c) = ac)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ −ab = (−a) · b)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû - ðàâåíñòâî âèäà f(x, t) = h(f(x, r)), ãäå
f - êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ, h - îïåðàöèÿ òèïà "îòðèöàíèå", ò.å. äâîéíîå åå
ïðèìåíåíèå íå èçìåíÿåò çíà÷åíèÿ. x - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â òåðìû t, r.
Â íàøåì ñëó÷àå f - óìíîæåíèå, h - ìèíóñ, r - "a", t - "−a", x - ïåðåìåííàÿ b.
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ âûðàæåíèÿ r. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îí ñîâïàäàåò ñî ñïèñêîì ïåðåìåííûõ âûðàæåíèÿ t. Âûáèðàåòñÿ íàáîð õ22
íîâûõ ïåðåìåííûõ, èìåþùèé òó æå äëèíó, ÷òî è íàáîð õ21. Â íàøåì ñëó÷àå
îí ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé c. Ïåðåìåííûì õ23 è õ24 ïðèñâàèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû
çàìåíû ïåðåìåííûõ õ21 íà õ22 â òåðìàõ t è r ñîîòâåòñòâåííî. Â íàøåì ñëó-
÷àå îíè ñóòü "−c" è "c". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ðåçóëüòàòà
ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé f òåðìîâ t, õ23 ðåçóëüòàòó ñîåäèíåíèÿ ýòîé îïåðàöèåé
òåðìîâ r, õ24. Â íàøåì ñëó÷àå îíî èìååò âèä "(−a) · (−c) = a · c". Ïåðåìåí-
íîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ïîäìíîæåñòâà íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííîé
x àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû ñ ðåçóëüòàòàìè çàìåíû õ21 íà õ22 â óòâåðæäåíèÿõ
ýòîãî ïîäìíîæåñòâà. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòà-
íîâêè òåðìà õ23 âìåñòî ïåðåìåííîé x â àíòåöåäåíòû òåîðåìû, ñîäåðæàùèå x.
Ê îáúåäèíåíèþ ñïèñêîâ õ29, õ30 ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà "íîðìàíòåöåäåíòû";
ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ31. Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ31 è êîíñåêâåíòîì õ25.

2. Èçâëå÷åíèå èç ïåðåãðóïïèðîâî÷íîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñ ðàâåíñòâîì â îäíîé ÷à-
ñòè òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & b− c = 0→ c− b = 0)

èç òåîðåìû

∀bc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ c− b = 0↔ b− c = 0)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îäíà èç ÷àñòåé ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåí-
ñòâî. Äðóãàÿ ÷àñòü ïåðåíîñèòñÿ â àíòåöåäåíòû, à ðàâåíñòâî - îñòàåòñÿ â êîíñå-
êâåíòå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì òåîðåìà ïðèîáðåòàåò õà-
ðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ", ïðè÷åì äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè îòáðàñûâàþòñÿ.

3. Èçâëå÷åíèå èç ïåðåãðóïïèðîâî÷íîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîñòîé èìïëèêàöèè äëÿ
ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀ac(a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & c− a < 0→ 0 < a− c)

èç òåîðåìû

∀ac(a− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ c− a < 0↔ 0 < a− c)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â êîíñåêâåíòå ðàñïîëîæåíà ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïîî÷åðåäíî ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà ïåðåìåííûì õ15, õ16 ïðèñâàèâàþòñÿ ëèáî ÷àñòè
ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ëèáî èõ îòðèöàíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ15
ñîãëàñîâàíî ñ øàáëîíîì âõîäíûõ äàííûõ íåêîòîðîãî ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà.
Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöå-
äåíòû" ñïèñêà, ïîëó÷åííîãî äîáàâëåíèåì ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû óòâåðæäåíèÿ
õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â íàáîðå õ20 îòñóòñòâóåò ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé òåðìó, íå
ñîäåðæàùåìó ýòó ïåðåìåííóþ. Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé
ñóòü õ20, à êîíñåêâåíò - õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ åå íåèçáûòî÷íîñòü êàê òåîðåìû ïðè-
åìà ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà.

4. Èçâëå÷åíèå èç ïåðåãðóïïèðîâî÷íîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîñòîé èìïëèêàöèè, ïîç-
âîëÿþùåé óñìàòðèâàòü èñòèííîñòü ëèáî ëîæíîñòü óòâåðæäåíèÿ ñ ïîìîùüþ
ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & b ≤ a→ ¬(a < b))

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ¬(a < b)↔ b ≤ a)

Îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïðèåìà çàêëþ÷àåòñÿ ëèøü â òîì, ÷òî ê àíòåöåäåí-
òàì äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå õ15, à êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèòñÿ óòâåðæäåíèå õ16.
Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ íåèçáûòî÷íîñòü: ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð íå äîëæåí óñìàòðèâàòü èñòèí-
íîñòü êîíñåêâåíòà èç àíòåöåäåíòîâ. Îñíîâàííûå íà òåîðåìàõ äàííîé ÿ÷åéêè
âûâîäà ïðèåìû ïðè ýòîì çàáëîêèðîâàíû.

Ïðèìåíåíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîãî òåð-
ìà

1. Ïîïûòêà ñèëüíî óïðîñòèòü îäíó èç ÷àñòåé íåéòðàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ
èçâëå÷åíèÿ èìïëèêàöèè ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀b(b− ÷èñëî & 0 < b→ −b < 0)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ −b < a↔ −a < b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

−0 = 0
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Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ñèìâîëû êîíñåêâåíòà, ïîñëå êîòîðûõ èäåò îòêðûâàþùàÿ ñêîá-
êà, è ïî êàæäîìó òàêîìó ñèìâîëó ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì "êîíñòíîðì",
"òîæä", "ïîãëîùàåòñÿ", "ïîãëîùàåò", "êîíñòöåëîå" çàïîëíÿþò íàêîïèòåëü õ10
ññûëêàìè íà äîïîëíèòåëüíûå òåîðåìû. Îäíà èç ÷àñòåé êîíñåêâåíòà ðàññìàòðè-
âàåòñÿ êàê çàìåíÿìàÿ, äðóãàÿ - êàê çàìåíÿþùàÿ (îáðàáàòûâàþòñÿ îáà âàðèàí-
òà). Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 ñèìâîëà îïåðàöèè ëè-
áî îòíîøåíèÿ õ14. Â íàøåì ñëó÷àå çàìåíÿåìûé òåðì ïðàâûé, à õ14 - "ìèíóñ".
Èç íàêîïèòåëÿ õ10 âûáèðàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, îäèí èç îïåðàíäîâ
ðàâåíñòâà êîòîðîé èìååò çàãîëîâîê õ14. Â íàøåì ñëó÷àå äîïîëíòåëüíàÿ òåî-
ðåìà óêàçàíà âûøå. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" èñïîëüçóåò äîïîëíèòåëüíóþ òåî-
ðåìó äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ13. Ïîëó÷àåòñÿ ðåçóëüòàò õ21, êîòîðûé
â íàøåì ñëó÷àå èìååò âèä ∀b(0 − ÷èñëî & b − ÷èñëî → −b < 0 ↔ 0 < b). Ïî-
ñëå îáðàáîòêè îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïåðàíäîâ" è "äåìîäèôèêàöèÿ" òåîðåìà õ21
ïðåîáðàçóåòñÿ â òåîðåìó õ22. Â íàøåì ñëó÷àå îíè ñîâïàäàþò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êîíñåêâåíò òåîðåìû õ22 èìååò çàãîëîâîê "ýêâèâàëåíòíî" è ÷òî ëèáî èñõîäíàÿ
òåîðåìà íå èìåëà õàðàêòåðèñòèêè "îáùíîðì", ëèáî ÷èñëî ïåðåìåííûõ òåîðåìû
õ22 íå áîëüøå ÷èñëà ïåðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû. Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ñëó÷àè, êîãäà ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðå-
ìû õ22, ïîïîëíåííûé åå çàìåíÿåìûì òåðìîì, à ïåðåìåííîé õ27 - çàìåíÿþùèé
òåðì, ëèáî ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïîïîëíåííûé
îòðèöàíèåì çàìåíÿåìîãî òåðìà, à ïåðåìåííîé õ27 - îòðèöàíèå çàìåíÿþùåãî
òåðìà. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîð-
ìàíòåöåäåíòû"ñïèñêà õ26. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóñòâèå â íåì óòâåðæäåíèÿ, èìåþùå-
ãî áîëåå äâóõ ïàðàìåòðîâ. Îïåðàíäû óòâåðæäåíèÿ õ27 îáðàáàòûâàþòñÿ îòíîñè-
òåëüíî õ28 íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ
ñ àíòåöåäåíòàìè õ28 è êîíñåêâåíòîì õ27. Ïðîâåðÿåòñÿ åå íåèçáûòî÷íîñòü äëÿ
ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà. Ïðè ðåãèñòðàöèè òåîðåìû äîïóñêàþòñÿ ëèøü õàðàêòå-
ðèñòèêè "ñïóñê", "Ñïóñê", "ëåãêîâèäåòü". Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííàÿ òåîðåìà
äåéñòâèòåëüíî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â ïðîâåðî÷íîì îïåðàòîðå.

2. Ïîïûòêà ñèëüíî óïðîñòèòü îäíó èç ÷àñòåé íåéòðàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ −a = 0↔ a = 0)

èç òåîðåìû

∀ab(b− ÷èñëî & a− ÷èñëî→ b = −a↔ −b = a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

−0 = 0

Íà÷àëî ïðîãðàììû äàííîãî ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäó-
ùåãî ïðèåìà. Ïîñëå òîãî, êàê ïîëó÷åíà òåîðåìà õ22 è âûïîëíåíû ñâÿçàííûå ñ
íåé ïðîâåðêè, íà÷èíàþòñÿ ðàçëè÷èÿ.

Â íàøåì ïðèìåðå òåîðåìà õ22 èìååò âèä "∀a(0 − ÷èñëî & a − ÷èñëî → 0 =
−a ↔ 0 = a)". Ê ýòîé òåîðåìå ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîð "íîðìòåîðåìà", êîòîðûé
è âûäàåò îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò.
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3. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ïåðåãðóïïèðîâî÷íîå òîæäåñòâî äëÿ âàðüèðîâàíèÿ äå-
êîìïîçèðóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcd(b−set & c−ñëîâî & d−ñëîâî→ íåïåðåñåê(b, {; c; d})↔ íåïåðåñåê(b, {; c}) &
íåïåðåñåê(b, {; d}))

èç òåîðåìû

∀cd(c− ñëîâî & d− ñëîâî→ {; c} ∪ {; d} = {; d; c});

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bef (b−set & e−set & f−set→ íåïåðåñåê(b, e∪f)↔ íåïåðåñåê(b, e) & íåïåðåñåê(
b, f))

Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ äëÿ âûáîðà â òåîðåìå çàìåíÿåìîãî
è çàìåíÿþùåãî òåðìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà - ðàâåíñòâî.
Ïî çàãîëîâêó õ13 çàìåíÿåìîãî òåðìà ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàçäåëÿåò"
íàõîäèò óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò
õàðàêòåðèñòèêó "è(. . .)" ëèáî "èëè(. . .)". Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû áåðåòñÿ âõîæäåíèå ñèìâîëà õ13. Â íàøåì ñëó÷àå - âõîæäåíèå ïîäòåðìà
"e ∪ f". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòîãî
âõîæäåíèÿ ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåì:

∀bcd(b−set& {; c}−set& {; d}−set& c−ñëîâî& d−ñëîâî→ íåïåðåñåê(b, {; c; d})↔
íåïåðåñåê(b, {; c}) & íåïåðåñåê(b, {; d})).

Äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîð "íîðìòåîðåìà".

3.21 Õàðàêòåðèñòèêà "ãðóïïìíîæèòåëü"
Õàðàêòåðèñòèêîé "ãðóïïìíîæèòåëü(õ1)" ñîïðîâîæäàþòñÿ òîæäåñòâà, âûïîëíÿþùèå
ãðóïïèðîâêó ñëîæíûõ îïåðàöèé. õ1 - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ âàðüèðîâàíèÿ òîæ-
äåñòâà

1. Ïîïûòêà âàðüèðîâàíèÿ òîæäåñòâà ãðóïïèðîâêè ñëîæíûõ âûðàæåíèé ñ ïîìî-
ùüþ ýêâèâàëåíòíîñòè, âàðüèðóþùåé ðàâåíñòâî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(¬(a − 1 = 0) & ¬(c − 1 = 0) & 0 < a & 0 < b & 0 < c & a − ÷èñëî & b −
÷èñëî & c− ÷èñëî→ loga b = loga c logc b)

èç òåîðåìû

∀abc(¬(a − 1 = 0) & ¬(c − 1 = 0) & 0 < a & 0 < b & 0 < c & a − ÷èñëî & b −
÷èñëî & c− ÷èñëî→ loga b/ loga c = logc b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
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∀abc(¬(c = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ b = ac↔ a = b/c)

Õàðàêòåðèñòèêà èñõîäíîé òåîðåìû - "ãðóïïìíîæèòåëü(âòîðîéòåðì)". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê çàìåíÿåìîãî âûðàæåíèÿ - äâóìåñòíàÿ îïåðàöèÿ õ12 (â
íàøåì ñëó÷àå "äðîáü"). Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ãðóïïèðîâêà" îïðåäåëÿåò
ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâû-
âîä" ïðèìåíÿåò åå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû. Ðåçóëü-
òàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîð".

Âûâîä ïóòåì ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå

1. Ïîïûòêà ïîëó÷åíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äâóõ óðàâíåíèé, èìå-
þùèõ êàæäîå äâà ñëîæíûõ ïîäòåðìà, â äâà óðàâíåíèÿ, èìåþùèõ êàæäîå îäèí
ñëîæíûé ïîäòåðì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî → c = sin a cos b & d =
sin b cos a↔ sin(a + b) = c + d & sin(a− b) = c− d)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ sin(a + b) = sin a cos b + cos a sin b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ sin(b− c) = sin b cos c− cos b sin c)

Õàðàêòåðèñòèêà òåîðåìû - "ãðóïïìíîæèòåëü(ïåðâûéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ10
ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàèáîëåå ñëîæíûé ïîäòåðì
çàìåíÿþùåãî òåðìà - îí ñàì. Çàìåíÿåìûé òåðì íåáåñïîâòîðåí. Ïåðåìåííîé
õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ìàêñèìàëüíûõ áåñïîâòîðíûõ ïîäòåðìîâ çàìåíÿåìîãî
òåðìà. Â íàøåì ñëó÷àå îí ñîñòîèò èç âûðàæåíèé sin a cos b, cos a sin b. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ12 èìååò äëèíó 2. Îòáðàñûâàþòñÿ, åñëè îíè åñòü, êîðíåâûå
îäíîìåñòíûå îïåðàöèè òåðìîâ ýòîãî ñïèñêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû ñïèñêà
ðàçëè÷íû è ÷òî ñïèñêè èõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ îäèíàêîâû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàñïîëîæåíà âíóòðè ïîäòåðìà, ïðåäñòàâ-
ëåííîãî â ñïèñêå õ12. Â òåêóùåì ñïèñêå âûâîäà âûáèðååòñÿ îòëè÷íàÿ îò òåêó-
ùåé äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòèêó "ãðóïïìíîæèòåëü(. . .)".
Â íàøåì ïðèìåðå îíà óêàçàíà âûøå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ëîãè÷åñêèå ñèìâî-
ëû çàìåíÿåìîãî òåðìà èñõîäíîé òåîðåìû (êðîìå, áûòü ìîæåò, îáùåëîãè÷åñêèõ)
âõîäÿò â çàìåíÿåìûé òåðì õ18 äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ19 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð ìàêñèìàëüíûõ áåñïîâòîðíûõ ïîäòåðìîâ òåðìà õ18. Â íàøåì
ñëó÷àå îí ñîñòîèò èç âûðàæåíèé sin b cos c, − sin c cos b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà
ñïèñêà õ19 ðàâíà 2. Ó åãî ýëåìåíòîâ îòáðàñûâàþòñÿ, åñëè îíè åñòü, êîðíåâûå îä-
íîìåñòíûå îïåðàöèè. Â íàøåì ñëó÷àå áóäåò îòáðîøåí ìèíóñ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñïèñêè ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ òåðìîâ íàáîðà õ19 îäèíàêîâû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ðàñïîëîæåíà
âíóòðè ïîäòåðìà, ïðåäñòàâëåííîãî â ýòîì ñïèñêå. Âûáèðàåòñÿ òàêîå âûðàæå-
íèå õ20 ñïèñêà õ19, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäñòàíîâêà S âìåñòî åãî ïàðàìåòðîâ õ21,
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ïðåîáðàçóþùàÿ åãî â ïåðâîå âûðàæåíèå ñïèñêà õ12. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê ïîäñòàâëÿåìûõ òåðìîâ. Â íàøåì ñëó÷àå õ20 - "sin b cos c". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî äàííàÿ ïîäñòàíîâêà ïåðåâîäèò îñòàâøååñÿ âûðàæåíèå õ23 ñïèñêà
õ19 âî âòîðîå âûðàæåíèå ñïèñêà õ12. Âûáèðàåòñÿ íàáîð õ25 èç ÷åòûðåõ ïå-
ðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà ýòî íàáîð
c, d, e, f . Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå, ïîëó÷åííîå èç òåðìà õ10
çàìåíîé ïåðâîãî âûðàæåíèÿ ñïèñêà õ12 íà c, à âòîðîãî - íà d. Â íàøåì ñëó÷àå
èìååì âûðàæåíèå c+d. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå, ïîëó÷åííîå
èç òåðìà õ18 çàìåíîé ïîäòåðìà õ20 íà c, à ïîäòåðìà õ23 - íà d. Èìååì âûðàæå-
íèå c− d. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà, îáðàçîâàííàÿ ðàâåíñòâîì òåðìà
õ26 ïåðåìåííîé e è ðàâåíñòâîì òåðìà õ27 ïåðåìåííîé f . Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà
îïèñàíèå, ñïèñîê óñëîâèé êîòîðîé åñòü õ28, åäèíñòâåííàÿ ïîñûëêà - ëîãè÷åñêàÿ
êîíñòàíòà "èñòèíà", à öåëè - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå
cd", "îäç", "óïðîñòèòü". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ30. Â íàøåì ñëó-
÷àå îí èìååò âèä "d = (e − f)/2 & c = (e + f)/2 & f − ÷èñëî & e − ÷èñëî".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé íåèçâåñòíîé ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îò-
âåòà èìååòñÿ ðàâåíñòâî, îïðåäåëÿþùåå åå çíà÷åíèå. Ñîñòàâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå
õ32 ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíå-
íèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ33
ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ ðàâåíñòâ âûðàæåíèé ñïèñêà õ12 ïåðåìåííûì c, d.
Â íàøåì ñëó÷àå îíà èìååò âèä "sin a cos b = c & cos a sin b = d". Ïåðåìåíîé õ34
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê çàìåíÿþùåìó òåðìó äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ35 - êîíúþíêöèÿ ðàâåíñòâà çàìåíÿþùåãî
òåðìà èñõîäíîé òåîðåìû âûðàæåíèþ õ26 è ðàâåíñòâà âûðàæåíèÿ õ34 âûðàæå-
íèþ õ27. Â íàøåì ñëó÷àå îí èìååò âèä "sin(a + b) = c + d & sin(a− b) = c− d".
Íàêîíåö, ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ32, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé
ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ33 è õ35. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðà-
òîðàìè "Ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà". Ðåçóëüòàò ñîïðîâîæäàåòñÿ åäèí-
ñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "ãðóïïðåø(a b âòîðîéòåðì)".

2. Èñïîëüçîâàíèå äâóõ òîæäåñòâ ãðóïïèðîâêè äëÿ ïîëó÷åíèÿ òîæäåñòâà, âàðüè-
ðóþùåãî ñëîæíûé òåðì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ sin a cos b = (sin(a + b) + sin(a− b))/2)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ sin(a + b) = sin a cos b + cos a sin b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ sin(b− c) = sin b cos c− sin c cos b)

Õàðàêòåðèñòèêà òåîðåìû - "ãðóïïìíîæèòåëü(ïåðâûéòåðì)". Íà÷àëî ïðîãðàì-
ìû äàííîãî ïðèåìà äîñëîâíî ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé ïðåäûäóùåãî ïðèåìà.
Îäíàêî, äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çà-
ìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþùèé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿåìûé
òåðì íåáåñïîâòîðíûé, ïðè÷åì â ÷èñëî ñàìûõ ñëîæíûõ ïîäòåðìîâ çàìåíÿåìî-
ãî òåðìà âõîäèò îí ñàì. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ìàêñèìàëüíûõ
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áåñïîâòîðíûõ ïîäòåðìîâ çàìåíÿåìîãî òåðìà. Â íàøåì ñëó÷àå îí ñîñòîèò èç
âûðàæåíèé sin a cos b, cos a sin b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ12 èìååò äëèíó 2.
Îòáðàñûâàþòñÿ, åñëè îíè åñòü, êîðíåâûå îäíîìåñòíûå îïåðàöèè òåðìîâ ýòîãî
ñïèñêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû ñïèñêà ðàçëè÷íû è ÷òî ñïèñêè èõ ñâîáîä-
íûõ ïåðåìåííûõ îäèíàêîâû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ çàìåíÿåìîé
÷àñòè ðàñïîëîæåíà âíóòðè ïîäòåðìà, ïðåäñòàâëåííîãî â ñïèñêå õ12. Â òåêóùåì
ñïèñêå âûâîäà âûáèðååòñÿ îòëè÷íàÿ îò òåêóùåé äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, èìå-
þùàÿ õàðàêòåðèñòèêó "ãðóïïìíîæèòåëü(. . .)". Â íàøåì ïðèìåðå îíà óêàçàíà
âûøå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû çàìåíÿåìîãî òåðìà èñõîäíîé
òåîðåìû (êðîìå, áûòü ìîæåò, îáùåëîãè÷åñêèõ) âõîäÿò â çàìåíÿåìûé òåðì õ18
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ìàêñèìàëüíûõ
áåñïîâòîðíûõ ïîäòåðìîâ òåðìà õ18. Â íàøåì ñëó÷àå îí ñîñòîèò èç âûðàæå-
íèé sin b cos c, − sin c cos b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà ñïèñêà õ19 ðàâíà 2. Ó åãî
ýëåìåíòîâ îòáðàñûâàþòñÿ, åñëè îíè åñòü, êîðíåâûå îäíîìåñòíûå îïåðàöèè. Â
íàøåì ñëó÷àå áóäåò îòáðîøåí ìèíóñ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè ñâîáîäíûõ ïå-
ðåìåííûõ òåðìîâ íàáîðà õ19 îäèíàêîâû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ ïåðåìåí-
íàÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ðàñïîëîæåíà âíóòðè ïîäòåðìà,
ïðåäñòàâëåííîãî â ýòîì ñïèñêå. Âûáèðàåòñÿ òàêîå âûðàæåíèå õ20 ñïèñêà õ19,
÷òî ñóùåñòâóåò ïîäñòàíîâêà S âìåñòî åãî ïàðàìåòðîâ õ21, ïðåîáðàçóþùàÿ åãî
â ïåðâîå âûðàæåíèå ñïèñêà õ12. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïîä-
ñòàâëÿåìûõ òåðìîâ. Â íàøåì ñëó÷àå õ20 - "sin b cos c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äàííàÿ
ïîäñòàíîâêà ïåðåâîäèò îñòàâøååñÿ âûðàæåíèå õ23 ñïèñêà õ19 âî âòîðîå âûðà-
æåíèå ñïèñêà õ12. Âûáèðàåòñÿ íàáîð õ25 èç ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ
â èñõîäíóþ òåîðåìó. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà ýòî íàáîð c, d, e, f . Ïåðåìåííîé õ26
ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå, ïîëó÷åííîå èç òåðìà õ10 çàìåíîé ïåðâîãî âûðàæå-
íèÿ ñïèñêà õ12 íà c, à âòîðîãî - íà d. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì âûðàæåíèå c + d.
Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå, ïîëó÷åííîå èç òåðìà õ18 çàìåíîé
ïîäòåðìà õ20 íà c, à ïîäòåðìà õ23 - íà d. Èìååì âûðàæåíèå c − d. Ïåðåìåí-
íîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà, îáðàçîâàííàÿ ðàâåíñòâîì òåðìà õ26 ïåðåìåííîé
e è ðàâåíñòâîì òåðìà õ27 ïåðåìåííîé f . Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ñïè-
ñîê óñëîâèé êîòîðîé åñòü õ28, åäèíñòâåííàÿ ïîñûëêà - ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà
"èñòèíà", à öåëè - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå cd", "îäç",
"óïðîñòèòü". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ30. Â íàøåì ñëó÷àå îí èìååò
âèä "d = (e − f)/2 & c = (e + f)/2 & f − ÷èñëî & e − ÷èñëî". Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé íåèçâåñòíîé ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îòâåòà èìååòñÿ
ðàâåíñòâî, îïðåäåëÿþùåå åå çíà÷åíèå. Ñîñòàâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå õ32 ñïèñêà àí-
òåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè
S ê àíòåöåäåíòàì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.

Äàëåå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ îò ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê çàìåíÿþùåìó òåðìó äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî âûðàæåíèå "sin(a−b)". Ðàññìàòðèâàþòñÿ
äâà ñëó÷àÿ: ëèáî õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ c, à õ37 - ïåðâûé òåðì ïàðû
õ12, ëèáî õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ d, à õ37 - âòîðîé òåðì ïàðû õ12. Äëÿ
êàæäîãî ñëó÷àÿ âûâîäèòñÿ ñâîÿ òåîðåìà. Â íàøåì ñëó÷àå õ36 - c, õ37 - sin a cos b.
Âûáèðàåòñÿ êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí õ38 óòâåðæäåíèÿ õ30, èìåþùèé âèä ðàâåí-
ñòâà ïåðåìåííîé õ36. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî c = (e + f)/2. Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò
õ39 ïîäñòàíîâêè âìåñòî ïåðåìåííûõ e, f âûðàæåíèé õ11, õ34 â ïðàâóþ ÷àñòü
ðàâåíñòâà õ38. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà èìååì (sin(a + b) + sin(a− b))/2. Ñîçäàåòñÿ
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èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ32, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âû-
ðàæåíèÿ õ37 âûðàæåíèþ õ39. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Ïðèìåíåíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîãî òåð-
ìà

1. Óïðîùåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ òîæäåñòâà, óïðîùàþùåãî ñëîæíîå âûðàæåíèå ñ íåèçâåñòíûìè ïîñëå
íàâåøèâàíèÿ âíåøíåé îïåðàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cde(¬(d − 1 = 0) & 0 < c & 0 < d & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî & e − ÷èñëî →
logd(cd

e) = e + logd c)

èç òåîðåìû

∀abc(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & 0 < a & ¬(a − 1 = 0) & 0 < b & 0 <
c→ loga(bc) = loga b + loga c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ae(¬(a− 1 = 0) & 0 < a & a− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ loga(a
e) = e)

Õàðàêòåðèñòèêà òåîðåìû - "ãðóïïìíîæèòåëü(ïåðâûéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ11
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîðíåâûõ îïåðàíäîâ çàìåíÿåìîé ÷àñòè, ò.å. ïàðà "loga b",
"loga c". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà áåñïîâòîðíàÿ è ÷òî âñå òåðìû ñïèñêà õ11 òîæå áåñïîâòîðíûå. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îíè îáðàçóþò äåêîìïîçèöèþ òåðìà õ12 ïî åãî ïåðåìåííûì. Â õ12 èìååòñÿ
åäèíñòâåííûé ïîäòåðì õ14 íàèáîëüøåé ñëîæíîñòè. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâà-
åòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ñëó÷àå - "ëîãàðèôì". Êàæäûé èç òåðìîâ ñïèñêà
õ11 èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì íàèáîëüøåé ñëîæíîñòè, ïðè÷åì èõ çàãîëîâêè
ðàâíû õ15. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "Ñîêðàùåíèå" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó
õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Â åå çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ25 ñèìâîëà õ15. Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" îñóùåñòâëÿåò
ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî âõîæäåíèÿ ñ ïîìîùüþ èñõîäíîé òåîðåìû. Ðåçóëüòàò ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ26. Â íàøåì ñëó÷àå îí èìååò ñëåäóùèé âèä:

∀cde(d− ÷èñëî & de − ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 < d & ¬(d− 1 = 0) & 0 < de & 0 <
c & e− ÷èñëî→ logd(d

e · c) = e + logd c)

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè óòâåðæäåíèÿ õ26 îïåðàòî-
ðîì "íîðìòåîðåìà". Îí ñîâïàäàåò ñ óêàçàííîé âûøå èòîãîâîé òåîðåìîé âûâîäà.
Îäíàêî, ïåðåä ðåãèñòðàöèåé â ñïèñêå âûâîäà, ïðåäïðèíèìàåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ õà-
ðàêòåðèçàöèÿ òåîðåìû. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íàáîð êîðíåâûõ îïåðàíäîâ åå çàìåíÿ-
þùåé (â íàøåì ïðèìåðå - ëåâîé) ÷àñòè. Âûáèðàåòñÿ òîò îïåðàíä õ34, ÷üÿ îöåíêà
ñëîæíîñòè áîëüøå îöåíîê ñëîæíîñòè îñòàëüíûõ îïåðàíäîâ. Â íàøåì ñëó÷àå -
cde. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "íåèçâêîíòåêñòû", îïðåäåëÿþ-
ùåé íàáîð ôèëüòðîâ çàäà÷è íà îïèñàíèå, óêàçûâàþùèé ñèòóàöèþ, â êîòîðîé
ñëîæíîñòü îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ îïåðàíäà õ34 áîëüøå ñëîæíîñòè îòíîñè-
òåëüíî íåèçâåñòíûõ çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû õ27. Â íàøåì ñëó÷àå ýòîò íà-
áîð èìååò âèä "òèï(îïèñàòü)", "óñëîâèå", "íå(èçâåñòíî(e))", "èëè(è(èçâåñòíî(d)
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íå(êîíòåêñò(ñîìíîæèòåëü(õ6 c)íå(èçâåñòíî(õ6)) íå(êîíòåêñò(âèä(õ6 ñòåïåíü(õ7
õ8)) èçâåñòíî(õ7)))))) è(íå(èçâåñòíî(d)) çàãîëîâîê(c 1)))". Ôèëüòðû óïðîùàþò-
ñÿ ïðîöåäóðîé "ïðåîáðôèëüòð". Ïî ðåçóëüòàòó óïðîùåíèÿ ñîçäàåòñÿ õàðàêòåðè-
ñòèêà "ñìíåèçâ(âòîðîéòåðì 2 è(òèï(îïèñàòü) óñëîâèå íå(èçâåñòíî(e))èëè(è(èç-
âåñòíî(d) íå(êîíòåêñò(ñîìíîæèòåëü(õ6 c)íå(èçâåñòíî(õ6)) íå(êîíòåêñò(âèä(õ6
ñòåïåíü(õ7 õ8)) èçâåñòíî(õ7)))))) è(íå(èçâåñòíî(d)) çàãîëîâîê(c 1)))))". Çàòåì
ïðîèñõîäèò ðåãèñòðàöèÿ òåîðåìû õ27, êîòîðîé ïðèäàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ óêàçàí-
íàÿ âûøå õàðàêòåðèñòèêà.

2. Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà "ïðåäâóìíîæåíèå" äëÿ ïîëó÷åíèÿ òîæäåñòâà ñâåðò-
êè êîíñòàíòíîãî âûðàæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aefgijk(¬(ajik− 1 = 0) & 0 < e & e−÷èñëî & f −÷èñëî & g−÷èñëî & ¬(a− 1 =
0) & 0 < a & 0 < i & a − ÷èñëî & i − ÷èñëî & j − ÷èñëî & k − ÷èñëî →
(f + g loga e)/(j + k loga i) = logajik(a

feg))

èç òåîðåìû

∀abc(¬(a − 1 = 0) & ¬(c − 1 = 0) & 0 < a & 0 < b & 0 < c & a − ÷èñëî & b −
÷èñëî & c− ÷èñëî→ loga b/ loga c = logc b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abef (¬(a− 1 = 0) & 0 < a & 0 < b & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f −
÷èñëî→ loga(a

ebf ) = e + f loga b)

Äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ïðåäâóìíîæåíèå(ïåðâûéòåðì,
è(äðîáíàÿâåëè÷èíà(a)öåëîå(e) äðîáíàÿâåëè÷èíà(b)öåëîå(f)), aebf )". Îíà îçíà-
÷àåò, ÷òî ïåðåõîä ñïðàâà íàëåâî ïîçâîëÿåò ñâåðíóòü êîíñòàíòíûé òåðì ñ öå-
ëî÷èñëåííûìè e, f è ðàöèîíàëüíûìè a, b, ñîäåðæàùèé åäèíñòâåííóþ ñëîæíóþ
îïåðàöèþ (ëîãàðèôì), â òåðì, çàãîëîâêîì êîòîðîãî ñëóæèò äàííàÿ îïåðàöèÿ,
à îïåðàíäàìè - êîíñòàíòû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñâåðòêà èñïîëüçóåò íîðìàëè-
çàòîðû îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Õàðàêòåðèñòèêà èñõîäíîé òåîðåìû - "ãðóïïìíîæèòåëü(âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåí-
íîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð åãî ïîäòåðìîâ,
èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò íàáîð èìååò ðîâíî
äâà ýëåìåíòà. Â íàøåì ñëó÷àå - "loga b" è "loga c". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ íàáîð âõîæäåíèé òåðìîâ õ12 â çàìåíÿåìóþ ÷àñòü òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îí òîæå èìååò ðîâíî äâà ýëåìåíòà. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé
òåðì òåîðåìû. Îí èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì õ16 ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè.
Îöåíêè ñëîæíîñòè òåðìà õ16 è òåðìîâ íàáîðà õ12 ðàâíû. Òåðìû íàáîðà õ12
èìåþò îäèí è òîò æå çàãîëîâîê õ18. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïðåäâóìíîæå-
íèå" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ18 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Åå
ïåðåìåííûå ïåðåîáîçíà÷àþòñÿ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó.
Ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ23. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì:

∀defg(¬(d− 1 = 0) & 0 < d & 0 < e & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g −
÷èñëî→ logd(d

feg) = f + g logd e)
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Çàòåì ïåðåìåííûå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ïåðåîáîçíà÷àþòñÿ åùå ðàç - òàê,
÷òîáû îíè íå âõîäèëè â èñõîäíóþ òåîðåìó è òåîðåìó õ23. Ðåçóëüòàò õ24 â íàøåì
ñëó÷àå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀hijk(¬(h− 1 = 0) & 0 < h & 0 < i & h− ÷èñëî & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & k −
÷èñëî→ logh(h

jik) = j + k logh i)

Ïåðåìåííûì õ26 è õ28 ïðèñâàèâàþòñÿ çàìåíÿþùèå òåðìû òåîðåìû õ23 è õ24.
Â íàøåì ñëó÷àå - logd(d

feg) è logh(h
jik). Ïåðåìåííûì õ29 è õ30 ïðèñâàèâàþòñÿ,

ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûé è âòîðîé ïîäòåðìû ïî âõîæäåíèÿì íàáîðà õ13. Â íàøåì
ñëó÷àå - logab è loga c. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ óíèôèêàöèÿ òåðìà õ26 ñ õ29, à õ28 -
ñ õ30. Ñïèñîê õ31 ïåðåìåííûõ óíèôèêàöèè îáðàçîâàí âñåìè ïàðàìåòðàìè óíè-
ôèöèðóåìûõ òåðìîâ. Â íàøåì ñëó÷àå - a, b, c, d, e, f, g, h, i, j, k. Íàáîð ïîäñòàâëÿ-
åìûõ óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêîé S òåðìîâ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ32.
Â íàøåì ñëó÷àå ýòî òåðìû a, afeg, ajik, a, e, f , g, a, i, j, k. Ïåðåìåííîé õ33 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â èñõîäíîé òåîðåìå âõîæäåíèé õ13 íà çàìåíÿåìûå
òåðìû òåîðåìû õ23, õ24. Â íàøåì ñëó÷àå îí èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀abc(¬(a − 1 = 0) & ¬(c − 1 = 0) & 0 < a & 0 < b & 0 < c & a − ÷èñëî & b −
÷èñëî & c− ÷èñëî→ (f + g logd e)/(j + k logh i) = logc b)

Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ35 ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê êîíñåêâåíòó èìïëè-
êàöèè õ33. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì:

(f + g logd e)/(j + k logh i) = logajik(a
feg)

Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöå-
äåíòû" ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì îáúåäèíåííîãî
ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåì õ23, õ24. Â íàøåì ïðèìåðå îí
ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "¬(ajik − 1 = 0)", "0 < e", "e − ÷èñëî", "f − ÷èñëî",
"g−÷èñëî", "¬(a−1 = 0)", "0 < a", "0 < i", "a−÷èñëî", "i−÷èñëî", "j−÷èñëî",
"k−÷èñëî". Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ õ38 ñ àíòåöåäåíòàìè õ37 è êîíñåêâåíòîì
õ35. Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ýòîé èòîãîâîé èìïëèêàöèè õàðàêòåðèñòèêîé "íîðì-
êîíñò(âòîðîéòåðì è(äðîáíàÿâåëè÷èíà(a)öåëîå(j)äðîáíàÿâåëè÷èíà(i)öåëîå(k)
öåëîå(f) äðîáíàÿâåëè÷èíà(e) öåëîå(g)))" èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà "âû÷òåðì".
Âûâåäåííàÿ òåîðåìà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ñâåðòêè êîíñòàíòíîé äðîáè
ñ ëîãàðèôìàìè â åäèíñòâåííûé êîíñòàíòíûé ëîãàðèôì.

Âûâîä òåîðåìû, èñïîëüçóåìîé ïðèåìàìè âûâîäà òåîðåì â êà÷åñòâå âñïî-
ìîãàòåëüíîé

1. Âûâîä òåîðåìû äëÿ ñïðàâî÷íèêà "Ñîêðàùåíèå".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & b− rational & c− rational &
¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü()− even) & b + c = 1→ abac = a)

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & b− rational & c− rational &
¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü()− even)→ abac = ab+c)
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Íàïîìíèì, ÷òî "Ñîêðàùåíèå" - ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì. Ïî çàäàííîìó ëî-
ãè÷åñêîìó ñèìâîëó f îí íàõîäèò êâàíòîðíûå òîæäåñòâà áåç ñóùåñòâåííûõ ïî-
ñûëîê, ó êîòîðûõ çàìåíÿåìûé òåðì èìååò âèä f(B1, B2), ãäå êàæäûé èç òåðìîâ
B1, B2 è çàìåíÿþùèé òåðì B áåñïîâòîðíû, ïðè÷åì òåðìû B1 è B2 èìåþò åäèí-
ñòâåííóþ îáùóþ ïåðåìåííóþ, è ýòà ïåðåìåííàÿ íå âõîäèò â B. Äîïîëíèòåëüíî
íàõîäÿòñÿ òîæäåñòâà, ó êîòîðûõ çàìåíÿþùèé òåðì - ïåðåìåííàÿ, à çàìåíÿåìûé
èìååò áîëåå îäíîé ïåðåìåííîé.

Õàðàêòåðèñòèêà èñõîäíîé òåîðåìû - "ãðóïïìíîæèòåëü(âòîðîéòåðì)". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)". Ïåðåìåííîé õ10
ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí áåñïîâòîðíûé. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì çàìåíÿåìîãî òåðìà ñëóæèò êîììóòàòèâíàÿ è àññîöèà-
òèâíàÿ îïåðàöèÿ ñ äâóìÿ îïåðàíäàìè. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð åå
îïåðàíäîâ. Â íàøåì ñëó÷àå - ab è ac. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îáðàçóåò äåêîìïîçè-
öèþ òåðìà õ10 îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêè ñëîæíîñòè
óòâåðæäåíèé õ13 ðàâíû äðóã äðóãó è áîëüøå 3. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê õ15
âûðàæåíèÿ õ10 íåêîììóòàòèâåí. Îïðåäåëÿåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ õ15 (â íàøåì ñëó-
÷àå - ñòåïåíü) èìååò åäèíèöó õ17 ïî ñâîåìó îïåðàíäó ñ íîìåðîì õ18. Â íàøåì
ñëó÷àå õ17 = 1, õ18 = 2. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä âû-
ðàæåíèÿ õ10 ñ íîìåðîì õ18. Â íàøåì ñëó÷àå - b+c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî ñïèñîê
ïåðåìåííûõ õ20 íå ìåíåå ÷åì äâóõýëåìåíòíûé è ÷òî êàæäûé òåðì ñïèñêà õ13
ïåðåñåêàåòñÿ ñ õ20. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî õ20 è õ17. Â íà-
øåì ñëó÷àå - b+c = 1. Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ23 çàìåíû ïîäòåðìà õ20 òåðìà õ10
íà õ17. Â íàøåì ñëó÷àå îí èìååò âèä a1. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ25 îáðàáîòêè
âûðàæåíèÿ õ23 íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ. Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ,
àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷åíû äîáàâëåíèåì õ21 ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåî-
ðåìû, à êîíñåêâåíò èìååò âèä ðàâåíñòâà çàìåíÿåìîãî òåðìà èñõîäíîé òåîðåìû
ïåðåìåííîé õ25.

3.22 Õàðàêòåðèñòèêà "äåêîìïîçèöèè"
Õàðàêòåðèñòèêîé "äåêîìïîçèöèè" ñíàáæàþòñÿ êâàçèïðîòîêîëû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñî-
áîé äèçúþíêöèþ øàáëîíîâ óòâåðæäåíèé, äîïóñêàþùèõ äåêîìïîçèöèþ ëèáî ñèëüíîå
óïðîùåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ. Îíè ñîïðîâîæäàþòñÿ òàêæå õàðàêòåðèñòèêà-
ìè "óêàçàòåëü(. . .)" è "ñì(. . .)", óòî÷íÿþùèìè êîíòåêñò.

Íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå øàáëîíà äëÿ ñîçäàíèÿ òåîðåìû ïðèåìà

1. Íåïîñðåäñòâåííàÿ äåêîìïîçèöèÿ óòâåðæäåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû ïðèåìà

∀nxy(n−öåëîå & x−öåëîå & y−öåëîå & ¬(n = 0)→ xy = n↔ ∃ab(ab = n & x =
a & y = b))

èç øàáëîíà

xy = n
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Ýòîò øàáëîí èìååò õàðàêòåðèñòèêè "äåêîìïîçèöèè", "ñì(êîíòåêñò(îáë(õ4)çà-
ãîëîâîê(õ4 öåëîå íàòóðàëüíîå)ïåðâûéñèìâîë(õ4 õ5) íåèçâåñòíàÿ(õ5)âõîäèò(õ5
êîðåíü)) íå(èçâåñòíî(x)) íå(èçâåñòíî(y)) öåëîå(n) íå(çàãîëîâîê(n 0))ëåãêîâè-
äåòü(öåëîå(x)) ëåãêîâèäåòü(öåëîå(y)))". Îí óêàçûâàåò íà âîçìîæíîñòü äåêîì-
ïîçèöèè óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâåäåíèåì íåèçâåñòíûõ ìíîæèòåëåé â ëåâîé ÷àñòè è
öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé â äðóãîé.

Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî øàáëîí íå èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë
"èëè". Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî õàðàêòåðèñòèêà "ñì(. . .)", à ïåðåìåí-
íîé õ9 - íàáîð ðàñïîëîæåííûõ â íåé ôèëüòðîâ. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, îõàðàêòåðèçîâàííûõ â ôèëüòðàõ êàê íå èçâåñòíûå.
Â íàøåì ñëó÷àå - x, y. Âíóòðè øàáëîíà ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå ëîãè÷å-
ñêîãî ñèìâîëà õ12. Â íàøåì ñëó÷àå - ñèìâîëà "óìíîæåíèå". Íà ýòîì ñèìâîëå
âûïîëíÿåòñÿ îáðàùåíèå ê ñïðàâî÷íèêó "âû÷èñë", ðåãèñòðèðóþùåìó â íàáîðå
õ13 âñåâîçìîæíûå ñïîñîáû ðåàëèçàöèè óòâåðæäåíèÿ ëèáî âûðàæåíèÿ, ñîäåðæà-
ùåãî õ12, ïðåäóñìîòðåííûå êîìïèëÿòîðîì ÃÅÍÎËÎÃà. Êàæäûé ñïîñîá ïðåä-
ñòàâëåí íàáîðîì (F, A1, . . . , Am, T ), ãäå F - âèä âû÷èñëÿåìîãî îïåðàòîðà ëèáî
îïåðàòîðíîãî âûðàæåíèÿ; Ai - òåðìû "âõîä(xiti)", "âûõîä(xiti)", "âûõîä(t)",
óòî÷íÿþùèå òèïû çíà÷åíèÿ âõîäíûõ è âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ xi ëèáî òèï çíà-
÷åíèÿ âû÷èñëÿåìîãî âûðàæåíèÿ; T - îïåðàòîð ëèáî îïåðàòîðíîå âûðàæåíèå
ËÎÑà, èñïîëüçóåìûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ. Â ñïèñêå õ13 âûáèðàåòñÿ íàáîð õ15,
è ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ïåðâûé ýëåìåíò. Â íàøåì ñëó÷àå - ðà-
âåíñòâî "ab = c". Íàáîð õ15 ññûëàåòñÿ íà îïåðàòîð ËÎÑà, ïåðå÷èñëÿþùèé
ðàçëîæåíèÿ öåëîãî ÷èñëà c â ïðîèçâåäåíèå äâóõ öåëî÷èñëåííûõ ñîìíîæèòå-
ëåé a, b. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ òåðìà õ16, ïîñëå
÷åãî ïðîöåäóðà "èäåíòèôèêàöèÿ" íàõîäèò ïîäñòàíîâêó S âìåñòî ïåðåìåííûõ
õ17, ïåðåâîäÿùóþ õ16 â ðàññìàòðèâàåìûé øàáëîí. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâà-
èâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ S ê ýëåìåíòàì "âõîä" íàáîðà õ15. Â
íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ åäèíñòâåííûé òåðì "âõîä(n äåñ÷èñëî)". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî åãî ïåðåìåííûå íå ïåðåñåêàþòñÿ ñî ñïèñêîì õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ òàê-
æå, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ñïèñêà õ19 èìååò âèä "âõîä(X äåñ÷èñëî)", ïðè÷åì
â íàáîðå õ13 ñîäåðæèòñÿ îäíî èç óòâåðæäåíèé "äåñ÷èñëî(X)", "öåëîå(X)",
"íàòóðàëüíîå(X)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â íàáîðå õ13 èìåþòñÿ ëèøü òàêèå ôèëü-
òðû "ëåãêîâèäåòü(A)", âñå ïåðåìåííûå êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ â ñïèñêå õ10. Ïå-
ðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ôèëüòðîâ "ëåãêîâè-
äåòü" íàáîðà õ13. Ê íèì ïðèñîåäèíÿþòñÿ ïðî÷èå ýëåìåíòû ñïèñêà ôèëüòðîâ,
âñå ïåðåìåííûå êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ ñðåäè ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ19. Ïîäóòâåð-
æäåíèÿ âèäà "çàãîëîâîê(A 0)" çàìåíÿþòñÿ íà "ðàâíî(A 0)". Â íàøåì ñëó÷àå
õ20 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "x− öåëîå", "y − öåëîå", "n− öåëîå", "¬(n = 0)".
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ20, èìåþùõ
ïàðàìåòð èç íàáîðà õ10, ïåðåìåííîé õ22 - îñòàòîê ñïèñêà õ20. Ïðåäïðèíèìà-
åòñÿ ïîïûòêà äîêàçàòü, ÷òî óòâåðæäåíèå õ23 âèäà "êîíå÷íîå(êëàññ(õ10 (õ21 è
õ2)))" ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ22. Â íàøåì ñëó÷àå õ23 èìååò âèä
"êîíå÷íîå(setxy(x−öåëîå & y−öåëîå & xy = n))", õ22 - "n−öåëîå" è "¬(n = 0)".
Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíûé
øàáëîí è åãî õàðàêòåðèñòèêó õ8, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ10. Â íà-
øåì ñëó÷àå èìååì ñïèñîê a, b. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû
â èñõîäíîì øàáëîíå ïåðåìåííûõ õ10 íà õ25. Ïîëó÷àåì ab = n. Ïåðåìåííîé õ27
ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü èñõîäíîãî øàáëîíà êâàíòîðó ñóùåñòâîâàíèÿ ïî
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õ25, íàâåøåííîìó íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèÿ õ26 è ðàâåíñòâ ïåðåìåííûõ õ10
ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì õ25. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì ýêâèâàëåíòíîñòü
"xy = n ↔ ∃ab(ab = n & x = a & y = b)". Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ õ28 ñ
àíòåöåäåíòàìè õ20 è êîíñåêâåíòîì õ27. Îíà ñîïðîâîæäàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé
"ïåðå÷èñëåíèå(õ10 õ29 âòîðîéòåðì)", ãäå õ29 - êîíúþíêöèÿ âñåõ ôèëüòðîâ íà-
áîðà õ9, íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ ïåðåìåííûìè õ10. Â íàøåì ñëó÷àå ýòà õàðàêòåðè-
ñòèêà èìååò âèä "ïåðå÷èñëåíèå(x y è(êîíòåêñò(îáë(õ4) çàãîëîâîê(õ4 öåëîå íà-
òóðàëüíîå) ïåðâûéñèìâîë(õ4 õ5) íåèçâåñòíàÿ(õ5) âõîäèò(õ5 êîðåíü)) öåëîå(n)
íå(çàãîëîâîê(n 0))) âòîðîéòåðì)".

2. Èñïîëüçîâàíèå íîðìàëèçàòîðà ïðèâåäåíèÿ ê çàäàííûì çàãîëîâêàì äëÿ ïîäãî-
òîâêè äåêîìïîçèöèè óòâåðæäåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè (ïðè îòñóòñòâèè õàðàêòåðè-
ñòèêè "ìèíèìóì").

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû ïðèåìà

∀abc(a = c− b & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ b = c↔ a = 0)

èç øàáëîíà

axy/b = 0 ∨ axc/b = 0

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ b = c↔ c− b = 0).

Ðàññìàòðèâàåìûé øàáëîí èìååò õàðàêòåðèñòèêè "äåêîìïîçèöèè", "ñì(íå(èç-
âåñòíî(x)) íå(èçâåñòíî(y)))", "óêàçàòåëü(åäèíèöà(1 a b) çàìåíàçíàêà(ìèíóñ a))".
Ðåçóëüòèðóþùàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "Çàãîëîâêè(âèäóìíîæåíèå âòî-
ðîéòåðì)", îçíà÷àþùóþ, ÷òî îíà ñîçäàíà äëÿ ïðèåìà, äåêîìïîçèðóþùåãî óñëî-
âèå çàäà÷è íà îïèñàíèå ïðè ïîìîùè íîðìàëèçàòîðà "âèäóìíîæåíèå". Ýòà õà-
ðàêòåðèñòèêà äîïîëíÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé "ñì(èëè(êîíòåêñò(âèä(a äðîáü(óì-
íîæåíèå(õ4 õ7 õ8)õ5)) íå(èçâåñòíî(õ7)) íå(èçâåñòíî(õ8)) åäèíèöà(1 õ4 õ5) çà-
ìåíàçíàêà(ìèíóñ õ4)) êîíòåêñò(âèä(a äðîáü(óìíîæåíèå(õ4 ñòåïåíü(õ7 õ6)) õ5))
íå(èçâåñòíî(õ7)) åäèíèöà(1 õ4 õ5) çàìåíàçíàêà(ìèíóñ õ4))))". Ïðèåì áóäåò âû-
ïèñûâàòü ðàçíîñòü ÷àñòåé óðàâíåíèÿ, îáðàáàòûâàòü åå íîðìàëèçàòîðîì "âè-
äóìíîæåíèå" è ïðîâåðÿòü, ÷òî ðåçóëüòàò a - ïðîèçâåäåíèå ëèáî ñòåïåíü ñ íåèç-
âåñòíûìè, ðàâåíñòâî êîòîðîé íóëþ äåêîìïîçèðóåòñÿ â áîëåå ïðîñòûå óðàâíå-
íèÿ.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ èñõîäíîãî øàáëî-
íà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå åãî òåðìû áåñïîâòîðíû. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò íàáîðà õ8. Â íàøåì ñëó÷àå - axy/b = 0. Ðàññìàòðèâà-
åòñÿ íåîäíîáóêâåííûé êîðíåâîé îïåðàíä õ11 òåðìà õ9. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå
îñòàëüíûå îïåðàíäû îäíîáóêâåííûå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî
âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì ñëó÷àå - "óìíîæåíèå". Íà ýòîì ñèìâîëå ïðåäïðè-
íèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ñïðàâî÷íèêó "íîðìçàãîëîâîê", îïðåäåëÿþùåìó ñïèñîê
íîðìàëèçàòîðîâ ïðèâåäåíèÿ ê çàãîëîâêàì, îäíèì èç êîòîðûõ ñëóæèò ñèìâîë
õ12. Âûáèðàåòñÿ êîíêðåòíûé òàêîé íîðìàëèçàòîð õ16, è ïåðåìåííîé õ17 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê çàãîëîâêîâ, íà ïîëó÷åíèå êîòîðûõ îí îðèåíòèðîâàí. Â íà-
øåì ñëó÷àå - "óìíîæåíèå", "ñòåïåíü", "äðîáü". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îïåðàöèè
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âíóòðè ïîäòåðìà õ11 ïðèíàäëåæàò ñïèñêó õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îñòàëüíûå
ýëåìåíòû íàáîðà õ8 àíàëîãè÷íû ïåðâîìó ýëåìåíòó: èõ çàãîëîâîê è êîëè÷åñòâî
êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òå æå, ÷òî ó õ9; íà ïîçèöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé õ11, ðàñïî-
ëîæåí íåîäíîáóêâåííûé ïîäòåðì, âñå ñèìâîëû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò ñïèñêó
õ17, à ïðî÷èå êîðíåâûå îïåðàíäû ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì êîðíåâûì îïåðàí-
äàì òåðìà õ9. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñõîäíûé øàáëîí íå èìååò õàðàêòåðèñòèêè
"ìèíèìóì(. . .)". Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ19 (â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåí-
íàÿ d). Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ9 âõîæäå-
íèÿ õ11 íà ïåðåìåííóþ õ19. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ d = 0. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî òåðì õ20 èìååò åäèíñòâåííóþ ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ õ19 è ÷òî ÷èñëî åãî
êîðíåâûõ îïåðàíäîâ áîëüøå åäèíèöû. Îïðåäåëÿåòñÿ ðàçäåë îãëàâëåíèÿ áàçû
ïðèåìîâ, ê êîòîðîìó îòíîñèñòÿ ñèìâîë õ12 (â íàøåì ñëó÷àå - "ýëåìåíòàðíàÿàë-
ãåáðà"). Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû õ25 ýòîãî ðàçäåëà, èìåþùèå õàðàêòåðèñòè-
êó "ãðóïïèðîâêà(N)" ëèáî "óñìãðóïïà(N)" è ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé êâàíòîð-
íûå èìïëèêàöèè. Â íàøåì ñëó÷àå õ25 - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåî-
ðåìà. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì ýêâèâàëåíòíîñòè õ25.
Â íàøåì ñëó÷àå - "c − b = 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí áåñïîâòîðíûé. Óñìàòðè-
âàåòñÿ, ÷òî ýòîò òåðì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â òåðì õ20
âìåñòî ïåðåìåííîé õ19 íåêîòîðîãî òåðìà T . Â íàøåì ñëó÷àå - òåðìà c − b.
Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì ýêâèâàëåíòíîñòè õ25. Â íà-
øåì ñëó÷àå - "b = c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí áåñïîâòîðíûé è âñå åãî êîðíåâûå
îïåðàíäû - ïåðåìåííûå. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ32, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó
õ25. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò çàìåíû â òåðìå õ20 ïåðåìåííîé õ19 íà ïåðåìåííóþ õ32. Â íàøåì ñëó÷àå
- "a = 0". Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ õ34, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ
ïðèñîåäèíåíèåì ðàâåíñòâà õ32 òåðìó T ê àíòåöåäåíòàì òîðåìû õ25. Åå êîí-
ñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ31 è õ33. Äàëåå íà÷èíàåòñÿ ôîðìè-
ðîâàíèå õàðàêòåðèñòèê, ñîïðîâîæäàþùèõ íîâóþ òåîðåìó õ34. Ïåðåìåííîé õ35
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð íåîäíîáóêâåííûõ êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìîâ ñïèñêà õ8.
Â íàøåì ñëó÷àå îí ñîñòîèò èç òåðìîâ axy/b è axc/b. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàè-
âàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè "ñì", "óêàçàòåëü" èñõîäíîãî øàáëîíà. Â íàøåì ñëó÷àå
îíè ïðèâåäåíû âûøå. Âûáèðàåòñÿ íàáîð ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â òåîðåìó
õ34, èìåþùèé òó æå äëèíó, ÷òî íàáîð ïåðåìåííûõ èñõîäíîãî øàáëîíà. Ñïèñîê
ñîñòàâëåííûõ èç íèõ îäíîáóêâåííûõ òåðìîâ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ39. Â
íàøåì ñëó÷àå - õ4,õ5,õ6,õ7,õ8. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòà-
òîâ ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èñõîäíîãî øàáëîíà íà ïåðåìåííûå õ39 â òåð-
ìàõ ñïèñêà õ35. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ïàðà òåðìîâ "äðîáü(óìíîæåíèå(õ4
õ7 õ8)õ5)", "äðîáü(óìíîæåíèå(õ4 ñòåïåíü(õ7 õ6))õ5)". Àíàëîãè÷íî, îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñïèñîê õ41 ðåçóëüòàòîâ òàêîãî æå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ â òåðìàõ
íàáîðà õ36. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì: "ñì(íå(èçâåñòíî(õ7)) íå(èçâåñòíî(õ8)))",
"óêàçàòåëü(åäèíèöà(1 õ4 õ5) çàìåíàçíàêà(ìèíóñ õ4))". Äàëåå ïðåäïðèíèìàåò-
ñÿ ïðîñìîòð ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ40 è äëÿ êàæäîãî èç íèõ ôîðìèðóåòñÿ ôèëüòð
"êîíòåêñò(. . .)" ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïèñêà õ41. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì ôèëüòðû
"êîíòåêñò(âèä(a äðîáü(óìíîæåíèå(õ4 õ7 õ8)õ5)) íå(èçâåñòíî(õ7)) íå(èçâåñòíî(
õ8)) åäèíèöà(1 õ4 õ5) çàìåíàçíàêà(ìèíóñ õ4))", "êîíòåêñò(âèä(a äðîáü(óìíîæå-
íèå(õ4 ñòåïåíü(õ7 õ6))õ5)) íå(èçâåñòíî(õ7)) åäèíèöà(1 õ4 õ5) çàìåíàçíàêà(ìèíóñ
õ4))". Íàêîíåö, ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðåãèñòðàöèÿ ðåçóëüòàòà õ34, ñîïðîâîæäàåìî-
ãî õàðàêòåðñòèêàìè "Çàãîëîâêè(õ16 âòîðîéòåðì)" è "ñì(D)", ãäå D - äèçúþíê-
öèÿ óêàçàííûõ âûøå ôèëüòðîâ "êîíòåêñò(. . .)".
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3. Èñïîëüçîâàíèå íîðìàëèçàòîðà ïðèâåäåíèÿ ê çàäàííûì çàãîëîâêàì äëÿ ïîäãî-
òîâêè äåêîìïîçèöèè óòâåðæäåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè (ïðè íàëè÷èè õàðàêòåðèñòè-
êè "ìèíèìóì").

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû ïðèåìà

∀abn(b = a→ a = n↔ b = n)

èç øàáëîíà

xy = n

Ýòîò øàáëîí óæå âñòðå÷àëñÿ âûøå. Îí èìååò õàðàêòåðèñòèêè "äåêîìïîçè-
öèè", "ñì(êîíòåêñò(îáë(õ4)çàãîëîâîê(õ4 öåëîå íàòóðàëüíîå)ïåðâûéñèìâîë(õ4
õ5) íåèçâåñòíàÿ(õ5)âõîäèò(õ5 êîðåíü)) íå(èçâåñòíî(x)) íå(èçâåñòíî(y)) öåëîå(n)
íå(çàãîëîâîê(n 0))ëåãêîâèäåòü(öåëîå(x)) ëåãêîâèäåòü(öåëîå(y)))", "ìèíèìóì(n)",
"Òèï(öåëîå)". Øàáëîí óêàçûâàåò íà âîçìîæíîñòü äåêîìïîçèöèè óðàâíåíèÿ ñ
ïðîèçâåäåíèåì íåèçâåñòíûõ ìíîæèòåëåé â ëåâîé ÷àñòè è öåëî÷èñëåííîé êîí-
ñòàíòîé â äðóãîé. Õàðàêòåðèñòèêà "ìèíèìóì(n)" óêàçûâàåò íà ïðåäïî÷òèòåëü-
íîñòü âàðèàíòà ñðàáàòûâàíèÿ ñ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì çíà÷åíèåì ìîäóëÿ öå-
ëî÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà n. Õàðàêòåðèñòèêà "Òèï(öåëîå)" óêàçûâàåò, ÷òî øàá-
ëîí äåêîìïîçèöèè îòíîñèòñÿ òîëüêî ê ñèòóàöèÿì, êîãäà âñå ïåðåìåííûå è âñå
ïðîìåæóòî÷íûå âûðàæåíèÿ óðàâíåíèÿ èìåþò òèï "öåëîå". Ïðèåì, äëÿ êîòîðî-
ãî ñòðîèòñÿ òåîðåìà, ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ëåâîé
(íåêîíñòàíòíîé) ÷àñòè óðàâíåíèÿ äëÿ ïîñëåäóþùåãî ïåðå÷èñëåíèÿ âàðèàíòîâ
çíà÷åíèé ìíîæèòåëåé.

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé ïðåäûäóùåãî ïðèåìà âû-
âîäà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ èñõîäíîãî øàáëî-
íà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå åãî òåðìû áåñïîâòîðíû. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðâûé ýëåìåíò íàáîðà õ8. Â íàøåì ñëó÷àå - xy = n. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåîä-
íîáóêâåííûé êîðíåâîé îïåðàíä õ11 òåðìà õ9. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îñòàëüíûå
îïåðàíäû îäíîáóêâåííûå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäå-
íèþ õ11. Â íàøåì ñëó÷àå - "óìíîæåíèå". Íà ýòîì ñèìâîëå ïðåäïðèíèìàåòñÿ
îáðàùåíèå ê ñïðàâî÷íèêó "íîðìçàãîëîâîê", îïðåäåëÿþùåìó ñïèñîê íîðìàëè-
çàòîðîâ ïðèâåäåíèÿ ê çàãîëîâêàì, îäíèì èç êîòîðûõ ñëóæèò ñèìâîë õ12. Âû-
áèðàåòñÿ êîíêðåòíûé òàêîé íîðìàëèçàòîð õ16, è ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê çàãîëîâêîâ, íà ïîëó÷åíèå êîòîðûõ îí îðèåíòèðîâàí. Â íàøåì ñëó÷àå -
"óìíîæåíèå", "ñòåïåíü", "äðîáü". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îïåðàöèè âíóòðè ïîä-
òåðìà õ11 ïðèíàäëåæàò ñïèñêó õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû
íàáîðà õ8 àíàëîãè÷íû ïåðâîìó ýëåìåíòó: èõ çàãîëîâîê è êîëè÷åñòâî êîðíåâûõ
îïåðàíäîâ òå æå, ÷òî ó õ9; íà ïîçèöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé õ11, ðàñïîëîæåí íåîä-
íîáóêâåííûé ïîäòåðì, âñå ñèìâîëû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò ñïèñêó õ17, à ïðî÷èå
êîðíåâûå îïåðàíäû ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì êîðíåâûì îïåðàíäàì òåðìà õ9.

Äàëåå íà÷èíàþòñÿ ðàçëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàáîð õ8 îäíîýëåìåíòíûé è ÷òî
êîëè÷åñòâî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ åãî åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà õ9 ðàâíî 2. Ïåðå-
ìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ îäíîáóêâåííûé êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ9. Â íàøåì
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ñëó÷àå - ïåðåìåííàÿ n. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà ïå-
ðåìåííûõ èñõîäíîãî øàáëîíà è ïåðåìåííûõ åãî õàðàêòåðèñòèêè "ñì". Â íàøåì
ñëó÷àå îí ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ d, e, n, x, y. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ïà-
ðà ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â ñïèñîê õ21. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííûå a, b.
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ9 âõîæäåíèÿ õ11 íà
ïåðâóþ èç ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ22, à ïåðåìåííîé õ24 - ðåçóëüòàò àíàëîãè÷íîé
çàìåíû íà âòîðóþ èç ýòèõ ïåðåìåííûõ. Â íàøåì ñëó÷àå õ23 èìååò âèä "a = n",
õ24 - âèä "b = n". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòîì
êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî ïåðåìåííûõ õ22, à êîíñåêâåíòîì - ýêâèâàëåíòíîñòü
óòâåðæäåíèé õ23, õ24. Ïðè ïîìîùè õàðàêòåðèñòèêè "ñì" èñõîäíîãî øàáëîíà ñî-
çäàåòñÿ ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðèñòèêà èìïëèêàöèè õ25: "ñì(êîíòåêñò(âèä(b óìíî-
æåíèå(õ23 õ24)) íå(èçâåñòíî(õ23)) íå(èçâåñòíî(õ24)) ëåãêîâèäåòü(öåëîå(õ23))
ëåãêîâèäåòü(öåëîå(õ24))êîíòåêñò(îáë(õ4)çàãîëîâîê(õ4 öåëîå íàòóðàëüíîå) ïåð-
âûéñèìâîë(õ4 õ5)íåèçâåñòíàÿ(õ5) âõîäèò(õ5 êîðåíü)) öåëîå(n)íå(çàãîëîâîê(n
0))))". Êðîìå íåå, ýòà èìïëèêàöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé "Çàãîëîâ-
êè(âèäóìíîæåíèå âòîðîéòåðì)".

4. Èñïîëüçîâàíèå íîðìàëèçàòîðà ïðèâåäåíèÿ ê çàäàííûì çàãîëîâêàì äëÿ ïîäãî-
òîâêè äåêîìïîçèöèè êîíñåêâåíòà êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû ïðèåìà

∀deg(d(f) = g(f)→ ∀f (e(f)→ d(f) = 0)↔ ∀f (e(f)→ g(f) = 0))

èç øàáëîíà

axy/b = 0 ∨ axc/b = 0

Ýòîò øàáëîí è åãî õàðàêòåðèñòèêè óæå ðàññìàòðèâàëèñü âûøå. Ïðèåì, äëÿ
êîòîðîãî âûâîäèòñÿ òåîðåìà, ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ðàçëîæèòü íà ìíîæè-
òåëè ëåâóþ ÷àñòü êîíñåêâåíòà êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè äëÿ åãî ïîñëåäóþùåé
äåêîìïîçèöèè îòíîñèòåëüíî âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé.

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé ïðåäûäóùåãî ïðèåìà âû-
âîäà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ èñõîäíîãî øàáëî-
íà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå åãî òåðìû áåñïîâòîðíû. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðâûé ýëåìåíò íàáîðà õ8. Â íàøåì ñëó÷àå - axy/b = 0. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåîä-
íîáóêâåííûé êîðíåâîé îïåðàíä õ11 òåðìà õ9. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îñòàëüíûå
îïåðàíäû îäíîáóêâåííûå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäå-
íèþ õ11. Â íàøåì ñëó÷àå - "óìíîæåíèå". Íà ýòîì ñèìâîëå ïðåäïðèíèìàåòñÿ
îáðàùåíèå ê ñïðàâî÷íèêó "íîðìçàãîëîâîê", îïðåäåëÿþùåìó ñïèñîê íîðìàëè-
çàòîðîâ ïðèâåäåíèÿ ê çàãîëîâêàì, îäíèì èç êîòîðûõ ñëóæèò ñèìâîë õ12. Âû-
áèðàåòñÿ êîíêðåòíûé òàêîé íîðìàëèçàòîð õ16, è ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê çàãîëîâêîâ, íà ïîëó÷åíèå êîòîðûõ îí îðèåíòèðîâàí. Â íàøåì ñëó÷àå -
"óìíîæåíèå", "ñòåïåíü", "äðîáü". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îïåðàöèè âíóòðè ïîä-
òåðìà õ11 ïðèíàäëåæàò ñïèñêó õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû
íàáîðà õ8 àíàëîãè÷íû ïåðâîìó ýëåìåíòó: èõ çàãîëîâîê è êîëè÷åñòâî êîðíåâûõ
îïåðàíäîâ òå æå, ÷òî ó õ9; íà ïîçèöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé õ11, ðàñïîëîæåí íåîä-
íîáóêâåííûé ïîäòåðì, âñå ñèìâîëû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò ñïèñêó õ17, à ïðî÷èå
êîðíåâûå îïåðàíäû ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì êîðíåâûì îïåðàíäàì òåðìà õ9.
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Äàëåå íà÷èíàþòñÿ ðàçëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñõîäíûé øàáëîí íå èìååò õà-
ðàêòåðèñòèêè "ìèíèìóì(. . .)". Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ19 (â íàøåì ñëó-
÷àå - ïåðåìåííàÿ d).Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå
õ9 âõîæäåíèÿ õ11 íà ïåðåìåííóþ õ19. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ d = 0. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ20 èìååò åäèíñòâåííóþ ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ õ19 è ÷òî
÷èñëî åãî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ áîëüøå åäèíèöû. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ òðîéêà ïåðåìåííûõ, îòëè÷íûõ îò õ19 è îò ïåðåìåííûõ èñõîäíîãî øàáëîíà.
Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ïåðåìåííûå e, f, g. Ïåðåìåííûì õ22, õ23 è õ24 ïðèñâàè-
âàþòñÿ òåðìû e(f), d(f) è g(f). Ïåðåìåííûì õ25 è õ26 ïðèñâàèâàþòñÿ ðåçóëü-
òàòû çàìåíû âõîæäåíèÿ õ11 â òåðì õ9 íà âûðàæåíèÿ õ23, õ24. Ïîëó÷àþòñÿ
ðàâåíñòâà d(f) = 0 è g(f) = 0. Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ õ27, ñâÿçàííûå ïå-
ðåìåííûå êîòîðîé ñóòü e, d, g, àíòåöåäåíò - ðàâåíñòâî õ23 è õ24, à êîíñåêâåíò
- ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé. Ýòè èìïëèêàöèè èìåþò ñâÿ-
çàííóþ ïåðåìåííóþ f è àíòåöåäåíò õ22. Êîíñåêâåíòîì ïåðâîé èç íèõ ñëóæèò
õ25, âòîðîé - õ26. Ýòà èìïëèêàöèÿ è ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì âûâîäà. Îíà ñî-
ïðîâîæäàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè "èìïëèêàíòû(âèäóìíîæåíèå âòîðîéòåðì)" è
"èëè(êîíòåêñò(âèä(g(f), axy/b) íå(èçâåñòíî(x)) íå(èçâåñòíî(y)) åäèíèöà(1 a b)
çàìåíàçíàêà(ìèíóñ a)) êîíòåêñò(âèä(g(f), axc/b) íå(èçâåñòíî(x)) åäèíèöà(1 a b)
çàìåíàçíàêà(ìèíóñ a)))".

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ èçâëå÷åíèÿ òåîðåìû
ïðèåìà èç øàáëîíà

1. Ãðóïïèðîâêà óñëîâèé è ïðèìåíåíèå íîðìàëèçàòîðà ïðèâåäåíèÿ ê çàäàííûì çà-
ãîëîâêàì äëÿ ïîäãîòîâêè äåêîìïîçèöèè óòâåðæäåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû ïðèåìû

∀abcde(e = a + c− b− d & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
a = b→ c = d↔ e = 0)

èç øàáëîíà

axy/b = 0 ∨ axc/b = 0

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abcd(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî & a = b → c = d ↔
a + c− b− d = 0)

Ýòîò øàáëîí è åãî õàðàêòåðèñòèêè óæå ðàññìàòðèâàëèñü âûøå. Ïðèåì, äëÿ
êîòîðîãî âûâîäèòñÿ òåîðåìà, ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó âû÷åñòü äâà óðàâíåíèÿ,
ñãðóïïèðîâàâ â ëåâîé ÷àñòè âñå íåíóëåâûå ÷ëåíû, è ðàçëîæèòü ýòó ëåâóþ ÷àñòü
íà ìíîæèòåëè äëÿ ïîñëåäóþùåé äåêîìïîçèöèè.

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé ïðåäûäóùåãî ïðèåìà âû-
âîäà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ èñõîäíîãî øàáëî-
íà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå åãî òåðìû áåñïîâòîðíû. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðâûé ýëåìåíò íàáîðà õ8. Â íàøåì ñëó÷àå - axy/b = 0. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåîä-
íîáóêâåííûé êîðíåâîé îïåðàíä õ11 òåðìà õ9. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îñòàëüíûå
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îïåðàíäû îäíîáóêâåííûå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ
õ11. Â íàøåì ñëó÷àå - "óìíîæåíèå". Íà ýòîì ñèìâîëå ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùå-
íèå ê ñïðàâî÷íèêó "íîðìçàãîëîâîê", îïðåäåëÿþùåìó ñïèñîê íîðìàëèçàòîðîâ
ïðèâåäåíèÿ ê çàãîëîâêàì, îäíèì èç êîòîðûõ ñëóæèò ñèìâîë õ12. Âûáèðàåòñÿ
êîíêðåòíûé òàêîé íîðìàëèçàòîð õ16, è ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
çàãîëîâêîâ, íà ïîëó÷åíèå êîòîðûõ îí îðèåíòèðîâàí. Â íàøåì ñëó÷àå - "óìíîæå-
íèå", "ñòåïåíü", "äðîáü". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îïåðàöèè âíóòðè ïîäòåðìà õ11
ïðèíàäëåæàò ñïèñêó õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû íàáîðà õ8
àíàëîãè÷íû ïåðâîìó ýëåìåíòó: èõ çàãîëîâîê è êîëè÷åñòâî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ
òå æå, ÷òî ó õ9; íà ïîçèöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé õ11, ðàñïîëîæåí íåîäíîáóêâåííûé
ïîäòåðì, âñå ñèìâîëû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò ñïèñêó õ17, à ïðî÷èå êîðíåâûå
îïåðàíäû ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì êîðíåâûì îïåðàíäàì òåðìà õ9. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî èñõîäíûé øàáëîí íå èìååò õàðàêòåðèñòèêè "ìèíèìóì(. . .)". Âûáèðàåòñÿ
íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ19 (â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííàÿ d).Ïåðåìåííîé õ20 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ9 âõîæäåíèÿ õ11 íà ïåðåìåííóþ õ19. Â
íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ d = 0. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ20 èìååò åäèíñòâåí-
íóþ ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ õ19 è ÷òî ÷èñëî åãî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ áîëüøå
åäèíèöû.

Äàëåå íà÷èíàþòñÿ ðàçëè÷èÿ. Îïðåäåëÿåòñÿ ðàçäåë, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèì-
âîë õ12. Â íàøåì ñëó÷àå - "ýëåìåíòàðíàÿàëãåáðà". Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû
õ25 ýòîãî ðàçäåëà, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "ãðàïïèðîâêà(N)" ëèáî "óñìãðóï-
ïà(N)". Â íàøåì ñëó÷àå õ25 - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî åå êîíñåêâåíò èìååò çàãîëîâîê "ýêâèâàëåíòíî", ïðè÷åì áåñïî-
âòîðíûé çàìåíÿþùèé òåðì õ29 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïîäñòàíîâêè â òåðì õ20
âìåñòî ïåðåìííîé õ19 íåêîòîðîãî òåðìà t. Â íàøåì ñëó÷àå - òåðìà a+ c− b− d.
Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì òåîðåìû õ25. Â íàøåì ñëó-
÷àå - c = d. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí áåñïîâòîðíûé. è ÷òî åãî êîðíåâûå îïåðàíäû
- ïåðåìåííûå. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ32, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó õ25. Â íà-
øåì ñëó÷àå - ïåðåìåííàÿ e. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû
â òåðìå õ20 ïåðåìåííîé õ19 íà ïåðåìåííóþ õ32. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ
e = 0. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðé ñóòü
àíòåöåäåíòû òåîðåìû õ25, ê êîòîðûì äîáàâëåíî ðàâåíñòâî õ32 òåðìó t. Êîíñå-
êâåíò åå - ýêâèâàëåíòíîñòü õ31 è õ33. Äàëåå ôîðìèðóþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè, ñ
êîòîðûìè áóäåò çàðåãèñòðèðîâàíà òåîðåìà õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - "íåèçâìíî-
æèòåëè(6)" (óêàçàíèå íà àíòåöåäåíò, èäåíòèôèöèðóåìûé ñî âòîðûì óðàâíåíè-
åì), "îïåðàòîð(âèäóìíîæåíèå)", "ñì(èëè(êîíòåêñò(âèä(e äðîáü(óìíîæåíèå(õ6
õ9 õ10)õ7))íå(èçâåñòíî(õ9))íå(èçâåñòíî(õ10))åäèíèöà(1 õ6 õ7) çàìåíàçíàêà(ìè-
íóñ õ6)) êîíòåêñò(âèä(e äðîáü(óìíîæåíèå(õ6 ñòåïåíü(õ9 õ8))õ7))íå(èçâåñòíî(õ9))
åäèíèöà(1 õ6 õ7) çàìåíàçíàêà(ìèíóñ õ6))))".

2. Ãðóïïèðîâêà óñëîâèé è ïðèìåíåíèå íîðìàëèçàòîðà ïðèâåäåíèÿ ê çàäàííûì çà-
ãîëîâêàì äëÿ ïîäãîòîâêè ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû ïðèåìà

∀abcde(e = a + c & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & a = b→ c =
d↔ e = b + d)

èç øàáëîíà
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axb/c = d

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abcd(a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & d−÷èñëî & a = b→ c = d↔ a+c = b+d)

Ðàññìàòðèâàåìûé øàáëîí èìååò õàðàêòåðèñòèêè "äåêîìïîçèöèè", "ñì(íå(èç-
âåñòíî(x))èçâåñòíî(a)èçâåñòíî(b)èçâåñòíî(c) èçâåñòíî(d))", "óêàçàòåëü(åäèíèöà(
1 a c) çàìåíàçíàêà(ìèíóñ a))". Îí îïðåäåëÿåò âèä óðàâíåíèÿ, äîïóñêàþùåãî èñ-
êëþ÷åíèå ñòåïåíè íåèçâåñòíîãî âûðàæåíèÿ. Ïðèåì, îñíîâàííûé íà âûâîäèìîé
òåîðåìå, ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ñëîæåíèé óðàâíåíèé äëÿ óñìîòðåíèÿ ñòåïåí-
íîãî âûðàæåíèÿ â ëåâîé ÷àñòè.

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé ïðåäûäóùåãî ïðèåìà
âûâîäà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ èñõîäíîãî øàáëî-
íà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå åãî òåðìû áåñïîâòîðíû. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðâûé ýëåìåíò íàáîðà õ8. Â íàøåì ñëó÷àå - axb/c = d. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåîä-
íîáóêâåííûé êîðíåâîé îïåðàíä õ11 òåðìà õ9. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îñòàëüíûå
îïåðàíäû îäíîáóêâåííûå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ
õ11. Â íàøåì ñëó÷àå - "äðîáü". Íà ýòîì ñèìâîëå ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáðàùå-
íèå ê ñïðàâî÷íèêó "íîðìçàãîëîâîê", îïðåäåëÿþùåìó ñïèñîê íîðìàëèçàòîðîâ
ïðèâåäåíèÿ ê çàãîëîâêàì, îäíèì èç êîòîðûõ ñëóæèò ñèìâîë õ12. Âûáèðàåòñÿ
êîíêðåòíûé òàêîé íîðìàëèçàòîð õ16, è ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
çàãîëîâêîâ, íà ïîëó÷åíèå êîòîðûõ îí îðèåíòèðîâàí. Â íàøåì ñëó÷àå - "óìíîæå-
íèå", "ñòåïåíü", "äðîáü". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îïåðàöèè âíóòðè ïîäòåðìà õ11
ïðèíàäëåæàò ñïèñêó õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû íàáîðà õ8
àíàëîãè÷íû ïåðâîìó ýëåìåíòó: èõ çàãîëîâîê è êîëè÷åñòâî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ
òå æå, ÷òî ó õ9; íà ïîçèöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé õ11, ðàñïîëîæåí íåîäíîáóêâåí-
íûé ïîäòåðì, âñå ñèìâîëû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò ñïèñêó õ17, à ïðî÷èå êîðíå-
âûå îïåðàíäû ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì êîðíåâûì îïåðàíäàì òåðìà õ9. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî íàáîð õ8 îäíîýëåìåíòíûé è ÷òî êîëè÷åñòâî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ åãî
åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà õ9 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ îäíîáóêâåí-
íûé êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ9. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííàÿ d. Îïðåäåëÿåòñÿ
ðàçäåë, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ12. Â íàøåì ñëó÷àå - "ýëåìåíòàðíàÿàë-
ãåáðà". Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû õ25 ýòîãî ðàçäåëà, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó
"óñìãðóïïà(N)". Â íàøåì ñëó÷àå õ25 - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðå-
ìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå êîíñåêâåíò èìååò çàãîëîâîê "ýêâèâàëåíòíî". Ïåðåìåí-
íîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà áåñïîâòîðíà. Â íàøåì ñëó÷àå õ29 èìååò âèä a + c = b + d.

Äàëåå íà÷èíàþòñÿ ðàçëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåð-
ìà õ29 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî êîðíåâîãî îïå-
ðàíäà, êîòîðûé ðàñïîëîæåí òàê æå, êàê îïåðàíä õ11 òåðìà õ9. Ïåðåìåííîé
õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîãî îïåðàíäà, ïåðåìåííîé õ32 - òåðì ïî âõî-
æäåíèþ õ31. Â íàøåì ñëó÷àå õ30 - âõîæäåíèå ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ29; õ32
èìååò âèä b + d. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ32 íåêîíñòàíòíûé. Ïåðåìåííîé õ33
ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè õ25. Â íàøåì ñëó÷àå - c = d.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ÷àñòü áåñïîâòîðíà è ÷òî âñå åå êîðíåâûå îïåðàíäû - ïå-
ðåìåííûå. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ34, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó õ25. Â íàøåì



3.22. Õàðàêòåðèñòèêà "äåêîìïîçèöèè" 169

ñëó÷àå - ïåðåìåííàÿ e. Åñëè â ñïèñîê õàðàêòåðèñòèê õ3 èñõîäíîãî øàáëîíà
âõîäèò ýëåìåíò "ìèíèìóì(. . .)", òî ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ ïðèñîåäèíåíèåì ê ñïèñêó àíòåöåäåíòîâ
òåîðåìû õ25 ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé õ34 ïîäòåðìó ïî âõîæäåíèþ õ30 è óòâåð-
æäåíèÿ õ33. Êîíñåêâåíòîì åå ñëóæèò ðåçóëüòàò R çàìåíû âõîæäåíèÿ õ30 â
ðàâåíñòâî õ29 íà ïåðåìåííóþ õ34. Åñëè ýëåìåíòà "ìèíèìóì(. . .)" íåò, òî óòâåð-
æäåíèå õ33 ê àíòåöåäåíòàì èìïëèêàöèè õ35 íå ïðèñîåäèíÿåòñÿ, à êîíñåêâåíò -
ýêâèâàëåíòíîñòü õ33 è R. Â íàøåì ïðèìåðå õàðàêòåðèñòèêà "ìèíèìóì(. . .)"
îòñóòñòâóåò. Ïðèìåð, ãäå îíà èìååòñÿ, ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëåäóþùåì ïóíê-
òå. Äàëåå ôîðìèðóþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè, êîòîðûìè ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîëó÷åí-
íàÿ òåîðåìà õ35. Â íàøåì ïðèìåðå îíè òàêîâû: "íåèçâìíîæèòåëè(6)", "îïåðà-
òîð(âèäóìíîæåíèå)", "ñì(êîíòåêñò(âèä(e äðîáü(óìíîæåíèå(õ6 ñòåïåíü(õ10 õ7))
õ8)) íå(èçâåñòíî(õ10)) èçâåñòíî(õ6) èçâåñòíî(õ7) èçâåñòíî(õ8) åäèíèöà(1 õ6 õ8)
çàìåíàçíàêà(ìèíóñ õ6)) èçâåñòíî(b) èçâåñòíî(d))".

3. Ãðóïïèðîâêà ïîñûëîê è ïðèìåíåíèå íîðìàëèçàòîðà ïðèâåäåíèÿ ê çàäàííûì
çàãîëîâêàì äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèÿ, äîïóñêàþùåãî äåêîìïîçèöèþ îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû ïðèåìà

∀abcde(e = a + c & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & a = b & c =
d→ e = b + d)

èç øàáëîíà

xy = n

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abcd(a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & d−÷èñëî & a = b→ c = d↔ a+c = b+d)

Ýòîò øàáëîí óæå âñòðå÷àëñÿ âûøå. Îí óêàçûâàåò íà âîçìîæíîñòü äåêîìïî-
çèöèè óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâåäåíèåì íåèçâåñòíûõ ìíîæèòåëåé â ëåâîé ÷àñòè è
öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòîé â äðóãîé. Õàðàêòåðèñòèêà "ìèíèìóì(n)" óêàçûâà-
åò íà ïðåäïî÷òèòåëüíîñòü âàðèàíòà ñðàáàòûâàíèÿ ñ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì
çíà÷åíèåì ìîäóëÿ öåëî÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà n.

Ïðîãðàììà äàííîãî ïðèåìà ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé
ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Îòëè÷èÿ - ëèøü â äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ïðèìåðå. Çíà÷åíèåì õ9 ñëóæèò òåðì "xy = n", õ12 - ñèìâîë
"óìíîæåíèå", çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé õ20 ñëóæèò ïåðåìåííàÿ n. Â äàííîì ñëó-
÷àå øàáëîí èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ìèíèìóì", ïîýòîì ðåçóëüòàò õ35 ôîðìèðó-
åòñÿ èíà÷å, ÷åì âûøå. Îäíàêî, ñïîñîá åãî ïîñòðîåíèÿ óæå áûë îïèñàí â ïðåäû-
äóùåì ïóíêòå. Îí ñîïðîâîæäàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè "Ðàçëîæìí(6 7)" (íîìå-
ðà èäåíòèôèöèðóåìûõ ñ ïîñûëêàìè àíòåöåäåíòîâ), "îïåðàòîð(âèäóìíîæåíèå)",
"ñì(êîíòåêñò(âèä(e óìíîæåíèå(õ9 õ10)) íå(èçâåñòíî(õ9)) íå(èçâåñòíî(õ10)) ëåã-
êîâèäåòü(öåëîå(õ9)) ëåãêîâèäåòü(öåëîå(õ10))) êîíòåêñò(îáë(õ6) çàãîëîâîê(õ6 öå-
ëîå íàòóðàëüíîå) ïåðâûéñèìâîë(õ6 õ7) íåèçâåñòíàÿ(õ7) âõîäèò(õ7 êîðåíü)) íå(
çàãîëîâîê(òåðì(b + d)0))öåëîå(b) öåëîå(d))".
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Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ èçâëå÷åíèÿ òåîðåìû ïðè-
åìà èç øàáëîíà

1. Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà ïðèâåäåíèÿ ê çàäàííûì çàãîëîâêàì è ïåðåãðóïïè-
ðîâêè êîíñòàíò ìåæäó ÷àñòÿìè äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû ïðèåìà

∀abcde(a−öåëîå & b−öåëîå & c−öåëîå & d−öåëîå & e−öåëîå→ e = ad+bc+bd↔
(a + b)(c + d) = e + ac)

èç øàáëîíà

xy = n

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abcd(a−÷èñëî& b−÷èñëî& c−÷èñëî& d−÷èñëî→ (a+b)(c+d) = ac+bc+ad+bd)

Øàáëîí òîò æå, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî øàáëîí áåñïîâòîðíûé è èìååò ðîâíî äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà,
îäèí èç êîòîðûõ - ïåðåìåííàÿ õ11. Ñðåäè õàðàêòåðèñòèê øàáëîíà íàõîäèò-
ñÿ ýëåìåíò "Òèï(T )". Â íàøåì ñëó÷àå T - ñèìâîë "öåëîå". Äðóãîé êîðíåâîé
îïåðàíä øàáëîíà - îïåðàöèÿ îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Åå ñèìâîë ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ14. Â íàøåì ñëó÷àå - "óìíîæåíèå". Íà ýòîì ñèìâîëå ïðåäïðè-
íèìàåòñÿ îáðàùåíèå ê ñïðàâî÷íèêó "íîðìçàãîëîâîê", îïðåäåëÿþùåìó ñïèñîê
íîðìàëèçàòîðîâ ïðèâåäåíèÿ ê çàãîëîâêàì, îäíèì èç êîòîðûõ ñëóæèò ñèìâîë
õ14. Âûáèðàåòñÿ êîíêðåòíûé òàêîé íîðìàëèçàòîð õ18. Â íàøåì ñëó÷àå - "âè-
äóìíîæåíèå". Îïðåäåëÿåòñÿ ðàçäåë, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ14 ("ýëå-
ìåíòàðíàÿàëãåáðà"), è ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå òåîðåìû õ23 ýòîãî ðàç-
äåëà, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "íîðìçàãîëîâîê(õ18 . . .)". Â íàøåì ñëó÷àå õ23 -
óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìå-
íÿþùàÿ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ28 - çàìåíÿåìàÿ. Â íàøåì
ñëó÷àå õ27 - (a + b)(c + d), õ28 - ac + bc + ad + bd. Ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà
"òèï" îïðåäåëÿåòñÿ òèï õ30 çíà÷åíèé îïåðàöèè õ14. Â íàøåì ñëó÷àå - "÷èñëî".
Ñïðàâî÷íèê "ïåðåãðóïïèðîâêà" ïî òèïó õ30 íàõîäèò òðîéêó (ïëþñ ìèíóñ 0),
óêàçûâàþùóþ, ÷òî äëÿ ðàâåíñòâ ñ ñóììîé âîçìîæíî ïåðåíåñåíèå ñëàãàåìûõ â
ïðîòèâîïîëîæíóþ ÷àñòü ñ èçìåíåíèåì èõ çíàêà, ïðè÷åì 0 - åäèíèöà îïåðàöèè
"ïëþñ". Ïåðâûé ýëåìåíò òðîéêè ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ32. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ28 èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì îïåðàöèþ õ32. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ íàáîð êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ28. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò íå ìåíåå
òðåõ ýëåìåíòîâ, íî íå áîëåå ïÿòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè âñå ïàðàìåòðû âû-
ðàæåíèé õ27, õ28 èìåþò òèï T , òî è ñàìè ýòè âûðàæåíèÿ èìåþò äàííûé òèï.
Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ34 ñïèñêà õ33. Â íàøåì ñëó÷àå - ac. Ïåðåìåííîé õ35 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ îñòàòîê äàííîãî ñïèñêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ñïèñêà
õ35 èìååò ïåðåìåííóþ, íå âõîäÿùóþ â õ34. Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ36.
Â íàøåì ñëó÷àå - e. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ âû-
ðàæåíèé õ35 îïåðàöèåé õ32. Â íàøåì ñëó÷àå - bc + ad + bd. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê õ37 îïåðàòîðà õ18 òîæå èìååò çàãîëîâîê õ32. Ïåðå-
ìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî õ37 è õ36, ïåðåìåííîé õ39 - ðàâåíñòâî
õ27 ðåçóëüòàòó ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ32 ïåðåìåííîé õ36 è âûðàæåíèÿ õ34. Â
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íàøåì ñëó÷àå õ38 èìååò âèä bc + ad + bd = e, õ39 - (a + b)(c + d) = e + ac.
Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ38 è õ39. Ôîð-
ìèðóåòñÿ ñïèñîê õ43, ïîëó÷àåìûé äîáàâëåíèåì ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ23
óòâåðæäåíèé "T (x)", ãäå x - ïàðàìåòð ýêâèâàëåíòíîñòè õ40. Â íàøåì ñëó-
÷àå äîáàâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "öåëîå(a)", "öåëîå(b)", "öåëîå(c)", "öåëîå(d)",
"öåëîå(e)". Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ43 è êîíñå-
êâåíòîì õ40. Ðåçóëüòàò îáðàáîòêè åå îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" ïðèñâàèâà-
åòñÿ ïåðåìåííîé õ44. Ïðè ðåãèñòðàöèè â ñïèñêå âûâîäà ýòà òåîðåìà ñíàáæà-
åòñÿ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "óðàâíâàðèàíò(è(êîíòåêñò(îáë(õ6) çàãîëî-
âîê(õ6 öåëîå íàòóðàëüíîå) ïåðâûéñèìâîë(õ6 õ7) íåèçâåñòíàÿ(õ7) âõîäèò(õ7 êî-
ðåíü)) íå(èçâåñòíî(b)) íå(èçâåñòíî(d)) íå(çàãîëîâîê(òåðì(e + ac) 0)) öåëîå(a)
öåëîå(c) öåëîå(e)) âòîðîéòåðì)".

3.23 Õàðàêòåðèñòèêà "äåêîìïîçèöèÿ"
Õàðàêòåðèñòèêîé "äåêîìïîçèöèÿ" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà, äåêîìïîçèðóþùèå âûðà-
æåíèÿ ñî ñëîæíûì çàãîëîâêîì.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïåðåãðóïïèðîâêà ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷àñòè â çàìåíÿåìóþ äëÿ ïîëó÷åíèÿ òîæ-
äåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ a(b + c)− ac = ab)

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab + ac = a(b + c))

Õàðàêòåðèñòèêà èñõîäíîé òåîðåìû - "äåêîìïîçèöèÿ(ïåðâûéòåðì)". Ïðîâåðÿåò-
ñÿ îòñóòñòâèå ó ýòîé òåîðåìû õàðàêòåðèñòèêè "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)". Ïåðåìåí-
íîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþùàÿ. Ñî-
îòâåòñòâåííî, a(b + c) è ab + ac. Ïðîâåðÿåòñÿ ñîâïàäåíèå èõ îöåíîê ñëîæíîñòè.
Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê çàìåíÿþùåé ÷àñòè. Îïðåäåëÿåòñÿ òèï
õ14 çíà÷åíèÿ ýòîé ÷àñòè. Â íàøåì ñëó÷àå - ñèìâîë "÷èñëî". Ñïðàâî÷íèê "ïå-
ðåãðóïïèðîâêà" âûäàåò ïî ñèìâîëó õ14 òðîéêó (ïëþñ ìèíóñ 0), îçíà÷àþùóþ,
÷òî âîçìîæíà ïåðåãðóïïèðîâêà ñëàãàåìûõ èç îäíîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â äðóãóþ
ñ èçìåíåíèåì èõ çíàêà, à 0 - åäèíèöà îïåðàöèè "ïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çà-
ãîëîâîê çàìåíÿþùåé ÷àñòè - ïåðûé ýëåìåíò äàííîé òðîéêè. Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïîäâûðàæåíèé òåðìà õ11, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæ-
íîñòü. Â íàøåì ñëó÷àå - ab è ac. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòèõ ïîäâûðàæåíèé áîëåå
îäíîãî. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîðíåâûõ îïåðàíäîâ çàìåíÿþùåé
÷àñòè (òå æå äâà ïîäâûðàæåíèÿ). Â ýòîì íàáîðå âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ18. Â
íàøåì ñëó÷àå - ab. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ýëåìåíò èìååò ðîâíî îäíî âõîæäåíèå
òåðìîâ íàáîðà õ16. Ôîðìèðóåòñÿ âûðàæåíèå õ19, ïîëó÷åííîå ñîåäèíåíèåì îïå-
ðàöèåé õ12 âûðàæåíèÿ õ10 è ãðóïïû îòëè÷íûõ îò õ18 ýëåìåíòîâ íàáîðà õ17, ó
êîòîðûõ èçìåíåí çíàê. Â íàøåì ñëó÷àå õ19 èìååò âèä a(b+ c)−ac. Ïåðåìåííîé
õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî õ19 è õ18, ïîñëå ÷åãî ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ
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õ21 ñ êîíñåêâåíòîì õ20 è àíòåöåäåíòàìè èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðè ðåãèñòðàöèè â
ñïèñêå âûâîäà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äàííàÿ èìïëèêàöèÿ ïîëó÷àåò õàðàêòåðèñòèêó
"íîðìàëèçàöèÿ(. . .)".

Ñêëåéêà òåîðåì

1. Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì, îòëè÷àþùèõñÿ àëüòåðíàòèâíûìè àíòåöåäåíòàìè.

Äâå èìïëèêàöèè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ãðóïïàìè àíòåöåäåíòîâ, äèçúþíêöèÿ êî-
òîðûõ òîæäåñòâåííî èñòèííà. Îíè îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó èìïëèêàöèþ, ïîëó÷à-
åìóþ èç èñõîäíûõ îòáðàñûâàíèåì óêàçàííûõ àíòåöåäåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABaj(a− ÷èñëî & j − ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà→ (a + j)âåêòîð(AB) =
a · âåêòîð(AB) + j · âåêòîð(AB))

èç òåîðåìû

∀ABaj(a− ÷èñëî & j − ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & a ≤ 0→
(a + j)âåêòîð(AB) = a · âåêòîð(AB) + j · âåêòîð(AB))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABaj(a− ÷èñëî & j − ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & 0 ≤ j →
(a + j)âåêòîð(AB) = a · âåêòîð(AB) + j · âåêòîð(AB))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê åå
àíòåöåäåíòîâ. Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà õ12, îòëè÷-
íàÿ îò òåêóùåé, ó êîòîðîé íàáîð àíòåöåäåíòîâ õ14, êîíñåêâåíò õ15 è ñâÿçûâà-
þùàÿ ïðèñòàâêà õ17 èìåþò òàêóþ æå äëèíó, êàê ó òåêóùåé òåîðåìû. Â íàøåì
ñëó÷àå ýòà òåîðåìà óêàçàíà âûøå. Íàõîäèòñÿ òàêîé àíòåöåäåíò õ18 äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà íå èìååò àíòåöåäåíòà òîé æå äëèíû,
ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ðåçóëüòàò íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè â òåðì õ18 âìåñòî åãî
ïàðàìåòðîâ. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî àíòåöåäåíò 0 ≤ j. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûäå-
ëÿåòñÿ àíòåöåäåíò õ19 èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî a ≤ 0. Ïåðåìåí-
íûì õ20, õ21 ïðèñâàèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû èñêëþ÷åíèÿ â ñïèñêå õ10 ýëåìåíòà õ19
è èñêëþ÷åíèÿ â ñïèñêå õ14 ýëåìåíòà õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ21 íåïóñò.
Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ20. Â íàøåì
ñëó÷àå - A, B, a, j. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îõâàòûâàåò âñå ïåðåìåííûå óòâåðæäåíèé
õ20. Íàõîäèòñÿ ïîäñòàíîâêà S òåðìîâ õ23 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ20, ïðåîáðàçóþ-
ùàÿ êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ20 â êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ21. Â íàøåì
ñëó÷àå äàííàÿ ïîäñòàíîâêà ìåíÿåò ìåñòàìè ïåðåìåííûå a, j. Ïåðåìåííîé õ24
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ S ê òåðìó õ19. Â íàøåì ñëó÷àå - j ≤ 0.
Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ24, õ28. Â íàøåì
ñëó÷àå - j ≤ 0 ∨ 0 ≤ j. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèþ õ9. Â íàøåì ñëó÷àå îí îòëè÷àåòñÿ ëèøü èçìåíå-
íèåì ïîðÿäêà ñëàãàåìûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ26 è õ9 îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïîðÿäêîì
îïåðàíäîâ â êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèÿõ è ñèììåòðè÷íûõ îòíîøåíèÿõ. Ïðè ïî-
ìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ25 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé
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õ21. Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ20 è êîíñå-
êâåíòîì õ9. Èñõîäíàÿ è äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìû ïîìå÷àþòñÿ â ñïèñêå âûâîäà
ýëåìåíòîì "èñêëþ÷åíèå", ÷òîáû áëîêèðîâàòü äàëüíåéøèå âûâîäû èç íèõ.

2. Ñêëåéêà íåñêîëüêèõ òåîðåì ñ îäèíàêîâûì êîíñåêâåíòîì.

Íåñêîëüêî èìïëèêàöèé îòëè÷àþòñÿ òîëüêî àíòåöåäåíòàìè. Ôîðìèðóåòñÿ äèçú-
þíêöèÿ êîíúþíêöèé òåõ ôðàãìåíòîâ àíòåöåäåíòîâ, ïî êîòîðûì íàáëþäàåòñÿ
îòëè÷èå. Îíà ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ, ïðè÷åì ïîñëå
ýòîãî ÷èñëî àëüòåðíàòèâ îêàçûâàåòñÿ ìåíüøèì. Äëÿ êàæäîé àëüòåðíàòèâû ñî-
çäàåòñÿ ñâîÿ âåðñèÿ òåîðåìû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì îäíîâðåìåííûé âûâîä äâóõ òåîðåì

∀ABaj(a− ÷èñëî & j − ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & a ≤ 0→
(a + j)âåêòîð(AB) = a · âåêòîð(AB) + j · âåêòîð(AB))

è

∀ABaj(a− ÷èñëî & j − ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & 0 ≤ j →
(a + j)âåêòîð(AB) = a · âåêòîð(AB) + j · âåêòîð(AB))

èç òåîðåìû

∀ABaj(a− ÷èñëî & j − ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & a ≤ 0 &
j ≤ 0→ (a + j)âåêòîð(AB) = a · âåêòîð(AB) + j · âåêòîð(AB))

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀ABaj(a− ÷èñëî & j − ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & a + j ≤ 0 &
0 ≤ j → (a + j)âåêòîð(AB) = a · âåêòîð(AB) + j · âåêòîð(AB))

∀ABaj(a− ÷èñëî & j − ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & a ≤ 0 &
0 ≤ a + j → (a + j)âåêòîð(AB) = a · âåêòîð(AB) + j · âåêòîð(AB))

∀ABaj(a− ÷èñëî & j − ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & 0 ≤ a &
0 ≤ j → (a + j)âåêòîð(AB) = a · âåêòîð(AB) + j · âåêòîð(AB))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïè-
ñîê õ11 âñåõ íàáîðîâ ñïèñêà âûâîäà, íå ïîìå÷åííûõ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå",
ó êîòîðûõ òåîðåìà èìååò òîò æå ñàìûé êîíñåêâåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê
õ11 áîëåå ÷åì îäíîýëåìåíòåí. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òåîðåì
ñïèñêà õ11. Â íàøåì ñëó÷àå îí ñîñòîèò èç èñõîäíîé òåîðåìû è òðåõ óêàçàí-
íûõ âûøå äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ14 íàáîðîâ àíòåöå-
äåíòîâ òåîðåì ñïèñêà õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íè îäèí èç ýòèõ íàáîðîâ íå ÿâëÿ-
åòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäíàáîðîì äðóãîãî. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå-
÷åíèå âñåõ íàáîðîâ ñïèñêà õ14. Â íàøåì ñëó÷àå îíî ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé
a−÷èñëî, j−÷èñëî, A−òî÷êà, B−òî÷êà. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçú-
þíêöèÿ êîíúþíêöèÿ îñòàëüíûõ ÷àñòåé íàáîðîâ àíòåöåäåíòîâ. Â íàøåì ñëó÷àå
- a ≤ 0 & j ≤ 0 ∨ a + j ≤ 0 & 0 ≤ j ∨ a ≤ 0 & 0 ≤ a + j ∨ 0 ≤ a & 0 ≤ j.
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ óòâåðæäåíèÿ õ16. Â íàøåì
ñëó÷àå - a, j. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà
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õ15, èìåþùèõ ïàðàìåòð èç ñïèñêà õ17. Â íàøåì ñëó÷àå - a− ÷èñëî, j − ÷èñëî.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ýòè óòâåðæäåíèÿ íå èìåþò äðóãèõ ïàðàìåòðîâ. Ðåøà-
åòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, èìåþùàÿ åäèíñòâåííóþ ïîñûëêó "èñòèíà". Åå óñëî-
âèÿìè ñëóæàò äèçúþíêöèÿ õ16 è óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ18. Â êà÷åñòâå åäèí-
ñòâåííîé íåèçâåñòíîé õ20 áåðåòñÿ êàêîé-ëèáî ýëåìåíò ñïèñêà õ17. Â íàøåì
ñëó÷àå - a. Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ22. Â íàøåì ñëó÷àå îí èìååò
âèä "(a ≤ 0 ∨ 0 ≤ j) & a− ÷èñëî & j − ÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ äàííîãî îòâåòà ê âèäó ä.í.ô. ÷èñëî äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ìåíüøå,
÷åì äëèíà íàáîðà õ12. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ23, îáðàçîâàííûé íå çàâèñÿùèìè
îò ïåðåìåííûõ õ17 óòâåðæäåíèÿìè ñïèñêà õ15, à òàêæå êîíúþíêòèâíûìè ÷ëå-
íàìè îòâåòà õ22. Ñîçàäåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ23 è êîíñåêâåíòîì
õ10. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìòåîðåìà", è êîíúþíêòèâíûå
÷ëåíû ðåçóëüòàòà ðåãèñòðèðóþòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåì
äâå óêàçàííûå âûøå òåîðåìû. Èñõîäíûå òåîðåìû ïîìå÷àþòñÿ â ñïèñêå âûâîäà
ýëåìåíòîì "èñêëþ÷åíèå".

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îòáðàñûâàíèå èçáûòî÷íîãî îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABaj(a− ÷èñëî & j − ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & a ≤ 0 &
j ≤ 0→ (a + j)âåêòîð(AB) = a · âåêòîð(AB) + j · âåêòîð(AB))

èç òåîðåìû

∀ABaj(¬(A = B) & a− ÷èñëî & j − ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & a ≤ 0 &
j ≤ 0→ (a + j)âåêòîð(AB) = a · âåêòîð(AB) + j · âåêòîð(AB))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ9 - åå
êîíñåêâåíò. Â ñïèñêå õ8 íàõîäèòñÿ îòðèöàíèå ðàâåíñòâà õ11, íå èñïîëüçóåìîå
äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ êîíñåêâåíòà ïî î.ä.ç. Â íàøåì ñëó÷àå õ11 - óòâåðæäåíèå
"¬(A = B)". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñêà õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî óòâåðæäåíèå õ11 íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. êîíúþíê-
öèè óòâåðæäåíèé õ12. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê
ñïèñêó õ12 ðàâåíñòâà A = B èç òåðìà õ11. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî
êîíñåêâåíòà èç ïîñûëîê õ14. Ïåðåä åå ðåøåíèåì âñå áëîêèðîâêè ïðèåìîâ îòìå-
íÿþòñÿ, à ïîñëå ðåøåíèÿ - âîññòàíàâëèâàþòñÿ. Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ òåîðåìà
ñ àíòåöåäåíòàìè õ12 è êîíñåêâåíòîì õ9.

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Ïîãëîùåíèå êîíñòàíòíîãî îïåðàíäà çàìåíÿþùåãî âûðàæåíèÿ âíåøíèì êîí-
ñòàíòíûì îïåðàíäîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû ïðèåìà

∀abcd(d−÷èñëî & a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî→ a(b+ c)+ d = ab+ ac+ d)

èç òåîðåìû
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∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab + ac = a(b + c))

Âûâîäèìàÿ òåîðåìà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëÿòü êîíñòàíòíîå çíà-
÷åíèå ab + d, åñëè a, b, d - äåñÿòè÷íûå êîíñòàíòû.

Ïåðåìåííûì õ10 è õ11 ïðèñâàèâàþòñÿ çàìåíÿåìûé è çàìåíÿþùèé òåðìû. Â
íàøåì ñëó÷àå - a(b + c) è ab + ac. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê õ12 çàìåíÿþùå-
ãî òåðìà àññîöèàòèâåí è êîììóòàòèâåí. Ñïðàâî÷íèê "âû÷ïðîã" îïðåäåëÿåò ïî
ñèìâîëó õ12 íàáîðû (A B1 . . . Bn), ãäå B1, . . . , Bn - òèïû çíà÷åíèé êîíñòàíò-
íûõ òåðìîâ x1, . . . , xn, äëÿ êîòîðûõ êîìïèëÿòîð ÃÅÍÎËÎÃà ïðåäóñìàòðèâàåò
âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ îïåðàöèè f(x1 . . . xn), ïðèâîäÿùåå ê êîíñòàíòíîìó òåðìó
òèïà A. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ îäèí èç òàêèõ íàáîðîâ. Â íàøåì ñëó÷àå
- íàáîð (äåñ÷èñëî äåñ÷èñëî äåñ÷èñëî). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå åãî ýëåìåíòû ðàâíû
äðóã äðóãó. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò íàáîðà. Âûáèðàåòñÿ
êîðíåâîé îïåðàíä õ17 çàìåíÿþùåãî òåðìà. Â íàøåì ñëó÷àå - ab. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îí èìååò ðîâíî äâà îïåðàíäà, è ýòè îïåðàíäû ñóòü ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå.
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð äàííûõ ïåðåìåííûõ, ïåðåìåííîé õ18 -
ñèìâîë îïåðàöèè õ17. Â íàøåì ñëó÷àå - "óìíîæåíèå". Ñíîâà èñïîëüçóåòñÿ ñïðà-
âî÷íèê "âû÷ïðîã", íî íà ýòîò ðàç äëÿ ñèìâîëà õ18. Îí îïðåäåëÿåò íàáîð õ22,
ñîâïàäàþùèé â íàøåì ñëó÷àå ñ óêàçàííûì âûøå íàáîðîì õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
íà÷àëîì íàáîðà õ22 ñëóæèò ñèìâîë õ16. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ23, íå âõî-
äÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ24
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîäåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ12 âûðàæåíèé õ10 è õ23, à ïå-
ðåìåííîé õ25 - ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ ýòîé æå îïåðàöèé âûðàæåíèé õ11 è õ23. Â
íàøåì ïðèìåðå õ24 èìååò âèä "a(b+ c)+d", õ25 - âèä "ab+ac+d". Ïåðåìåííîé
õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé, óêàçûâàþùèõ òèïû çíà÷åíèé ïå-
ðåìåííûõ õ19 ñîãëàñíî îêîí÷àíèþ íàáîðà õ22, è òèï õ16 çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé
õ23. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì "è(äåñ÷èñëî(a) äåñ÷èñëî(b) äåñ÷èñëî(d))". Ôîðìèðó-
åòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ ñ òåìè æå àíòåöåäåíòàìè, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû, è
ðàâåíñòâîì âûðàæåíèé õ24, õ25 â êîíñåêâåíòå. Îíà ñîïðîâîæäàåòñÿ õàðàêòåðè-
ñòèêîé "âû÷ïðîã(âòîðîéòåðì, è(äåñ÷èñëî(a) äåñ÷èñëî(b) äåñ÷èñëî(d)), ab + d)".

Ñîçäàíèå êâàçèïðîòîêîëîâ

1. Ñòàíäàðòèçàöèÿ îïåðàíäà ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà ñòàíäàðòíîé ôîðìû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïîëó÷åíèå êâàçèïðîòîêîëà

∀abcdefn(f = (a + b)nc/d + e→ sin((a + b)nc/d + e) = sin f)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ sin(a + b) = sin a cos b + cos a sin b)

Äàííûé êâàçèïðîòîêîë óêàçûâàåò, ÷òî àðãóìåíò ñèíóñà ñëåäóåò ñòàíäàðòèçèðî-
âàòü ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà ñòàíäàðòíîé ôîðìû "ñòàíäïëþñ", âûïîëíÿþ-
ùåãî ðàñêðûâàíèå ñêîáîê. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ íàëè÷èåì äåêîìïîçèðóþùåãî òîæ-
äåñòâà äëÿ ñèíóñà ñóììû è îòñóòñòâèåì åãî àíàëîãîâ äëÿ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ
è äåëåíèÿ. Õîòÿ äàííîå ðåøåíèå îòíîñèòñÿ ê ïðåäìåòíîé îáëàñòè "â öåëîì",
åãî ïðèíÿòèå â äàííîì ñëó÷àå èíèöèèðóåòñÿ îäíîé êîíêðåòíîé òåîðåìîé.



176 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Â íàøåì ñëó÷àå - sin(a + b).
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí áåñïîâòîðåí. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé
òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå èìååò ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â çàìåíÿåìûé.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñàìûé ñëîæíûé ïîäòåðì çàìåíÿåìîãî òåðìà - îí ñàì. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿþùèé òåðì èìååò áîëåå îäíîãî ïîäòåðìà ìàêñèìàëüíîé
ñëîæíîñòè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä v çàìåíÿåìîãî òåðìà, èìåþùèé
âèä f(x, y), ãäå x, y - ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íè îäèí èç ïîä-
òåðìîâ çàìåíÿþùåãî òåðìà, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü, íå ñîäåðæèò
îáåèõ ýòèõ ïåðåìåííûõ. Çàòåì ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê çàìå-
íÿåìîãî òåðìà, ïåðåìåííîé õ15 - íîìåð êîðíåâîãî îïåðàíäà v, ïåðåìåííîé õ16
- îïåðàöèÿ f . Â íàøåì ñëó÷àå õ14 - "ñèíóñ", õ15 - 1, õ16 - "ïëþñ".

Ñïðàâî÷íèê "ñòàíäôîðìà" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ16 íàçâàíèå õ17 íîðìàëèçà-
òîðà ñòàíäàðòíîé ôîðìû. Â íàøåì ñëó÷àå - "ñòàíäïëþñ". Îïðåäåëÿåòñÿ ðàçäåë,
ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ16 (â íàøåì ñîó÷àå - "ýëåìåíòàðíàÿàëãåáðà", è
ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû ýòîãî ðàçäåëà. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå òîæäåñòâ äëÿ
îïåðàöèè õ14, îáåñïå÷èâàþùèõ äåêîìïîçèöèþ âûðàæåíèÿ g(x, y), ãäå g îòëè÷íî
îò õ16, à x, y - ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. Ýòî âûðàæåíèå äîëæíî ïðåäñòàâëÿòü
ñîáîé êîðíåâîé îïåðàíä îïåðàöèè õ14, íîìåð êîòîðîãî (ñ ó÷åòîì âîçìîæíîé
êîììóòàòèâíîñòè) ðàâåí õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå îòñóòñòâèå òîæäåñòâ îáùåé
ñòàíäàðòèçàöèè äëÿ îïåðàöèè õ14 ñ òàêèì îïåðàíäîì. Ïî õîäó ïðîñìîòðà íàõî-
äèòñÿ øàáëîí S äëÿ óêàçàíèÿ âèäà òåðìîâ, îáåñïå÷èâàþùåãî íåâûðîæäåííûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå õ17. Îí ðàñïîçíàåòñÿ ïî íàëè÷èþ õàðàê-
òåðèñòèêè "ñòàíäõàðàêò". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà (øàáëîí S - ñïè-
ñîê åãî õàðàêòåðèñòèê). Â íàøåì ñëó÷àå øàáëîí èìååò âèä (a+b)nc/d+e. Åãî õà-
ðàêòåðèñòèêè - "òåîðåìàïðèåìà", "ñòàíäõàðàêò", "îïåðàòîð(ñòàíäïëþñ)", "óêà-
çàòåëü(åäèíèöà(1 c d n) åäèíèöà(0 e))", "ñì(íàòóðàëüíîå(n) èëè(íå(çàãîëîâîê(c
1)) íå(çàãîëîâîê(d 1)) íå(çàãîëîâîê(n 1))))".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè õàðàêòåðèñòèê øàáëîíà S èìååòñÿ ýëåìåíò "îïåðà-
òîð(õ17)". Ñàì øàáëîí ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ19. Ïåðåìåííîé õ20 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ àðíîñòü îïåðàöèè õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà àðíîñòü ðàâíà 1 ëèáî 2.
Â ñëó÷àå àðíîñòè 1 ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå õ14(õ19). Èíà÷å -
âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ22, è ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå
"õ14(õ19 õ22)" ëèáî "õ14(õ22 õ19)" - â çàâèñèìîñòè îò õ15. Â íàøåì ñëó÷àå õ21
èìååò âèä "sin((a+b)nc/d+e)". Îïðåäåëÿåòñÿ âõîæäåíèå õ22 ïîäòåðìà õ19 â õ21.
Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìíííàÿ õ23. Â íàøåì ñëó÷àå - f . Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðàâåíñòâî õ23 è õ19, ïåðåìåííîé õ25 - ðàâåíñòâî õ21 ðåçóëüòàòó çàìåíû
âõîæäåíèÿ õ22 íà õ23. Ñîîòâåòñòâåííî, õ24 èìååò âèä "f = (a+b)nc/d+e", à õ25
- âèä "sin((a + b)nc/d + e) = sin f". Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ åäèí-
ñòâåííûì àíòåöåäåíòîì õ24 è êîíñåêâåíòîì õ25. Ïðè ðåãèñòðàöèè îíà ñîïðîâî-
æäàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè "òåîðåìàïðèåìà", "îïåðàíä", "ñòàíäðàâíî", "îïå-
ðàòîð(ñòàíäïëþñ)", "ñì(íàòóðàëüíîå(n)èëè(íå(çàãîëîâîê(c 1)) íå(çàãîëîâîê(d
1)) íå(çàãîëîâîê(n 1))))", "óêàçàòåëü(åäèíèöà(1 c d n) åäèíèöà(0 e))".

Èíäóêòèâíîå îáîáùåíèå òîæäåñòâà

1. Ïåðåõîä îò òîæäåñòâà äëÿ îïåðàöèè òèïà óìíîæåíèÿ ê îïåðàöèè òèïà ñòåïåíè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀ac(c−êîìïëåêñíîå & a−íàòóðàëüíîå→ ñîïðÿæåííîå(ca) = (ñîïðÿæåííîå(c))a)

èç òåîðåìû

∀cf (c− êîìïëåêñíîå & f − êîìïëåêñíîå→ ñîïðÿæåííîå(cf) = ñîïðÿæåííîå(c) ·
ñîïðÿæåííîå(f))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿå-
ìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ12 - çàìåíÿþùèé. Â çàìåíÿåìîì òåðìå áåðåòñÿ âõîæäå-
íèå õ13 äâóìåñòíîé îïåðàöèè õ16, ïðèìåíåííîé ê äâóì ðàçëè÷íûì ïåðåìåííûì
õ14 è õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - âõîæäåíèå cf , õ16 - ñèìâîë "Óìíîæåíèå" êîì-
ïëåêñíîãî óìíîæåíèÿ. Ñïðàâî÷íèê "ñòåïåíü" îïðåäåëÿåò ïî õ16 ïàðó (Ñòåïåíü
2), óêàçûâàþùóþ íà íàëè÷èå ñòåïåííîãî îáîáùåíèÿ îïåðàöèè õ16 è íà íîìåð
îïåðàíäà, ïî êîòîðîìó ðàçìåùàåòñÿ íàòóðàëüíûé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè. Ýòà ïàðà
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííûå õ14, õ15 íå èìåþò
äðóãèõ âõîæäåíèé â òåðì õ11. Ïåðåìåííûì õ18 è õ19 ïðèñâàèâàþòñÿ ðåçóëüòà-
òû çàìåíû âõîæäåíèÿ õ13 íà ïåðåìåííûå õ14 è õ15 ñîîòâåòñòâåííî. Â íàøåì
ñëó÷àå õ18 - "ñîïðÿæåííîå(c)", õ19 - "ñîïðÿæåííîå(f)". Ïåðåìåííûì õ20, õ21
ïðèñâàèâàþòñÿ âõîæäåíèÿ òåðìîâ õ18 è õ19 â çàìåíÿþùèé òåðì õ12. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îáà îíè - îïåðàíäû îäíîé è òîé æå äâóìåñòíîé îïåðàöèè õ24, âõîæäå-
íèå êîòîðîé ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííûå õ14
è õ15 èìåþò ðîâíî îäíî âõîæäåíèå â õ12. Ñïðàâî÷íèê "ñòåïåíü" îïðåäåëÿåò
ïî õ24 ïàðó (Ñòåïåíü 2). Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò ýòîé
ïàðû, ïåðåìåííîé õ27 - âòîðîé. Ñîñòàâëÿþòñÿ ñïèñêè õ28 è õ29 àíòåöåäåíòîâ,
ñîäåðæàùèõ, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåìåííóþ õ14 è ïåðåìåííóþ õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ, èìåþò ðàâíûå äëèíû è ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè
ïåðåîáîçíà÷åíèè õ14 íà õ15. Åñëè âõîæäåíèå õ23 íå êîðíåâîå, òî ïðîâåðÿåòñÿ
êîððåêòíîñòü ïåðåõîäà ê ñòåïåííîé âåðñèè òîæäåñòâà: ââîäèòñÿ òðåòèé îïåðàíä
ïðîèçâåäåíèÿ â çàìåíÿåìîì òåðìå è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå â çàìåíÿþ-
ùåì òåðìå ïîñëå óïðîùåíèÿ áóäåò èìåòü òðè ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàíäà.

Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ32 (â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííàÿ a). Ïåðåìåí-
íîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ îïåðàöèÿ - ïåðâûé ýëåìåíò ïàðû õ17. Â íàøåì ïðèìåðå
- ñèìâîë "Ñòåïåíü". Ýòîé îïåðàöèåé (ñ ó÷åòîì âòîðîãî ýëåìåíòà ïàðû õ17) ñî-
åäèíÿþòñÿ ïåðåìåííûå õ32 è õ14. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ òåðì õ34 âèäà
ca. Àíàëîãè÷íî, ñ ïîìîùüþ õ26 è õ27 ïî òåðìàì õ32, õ18 ñòðîèòñÿ âûðàæåíèå
ñîïðÿæåííîå(c)a, ïðèñâàèâàåìîå ïåðåìåííîé õ35. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðàâåíñòâî ðåçóëüòàòîâ çàìåíû âõîæäåíèÿ õ13 íà õ34, à âõîæäåíèÿ õ23
- íà õ35. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì "ñîïðÿæåííîå(ca) = ñîïðÿæåííîå(c)a". Ïå-
ðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë "íàòóðàëüíîå". Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûò-
êà óñìîòðåòü, ÷òî íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð äîïóñêàåò çàìåíó íà öåëî÷èñëåííûé.
Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, â îä-
íîé ÷àñòè êîòîðîãî íàõîäèòñÿ åäèíèöà îïåðàöèè õ16, à â äðóãîé - ïîäòåðì õ13.
Åñëè îòâåò íå ñîïðîâîæäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè, òî ñèìâîë
õ37 çàìåíÿåòñÿ íà "öåëîå". Â íàøåì ïðèìåðå ýòîãî íå ïðîèñõîäèò (ïîÿâëÿåò-
ñÿ óñëîâèå íà îòëè÷èå c îò íóëÿ). Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
èñêëþ÷åíèÿ èç àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû óòâåðæäåíèé õ29 è äîáàâëå-
íèÿ óòâåðæäåíèÿ "õ37(õ32)". Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ "c− êîìïëåêñíîå",
"a − íàòóðàëüíîå". Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ38 è
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êîíñåêâåíòîì õ36. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", äîïîëíè-
òåëüíî èñïîëüçóþùèì äëÿ óïðîùåíèé èìåþùèåñÿ íà òåêóùèé ìîìåíò â ñïèñêå
âûâîäà òåîðåìû.

3.24 Õàðàêòåðèñòèêà "äèçúþíêöèÿ"

Õàðàêòåðèñòèêîé "äèçúþíêöèÿ" ñîïðîâîæäàþòñÿ òåîðåìû, ó êîòîðûõ êîíñåêâåíò
èìååò âèä äèçúþíêöèè.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Èç äèçúþíêöèè ñ áîëåå ÷åì äâóìÿ àëüòåðíàòèâàìè âûâîäèòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
äëÿ ñâåðòêè ïîääèçúþíêöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a < b ∨ b < a↔ ¬(a = b))

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a < b ∨ b < a ∨ a = b)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè ñóòü ýëåìåíòàðíûå óòâåðæäåíèÿ è ÷òî èõ íå ìåíåå òðåõ.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ êàêîå-ëèáî èç äàííûõ óòâåðæäåíèé. Â íàøåì
ñëó÷àå - óòâåðæäåíèå a = b. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
äèçúþíêöèè îñòàâøèõñÿ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ8 îòðèöàíèþ óòâåðæäåíèÿ õ10.
Çàòåì ñòðîèòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé òàêèå æå, êàê ó èñõîäíîé
òåîðåìû, à êîíñåâêåíò - õ11. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

2. Ïîïûòêà îñëàáëåíèÿ äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cd(c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ d ≤ c ∨ c ≤ d)

èç òåîðåìû

∀cd(c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ d < c ∨ c ≤ d)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & a < b→ a ≤ b)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà. Ïðî-
ñìàòðèâàþòñÿ ýëåìåíòû ýòîãî íàáîðà. Äëÿ òåêóùåãî òàêîãî ýëåìåíòà õ11 ñïðà-
âî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îñëàáëåíèå" îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó, óêà-
çàííóþ âûøå. Â íàøåì ñëó÷àå õ11 - "d < c". Ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàìåíà õ11 â
ñïèñêå õ8 íà d ≤ c. Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èìåëà ìåñòî
õîòÿ áû îäíà çàìåíà. Äàëåå ôîðìèðóåòñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ èìïëèêàöèÿ, àíòå-
öåäåíòû ó êîòîðîé ïðåæíèå, à êîíñåêâåíò - äèçúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé ñïèñêà
õ8.
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3. Êîíúþíêöèÿ äâóõ äèçúþíêöèé ñ àëüòåðíàòèâíûìè ÷ëåíàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû ïðèåìà

∀abcdefgh(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ (a < b & c ∨ b < a & d ∨ a = b & e) & (a <
b & f ∨ b < a & g ∨ a = b & h)↔ a < b & c & f ∨ b < a & d & g ∨ a = b & e & h)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a < b ∨ b < a & a = b)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "àëüòåðíàòèâà", óêà-
çûâàþùóþ íà íåñîâìåñòíîñòü äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ åå êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåí-
íîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ýòèõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïåðåìåííîé õ9 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî
ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ8. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ïåðåìåííûå c, d, e. Ïåðåìåííîé õ10
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó è â ñïèñîê õ9 ïåðåìåí-
íûõ, èìåþùèé òó æå äëèíó. Â íàøåì ñëó÷àå - f, g, h. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàè-
âàåòñÿ äèçúþíêöèÿ êîíúþíêöèé óòâåðæäåíèé õ8 ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïåðåìåí-
íûìè õ9. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ äèçúþíêöèÿ, â êîòîðîé
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ9 áåðóòñÿ ïåðåìåííûå õ10. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
äèçúþíêöèÿ êîíúþíêöèé óòâåðæäåíèé õ8 ñ ïàðàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåí-
íûõ ñïèñîê õ9 è õ10. Çàòåì ôîðìèðóåòñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ èìïëèêàöèÿ, àíòå-
öåäåíòû êîòîðîé - òàêèå æå, êàê ó èñõîäíîé òåîðåìû, à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò
ýêâèâàëåíòíîñòü êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ11 è õ12 óòâåðæäåíèþ õ13. Ýòà
èìïëèêàöèÿ ñíàáæàåòñÿ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "íîðìäí". Îíà ïîðîæ-
äàåò ïðèåì íîðìàëèçàòîðà "ñêëåéêàíåðàâåíñòâ", èñïîëüçóåìîãî äëÿ ðåäàêòè-
ðîâàíèÿ îòâåòîâ çàäà÷ íà îïèñàíèå.

4. Äèçúþíêöèÿ äâóõ êîíúþíêòèâíî-äèçúþíêòèâíûõ òåðìîâ ñ àëüòåðíàòèâíûìè
÷ëåíàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû ïðèåìà

∀abcdefghij(a−÷èñëî & b−÷èñëî→ (a < b & c ∨ b < a & d ∨ a = b & e) & i ∨ (a <
b & f ∨ b < a & g ∨ a = b & h) & j ↔ a < b & (c & i ∨ f & j) ∨ b <
a & (d & i ∨ g & j) ∨ a = b & (e & i ∨ h& j))

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a < b ∨ b < a ∨ a = b)

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ïîâòîðèì åãî.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "àëüòåðíàòèâà", óêà-
çûâàþùóþ íà íåñîâìåñòíîñòü äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ åå êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåí-
íîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ýòèõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïåðåìåííîé õ9 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðî-
ãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ8. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ïåðåìåííûå c, d, e. Ïåðåìåííîé
õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó è â ñïèñîê õ9 ïå-
ðåìåííûõ, èìåþùèé òó æå äëèíó. Â íàøåì ñëó÷àå - f, g, h. Ïåðåìåííîé õ11
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ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ êîíúþíêöèé óòâåðæäåíèé õ8 ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ïåðåìåííûìè õ9. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ äèçúþíêöèÿ, â
êîòîðîé âìåñòî ïåðåìåííûõ õ9 áåðóòñÿ ïåðåìåííûå õ10.

Äàëåå íà÷èíàþòñÿ ðàçëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ïåðåìåííûõ,
íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó è â ñïèñêè õ9,õ10. Â íàøåì ñëó÷àå - ïàðà
i, j. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ êîíúþíêöèé óòâåðæäåíèé õ8 ñ
äèçúþíêöèÿìè ïàð êîíúþíêöèé, ãäå ïåðâàÿ êîíúþíêöèÿ îáðàçîâàíà ïåðåìåí-
íîé ñïèñêà õ9 è íà÷àëîì ïàðû õ13, à âòîðàÿ - ïåðåìåííîé ñïèñêà õ10 è êîíöîì
ïàðû õ13. Â íàøåì ïðèìåðå ýòà äèçúþíêöèÿ - çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü ïðèâåäåí-
íîé âûøå âûâîäèìîé òåîðåìû ïðèåìà. Ñàìà ýòà òåîðåìà ñòðîèòñÿ ñ òåìè æå
àíòåöåäåíòàìè, ÷òî è èñõîäíàÿ òåîðåìà. Åå çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü - äèçúþíêöèÿ
êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèÿ õ11 ñ íà÷àëîì ïàðû õ13 è êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèÿ
õ12 ñ êîíöîì ïàðû õ13.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé èìïëèêàöèè äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ òåîðåìû

1. Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé èìïëèêàöèè äëÿ èñêëþ÷åíèÿ îäíîãî èç äèçú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(C − òî÷êà & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & 0 < −l(AB) +
l(AC)→ B ∈ îòðåçîê(AC) ∨ A ∈ îòðåçîê(BC))

èç òåîðåìû

∀ABC(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = C) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) →
B ∈ îòðåçîê(AC) ∨ C ∈ îòðåçîê(AB) ∨ A ∈ îòðåçîê(BC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & 0 < −l(AB) + l(AC)→ ¬(C ∈ îòðåçîê(AB)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà. Âû-
áèðàåòñÿ ýëåìåíò õ10 íàáîðà õ8. Â íàøåì ñëó÷àå - "C ∈ îòðåçîê(AB)". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ10 ýëåìåíòàðíîå. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð åãî ïîäòåðìîâ, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ýòîò íàáîð îäíîýëåìåíòíûé. Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ13 óïðîùåíèÿ îòðèöàíèÿ
õ11 îòíîñèòåëüíî àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâà-
íèå. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî "¬(C ∈ îòðåçîê(AB))". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ýëåìåíò íàáîðà õ11. Â íàøåì ñëó÷àå - "îòðåçîê(AB)". Ïåðåìåííîé õ15
ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí âñòðå÷àåòñÿ â òåðìå
õ13. Íàõîäèòñÿ ðàçäåë, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ15 (â íàøåì ñëó÷àå -
"ãåîìåòðèÿ"). Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû õ21 ýòîãî ðàçäåëà, èìåþùèå õàðàê-
òåðèñòèêó "ñïóñê(. . .)" èëè "ëåãêîâèäåòü(. . .)". Â íàøåì ñëó÷àå õ21 - óêàçàí-
íàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò
òåîðåìû õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâîê òîò æå, ÷òî ó õ13 è ÷òî â íåì
âñòðå÷àåòñÿ ñèìâîë õ15. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñâîáîäíûõ ïå-
ðåìåííûõ òåðìà õ22. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà õ21 íå èìååò äðóãèõ ïåðåìåí-
íûõ. Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî õ13 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïîäñòàíîâêè íàáîðà òåðìîâ
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õ24 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ23 â òåðì õ22. Ó÷èòûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü èçìåíåíèÿ
ïîðÿäêà îïåðàíäîâ êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèé è ñèììåòðè÷íûõ îòíîøåíèé. Ïå-
ðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáúåäèíåíèÿ ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñ-
õîäíîé òåîðåìû ñ àíòåöåäåíòàìè òåîðåìû õ21, â êîòîðûå âìåñòî ïåðåìåííûõ
õ23 ïîäñòàâëåíû òåðìû õ24. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíå-
íèÿ äèçúþíêöèåé óòâåðæäåíèé íàáîðà õ8, îòëè÷íûõ îò õ10. Â íàøåì ñëó÷àå
ýòî B ∈ îòðåçîê(AC) ∨ A ∈ îòðåçîê(BC). Óòâåðæäåíèÿ õ25 îáðàáàòûâàþòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ26. Ïîëó÷åí-
íûé íàáîð õ27 èìååò â íàøåì ïðèìåðå âèä "C − òî÷êà", "B ∈ ïðÿìàÿ(AC)",
"A − òî÷êà", "B − òî÷êà", "0 < −l(AB) + l(AC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ27 íå
ñîäåðæèò êîíñòàíòû "ëîæü", ïðîòèâîïîëîæíûõ óòâåðæäåíèé è íå ñîäåðæèò
óòâåðæäåíèÿ õ26. Çàòåì ñòðîèòñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòà-
ìè õ27 è êîíñåêâåíòîì õ26.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Ïîïûòêà ïåðåõîäà ê îñëàáëåííûì îòíîøåíèÿì â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(C − òî÷êà & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
0 ≤ l(AC)− l(AB) & ¬(A = C)→ B ∈ îòðåçîê(AC) ∨ A ∈ îòðåçîê(BC))

èç òåîðåìû

∀ABC(C − òî÷êà & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
0 < l(AC)− l(AB)→ B ∈ îòðåçîê(AC) ∨ A ∈ îòðåçîê(BC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & a < b→ a ≤ b)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ýëåìåíòû ñïèñêà õ8. Äëÿ òåêóùåãî òàêîãî ýëåìåíòà õ12 (â íà-
øåì ñëó÷àå - íåðàâåíñòâà) âûïîëíÿåòñÿ íà åãî çàãîëîâêå îáðàùåíèå ê ñïðàâî÷-
íèêó ïîèñêà òåîðåì "îñëàáëåíèå". Â íàøåì ñëó÷àå ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâà-
åòñÿ óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíà â ñïèñêå õ8 ýëåìåíòà õ12 íà åãî îòðèöàíèå, à òàêæå äîáàâëå-
íèÿ îñëàáëåííîé âåðñèè õ17 ïðåäèêàòà õ12. Â íàøåì ñëó÷àå - 0 ≤ l(AB)−l(AC).
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî õ9 èç ïîñûëîê õ18. Â ñëó÷àå óñïåõà õ12 çà-
ìåíÿåòñÿ â ñïèñêå õ8 íà õ17. Ïî îêîí÷àíèè îáðàáîòêè ñïèñêà õ8, åñëè èìåëè
ìåñòî èçìåíåíèÿ, íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ12 îáðàáîòêè ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöå-
äåíòû"îáúåäèíåíèÿ ñïèñêà õ8 ñî ñïèñêîì âñåõ íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ
ïî î.ä.ç. óòâåðæäåíèé. Çàòåì ñîçäàåòñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöå-
äåíòàìè õ12 è êîíñåêâåíòîì õ9. Èñõîäíàÿ òåîðåìà ñîïðîâîæäàåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà ïîìåòêîé "èñêëþ÷åíèå".

2. Ïîïûòêà îòáðîñèòü èçáûòî÷íîå îòðèöàíèå ðàâåíñòâà â àíòåöåäåíòàõ ñ ïîìîùüþ
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀ABC(¬(A = C) & B − òî÷êà & A− òî÷êà & C − òî÷êà & òî÷êàëó÷à(C, A,B)→
B ∈ îòðåçîê(AC) ∨ A ∈ îòðåçîê(BC))

èç òåîðåìû

∀ABC(− òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(B = C) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
òî÷êàëó÷à(C, A,B)→ B ∈ îòðåçîê(AC) ∨ A ∈ îòðåçîê(BC))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ñðåäè íèõ âûáèðà-
åòñÿ óòâåðæäåíèå õ10 âèäà ¬(t1 = t2), ãäå ëèáî îäèí èç îïåðàíäîâ ðàâåíñòâà -
ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â äðóãîé îïåðàíä, ëèáî îäèí èç îïåðàíäîâ êîíñòàíò-
íûé. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ¬(B = C). Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
óäàëåíèÿ õ10 èç õ8, ïîïîëíåííûé óòâåðæäåíèÿìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ñîïðî-
âîæäåíèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà ïî î.ä.ç. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
äîáàâëåíèÿ ðàâåíñòâà t1 = t2 ê õ16. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî êîí-
ñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ17. Ïðè ýòîì áëîêèðîâêà
ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà èñõîäíûõ òåîðåìàõ ñïèñêà âûâîäà, îòìåíÿåòñÿ. Çàòåì
ôîðìèðóåòñÿ ðåçóëüòàò - èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16 è ïðåæíèì êîíñå-
êâåíòîì.

3. Ïîïûòêà îòáðîñèòü èçáûòî÷íîå îòðèöàíèå ðàâåíñòâà â àíòåöåäåíòàõ ñ ïîìîùüþ
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(B = C) &
¬(B = D) & ¬(A = B) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB)→ B ∈ îòðåçîê(AC) &
∠(ABD) = π − ∠(CBD) ∨ òî÷êàëó÷à(B, A, C) & ∠(ABD) = ∠(CBD))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(B = C) &
¬(B = D) & ¬(A = B) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ¬(A = C)→ B ∈ îòðåçîê(AC)
& ∠(ABD) = π − ∠(CBD) ∨ òî÷êàëó÷à(B, A, C) & ∠(ABD) = ∠(CBD))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ9 -
êîíñåêâåíò. Ñðåäè àíòåöåäåíòîâ âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ10 âèäà ¬(x = t),
ãäå x - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â t. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ¬(A = C). Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî õ10 íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ êîíñåêâåíòà, íî èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. åäèíñòâåííîãî àíòåöåäåíòà õ17. Â íàøåì ñëó÷àå
ýòî "B ∈ ïðÿìàÿ(AC)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ,
îòëè÷íûõ îò õ10 è õ17. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå õ17 îòíîñèòåëü-
íî óòâåðæäåíèé õ18, èìåþùàÿ öåëü "íîðìîäç". Îíà ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó
òàê ïåðåôîðìóëèðîâàòü óòâåðæäåíèå õ17, ÷òîáû âñå íåîáõîäèìîå äëÿ åãî ñî-
ïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. ñîäåðæàëîñü â ñïèñêå õ18. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ
óòâåðæäåíèå õ20 âèäà "C ∈ ïðÿìàÿ(AB)". Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé
õ21, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ õ18, õ20 è ðàâåíñòâî x = t. Îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñïèñêà
äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ9. Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåí-
òû êîòîðîé - õ18 è õ20, à êîíñåêâåíò - õ9.
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Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà ðåàëèçîâàòü ðåôëåêñèâíîå îòíîøåíèå â àíòåöåäåíòàõ îòîæäåñòâëåíè-
åì åãî îïåðàíäîâ è èñêëþ÷èòü ïî÷òè âûðîæäåííóþ àëüòåðíàòèâó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(B = C) & l(AB) = l(AC) & A ∈ ïðÿìàÿ(BC) & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà→ A ∈ îòðåçîê(BC))

èç òåîðåìû

∀ABC(B − òî÷êà & ¬(A = C) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & A− òî÷êà & C − òî÷êà &
0 ≤ l(AB)− l(AC)→ C ∈ îòðåçîê(AB) ∨ A ∈ îòðåçîê(BC))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Â íåì âûáèðàåòñÿ óòâåð-
æäåíèå õ10, íå ÿâëÿþùååñÿ ðàâåíñòâîì è èìåþùåå äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà.
Â íàøåì ñëó÷àå - "0 ≤ l(AB) − l(AC)". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãî-
ëîâîê âûáðàííîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòíîøåíèå õ11 ðåôëåêñèâ-
íî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ñïèñêå õ8 óòâåðæäå-
íèÿ õ10 íà ðàâåíñòâî åãî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ. Â íàøåì ñëó÷àå - íà ðàâåíñòâî
l(AB) − l(AC) = 0. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí êîíñåêâåíòà õ14.
Â íàøåì ñëó÷àå - "C ∈ îòðåçîê(AB)". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò äîáàâëåíèÿ åãî ê ñïèñêó õ12. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, ïîñûëêàìè
êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ15. Îíà èìååò öåëü "èçâåñòíî"; íåèçâåñòíûìè
ñëóæàò âñå ïàðàìåòðû ñïèñêà õ15. Â èòîãîâîì ñïèñêå ïîñûëîê äàííîé çàäà-
÷è íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ17 äâóõ ïåðåìåííûõ - õ18 è õ19. Â íàøåì ñëó÷àå
ýòî ðàâåíñòâî C = B. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáå ýòè ïåðåìåííûå âõîäèëè â óòâåð-
æäåíèå õ10. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ12
îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ17. Â íàøåì ñëó÷àå ñïèñîê õ20 ñîñòîèò èç óòâåðæäå-
íèé "B − òî÷êà", "¬(A = C)", "B ∈ ïðÿìàÿ(AC)", "A − òî÷êà", "C − òî÷êà",
"l(AB) − l(AC) = 0", "¬(B = C)". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíê-
öèÿ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà, îòëè÷íûõ îò õ14. Â íàøåì ñëó÷àå -
óòâåðæäåíèå "A ∈ îòðåçîê". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àí-
òåöåäåíòàìè õ22 è êîíñåêâåíòîì õ21. Åñëè õ21 - íå äèçúþíêöèÿ, òî îíà îáðàáà-
òûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", ïåðåäàþùèì âñïîîãàòåëüíîé çàäà÷å íà
ïðåîáðàçîâàíèå êîììåíòàðèé "ðàâíûåòåðìû". Ýòî îáåñïå÷èâàåò ãðóïïèðîâêó
ðàññòîÿíèé l(AB), l(AC) â ðàçíûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà è ïåðåõîä îò àíòåöåäåíòà
B ∈ ïðÿìàÿ(AC) ê àíòåöåäåíòó A ∈ ïðÿìàÿ(BC).

3.25 Õàðàêòåðèñòèêà "äèçúþíêöèÿâñåõ"

Õàðàêòåðèñòèêîé "äèçúþíêöèÿâñåõ" ñîïðîâîæäàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðàçâåðò-
êè êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â äèçúþíêöèþ.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿ-
åìîé ÷àñòè

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ðàçäåëÿþùóþ ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ ñàìîãî ñëîæíîãî ïî-
äóòâåðæäåíèÿ â çàìåíÿåìîì êâàíòîðå.
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par

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû ïðèåìà

∀bde(d− öåëîå & e− öåëîå→ ∃c(b(c) & c− öåëîå & c ≤ e & d ≤ c)↔
∃a(a ∈ {0, . . . , e− d} & b(a + d)))

èç òåîðåìû ïðèåìà

∀bmn(m− öåëîå & n− öåëîå→ ∃c(c ∈ {m, . . . , n} & b(c))↔
∃a(a ∈ {0, . . . , n−m} & b(a + m)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀mnx(m−öåëîå& n−öåëîå→ x ∈ {m, . . . , n} ↔ x−öåëîå& 0 ≤ x−m & 0 ≤ n−x)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Â íàøåì
ñëó÷àå - óòâåðæäåíèÿ "∃c(c ∈ {m, . . . , n} & b(c))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó
âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåí êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ, ïåðåìåííîé õ12
- ïîäñïèñîê ñïèñêà õ11, îáðàçîâàííûé óòâåðæäåíèÿìè, íå ñîäåðæàùèìè ñèì-
âîëà "çíà÷åíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ12 íåïóñò. Â íåì íàõîäèòñÿ ñàìûé
ñëîæíûé ïîäòåðì õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òàêîé ïîäòåðì åäèíñòâåííûé. Â íàøåì
ñëó÷àå èìååì âûðàæåíèå "{m, . . . , n}". Ïåðåìåííîé õ15 ïðñâàèâàåòñÿ åãî çàãî-
ëîâîê (ñèìâîë "íîìåðà"). Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàçäåëèòü" îïðåäåëÿåò
ïî ñèìâîëó õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó õ16. Ïåðåìåííîé õ21
ïðèñâàèâàåòñÿ åå çàìåíÿåìûé òåðì. Â íàøåì ñëó÷àå - "x ∈ {m, . . . , n}". Âíóòðè
ïîäòåðìà õ10 ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ23 ïîäòåðìà ñ òåì æå çàãîëîâêîì,
÷òî ó õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - "c ∈ {m, . . . , n}". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ïîäòåð-
ìå õ23 âñòðå÷àåòñÿ ñèìâîë õ15. Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò
õ24 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ23 ïðè ïîìîùè ýêâèâàëåíòíîñòè õ16. Â íàøåì
ïðèìåðå èìååì òåîðåìó "∀bde(d− öåëîå & e− öåëîå & d− öåëîå & e− öåëîå→
∃c((c−öåëîå & 0 ≤ c−d & 0 ≤ e−c) & b(c))↔ ∃a(a ∈ {0, . . . , e−d} & b(a+d)))".
Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýòîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îíà èìååò çàãîëîâîê "ñóùåñòâóåò". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿ-
çûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé õ28 - íàáîð êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñà-
íèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò àíòåöåäåíòû èìïëèêàöèè õ24, à óñëîâèÿìè -
óòâåðæäåíèÿ õ28. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò", "ïîïûòêàñïóñêà",
"íåèçâåñòíûå õ27". Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ îòâåò õ31 âèäà "c ≤ e & d ≤
c & c − öåëîå & b(c)". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ
íà õ31 êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ27. Äàëåå ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àí-
òåöåäåíòû êîòîðîé - òå æå, ÷òî ó õ24, à êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåð-
æäåíèÿ õ32 çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû õ24. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ñîïðîâîæäàåòñÿ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "äèçúþíêöè-
ÿâñåõ(âòîðîéòåðì)".

2. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ýêâèâàëåíòíîñòü, îñëàáëÿþùóþ îãðàíè÷åíèå íà òèï çíà-
÷åíèÿ äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀bfg(f − ÷èñëî & g − ÷èñëî → ∃c(c < g & b(c) & c − öåëîå & f ≤ c) ↔ ∃a(a ∈
{0, . . . ,−1− [−g] + [−f ]} & b(a− [−f ])))

èç òåîðåìû

∀bdg(g − ÷èñëî & d − öåëîå → ∃c(c < g & b(c) & c − öåëîå & d ≤ c) ↔ ∃a(a ∈
{0, . . . ,−d− 1− [−g]} & b(a + d)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ax(a− öåëîå & x− ÷èñëî→ x ≤ a↔ −[−x] ≤ a)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåí-
íîé õ11 - âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ11
ðàñïîëîæåí êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâà-
þùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà, ïåðåìåííîé õ14 - âõîæäåíèå íåêîòîðîãî êîíúþíê-
òèâíîãî ÷ëåíà ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ, èìåþùåãî ðîâíî äâà îïåðàíäà.
Â íàøåì ñëó÷àå - íåðàâåíñòâà d ≤ c. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë
ïî âõîæäåíèþ õ14, ïåðåìåííîé õ16 âõîæäåíèå íåêîòîðîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà
òåðìà õ14, ïåðåìåííîé õ17 - ñèìâîë ïî äàííîìó âõîæäåíèþ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ17 - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â ñâÿçûâàþùóþ ïðèñòàâêó õ13. Â íàøåì ïðè-
ìåðå ýòî d. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîäåðæàùèé õ17 è èìåþùèé äëèíó 2 àíòåöåäåíò
õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - "d- öåëîå". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê
òåðìà õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ17 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â çàìåíÿåìóþ
÷àñòü. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "òèïçíà÷åíèÿ" íàõîäèò ïî ñèìâîëó õ15 óêà-
çàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó õ20. Ðàññìàòðèâàåòñÿ åå õàðàêòåðèñòè-
êà "ïîäòèï(. . .)". Â íàøåì ñëó÷àå - "ïîäòèï(öåëîå âòîðîéòåðì)". Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî ïåðâûé îïåðàíä äàííîé õàðàêòåðèñòèêè - ñèìâîë õ19; ïåðåìåííîé õ23
ïðèñâàèâàåòñÿ óêàçûâàþùèé íàïðàâëåíèå çàìåíû âòîðîé îïåðàíä. Ïðîöåäóðà
"òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ14 â èñõîäíóþ
òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëèòåëüíîé òåîðåìû, ïðèìåíÿåìîé â íàïðàâëåíèè, îá-
ðàòíîì õ23. Ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðèåìà õ24:

∀bfg(g − ÷èñëî & − [−f ] − öåëîå & f − ÷èñëî & ∀c(c < g & b(c) & c − öåëîå →
c − öåëîå) → ∃c(c < g & b(c) & c − öåëîå & f ≤ c) ↔ ∃a(a ∈ {0, . . . ,− − [−f ] −
1− [−g]} & b(a− [−f ])))

Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ñíàáæàåòñÿ åäèíñòâåííîé õà-
ðàêòåðèñòèêîé "äèçúþíêöèÿâñåõ(. . .)" - òîé æå, ÷òî áûëà ó èñõîäíîé òåîðåìû.

3.26 Õàðàêòåðèñòèêà "äèñòðèáðàçâåðòêà"
Õàðàêòåðèñòèêîé "äèñòðèáðàçâåðòêà(õ1)" ñîïðîâîæäàþòñÿ òîæäåñòâà âèäà f(g(x, y),
g(x, z)) = g(x, h(y, z)), ãäå f, h àññîöèàòèâíû è êîììóòàòèâíû. õ1 - íàïðàâëåíèå çà-
ìåíû îò çàãîëîâêà g ê çàãîëîâêó f .

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Âûâîä èç äèñòðèáóòèâíîñòè ïðîñòåéøèõ ôîðìóë òèïà "ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæè-
òåëè".



186 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abdef (a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî→ ad + ae +
af + bd + be + bf = (a + b)(d + e + f))

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab + ac = a(b + c))

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìû òàêîãî âèäà ÿâëÿþòñÿ îòïðàâíûìè ïóíêòàìè öèêëîâ âû-
âîäà ìåíåå òðèâèàëüíûõ ôîðìóë äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè. Ñîîòâåòñòâó-
þùèå ïðèåìû ïûòàþòñÿ óíèôèöèðîâàòü ïàðó ñëàãàåìûõ çàìåíÿåìîé ÷àñòè òà-
êèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè âçàèìíî óíè÷òîæàëèñü. Íàïðèìåð, èç óêàçàííîé âûøå
òåîðåìû ìîæíî ïîñëå ðÿäà ïåðåõîäîâ èçâëå÷ü ôîðìóëó äëÿ ñóììû ëèáî ðàçíî-
ñòè êóáîâ. Â ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñóìì ïî òðè ñëàãàåìûõ âîçíèêàþò åùå
áîëåå ëþáîïûòíûå ðàçëîæåíèÿ, íàïðèìåð, äëÿ a5 − b5 − ab4.

Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ñóùåñòâåííûõ ïîñûëîê. Ïåðåìåííîé õ10
ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Â íàøåì ñëó÷àå - a(b+c). Ïåðåìåííîé õ11 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå íåîäíîáóê-
âåííîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ10. Â íàøåì ñëó÷àå - b+ c. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ çàãî-
ëîâêîì çàìåíÿþùåé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàöèè õ11 è õ13 àññîöèàòèâíû
è êîììóòàòèâíû. Ïåðåìåííîé õ14 ïîî÷åðåäíî ïðèñâàèâàþòñÿ âûðàæåíèÿ, ïî-
ëó÷åííûå ñîåäèíåíèåì äâóõ ëèáî òðåõ ïåðâûõ ïåðåìåííûõ îïåðàöèåé õ13. Â íà-
øåì ñëó÷àå õ14 - a+ b. Àíàëîãè÷íî, ïåðåìåííîé õ15 ïîî÷åðåäíî ïðèñâàèâàþòñÿ
âûðàæåíèå, ïîëó÷åííûå ñîåäèíåíèåì äâóõ ëèáî òðåõ ñëåäóþùèõ ïåðåìåííûõ
îïåðàöèåé õ13. Â íàøåì ñëó÷àå õ15 - d+ e+ f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 íå êîðî÷å,
÷åì õ14. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ðåçóëüòàòà ñîåäèíåíèÿ îïå-
ðàöèåé õ13 âñåâîçìîæíûõ ïîïàðíûõ ðåçóëüòàòîâ ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ11 îïå-
ðàíäîâ òåðìîâ õ14 è õ15 ðåçóëüòàòó ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ11 òåðìîâ õ14 è õ15.
Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì êîíñåêâåíò ðåçóëüòèðóþùåé òåîðåìû. Äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ ñàìîé òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð "Ïîëíûåïîñûëêè", äîáàâëÿþùèé â
àíòåöåäåíòû óêàçàòåëè òèïîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ. Äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ äàí-
íîé òåîðåìû õàðàêòåðèñòèêàìè "íîðìçàãîëîâîê(âèäóìíîæåíèå âòîðîéòåðì)" è
"äèñòðèáóòèâíî(ïåðâûéòåðì)" èñïîëüçóåòñÿ ñïðàâî÷íèê "íîðìçàãîëîâîê".

Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü äåêîìïîçèðóþùåå òîæäåñòâî äëÿ âàðüèðîâàíèÿ äåêîì-
ïîçèðóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(a− set & b− set & c− set & d− set→ íåïåðåñåê(b, a× (c ∪ d))↔
íåïåðåñåê(b, a× c) & íåïåðåñåê(b, a× d))

èç òåîðåìû

∀abc(a− set & b− set & c− set→ a× (b ∪ c) = (a× b) ∪ (a× c))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
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∀bef (b− set & e− set & f − set→ íåïåðåñåê(b, (e ∪ f))↔ íåïåðåñåê(b, e) &
íåïåðåñåê(b, f))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà. Â íàøåì ñëó÷àå
- (a × b) ∪ (a × c). Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ10. Ñïðà-
âî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàçäåëÿåò" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ11 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ åå íàïðàâëåíèå çàìå-
íû. Â íàøåì ñëó÷àå - "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, à ïåðåìåííîé õ18 - ðàñïîëîæåííîå
âíóòðè âõîæäåíèÿ õ17 âõîæäåíèå ñèìâîëà õ11. Â íàøåì ñëó÷àå õ18 - âõîæäå-
íèå ïîäòåðìà (e ∪ f). Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ19 ïðå-
îáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ18 â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè òåêóùåãî
òîæäåñòâà, ïðèìåíÿåìîãî â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Îí îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è çàòåì - îïåðàòîðîì "Èñêëàíò", ïðåäïðèíèìàþùèì ïîïûòêó
îòáðîñèòü èçáûòî÷íûå àíòåöåäåíòû. Â íàøåì ïðèìåðå íè÷åãî íå îòáðàñûâàåò-
ñÿ.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé
÷àñòè

1. Ïîïûòêà âàðüèðîâàíèÿ äåêîìïîçèðóþùåãî òîæäåñòâà ñ ïîìîùüþ ïåðåãðóïïè-
ðîâî÷íîãî òîæäåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abf ({; a} ⊆ Dom(f) & b ∈ Dom(f) & f − ôóíêöèÿ & a − ñëîâî → {f(b)} ∪
îáðàç(f, {; a}) = îáðàç(f, {b; a}))

èç òåîðåìû

∀def (d−set & e−set & f−ôóíêöèÿ & d ⊆ Dom(f) & e ⊆ Dom(f)→ îáðàç(f, d)∪
îáðàç(f, e) = îáðàç(f, d ∪ e))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀cd(c− ñëîâî→ {; c} ∪ {d} = {d; c})

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè, à ïåðåìåííîé õ11
- âõîæäåíèå íåîäíîáóêâåííîãî ñîáñòâåííîãî åå ïîäòåðìà. Â íàøåì ñëó÷àå -
d ∪ e. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ11. Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" îïðåäåëÿåò ïî ýòîìó ñèìâîëó óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ òîò îïåðàíä åå êîíñå-
êâåíòà, êîòîðûé èìååò çàãîëîâîê õ12. Â íàøåì ñëó÷àå - {; c} ∪ {d}. Îïåðàòîð
"òîæäâûâîä"íàõîäèò ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 ïðè ïîìîùè äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ó êîòîðîé õ16 ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü.
Ïîëó÷àåòñÿ òåîðåìà õ18 ñëåäóþùåãî âèäà:

∀abf ({; a}−set & {b}−set & f−ôóíêöèÿ & {; a} ⊆ Dom(f) & {b} ⊆ Dom(f) & a−
ñëîâî→ îáðàç(f, {; a}) ∪ îáðàç(f, {b}) = îáðàç(f, {b; a}))
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Ýòà òåîðåìà ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïåðàíäîâ",
"äåìîäèôèêàöèÿ" è "íîðìòåîðåìà". Õàðàêòåðèçàòîðó ðàçðåøàåòñÿ ââîäèòü ëþ-
áûå åå õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêàìè "ïðåôèêñíàÿðåêóðñèÿ", "äèñòðèáðàçâåðò-
êà", "äåêîìïîçèöèÿ", "ñâåðòêà", "ñîêðàù", "ñêëåéêà". Ïðè ýòîì ïðîâåðÿåòñÿ
íàëè÷èå õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêîì "ïðåôèêñíàÿðåêóðñèÿ" ëèáî "äåêîìïî-
çèöèÿ".

2. Ïîïûòêà ðàçäåëåíèÿ ñîêðàùàåìûõ îïåðàíäîâ ïðè äèñòðèáóòèâíîé ðàçâåðòêå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdef (0 < ef & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî & e − ÷èñëî & f − ÷èñëî & 0 ≤ de →
(d/e)c · (e/f)c = (d/f)c)

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ a & 0 ≤ b→ acbc = (ab)c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & ¬(c = 0) & ¬(b = 0)→ (a/b) · (b/c) a/c)

Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî ïîä-
òåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - ïîäòåðìà ab. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëî-
âîê äàííîãî ïîäòåðìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ïîäòåðìà
ðàâíî 2, ïðè÷åì ýòè îïåðàíäû - ïåðåìåííûå. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåìà "Ñî-
êðàùåíèå" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðå-
ìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè åå àíòåöåäåíòîâ íåò ðàâåíñòâà. Ïðîöåäóðà "òîæä-
âûâîä" âûïîëíÿåò ïðåîáðàçîâàíèå âõîæäåíèÿ õ11 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû, îðèåíòèðîâàííîé â íàïðàâëåíèè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ðåçóëüòàò îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿþùåé
÷àñòè

1. Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà èñêëþ÷åíèÿ ñëîæíûõ îïåðàöèé äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
çàìåíÿþùåé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdefg(e + f = 1 & 0 < e & 0 < f & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî &
f − ÷èñëî & g − ÷èñëî & 0 ≤ d→ cde + dg = (c + gdf )de)

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab + ac = a(b + c))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ a & 0 < b & 0 < c & b + c = 1 →
abac = a)

Ôàêòè÷åñêè, âûâîäèòñÿ òåîðåìà ïðèåìà, ïîçâîëÿþùåãî óïðîùàòü âûðàæåíèÿ
ñ ðàäèêàëàìè ïóòåì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 êîðíåâîãî îïåðàíäà çàìåíÿþùåé ÷àñòè. Â íà-
øåì ñëó÷àå - îïåðàíäà ab. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ
õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 - äâóìåñòíàÿ îïåðàöèÿ. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"Ñîêðàùåíèå" îïðåäåëÿåò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â òåêóùóþ òåîðåìó. Åñëè
çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ15 èìååò çàãîëîâîê õ12, ïðè÷åì îí àññîöèàòèâåí è
êîììóòàòèâåí, òî îáå ÷àñòè êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ15 äîìíîæàþòñÿ íà íîâóþ
ïåðåìåííóþ. Â íàøåì ñëó÷àå õ15 ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

∀defg(g − ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & 0 ≤ d & 0 < e &
0 < f & e + f = 1→ dedfg = dg)

Äàëåå îïåðàòîð "òîæäâûâîä" ïðåîáðàçóåò âõîæäåíèå õ11 â èñõîäíóþ òåîðåìó
ïðè ïîìîùè òîæäåñòâà õ15. Ðåçóëüòàò õ20 îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðì-
òåîðåìà". Îí ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà, ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ òîëüêî õà-
ðàêòåðèñòèêè "ñâåðòêà" è "âû÷ïðîã".

Èíäóêòèâíîå îáîáùåíèå òîæäåñòâà

1. Èíäóêòèâíîå îáîáùåíèå òîæäåñòâà ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè, ñâÿçàííûìè ñèììåò-
ðè÷íûì îòíîøåíèåì â àíòåöåäåíòàõ - ïåðåõîä ê êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aC(êîíå÷íîå(a) & êëàññìíîæåñòâ(a) & Ðàçäåëèìû(a) & Ïîäìíîæ(a, ýëåìñî-
áûòèÿ(C))→ âåðîÿòíîñòü(

⋃
A,A∈a A, C) =

∑
A,A∈a âåðîÿòíîñòü(A, C))

èç òåîðåìû

∀ABC(A− set & B − set & âåðïðîñòðàíñòâî(C) & A ⊆ ýëåìñîáûòèÿ(C) &
B ⊆ ýëåìñîáûòèÿ(C) & íåïåðåñåê(A, B)→ âåðîÿòíîñòü(A ∪B, C) =
âåðîÿòíîñòü(A, C) + âåðîÿòíîñòü(B, C))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïî ýòîìó âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåíà äâóìåñòíàÿ îïåðàöèÿ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ åå çàãîëîâîê. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí àññîöèàòèâíûé è êîììóòàòèâ-
íûé. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà îïåðàíäîâ îïåðàöèè õ10. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó
âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåíà äâóìåñòíàÿ îïåðàöèÿ, îäèí èç îïåðàíäîâ êîòîðîé -
ïåðåìåííàÿ õ16, à äðóãîé - äâóìåñòíàÿ àññîöèàòèâíàÿ è êîììóòàòèâíàÿ îïå-
ðàöèÿ õ14 îò ïåðåìåííûõ õ17 è õ18. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë
ïî âõîæäåíèþ õ14. Â íàøåì ñëó÷àå õ11 - "ïëþñ", õ19 - "îáúåäèíåíèå". Ïå-
ðåìåííûå õ16, õ17, õ18 - "C, A,B". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî
âõîæäåíèþ õ13. Â íàøåì ñëó÷àå - "âåðîÿòíîñòü". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå âûðà-
æåíèÿ íàáîðà õ12 èìåþò çàãîëîâîê õ20. Ïî ñèìâîëó õ11 ñïðàâî÷íèê "ñóììà-
âñåõ" îïðåäåëÿåò ñèìâîë "ñóììàâñåõ" ñîîòâåòñòâóþùåé îïåðàöèè íàä êîíå÷-
íûìè ñåìåéñòâàìè. Ïî ñèìâîëó õ19 ýòîò æå ñïðàâî÷íèê îïðåäåëÿåò ñèìâîë
õ22 (â íàøåì ñëó÷àå - "îáúåäèíåíèåâñåõ"). Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ òî
âûðàæåíèå ïàðû õ12, êîòîðîå ñîäåðæèò õ17, ïåðåìåííîé õ24 - òî âûðàæåíèå,
êîòîðîå ñîäåðæèò õ18. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì âûðàæåíèÿ "âåðîÿòíîñòü(A, C)"
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è "âåðîÿòíîñòü(B, C)". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè
â õ23 ïîäòåðìà õ14 âìåñòî õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ ïîäòåðìîì
õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî ñ ïîäòåðìîì õ13 ñîâïàäàåò ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâ-
êè â õ24 ïîäòåðìà õ14 âìåñòî õ18. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àí-
òåöåäåíòîâ òåêóùåé òåîðåìû. Â íåì èìååòñÿ åäèíñòâåííîå óòâåðæäåíèå õ29,
ñîäåðæàùåå êàê õ17, òàê è õ18. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà - "íåïåðåñåê(A, B)". Ïåðå-
ìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ îáðàáîòêè ïðîöåäóðîé "ñòàíä"
âñåõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ27, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ17 è íå ñîäåðæàùèõ
õ18. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ27, ñîäåð-
æàùèõ ïåðåìåííóþ õ18 è íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííîé õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ30
è õ31 èìåþò ðàâíûå äëèíû. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ
ïîäñòàíîâêè õ17 âìåñòî õ18 â óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ31, îáðàáîòàííûõ ïðîöå-
äóðîé "ñòàíä". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ32 âêëþ÷àåòñÿ â õ30. Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò
õ33 ïåðåñòàíîâêè ìåñòàìè â òåðìå õ29 ïåðåìåííûõ õ17 è õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè ïðîöåäóðîé "ñòàíä" òåðìîâ õ29 è õ33 ñîâïàäàþò. Âûáè-
ðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ34, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà
- ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè
â òåðìû íàáîðà õ31 ïåðåìåííîé õ34 âìåñòî õ18. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà èìååì
óòâåðæäåíèÿ "a− set" è "a ⊆ ýëåìñîáûòèÿ(C)". Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ27, íå ñîäåðæàùèõ íè õ17, íè õ18. Â íà-
øåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííîå óòâåðæäåíèå "âåðïðîñòðàíñòâî(C)". Ïåðåìåííîé
õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ36, õ30, õ31 è õ35. Íàõîäÿòñÿ ðåçóëü-
òàò õ38 ïîäñòàíîâêè â õ29 ïåðåìåííîé õ34 âìåñòî õ18, à òàêæå ðåçóëüòàò õ40
ïîäñòàíîâêè â õ29 âìåñòî õ18 òåðìà "õ19(õ18,õ34)". Â íàøåì ïðèìåðå õ38 èìå-
åò âèä "íåïåðåñåê(A, a)", à õ40 - âèä "íåïåðåñåê(A, B ∪ a)". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à
íà äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ õ40 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ37, ïîïîëíåííûõ
óòâåðæäåíèÿìè õ29 è õ38. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê, îáðàçîâàííûé
óòâåðæäåíèÿìè "ìíîæåñòâî(õ34)", "êîíå÷íîå(õ34)", âñåâîçìîæíûìè èìïëèêà-
öèÿìè "äëÿëþáîãî(õ17 åñëè ïðèíàäëåæèò(õ17 õ34) òî R)" äëÿ óòâåðæäåíèé R
èç õ30, à òàêæå èìïëèêàöèåé "äëÿëþáîãî(õ17 õ18 åñëè ïðèíàäëåæèò(õ17 õ34)
ïðèíàäëåæèò(õ18 õ34) íå(ðàâíî(õ17 õ18)) òî õ29)". Â íàøåì ïðèìåðå èìååì
óòâåðæäåíèÿ "a− set", "êîíå÷íîå(a)", "∀A(A ∈ a→ a− set)", "∀A(A ∈ a→ A ⊆
ýëåìñîáûòèÿ(C))", "∀AB(A ∈ a & B ∈ a & ¬(A = B) → íåïåðåñåê(A, B))". Ïå-
ðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ðåçóëüòàòà çàìåíû â ïîäòåðìå õ13 âõî-
æäåíèÿ õ14 íà òåðì "õ22(îòîáðàæåíèå(õ17 ïðèíàäëåæèò(õ17 õ34) õ17))"òåðìó
"õ21(îòîáðàæåíèå(õ17 ïðèíàäëåæèò(õ17 õ34)õ23))". Â íàøåì ïðèìåðå ýòî ðà-
âåíñòâî ñëåäóþùåãî âèäà:

"âåðîÿòíîñòü(
⋃

A,A∈a A, C) =
∑

A,A∈a âåðîÿòíîñòü(A, C)".

Ñïèñîê õ42 îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïà-
ðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ43. Çàòåì ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ44 è êîíñåêâåíòîì õ43, êîòîðàÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå àíòåöåäåíòû ðåçóëüòàòà ñóòü ýëåìåíòàðíûå óòâåðæäåíèÿ.

2. Èíäóêòèâíîå îáîáùåíèå òîæäåñòâà ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè, ñâÿçàííûìè ñèììåò-
ðè÷íûì îòíîøåíèåì â àíòåöåäåíòàõ - ïåðåõîä ê êîíå÷íîìó ñåìåéñòâó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀aC(a−ôóíêöèÿ & ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(a) & êîíå÷íîå(Dom(a)) & ðàçäåëèìû(a)
& ïîäìíîæ(a, ýëåìñîáûòèÿ(C))→ âåðîÿòíîñòü(

⋃
(a), C) =∑

A,A∈Dom(a)
âåðîÿòíîñòü(a(A), C))

èç òåîðåìû

∀ABC(A− set & B − set & âåðïðîñòðàíñòâî(C) & A ⊆ ýëåìñîáûòèÿ(C) &
B ⊆ ýëåìñîáûòèÿ(C) & íåïåðåñåê(A, B)→ âåðîÿòíîñòü(A ∪B, C) =
âåðîÿòíîñòü(A, C) + âåðîÿòíîñòü(B, C))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Äëÿ
óäîáñòâà ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïî ýòîìó âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåíà äâóìåñòíàÿ îïåðàöèÿ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ åå çàãîëîâîê. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí àññîöèàòèâíûé è êîììóòàòèâíûé.
Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà îïåðàíäîâ îïåðàöèè õ10. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó âõî-
æäåíèþ ðàñïîëîæåíà äâóìåñòíàÿ îïåðàöèÿ, îäèí èç îïåðàíäîâ êîòîðîé - ïåðå-
ìåííàÿ õ16, à äðóãîé - äâóìåñòíàÿ àññîöèàòèâíàÿ è êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ
õ14 îò ïåðåìåííûõ õ17 è õ18. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõî-
æäåíèþ õ14. Â íàøåì ñëó÷àå õ11 - "ïëþñ", õ19 - "îáúåäèíåíèå". Ïåðåìåííûå
õ16, õ17, õ18 - "C, A,B". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ
õ13. Â íàøåì ñëó÷àå - "âåðîÿòíîñòü". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå âûðàæåíèÿ íàáîðà
õ12 èìåþò çàãîëîâîê õ20. Ïî ñèìâîëó õ11 ñïðàâî÷íèê "ñóììàâñåõ" îïðåäåëÿåò
ñèìâîë "ñóììàâñåõ" ñîîòâåòñòâóþùåé îïåðàöèè íàä êîíå÷íûìè ñåìåéñòâàìè.
Ïî ñèìâîëó õ19 ýòîò æå ñïðàâî÷íèê îïðåäåëÿåò ñèìâîë õ22 (â íàøåì ñëó÷àå
- "îáúåäèíåíèåâñåõ"). Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ òî âûðàæåíèå ïàðû õ12,
êîòîðîå ñîäåðæèò õ17, ïåðåìåííîé õ24 - òî âûðàæåíèå, êîòîðîå ñîäåðæèò õ18.
Â íàøåì ñëó÷àå èìååì âûðàæåíèÿ "âåðîÿòíîñòü(A, C)" è "âåðîÿòíîñòü(B, C)".
Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â õ23 ïîäòåðìà õ14 âìå-
ñòî õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ ïîäòåðìîì õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå,
÷òî ñ ïîäòåðìîì õ13 ñîâïàäàåò ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â õ24 ïîäòåðìà õ14 âìå-
ñòî õ18. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåêóùåé òåîðåìû.
Â íåì èìååòñÿ åäèíñòâåííîå óòâåðæäåíèå õ29, ñîäåðæàùåå êàê õ17, òàê è õ18.
Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà - "íåïåðåñåê(A, B)". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê ðåçóëüòàòîâ îáðàáîòêè ïðîöåäóðîé "ñòàíä" âñåõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ27,
ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ17 è íå ñîäåðæàùèõ õ18. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ27, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ18 è íå
ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííîé õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ30 è õ31 èìåþò ðàâíûå äëè-
íû. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè õ17 âìåñòî
õ18 â óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ31, îáðàáîòàííûõ ïðîöåäóðîé "ñòàíä". Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî õ32 âêëþ÷àåòñÿ â õ30. Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ33 ïåðåñòàíîâêè ìåñòàìè
â òåðìå õ29 ïåðåìåííûõ õ17 è õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè
ïðîöåäóðîé "ñòàíä" òåðìîâ õ29 è õ33 ñîâïàäàþò. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ34,
íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðå-
ìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â òåðìû íàáîðà õ31
ïåðåìåííîé õ34 âìåñòî õ18. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà èìååì óòâåðæäåíèÿ "a− set"
è "a ⊆ ýëåìñîáûòèÿ(C)". Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäå-
íèé íàáîðà õ27, íå ñîäåðæàùèõ íè õ17, íè õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííîå
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óòâåðæäåíèå "âåðïðîñòðàíñòâî(C)". Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíå-
íèå ñïèñêîâ õ36, õ30, õ31 è õ35. Íàõîäÿòñÿ ðåçóëüòàò õ38 ïîäñòàíîâêè â õ29
ïåðåìåííîé õ34 âìåñòî õ18, à òàêæå ðåçóëüòàò õ40 ïîäñòàíîâêè â õ29 âìåñòî
õ18 òåðìà "õ19(õ18,õ34)". Â íàøåì ïðèìåðå õ38 èìååò âèä "íåïåðåñåê(A, a)", à
õ40 - âèä "íåïåðåñåê(A, B ∪ a)". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäå-
íèÿ õ40 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ37, ïîïîëíåííûõ óòâåðæäåíèÿìè õ29 è õ38.

Äàëåå íà÷èíàþòñÿ ðàçëè÷èÿ. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ42, íå âõîäÿùàÿ â èñ-
õîäíóþ òåîðåìó è îòëè÷íàÿ îò õ34. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííàÿ b. Íàõîäèòñÿ
ðåçóëüòàò õ43 ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå õ29 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ17, õ18 âûðà-
æåíèé "õ34(õ17)" è "õ34(õ18)". Â íàøåì ñëó÷àå õ43 èìååò âèä "íåïåðåñåê(a(A),
a(B))". Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â óòâåð-
æäåíèÿ õ30 âûðàæåíèÿ "õ34(õ17)" âìåñòî ïåðåìåííîé õ17. Â íàøåì ïðèìåðå
ïîëó÷àþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "a(A) − set" è "a(A) ⊆ ýëåìñîáûòèÿ(C)". Ïåðåìåí-
íîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå òðîéêè óòâåðæäåíèé "ôóíêöèÿ(õ34)", "ðàâ-
íî(îáëàñòü(õ34) õ42)", "êîíå÷íîå(õ42)" ñ âñåâîçìîæíûìè êâàíòîðûìè èìïëè-
êàöèÿìè "äëÿëþáîãî(õ17 åñëè ïðèíàäëåæèò(õ17 õ42) òî õ46)" äëÿ óòâåðæäåíèé
õ46 èç ñïèñêà õ44, à òàêæå ñ èìïëèêàöèåé "äëÿëþáîãî(õ17 õ18 åñëè ïðèíàäëå-
æèò(õ17 õ42) ïðèíàäëåæèò(õ18 õ42) íå(ðàâíî(õ17 õ18))òî õ43)". Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ45 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "a−ôóíêöèÿ", "Dom(a) = b", "êîíå÷íîå(b)",
"ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(a)", "∀A(A ∈ b → a(A) ⊆ ýëåìñîáûòèÿ(C))", "∀AB(¬(A =
B) & A ∈ b & B ∈ b → íåïåðåñåê(a(A), a(B)))". Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â âûðàæåíèå õ23 òåðìà "õ34(õ17)" âìåñòî ïåðå-
ìåííîé õ17. Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ðåçóëüòàòà çàìåíû â ïîä-
òåðìå õ13 âõîæäåíèÿ õ14 íà òåðì "õ22(îòîáðàæåíèå(õ17 ïðèíàäëåæèò(õ17 õ42)
õ34(õ17)))" òåðìó "õ21(îòîáðàæåíèå(õ17 ïðèíàäëåæèò(õ17 õ42)õ46))". Â íàøåì
ïðèìåðå õ47 èìååò ñëåäóþùèé âèä: âåðîÿòíîñòü(

⋃
A,A∈b a(A), C) =

∑
A,A∈b âåðî-

ÿòíîñòü(a(A), C). Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà
õ45 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ47.
Íàêîíåö, ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ48 è êîíñåêâåíòîì õ47. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå àíòåöåäåíòû
ðåçóëüòàòà ñóòü ýëåìåíòàðíûå óòâåðæäåíèÿ. Ïîëó÷åííàÿ òåîðåìà ñîïðîâîæäà-
åòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé "ðàçâÿçêà(âòîðîéòåðì)".

3.27 Õàðàêòåðèñòèêà "äèñòðèáóòèâíî"
Õàðàêòåðèñòèêîé "äèñòðèáóòèâíî(N)" ñîïðîâîæäàþòñÿ ïðîñòåéøèå îáîáùåíèÿ òîæ-
äåñòâà äèñòðèáóòèâíîñòè, ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè ïåðåõîäå ê íåñêîëüêèì "ñêîáêàì". Íà-
ïðàâëåíèå N - â ñòîðîíó ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿþùåé
÷àñòè

1. Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà èñêëþ÷åíèÿ ñëîæíûõ îïåðàöèé äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
çàìåíÿþùåé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcefgij(f + g = 1 & 0 < f & 0 < g & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & e − ÷èñëî & f −
÷èñëî & g − ÷èñëî & 0 ≤ c→ be + bjcg + cij + eicf = (b + icf )(e + jcg))
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èç òåîðåìû

∀abde(a−÷èñëî& b−÷èñëî& d−÷èñëî& e−÷èñëî→ ad+ae+bd+be = (a+b)(d+e))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ a & 0 < b & 0 < c & b + c = 1 →
abac = a)

Çàìåòèì, ÷òî âûâîäèìàÿ òåîðåìà ïîðîæäàåò ïðèåì äëÿ óïðîùåíèÿ ïðîèçâå-
äåíèé ñ êîíñòàíòíûìè ðàäèêàëàìè. Ïðè ýòîì b, c, e, i, j èäåíòèôèöèðóþòñÿ ñ
äåñÿòè÷íûìè êîíñòàíòàìè.

Âî èçáåæàíèå ïîëó÷åíèÿ ÷ðåçìåðíî ãðîìîçäêèõ ðåçóëüòàòîâ, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò íå áîëåå 4 ïåðåìåííûõ. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ýòî îãðàíè-
÷åíèå ìîæíî ñíÿòü. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äâóìåñòíîé îïå-
ðàöèè õ12 â çàìåíÿþùóþ ÷àñòü. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà - âõîæäåíèå ïðîèçâåäåíèÿ
ad. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "Ñîêðàùåíèå" îïðåäåëÿåò ïî õ12 óêàçàííóþ âû-
øå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ
íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó, ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò õ15. Â
íåì ïåðåìåííûå a, b, c çàìåíåíû íà c, f, g. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû õ15 èìååò âèä
ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé õ18 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ19. Â íàøåì ñëó÷àå õ18 - c,
õ19 - cfcg. Åñëè çàãîëîâîê òåðìà õ19 - àññîöèàòèâíàÿ è êîììóòàòèâíàÿ îïåðà-
öèÿ, ðàâíàÿ õ12, òî âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ, íà êîòîðóþ äîìíîæàþòñÿ îáå
÷àñòè êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé
âèä:

∀cfgh(h − ÷èñëî & c − ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî & 0 ≤ c & 0 < f & 0 <
g & f + g = 1→ cfcgh = ch)

Äàëåå îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäå-
íèÿ õ11 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè òîæäåñòâà õ15, ïðèìåíÿåìîãî ñëåâà
íàïðàâî. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ ó çàìåíÿåìîé ÷àñòè èòîãîâîé òåîðåìû ðàâíî 2,
ïðè÷åì ÷èñëî åå ïîäòåðìîâ, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü, òîæå ðàâíî 2.
Ïðè ðåãèñòðàöèè òåîðåìû â ñïèñêå âûâîäà äîïóñêàþòñÿ òîëüêî õàðàêòåðèñòèêè
âèäà "âû÷ïðîã(. . .)".

3.28 Õàðàêòåðèñòèêà "äîïêîíòåêñò"
Õàðàêòåðèñòèêîé "äîïêîíòåêñò" ñîïðîâîæäàþòñÿ êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, êîíñå-
êâåíòîì êîòîðûõ ñëóæèò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ îò êîíúþíêöèè ýëåìåíòàðíûõ óòâåð-
æäåíèé.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïîïûòêà óñìîòðåíèÿ îäíîçíà÷íîé îïðåäåëèìîñòè íîâîãî îáúåêòà ïî ÷àñòè óñëî-
âèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀ABCDEFG(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(AC)) &
l(AD) = l(BD) & l(AF ) = l(CF ) & l(BE) = l(CE) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & G ∈ îòðåçîê(AE) & G ∈ îòðåçîê(BF )
& A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà
& G− òî÷êà→ G ∈ îòðåçîê(CD))

èç òåîðåìû

∀ABCDEF (A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
F − òî÷êà & ¬(A = B)& ¬(A = C) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(AC)) &
D ∈ îòðåçîê(AB) & l(AD) = l(BD) & E ∈ îòðåçîê(BC) & l(BE) = l(CE) &
F ∈ îòðåçîê(AC) & l(AF ) = l(CF )→ ∃G(G− òî÷êà & G ∈ îòðåçîê(CD) &
G ∈ îòðåçîê(AE) & G ∈ îòðåçîê(BF )))

Èç ôàêòà ïåðåñå÷åíèÿ òðåõ ìåäèàí â îäíîé òî÷êå âûâîäèòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ìåäèàí òðåòüåé.

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé õ10 (â íàøåì ïðèìåðå - G).
Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî
óòâåðæäåíèÿ â êîíñåêâåíòå. Â íåì âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ12, ñîäåðæàùåå
ïåðåìåííóþ õ10 è êàêóþ-ëèáî åùå ïåðåìåííóþ. Â íàøåì ñëó÷àå - óòâåðæäå-
íèå G ∈ îòðåçîê(CD). Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ13. Â íàøåì ñëó÷àå - a.
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííîé õ10 íà
ïåðåìåííóþ õ13 â îòëè÷íûõ îò õ12 óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ11. Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ñî ñïèñêà-
ìè õ14 è õ15. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà õ10 è õ13 èç ïî-
ñûëîê õ16. Ïîñëå ýòîãî ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò
àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû è óòâåðæäåíèÿ õ14, à êîíñåêâåíòîì - õ12. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

1. Âûâîä ýëåìåíòàðíûõ ñëåäñòâèé èç îáåèõ ÷àñòåé îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòàðíîãî
óòâåðæäåíèÿ è óñëîâèé íà íîâûå îáúåêòû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàñìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDE(E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BD) & ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) &
A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà & D−òî÷êà & E−òî÷êà→ l(DE) = l(BE))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A−òî÷êà& B−òî÷êà& C−òî÷êà& D−òî÷êà& ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD)
→ ∃E(E − òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(BD) & E ∈ îòðåçîê(AC)))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåêóùàÿ òåîðåìà áûëà ïîëó÷åíà â òåêóùåì öèêëå âûâîäà èç
îïðåäåëåíèÿ. Ýòî îïðåäåëåíèå ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ11. Â íàøåì ñëó÷àå
îíî èìååò âèä

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà→
ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD)↔ ÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & ïðÿìàÿ(AB) ‖
ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD))
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Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåêóùåé òåîðåìû, ïåðåìåí-
íîé õ13 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 ïîëó÷àåòñÿ
èç õ13 äîáàâëåíèåì îäíîãî èç îïåðàíäîâ êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ11. Ïåðåìåí-
íîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ13, íàáîðà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ ïðîòèâîïîëîæíîãî îïåðàíäà õ15 êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ11 è íàáîðà êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ â êîíñåêâåíòå
òåêóùåé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå õ17 ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
"A−òî÷êà", "B−òî÷êà", "C−òî÷êà", "D−òî÷êà", "÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD)",
"ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD)", "ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD)", "E − òî÷êà",
"E ∈ îòðåçîê(BD)", "E ∈ îòðåçîê(AC)". Ñîçäàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå
õ18, èìåþùàÿ ïîñûëêè õ17 è öåëè "èçâåñòíî", "òåîðåìà", "èñêëþ÷ X", ãäå X
- ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Åå íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþò-
ñÿ âñå ïàðàìåòðû ïîñûëîê. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà
õ13 è íàáîðà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îïåðàíäà õ15. Ñîçäàåòñÿ çàäà÷à íà èñ-
ñëåäîâàíèå õ20, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ19. Îíà èìååò öåëè
"èçâåñòíî", "òåîðåìà". Íåèçâåñòíûìè ñëóæàò âñå ïàðàìåòðû åå ïîñûëîê. Ïðî-
ñìàòðèâàåòñÿ òåêóùèé ñïèñîê âûâîäà. Åñëè â íåì âñòðå÷àåòñÿ òåîðåìà, àíòå-
öåäåíòû êîòîðîé âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ12, òî åå êîíñåêâåíò ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê
ïîñûëêàì çàäà÷è õ18 è ïîìå÷àåòñÿ â íåé êîììåíòàðèåì "òåîðâûâîä".

Äàëåå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷ õ18 è õ20. Óðîâíè
îáðàùåíèÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàâíû 5. Ïîñëå ðåøåíèÿ âûáèðàåòñÿ ýëåìåíòàðíàÿ
ïîñûëêà õ23 çàäà÷è õ18, íå èìåþùàÿ êîììåíòàðèÿ "òåîðâûâîä", íå âõîäÿùàÿ
â ñïèñîê ïîñûëîê çàäà÷è õ20 è íå èìåþùàÿ çàãîëîâêîâ "àêòèâ", "ïàññèâ". Â
íàøåì ïðèìåðå ýòî ïîñûëêà "l(DE) = l(BE)". Ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå õîòÿ
áû îäíîãî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(a) Â õ23 âõîäèò ïåðåìåííàÿ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ
â êîíñåêâåíòå òåêóùåé òåîðåìû.

(b) õ23 - ðàâåíñòâî, êàæäûé îïåðàíä êîòîðîãî - ëèáî êîíñòàíòà, ëèáî íåâû-
ðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì.

(c) õ23 íå èìååò ÷èñëåííûõ êîðíåâûõ îïåðàíäîâ.

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöå-
äåíòû" ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåêóùåé òåîðåìû, ïîïîëíåííîãî êîíúþíêòèâíûìè
÷ëåíàìè óòâåðæäåíèÿ ïîäêâàíòîðîì ñóùåòâîâàíèÿ, åñëè åãî êâàíòîðíàÿ ïðè-
ñòàâêà ïåðåñåêàåòñÿ ñ õ23. Îáðàáîòêà âåäåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåð-
æäåíèÿ õ23. Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ26 è êîíñå-
êâåíòîì õ23. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïåðåä ðåãèñòðà-
öèÿ ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîâåðêà òîãî, ÷òî êîíñåêâåíò íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
ñîáñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà àíòåöåäåíòîâ. Èñïîëüçóåòñÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëü-
ñòâî.

2. Äîáàâëåíèå ê ïîäêâàíòîðíûì óòâåðæäåíèÿì ñëåäñòâèé, âûâåäåííûõ âî âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå è ñîäåðæàùèõ òîëüêî ïåðåìåííûå êîíñå-
êâåíòà èñòî÷íèêà.
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∀ABCEFG(¬(A = C) & ¬(B = C) & ¬(ïðÿìàÿ(AC) = ïðÿìàÿ(BC)) &
l(AF ) = l(CF ) & l(BE) = l(CE) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
G ∈ îòðåçîê(AE) & G ∈ îòðåçîê(BF ) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C−òî÷êà& E−òî÷êà& F−òî÷êà& G−òî÷êà→ ∃D(2l(DG) = l(CG) & 3l(DG) =
l(CD) & l(AD) = l(BD) & D ∈ îòðåçîê(AB) & G ∈ îòðåçîê(CD) & D−òî÷êà))

èç òåîðåìû

∀ABCEFG(¬(A = C) & ¬(B = C) & ¬(ïðÿìàÿ(AC) = ïðÿìàÿ(BC)) & l(AF ) =
l(CF ) & l(BE) = l(CE) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & G ∈
îòðåçîê(AE) & G ∈ îòðåçîê(BF ) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & E −
òî÷êà & F−òî÷êà & G−òî÷êà→ ∃D(l(AD) = l(BD) & D ∈ îòðåçîê(AB) & G ∈
îòðåçîê(CD) & D − òî÷êà))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåêóùàÿ òåîðåìà áûëà ïîëó÷åíà ïðè ïîìîùè ïðèåìà "Âûâîä
óòâåðæäåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïóòåì óñìîòðåíèÿ ðåàëèçóåìîñòè ãðóïïû àíòåöå-
äåíòîâ, ñîäåðæàùèõ çàäàííûé ïàðàìåòð". Ýòîò ïðèåì èíèöèèðóåòñÿ õàðàêòå-
ðèñòèêîé "îòíîøåíèå" è áóäåò îïèñàí âïîñëåäñòâèè. Â íàøåì ñëó÷àå èñõîäíîé
òåîðåìîé äëÿ íåãî áûëà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

∀ABCDEFG(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(AC)) & l(AD) =
l(BD) & l(AF ) = l(CF ) & l(BE) = l(CE) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC)
& F ∈ îòðåçîê(AC) & G ∈ îòðåçîê(AE) & G ∈ îòðåçîê(BF ) & A−òî÷êà & B−
òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà & G− òî÷êà→ G ∈
îòðåçîê(CD))

Îíà ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ11. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàþòñÿ ïàðàìåòðû
êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - C, D,G. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãî-
ëîâêîì êîíñåêâåíòà òåêóùåé òåîðåìû ñëóæèò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðå-
ìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà, ïåðåìåííîé õ14 - íàáîð
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå õ15 íàáîðà
àíòåöåäåíòîâ òåêóùåé òåîðåìû è íàáîðà õ14. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå
õ16 ñ ïîñûëêàìè õ15. Åå öåëè - "èçâåñòíî", "òåîðâûâîä". Íåèçâåñòíûìè ñëóæàò
âñå ïàðàìåòðû ñïèñêà ïîñûëîê. Ïåðåä îáðàùåíèåì âûïîëíÿåòñÿ ðàçáëîêèðîâ-
êà ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà óæå âûâåäåííûõ â òåêåóùåì öèêëå òåîðåìàõ. Ïî
îêîí÷àíèè ðåøåíèÿ ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ïîñûëîê çàäà-
÷è õ16, íå èìåþùèõ çàãîëîâêà "àêòèâ", ñîäåðæàùèõ õîòÿ áû îäíó ïåðåìåí-
íóþ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè õ13 è íå èìåþùèõ ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â
ñïèñîê õ12. Ýòè ïîñûëêè îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíä" óïîðÿäî÷å-
íèÿ îïåðàíäîâ êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèé è ñèììåòðè÷íûõ îòíîøåíèé. Â íàøåì
ïðèìåðå õ18 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "2l(DG) = l(CG)", "3l(DG) = l(CD)",
"G ∈ îòðåçîê(CD)", "D− òî÷êà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ18 íå âêëþ÷àåòñÿ â íàáîð
õ19 ðåçóëüòàòîâ îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" òåðìîâ ñïèñêà õ14. Ôîðìèðó-
åòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé òàêèå æå, êàê ó èñõîäíîé òåîðåìû, à
êîíñåêâåíò - êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì õ13, íàâåøåííûé íà êîíú-
þíêöèþ óòâåðæäåíèé ñïèñêîâ õ18 è õ19. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

3. Äîáàâëåíèå ê ïîäêâàíòîðíûì óòâåðæäåíèÿì êîíñåêâåíòà ðàâåíñòâ, êàæäûé
÷èñëîâîé àòîì êîòîðûõ ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(A−òî÷êà& B−òî÷êà& C−òî÷êà& D−òî÷êà& ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD)
→ ∃E(E − òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(BD) & E ∈ îòðåçîê(AC) & l(BE) = l(DE) &
l(AE) = l(CE)))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A−òî÷êà& B−òî÷êà& C−òî÷êà& D−òî÷êà& ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD)
→ ∃E(E − òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(BD) & E ∈ îòðåçîê(AC)))

Ñðåäè èñòî÷íèêîâ òåêóùåé òåîðåìû íàõîäèòñÿ òåîðåìà õ11, èìåþùàÿ õàðàêòå-
ðèñòèêó "îïðåäåëåíèå(. . .)". Â íàøåì ïðèìåðå îíà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà→
ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD)↔ ÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & ïðÿìàÿ(AB) ‖
ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD))

Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåêóùåé òåîðåìû, ïåðåìåí-
íîé õ13 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 âêëþ÷àåò-
ñÿ â õ12. Ñðåäè îïåðàíäîâ êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ11 íàõîäèòñÿ òî óòâåðæäå-
íèå õ16, êîòîðîå âõîäèò â ñïèñîê 12. Âõîæäåíèå ïðîòèâîïîëîæíîãî îïåðàíäà
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëå äîáàâëåíèÿ õ16 ê õ13
ïîëó÷àåòñÿ ïîëíûé ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ õ12. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ13, íàáîðà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îïåðàíäà õ15 è íàáî-
ðà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ êîíñåêâåíòà òåêóùåé
òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "A − òî÷êà", "B −
òî÷êà", "C−òî÷êà", "D−òî÷êà", "÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD)", "ïðÿìàÿ(AB) ‖
ïðÿìàÿ(CD)", "ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD)", "E− òî÷êà", "E ∈ îòðåçîê(BD)",
"E ∈ îòðåçîê(AC)". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ18, ïîñûëêàìè êîòîðîé
ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ17. Îíà èìååò öåëè "èçâåñòíî", "òåîðåìà", "èñêëþ÷ . . .",
ãäå èñêëþ÷àåìûìè ïåðåìåííûìè ñëóæàò ïåðåìåííûå ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè
êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - E. Íåèçâåñòíûå ñóòü âñå ïàðà-
ìåòðû ïîñûëîê. Ê ïîñûëêàì çàäà÷è õ18 äîáàâëÿþòñÿ âñå êîíñåêâåíòû òåîðåì
ñïèñêà âûâîäà, àíòåöåäåíòû êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ â ñïèñêå õ12. Çàìåòèì, ÷òî
äàííàÿ çàäà÷à õ18 óæå âñòðå÷àëàñü âûøå â ïåðâîì ïðèåìå äàííîãî ïîäðàçäå-
ëà. Îíà èñïîëüçóåòñÿ ñðàçó â äâóõ ïðèåìàõ.

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà ñóùåñòâîâà-
íèÿ, ïåðåìåííîé õ24 - îáúåäèíåíèå åå ñ ïàðàìåòðûìè àíòåöåäåíòîâ õ12. Ñîñòàâ-
ëÿåòñÿ ñïèñîê õ25 âñåõ ðàâåíñòâ R èç ïîñûëîê çàäà÷è õ18 (ïîñëå åå ðåøåíèÿ),
ïàðàìåòðû êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ ñî ñïèñêîì õ23 è âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ24,
ïðè÷åì âñå ÷èñëîâûå àòîìû ðàâåíñòâà R èìåþò â íåì åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå
è ñîäåðæàò ïåðåìåííóþ ñïèñêà õ23. Ïðè çàíåñåíèè â ñïèñîê ðàâåíñòâà îáðà-
áàòûâàþòñÿ îïåðàòîðîì "ñòàíä". Â íàøåì ïðèìåðå õ25 ñîñòîèò èç ðàâåíñòâ
l(BE) = l(DE) è l(AE) = l(CE). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ25 íåïóñò. Ñîñòàâ-
ëÿåòñÿ ñïèñîê õ26 îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä" êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ25 íå âêëþ÷à-
åòñÿ â õ26. Ïîñëå ýòîãî ôîðìèðóåòñÿ ðåçóëüòàò, ïîëó÷àåìûé äîáàâëåíèåì ïîä
êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ èñõîäíîé òåîðåìû ðàâåíñòâ õ25.
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Âàðüèðîâàíèå àíòåöåäåíòîâ

1. Èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëåíèÿ äëÿ óñòðàíåíèÿ ìíîãîìåñòíîãî ïðåäèêàòà â àíòå-
öåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(a−òî÷êà & b−òî÷êà & c−òî÷êà & d−òî÷êà & ïðÿìàÿ(ab) ‖ ïðÿìàÿ(cd) &
ïðÿìàÿ(ad) ‖ ïðÿìàÿ(bc) & ÷åòûðåõóãîëüíèê(abcd)→ ∃E(l(aE) = l(cE) &
l(bE) = l(dE) & E ∈ îòðåçîê(ac) & E ∈ îòðåçîê(bd) & E − òî÷êà))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A−òî÷êà& B−òî÷êà& C−òî÷êà& D−òî÷êà& ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD)
→ ∃E(E − òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(BD) & E ∈ îòðåçîê(AC) & l(BE) = l(DE) &
l(AE) = l(CE)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà→
ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD)↔ ÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & ïðÿìàÿ(AB) ‖
ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD))

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî èòîãîâàÿ òåîðåìà - ëèøü ïðîìåæóòî÷íîå çâåíî â öåïî÷-
êå âûâîäîâ. Ñëåäóþùèì øàãîì áóäåò ïîâòîðíîå ïðèìåíåíèå òîãî æå ñàìîãî
ïðèåìà äëÿ èñêëþ÷åíèÿ àíòåöåäåíòà "÷åòûðåõóãîëüíèê(abcd)".

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ8 àíòåöåäåíòà, èìåþùåãî áîëåå äâóõ êîðíåâûõ
îïåðàíäîâ. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ñëó÷àå - ñèì-
âîë "ïàðàëëåëîãðàìì". Ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà ïîèñêà òåîðåì "îïðåäåëåíèå"
ïî ñèìâîëó õ9 íàõîäèòñÿ óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îïðåäåëÿþùåå óòâåðæäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêöèåé, à âñå åãî êîíú-
þíêòèâíûå ÷ëåíû ýëåìåíòàðíû. Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò
ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ8 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû. Ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ ñíà÷àëà ïðîöåäóðîé "íîðìòåîðåìà", à
çàòåì - ïðîöåäóðîé "ñîêðàùàíò", óäàëÿþùåé àíòåöåäåíòû, ÿâëÿþùèåñÿ ñëåä-
ñòâèÿìè äðóãèõ àíòåöåäåíòîâ.

3.29 Õàðàêòåðèñòèêà "åäèíñòâñóù"
Õàðàêòåðèñòèêîé "åäèíñòâñóù(õ1)" ñîïðîâîæäàþòñÿ òîæäåñòâà, ïðåîáðàçóþùèå òåðì
ñ íåñêîëüêèìè âõîæäåíèÿìè îïåðàöèè ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè, õîòÿ áû îäíî èç
êîòîðûõ ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå çàìåíÿåìîé ÷àñòè, â âûðàæåíèå ñ åäèíñòâåííûì
âõîæäåíèåì ýòîé îïåðàöèè ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè. õ1 - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà ïóòåì ââîäà áåñïîâòîðíîãî äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà
îïåðàíäà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀abcdf (¬(a = 0) & ¬(c = 0) & a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & d−÷èñëî & f−
÷èñëî→ d(f + bc)/(ac) = d(b + f/c)/a)

èç òåîðåìû

∀abcf (¬(a = 0) & ¬(c = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & f − ÷èñëî→
(f + bc)/(ac) = (b + f/c)/a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bde(¬(d = 0) & ¬(e = 0) & b−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî→ b/(d/e) = (be)/d)

Èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "åäèíñòâñóù(ïåðâûéòåðì)". Îíà ïå-
ðåâîäèò âûðàæåíèå ñ äâóìÿ äðîáÿìè â âûðàæåíèå ñ îäíîé äðîáüþ.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - çàìå-
íÿþùåå. Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 äâóìåñòíîé îïå-
ðàöèè. Â íàøåì ñëó÷àå - êîðíåâîå âõîæäåíèå äðîáè. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ12. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè"
îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îíà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(N)". Â íàøåì ïðèìåðå N -
"âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî èìååò çàãîëîâîê õ13. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
êîðíåâîé îïåðàíä õ20 âûðàæåíèÿ õ19, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé äâóìåñòíóþ îïå-
ðàöèþ îò ïåðåìåííûõ. Â íàøåì ñëó÷àå - "d/e". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ
èìååò åäèíèöó ïî íåêîòîðîìó ñâîåìó îïåðàíäó. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðâûé îïåðàíä îïåðàöèè õ20, ïåðåìåííîé õ23 - âòîðîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè
ïåðåìåííûå ðàçëè÷íû. Â íàøåì ñëó÷àå õ22 - d, õ23 - e. Íàõîäèòñÿ êîðíåâîé îïå-
ðàíä âûðàæåíèÿ õ19, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïåðåìåííóþ õ25. Â íàøåì ñëó÷àå
- ïåðåìåííóþ b. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà îïåðàöèè
õ12, ðàñïîëîæåííîãî òàê æå, êàê õ20 â õ19. Â êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå áåðåòñÿ
ëþáîé îïåðàíä. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà õ26 - âõîæäåíèå ïåðåìåííîé a. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ26 ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ, è ýòà ïåðåìåííàÿ ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ27. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå
â õ10. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîé îïåðàíä îïåðàöèè õ12. Â íàøåì
ïðèìåðå - b+f/c. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ òà èç ïåðåìåííûõ õ22, õ23, ïî
êîòîðîé îïåðàöèÿ õ20 èìååò åäèíèöó, ïåðåìåííîé õ29 - äðóãàÿ èç íèõ. Â íàøåì
ïðèìåðå õ29 - d, õ30 - e. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò çàãîëîâîê õ13. Ïåðåìåííîé
õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà âûðàæåíèÿ õ31, ðàñïîëîæåí-
íîãî òàê æå, êàê îïåðàíä õ20 îïåðàöèè õ19. Â íàøåì ïðèìåðå õ32 - âõîæäåíèå
ïåðåìåííîé d. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ32 ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ
õ29. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà âûðàæåíèÿ
õ31, îòëè÷íîå îò õ32. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îïåðàíä íåîäíîáóêâåííûé è åãî çà-
ãîëîâêîì ñëóæèò êîììóòàòèâíûé ñèìâîë õ34. Â íàøåì ïðèìåðå õ33 èìååò âèä
be. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè òåðì õ26 èìååò çàãîëîâîê õ34, òî ó íåãî îòñóòñòâóåò
êîðíåâîé îïåðàíä, ÿâëÿþùèéñÿ áåñïîâòîðíîé ïåðåìåííîé. Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ
ïåðåìåííàÿ õ35. Â íàøåì ïðèìåðå - d. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ34 òåðìîâ õ35, õ28. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ28 â òåðì õ10 íà òåðì õ36. Â íàøåì ñëó÷àå îí
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èìååò âèä d(b + f/c)/a. Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ38 ïîäñòàíîâêè â òåðì õ20 ïåðå-
ìåííûõ õ27 è õ35 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29 è õ30. Â íàøåì ñëó÷àå - a/d. Ïåðå-
ìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà õ38 âìåñòî ïåðåìåííîé
õ27 â âûðàæåíèå õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "(f + bc)/((a/d) · c)". Ïåðåìåííîé õ41
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû âûðàæåíèé õ27, õ35, õ28 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29, õ30, õ25. Â íàøåì
ïðèìåðå èìååì íàáîð óòâåðæäåíèé "¬(a = 0)", "¬(d = 0)", "b + f/c − ÷èñëî",
"a − ÷èñëî", "d − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà
õ41 ñ ðåçóëüòàòàìè ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû òåðìà õ38
âìåñòî ïåðåìåííîé õ27. Â íàøåì ïðèìåðå ê óêàçàííûì âûøå óòâåðæäåíèÿì
äîáàâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "¬(a/d = 0)", "¬(c = 0)", "a/d−÷èñëî", "b−÷èñëî",
"c − ÷èñëî", "f − ÷èñëî". Åñëè õ28 - íå ïåðåìåííàÿ è èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì
ñèìâîë, îòëè÷íûé îò õ34, òî íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ43 îáðàáîòêè òåðìà õ36 îïå-
ðàòîðîì "íîðì" îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ42. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ d â
òåðìå õ43 íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè, óæå
èìåþùåé ñðåäè ñâîèõ îïåðàíäîâ è äðóãóþ áåñïîâòîðíóþ ïåðåìåííóþ. Çàòåì
ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ42 è ðàâåíñòâîì òåðìîâ õ39, õ37 â
êîíñåêâåíòå. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
íîâàÿ òåîðåìà èìååò áîëüøóþ äëèíó ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè, ÷åì èñõîäíàÿ,
ïðè÷åì â íåé îòñóòñòâóþò "ñäâîåííûå" ïåðåìåííûå, äîïóñêàþùèå çàìåíó íà
îäíó íîâóþ ïåðåìåííóþ. Âûâåäåííàÿ òåîðåìà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà
ñ ïîìåòêîé "îáîáùåíèå".

3.30 Õàðàêòåðèñòèêà "çíà÷åíèåïåðåìåííîé"
Õàðàêòåðèñòèêîé "çíà÷åíèåïåðåìåííîé" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà, ó êîòîðûõ â îäíîé
÷àñòè íàõîäèòñÿ ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â ïðîòèâîïîëîæíóþ ÷àñòü.

Ñêëåéêà òåîðåì

1. Âîññòàíîâëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî íàáîðà ïî åãî ðàçðÿäàì.

Íåñêîëüêî òåîðåì îïðåäåëÿþò ïî îòäåëüíîñòè ïàðàìåòðû íåêîòîðîãî òåðìà.
Îíè ñêëåèâàþòñÿ â òåîðåìó, îïðåäåëÿþùóþ äàííûé òåðì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDKcdehij(¬(c = D) & K = (A, B, C) & êîîðä(c, K) = (d, e) & c− òî÷êà &
D − òî÷êà & ïðÿìàÿ(cD) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & ñèñòêîîðä(K) & ¬(h = D) &
êîîðä(h,K) = (i, j) & h− òî÷êà & ïðÿìàÿ(hD) ‖ ïðÿìàÿ(AC)→
êîîðä(D, K) = (i, e))

èç òåîðåìû

∀ABCDKcde(¬(c = D) & K = (A, B, C) & êîîðä(c, K) = (d, e) & êîîðä(D, K) =
(a, b) & c− òî÷êà & D− òî÷êà & ïðÿìàÿ(cD) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & ñèñòêîîðä(K)→
b = e)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
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∀ABCDKcde(¬(c = D) & K = (A, B, C) & êîîðä(c, K) = (d, e) & êîîðä(D, K) =
(a, b) & c− òî÷êà & D− òî÷êà & ïðÿìàÿ(cD) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & ñèñòêîîðä(K)→
a = d)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ îäíîé èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñå-
êâåíòå, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå ïðîòèâîïîëîæíîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ12 - b. Â àíòåöåäåíòàõ òåîðåìû íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ13, ïðà-
âàÿ ÷àñòü êîòîðîãî èìååò çàãîëîâîê "íàáîð", ïðè÷åì ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê îïåðàíäîâ ýòîãî íàáîðà. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - óòâåðæäåíèå
"êîîðä(D, K) = (a, b)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû ñïèñêà õ14 ñóòü îäíîáóê-
âåííûå òåðìû, îáðàçîâàííûå ðàçëè÷íûìè ïåðåìåííûìè, è ÷èñëî èõ ìåíåå 3.
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ýòèõ ïåðåìåííûõ. Â íàøåì ñëó÷àå - a, b.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 - ýëåìåíò ñïèñêà õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòëè÷íûå îò õ13
àíòåöåäåíòû íå ñîäåðæàò ïåðåìåííûõ õ15 è ÷òî ïåðâûé îïåðàíä ðàâåíñòâà õ13
òîæå íå ñîäåðæèò ýòèõ ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì
ïî âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - e. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå ñîäåðæèò ïå-
ðåìåííûõ õ15. Ñîçäàåòñÿ íàêîïèòåëü õ17, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå íàáîðà
õ15. Ïåðâîíà÷àëüíî îí çàïîëíåí íóëÿìè. Òîò åãî ðàçðÿä, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò
ïîçèöèè ïåðåìåííîé õ12 â ñïèñêå õ15, çàìåíÿåòñÿ íà òåðì õ16. Â íàøåì ñëó÷àå
ýòî âòîðîé ðàçðÿä.

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ îäíîýëåìåíòûé íàáîð, îáðàçîâàííûé òåêóùåé
òåîðåìîé, ïåðåìåííîé õ19 - ðåçóëüòàò îòáðàñûâàíèÿ èç ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ
ðàâåíñòâà õ13. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ20 ïàðàìåòðîâ ðàâåíñòâà õ13. Ïðîñìàò-
ðèâàþòñÿ îòëè÷íûå îò õ13 ðàâåíñòâà â àíòåöåäåíòàõ. Åñëè ó íåêîòîðîãî òàêîãî
ðàâåíñòâà îäíà èç ÷àñòåé - ïåðåìåííàÿ, âõîäÿùàÿ â õ20, òî ê õ20 äîáàâëÿþò-
ñÿ ïàðàìåòðû äðóãîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Â èòîãå õ20 îêàçûâàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç
ïåðåìåííûõ A, B, C,D,K, a, b. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî àí-
òåöåäåíòîâ, âñå ïàðàìåòðû êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ â ñïèñêå õ20. Äëÿ íàøåãî ñëó-
÷àÿ èìååì àíòåöåäåíòû "K = (A, B, C)", "êîîðä(D, K) = (a, b)", "D − òî÷êà",
"ñèñòêîîðä(K)". Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé òåîðåìû äî-
ïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà õ23 (ñì. âûøå). Îíà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "çíà÷åíè-
åïåðåìåííîé" è íå ïîìå÷åíà ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå". Ñðàçó æå åå ïåðåìåííûå
ïåðåîáîçíà÷àþòñÿ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Ïîëó÷àåì
ðåçóëüòàò ñëåäóþùåãî âèäà:

∀fghijklmnp(¬(h = n) & p = (k, l, m) & êîîðä(h, p) = (i, j) & êîîðä(n, p) =
(f, g) & h − òî÷êà & n − òî÷êà & ïðÿìàÿ(hn) ‖ ïðÿìàÿ(km) & ñèñòêîîðä(p) →
f = i)

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû,
ïåðåìåííîé õ27 - âõîæäåíèå ðàâåíñòâà â åå êîíñåêâåíòå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â
îäíîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ30. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðå-
ìåííàÿ f . Â ñïèñêå õ26 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ31, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî èìååò
çàãîëîâîê "íàáîð". Â íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä(n, p) = (f, g)". Ïåðåìåííîé õ32
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îïåðàíäîâ ýòîãî íàáîðà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè ñóòü
ðàçëè÷íûå îäíîáóêâåííûå òåðìû, îáðàçîâàííûå ïåðåìåííûìè, à ÷èñëî èõ ðàâ-
íî ÷èñëó ýëåìåíòîâ íàáîðà õ14. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð äàííûõ
ïåðåìåííûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ õ30, ïðè÷åì ïðî÷èå
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ýëåìåíòû íàáîðà õ26 è ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ31 íå èìåþò ïåðåìåííûõ èç õ33.
Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ îïåðàíä êîíñåêâåíòà, îòëè÷íûé îò õ30. Â íàøåì
ñëó÷àå ýòî îäíîáóêâåííûé òåðì i. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå ñîäåðæèò ïåðåìåí-
íûõ õ33. Íàõîäèòñÿ ðàçðÿä õ36 íàêîïèòåëÿ õ17, íîìåð êîòîðîãî ðàâåí íîìåðó
âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé õ30 â íàáîð õ33. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ïåðâûé ðàçðÿä.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íóëåâîé.

Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïàðàìåòðîâ òåðìà õ31. Äëÿ êàæäîãî âõî-
äÿùåãî â õ26 ðàâåíñòâà, îäíà èç ÷àñòåé êîòîðîãî - ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ37, ê
ñïèñêó õ37 äîáàâëÿþòñÿ âñå ïåðåìåííûå ýòîãî ðàâåíñòâà. Â ðåçóëüòàòå õ37 ñòà-
íîâèòñÿ ðàâíî f, g, n, p, k, l,m. Îïðåäåëÿåòñÿ ñïèñîê õ38 ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ26,
ïàðàìåòðû êîòîðûõ âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ37. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç
óòâåðæäåíèé "p = (k, l, m)", "êîîðä(n, p) = (f, g)", "n− òî÷êà", "ñèñòêîîðä(p)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû ñïèñêîâ õ21 è õ38 ðàâíû. Ïðîöåäóðà "ïîäáîðçíà÷åíèé"
îïðåäåëÿåò òàêèå òåðìû õ39, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå èõ âìåñòî ïåðåìåííûõ õ37 â
óòâåðæäåíèÿ õ38 ïîëó÷àåòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà îïåðàíäîâ â
êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèÿõ è ñèììåòðè÷íûõ îòíîøåíèÿõ) ñïèñîê óòâåðæäåíèé
õ21. Â íàøåì ïðèìåðå õ39 - îäíîáóêâåííûå òåðìû a, b, D,K, A,B,C. Ê ñïèñêó
õ19 ïðèñîåäèíÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ39 âìåñòî ïåðåìåííûõ
õ37 â óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ26, îòëè÷íûå îò õ38. Ê ñïèñêó õ18 ïðèñîåäèíÿåòñÿ
òåîðåìà õ23. Ïî âõîæäåíèþ õ36 â íàêîïèòåëü õ17 çàíîñèòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòà-
íîâêè òåðìîâ õ39 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ37 â îïåðàíä ðàâåíñòâà õ27, îòëè÷íûé
îò ïåðåìåííîé õ30. Â íàøåì ñëó÷àå - i. Åñëè íàêîïèòåëü õ17 óæå çàïîëíåí (ò.å.
â íåì íå îñòàëîñü íóëåâûõ ðàçðÿäîâ), òî ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåí-
ñòâî ïåðâîãî îïåðàíäà ðàâåíñòâà õ13 ðåçóëüòàòó ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé "íàáîð"
ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä(D, K) = (i, e)". Ôîðìèðóåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ19 è êîíñåêâåíòîì õ43, êîòîðàÿ è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà. Åñëè íàêîïèòåëü õ17 çàïîëíåí íå ïîëíîñòüþ - îòêàò ê âûáî-
ðó èç ñïèñêà âûâîäà äðóãîé âåðñèè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, è ïðîäîëæåíèå
çàïîëíåíèÿ íàêîïèòåëÿ.

3.31 Õàðàêòåðèñòèêà "çíà÷ïàðàì"
Õàðàêòåðèñòèêîé "çíà÷ïàðàì(õ1)" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà, âûðàæàþùèå íåâûðîæ-
äåííûé ÷èñëîâîé àòîì ÷åðåç ïàðàìåòðû êîîðäèíàò. õ1 - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíñåêâåíòà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòíîøåíèÿ ñ èñêëþ÷åí-
íûìè ñëîæíûìè îïåðàöèÿìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abpqABK(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b) &
êîîðä(B, K) = (p, q)→ l(AB)2 = (a− p)2 + (b− q)2)

èç òåîðåìû

∀abpqABK(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b) &

êîîðä(B, K) = (p, q)→ l(AB) =
√

(a− p)2 + (b− q)2)
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Ê êîíñåêâåíòó õ9 èñõîäíîé òåîðåìû îòíîñèòåëüíî ñïèñêà õ8 åå àíòåöåäåíòîâ
ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð "íîðì÷èñë". Ýòîò íîðìàëèçàòîð ñîçäàí äëÿ ýêâè-
âàëåíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ óòâåðæäåíèé ñ ïåðåõîäîì ê áîëåå ïðîñòûì ïîíÿ-
òèÿì. Ïîêà â íåì èìåþòñÿ ëèøü ïðèåìû äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ðàäèêàëîâ è çíà-
ìåíàòåëåé, à òàêæå ãðóïïèðîâêà íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ ðàâåíñòâà â ëåâîé ÷àñòè.
Íîðìàëèçàòîð âûäàåò ðåçóëüòàò õ10. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "l(AB)2 =
(a − p)2 + (b − q)2". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 íå ðàâíî õ9. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê
õ11 îöåíîê ñëîæíîñòè îïåðàöèé â õ10, à òàêæå ñïèñîê õ12 îöåíîê ñëîæíîñòè
îïåðàöèé â õ9. Â ýòèõ ñïèñêàõ äîïóñêàþòñÿ ïîâòîðåíèÿ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ11 è õ12, à ïåðåìåííîé õ14 - ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ12
è õ11. Ïðè îïðåäåëåíèè ðàçíîñòè ïîâòîðÿþùèåñÿ ýëåìåíòû ðàññìàòðèâàþòñÿ
êàê ðàçëè÷íûå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíàò ñïèñêà õ13 ñóùåñòâóåò
áîëüøèé åãî ýëåìåíò ñïèñêà õ14. Ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ
õ15 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ16. Çàòåì ôîðìèðóåòñÿ ðåçóëüòàò - èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ8 è êîíñåêâåíòîì õ16.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ àíòåöåäåíòà

1. Ïîïûòêà äåêîìïîçèöèè àíòåöåäåíòà, èìåþùåãî âèä ðàâåíñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀defhijklm(k = êðä(l,m, 3) & j = êðä(l,m, 2) & Âåêòîð(l) & Âåêòîð(d) &
ïðÿìêîîðä(m) & i = êðä(l,m, 1) & êîîðä(d,m) = (e, f, h) → ñêàëóìíîæ(l, d) =
ie + jf + kh)

èç òåîðåìû

∀Kabcdefgh(Âåêòîð(a) & Âåêòîð(d) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(a, K) = (b, c, g) &
êîîðä(d,K) = (e, f, h)→ ñêàëóìíîæ(a, d) = be + cf + gh)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀AKabc(Òðåõìåðí(K) & Âåêòîð(A) → êîîðä(A, K) = (a, b, c) ↔ êðä(A, K, 1) =
a & êðä(A, K, 2) = b & êðä(A, K, 3) = c)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ àíòåöåäåíò èñõîäíîé òåîðåìû, èìåþùèé çàãî-
ëîâîê "ðàâíî". Â íàøåì ñëó÷àå - "êîîðä(a, K) = (b, c, g)". Íàõîäÿòñÿ ïîäòåðìû
òåðìà õ10, èìåþùèå íàèáîëüøóþ îöåíêó ñëîæíîñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òàêîé
ïîäòåðì åäèíñòâåííûé. Îí ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ12. Â íàøåì ïðèìåðå -
"êîîðä(a, K)". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ïîäòåðìà õ12. Ñïðà-
âî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàâíîçíà÷íû" íàõîäèò ïî õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíè-
òåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ18 ïðåîáðàçî-
âàíèÿ àíòåöåäåíòà õ10 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå
îí èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀defhijklm(Âåêòîð(l) & Âåêòîð(d) & ïðÿìêîîðä(m) & (êðä(l,m, 1) = i &
êðä(l,m, 2) = j & êðä(l,m, 3) = k) & êîîðä(d,m) = (e, f, h)→ ñêàëóìíîæ(l, d) =
ie + jf + kh)
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Íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ18 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåí-
òû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ åå êîíñåêâåíòà, ïîñëå ÷åãî ïåðåìåííîé õ23 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò. Îí ïîëó÷àåòñÿ èç õ18 çàìåíîé åå àí-
òåöåäåíòîâ íà ðåçóëüòàò óêàçàííîé îáðàáîòêè. Èòîãîâàÿ òåîðåìà ñíàáæàåò-
ñÿ õàðàêòåðèñòèêîé "èäåíòèôèêàöèÿ(1,2,6)", óêàçûâàþùåé íîìåðà íåïîñðåä-
ñòâåííî èäåíòèôèöèðóåìûõ àíòåöåäåíòîâ, à òàêæå õàðàêòåðèñòèêîé "çíà÷ïà-
ðàì(âòîðîéòåðì)".

2. Ïîïûòêà ñãðóïïèðîâàòü íåñêîëüêî àíòåöåäåíòîâ, õîòÿ áû îäèí èç êîòîðûõ -
ðàâåíñòâî, â îïðåäåëÿåìîå ïîíÿòèå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀adefhK(êîîðä(d,K) = (e, f, h) & Âåêòîð(a) & Âåêòîð(d) & ïðÿìêîîðä(K) &
âåðòèêíàïð(a, K)→ ñêàëóìíîæ(a, d) = hêðä(a, K, 3))

èç òåîðåìû

∀defhijklm(k = êðä(l,m, 3) & j = êðä(l,m, 2) & Âåêòîð(l) & Âåêòîð(d) &
ïðÿìêîîðä(m) & i = êðä(l,m, 1) & êîîðä(d,m) = (e, f, h) → ñêàëóìíîæ(l, d) =
ie + jf + kh)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀aK(Òðåõìåðí(K) & Âåêòîð(a)→ âåðòèêíàïð(a, K)↔ êðä(a, K, 1) = 0 &
êðä(a, K, 2) = 0)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà èìååò íå ìåíåå äâóõ àíòåöåäåíòîâ. Ñðåäè íèõ íàõî-
äèòñÿ ðàâåíñòâî õ10. Îíî èìååò åäèíñòâåííîå ïîäâûðàæåíèå õ12 ìàêñèìàëüíîé
ñëîæíîñòè. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 - k = êðä(l,m, 3), õ12 - êðä(l,m, 3). Ïåðåìåí-
íîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ12. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"îïðåä" íàõîäèò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü, îäíèì èç îïåðàíäîâ êîòîðîé
ñëóæèò êîíúþíêöèÿ õ18. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð åå êîíúþíêòèâ-
íûõ ÷ëåíîâ. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð çàãîëîâêîâ ñàìûõ ñëîæíûõ
ïîäâûðàæåíèé ýòèõ ÷ëåíîâ. Â íàøåì ñëó÷àå - (êðä, êðä). Äëÿ êàæäîãî ñèìâîëà
íàáîðà õ21 âûáèðàåòñÿ ñîäåðæàùåå åãî è åùå íå âûáðàííîå ðàâåíñòâî ñïèñêà
õ8, ðåãèñòðèðóåìîå â íàáîðå õ22. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òàêîé âûáîð âîçìîæåí; ñàìî
õ22 íå èñïîëüçóåòñÿ. Â íàøåì ñëó÷àå âûáèðàþòñÿ àíòåöåäåíòû k = êðä(l,m, 3),
j = êðä(l,m, 2). Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, ïîëó÷àåìàÿ èç
èñõîäíîé òåîðåìû ãðóïïèðîâêîé âñåõ àíòåöåäåíòîâ â îäíó êîíúþíêöèþ. Ïðî-
öåäóðà "òîæäâûâîä" ïðåîáðàçóåò ýòîò àíòåöåäåíò ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû, ïðè÷åì èñïîëüçóåòñÿ óêàçàòåëü "ìîäèôèêàòîð", äîáàâëÿþùèé ê
êàæäîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íîâûé êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí - âñïîìîãà-
òåëüíóþ ïåðåìåííóþ. Ïîëó÷åííàÿ èìïëèêàöèÿ õ24 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà".

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà âûðàæåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè àòîìàðíîãî âûðàæåíèÿ ÷åðåç åãî êîîðäè-
íàòû.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdfgK(êîîðä(âåêòîð(cd), K) = (f, g) & c−òî÷êà & d−òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K)→
äëèíà(âåêòîð(cd)) =

√
f 2 + g2)

èç òåîðåìû

∀ABabpqK(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b) &

êîîðä(B, K) = (p, q)→ l(AB) =
√

(a− p)2 + (b− q)2)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà→ äëèíà(âåêòîð(AB)) = l(AB))

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ12 - åãî
çàãîëîâîê. Â íàøåì ñëó÷àå - ñèìâîë "ðàññòîÿíèå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"îïðàòîì" íàõîäèò ïî äàííîìó ñèìâîëó óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåî-
ðåìó. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â
íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì: "∀cd(c − òî÷êà & d − òî÷êà → äëèíà(âåêòîð(cd)) =
l(cd))".

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òà ÷àñòü õ19 ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ15, çàãîëî-
âîê êîòîðîé ðàâåí õ12. Â íàøåì ñëó÷àå - l(cd). Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ11 è õ19, ò.å. c, d, A,B. Îïðåäåëÿåòñÿ óíè-
ôèöèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêà S äëÿ òåðìîâ õ11, õ19 îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ
õ20. Â íàøåì ïðèìåðå îíà ïîäñòàâëÿåò òåðìû c, d, c, d. Îïðåäåëÿåòñÿ íàáîð
õ22 ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðå-
ìû è òåîðåìû õ15. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "c − òî÷êà",
"d− òî÷êà", "ïðÿìêîîðä(K)", "êîîðä(c, K) = (a, b)", "êîîðä(d,K) = (p, q)". Ïå-
ðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê òîé ÷àñòè
êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ15, êîòîðàÿ îòëè÷íà îò õ19. Ïîëó÷àåì â íàøåì ïðèìåðå
"äëèíà(âåêòîð(cd))". Â òåðìå õ23 îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîáóêâåííûé ïîäòåðì õ27,
òèï çíà÷åíèÿ êîòîðîãî îòëè÷åí îò "÷èñëî". Â íàøåì ñëó÷àå - "âåêòîð(cd)". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî õ27 - àòîìàðíîå âûðàæåíèå, ñîäåðæàùåå âñå ïåðåìåííûå òåðìà
õ23. Â ñïèñêå õ22 ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàâåíñòâî õ28, îäèí èç îïåðàíäîâ êîòîðî-
ãî èìååò çàãîëîâîê "íàáîð", à äðóãîé - èìååò âèä "T (x, Q)", ãäå T - íàçâà-
íèå êîîðäèíàò. Â íàøåì ñëó÷àå õ28 - "êîîðä(c, K) = (a, b)", T - ñèìâîë "êî-
îðä". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì Q. Ôîðìèðóåòñÿ òåðì õ33 âèäà
"T (õ27,Q)". Â íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä(âåêòîð(cd,K))". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ïðàâûõ ÷àñòåé âñåõ ðàâåíñòâ íàáîðà õ22, èìåþùèõ
âèä "T (y, Q) = íàáîð(. . .)". Â íàøåì ñëó÷àå - ñïèñîê a, b, p, q. Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ
ïåðåìåííàÿ õ35 (â íàøåì ïðèìåðå - e), ïîñëå ÷åãî ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñà-
íèå ñ ïîñûëêàìè õ22 è åäèíñòâåííûì óñëîâèåì "ðàâíî(õ33 õ35)". Öåëè çàäà÷è -
"ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ35". "èçâåñòíî õ34". Ïîëó÷à-
åòñÿ îòâåò õ37, èìåþùèé çàãîëîâîê "ðàâíî". Â íàøåì ñëó÷àå - e = (p−a, q− b).
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûé îïåðàíä ðàâåíñòâà - ïåðåìåííàÿ õ35, à âòîðîé îïå-
ðàíä õ38 èìååò çàãîëîâîê "íàáîð". Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîð-
íåâûõ îïåðàíäîâ ýòîãî íàáîðà. Âûáèðàåòñÿ íàáîð õ40 ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ
â òåðìû õ22 è â õ23, èìåþùèé òó æå äëèíó, ÷òî íàáîð õ39. Â íàøåì ïðèìåðå
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- f, g. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîïîëíåíèÿ íàáîðà õ2 ðàâåí-
ñòâàìè ýëåìåíòîâ íàáîðà õ39 ïåðåìåííûì õ40. Â íàøåì ñëó÷àå õ41 ñîñòîèò èç
óòâåðæäåíèé c − òî÷êà", "d − òî÷êà", "ïðÿìêîîðä(K)", "êîîðä(c, K) = (a, b)",
"êîîðä(d,K) = (p, q)", "p − a = f", "q − b = g". Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ42
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê çàìåíÿþùåìó òåðìó èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì
ïðèìåðå ýòîò ðåçóëüòàò èìååò âèä

√
(a− p)2 + (b− q)2. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïè-

ñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ41 è óñëîâèÿìè "ðàâíî(õ42 õ35)", "÷èñëî(õ35)". Â íàøåì
ïðèìåðå - "

√
(a− p)2 + (b− q)2 = e", "e−÷èñëî". Çàäà÷à èìååò öåëè "ïîëíûé",

"ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ35", "èçâåñòíî õ40". Îòâåò ïðèñâàè-
âàåòñÿ ïåðåìåííîé õ44. Â íàøåì ñëó÷àå - "e =

√
f 2 + g2". Ïðîâåðÿåòñÿ ÷òî

õ44 - ðàâåíñòâî ñ ïåðâûì îïåðàíäîì õ35. Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî
âòîðîé îïåðàíä. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ46, ïîëó÷àåìûé äîáàâëåíèåì ê õ22 ðà-
âåíñòâà âûðàæåíèÿ õ33 ðåçóëüòàòó ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé "íàáîð" ïåðåìåííûõ
ñïèñêà õ40. Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ46, êîíñåêâåíòîì êîòî-
ðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ23 è õ45. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà".

2. Ïîïûòêà âûðàæåíèÿ ÷èñëîâîãî àòîìà ÷åðåç õàðàêòåðèñòèêó àòîìàðíîãî âûðà-
æåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdfgK(êîîðä(âåêòîð(cd), K) = (f, g) & c−òî÷êà & d−òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K)→
l(cd) =

√
f 2 + g2)

èç òåîðåìû

∀ABabpqK(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b) &

êîîðä(B, K) = (p, q)→ l(AB) =
√

(a− p)2 + (b− q)2)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà→ äëèíà(âåêòîð(AB)) = l(AB))

Ïðîãðàììà ïðèåìà äîñëîâíî âîñïðîèçâîäèò ïðîãðàììó ïðåäûäóùåãî ïðèåìà,
âïëîòü äî ìîìåíòà ôîðìèðîâàíèÿ èòîãîâîé èìïëèêàöèè. Îäíàêî, îíà ôîðìè-
ðóåòñÿ òåïåðü ïî-äðóãîìó. Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê
âûðàæåíèþ õ11. Â íàøåì ñëó÷àå îí èìååò âèä "l(cd)". Äàëåå ñîçäàåòñÿ èìïëè-
êàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ46, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæå-
íèé õ47 è õ45. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Èñïîëüçîâàíèå òåêóùåãî òîæäåñòâà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû

1. Èñïîëüçîâàíèå âûðàæåíèÿ ÷èñëîâîãî àòîìà ÷åðåç êîîðäèíàòû äëÿ ïîëó÷åíèÿ
âûðàæåíèÿ áîëåå ñëîæíîãî ÷èñëîâîãî àòîìà ÷åðåç êîîðäèíàòû èç äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀efghABCK(¬(A = B) & ¬(A = C) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (f, g) &
êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (e, h) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
ïðÿìêîîðä(K)→ ef + gh =

√
e2 + h2

√
f 2 + g2 cos(∠(BAC)))
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èç òåîðåìû

∀cdfgK(êîîðä(âåêòîð(cd), K) = (f, g) & c−òî÷êà & d−òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K)→
l(cd) =

√
f 2 + g2)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(A = B) →
2l(AB)l(AC) cos(∠(BAC)) = l(AB)2 + l(AC)2 − l(BC)2)

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ12 - åãî çàãîëî-
âîê. Â íàøåì ñëó÷àå - ñèìâîë "ðàññòîÿíèå". Ñïðàâî÷íèê "ðàçäåë" îïðåäåëÿåò
ïî ñèìâîëó õ12 ðàçäåë õ13, ê êîòîðîìó îí îòíîñèòñÿ. Â íàøåì ñëó÷àå - "ãåî-
ìåòðèÿ". Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîñìîòð òåîðåì õ17 äàííîãî ðàçäåëà, èìåþùèõ
õàðàêòåðèñòèêó "÷èñëîâîéàòîì" è íå èìåþùèõ ñóùåñòâåííûõ ïîñûëîê, â ÷àñò-
íîñòè, ïîñûëîê ñ çàãîëîâêîì "ðàâíî". Â íàøåì ñëó÷àå õ17 - óêàçàííàÿ âûøå
äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû
õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 âñòðå÷àåòñÿ â òåðìå õ19. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâà-
åòñÿ íàáîð ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåíòà õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè íåâû-
ðîæäåííûå è êàæäûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàöèþ íàä ãðóïïîé ïåðåìåííûõ.
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ýëåìåíòîâ íàáîðà õ20, èìåþùèõ çà-
ãîëîâîê õ12. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî l(AB), l(AC), l(BC). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê
õ21 íåïóñò è ÷òî â íåãî íå âîøåë åäèíñòâåííûé ýëåìåíò õ23 ñïèñêà õ20. Â íàøåì
ñëó÷àå - ∠(BAC). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè òåðìà õ23 áîëüøå îöåíêè
ñëîæíîñòè ëþáîãî èç òåðìîâ õ21. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ25 âõîæäåíèé
ñèìâîëà õ12 â òåðì õ19, à òàêæå ïóñòîé íàêîïèòåëü âûðàæåíèé, íà êîòîðûå
ýòè âõîæäåíèÿ áóäóò çàìåíÿòüñÿ. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð òåîðåì,
êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðèåìîì. Èçíà÷àëüíî â íåãî çàíîñèòñÿ ñàìà òåî-
ðåìà õ17. Äàëåå â ýòîò íàáîð áóäóò çàíîñèòüñÿ ëèøü êîïèè èñõîäíîé òåîðåìû,
ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ èçìåíÿþòñÿ âõîæäåíèÿ íàáîðà õ25.

Íà÷èíàåòñÿ ïðîñìîòð âõîæäåíèé õ29 ñèìâîëà õ12 â òåðì õ19. Îïðåäåëÿåòñÿ
ðåçóëüòàò õ30 ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå,
íå èñïîëüçîâàííûå â òåîðåìàõ ñïèñêà õ28. Çàìåíÿåìûé òåðì òåîðåìû õ30 óíè-
ôèöèðóåòñÿ îòíîñèòåëüíî ñâîèõ ïåðåìåííûõ ñ ïîäòåðìîì õ29. Ê ñïèñêó õ18,
èíèöèèðîâàííîìó àíòåöåäåíòàìè òåîðåìû õ17, äîáàâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ïðè-
ìåíåíèÿ óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêè ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ30. Â ñïèñîê
õ28 çàíîñèòñÿ òåîðåìà õ30, â ñïèñîê õ25 çàíîñèòñÿ âõîæäåíèå õ29, à â ñïè-
ñîê õ26 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêè ê çàìåíÿþùå-
ìó òåðìó òåîðåìû õ30. Ïîïóòíî ïðîèñõîäèò îòîæäåñòâëåíèå îáîçíà÷åíèé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò â êîïèÿõ èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå âìåñòî âõî-
æäåíèé àòîìîâ l(AB), l(AC), AB, AC, l(BC) (ñëåâà íàïðàâî ïî êîíñåêâåíòó
òåîðåìû õ17) áóäóò ïîäñòàâëÿòüñÿ âûðàæåíèÿ

√
f 2 + g2,

√
e2 + h2,

√
l2 + m2,√

r2 + s2,
√

w2 + x2. Ñïèñîê õ18 áóäåò ñîñòîÿòü èç óòâåðæäåíèé A − òî÷êà,
B − òî÷êà, C − òî÷êà, ¬(A = C), ¬(A = B), êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (f, g),
ïðÿìêîîðä(K), êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (e, h), êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (l.m),
êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (r, s), êîîðä(âåêòîð(BC), K) = (w, x).

Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ29 çàìåíû âõîæäåíèé õ25 â òåðìå õ19 íà òåðìû õ26.
Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ18 è êîíñåêâåíòîì õ29, êîòîðàÿ
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".
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3.32 Õàðàêòåðèñòèêà "è"
Õàðàêòåðèñòèêîé "è(õ1)" ñíàáæàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, âûïîëíÿþùèå äåêîìïîçè-
öèþ ýëåìåíòàðíîãî óòâåðæäåíèÿ â êîíúþíêöèþ áåñêâàíòîðíûõ óòâåðæäåíèé. õ1 -
íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ôèêñàöèÿ ïåðåìåííîé ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà èç äåêîìïîçèðóþùåé ÷àñòè ýêâè-
âàëåíòíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀BC(B − òî÷êà & C − òî÷êà→ ¬(4(BBC)))

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà→4(ABC)↔ ¬(A = B) &
¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè, ïåðåìåííîé
õ11 - çàìåíÿþùàÿ. Íàõîäèòñÿ êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí òåðìà õ11, èìåþùèé âèä
¬(x = t), ãäå x - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â âûðàæåíèå t. Â íàøåì ïðèìåðå x
- A, t - B. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ19 ïîäñòàíîâêè t âìåñòî x â çàìåíÿåìóþ
÷àñòü. Â íàøåì ñëó÷àå - 4(BBC). Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå
óòâåðæäåíèÿ õ19. Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ õ23, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷å-
íû èç àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ïîäñòàíîâêîé t âìåñòî x, à êîíñåêâåíòîì
ñëóæèò õ20. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

2. Ïåðåíåñåíèå â àíòåöåäåíòû âñåõ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ, êðîìå îäíîãî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcd(b− set & c− set & d− set & d ⊆ c→ d ⊆ b ∩ c↔ d ⊆ b)

èç òåîðåìû

∀bcd(b− set & c− set & d− set→⊆ b ∩ c↔ d ⊆ b & d ⊆ b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè, ïåðåìåííîé
õ11 - çàìåíÿþùàÿ. Âûáèðàåòñÿ êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí õ14 óòâåðæäåíèÿ õ11. Â
íàøå ñëó÷àå - d ⊆ b. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð îñòàëüíûõ êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â íåì íåò ðàâåíñòâà, ñîäåð-
æàùåãî íå ìåíåå äâóõ ïàðàìåòðîâ ëèáî èìåþùåãî âèä x = t, ãäå x - ïåðåìåííàÿ,
íå âõîäÿùàÿ â t. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ15 ýëåìåíòàðíû.
Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû è
õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 íå ÿâëÿåòñÿ ñîïðîâîæäàþùèì ïî î.ä.ç. óòâåðæäåíè-
åì äëÿ õ16 è ÷òî ïðèåìû ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ, íå îñíîâàííûå íà òåîðåìàõ
òåêóùåãî ñïèñêà âûâîäà, íå óñìàòðèâàþò, ÷òî õ14 - ñëåäñòâèå õ16. Òîãäà âûâî-
äèòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâà-
ëåíòíîñòü õ10 è õ14.
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3. Ïåðåíåñåíèå â àíòåöåäåíòû âñåõ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷àñòè,
îòíîñÿùèõñÿ ê óñëîâèþ íà î.ä.ç. ýòîé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abf (a − set & b − set & b ⊆ Dom(f) & f − ôóíêöèÿ → b ⊆ ïðîîáðàç(f, a) ↔
îáðàç(f, b) ⊆ a)

èç òåîðåìû

∀abf (a− set & b− set & f −ôóíêöèÿ→ b ⊆ ïðîîáðàç(f, a)↔ b ⊆ Dom(f) &
îáðàç(f, b) ⊆ a)

Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷à-
ñòè, ïåðåìåííîé õ14 - íàáîð óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ åå
ïî î.ä.ç. Ïåðåñå÷åíèå õ15 ýòèõ íàáîðîâ íåïóñòî. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ13 è õ15. Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé
ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì óòâåðæäåíèé õ15 ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû.
Êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü çàìåíÿìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû è êîíúþíê-
öèè óòâåðæäåíèé õ16. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåî-
ðåìà".

4. Ïîïûòêà ðàçðåøåíèÿ çàìåíÿþùåé ÷àñòè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé, ãëóáèíà êî-
òîðîé â çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàâíà 1.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀mnx(m− öåëîå & n− öåëîå→ x− öåëîå & m ≤ x & x ≤ n↔ x ∈ {m, . . . , n})

èç òåîðåìû

∀mnx(m−öåëîå& n−öåëîå→ x ∈ {m, . . . , n} ↔ x−öåëîå& 0 ≤ x−m & 0 ≤ n−x)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà - ñòàðòîâàÿ â òåêóùåì ñïèñêå âûâîäà. Ïå-
ðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþùèé.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ10 ýëåìåíòàðíî. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ13
óòâåðæäåíèÿ õ10, ãëóáèíà êîòîðîé ðàâíà 1. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííàÿ x.
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷à-
ñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â îäíîì èç íèõ ãëóáèíà ïåðåìåííîé õ13 áîëüøå 1, ïðè÷åì
âñå ýòè ÷ëåíû ñîäåðæàò ïåðåìåííóþ õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àíòåöåäåíòû íå ñî-
äåðæàò ïåðåìåííîé õ13 è ÷òî èõ ñïèñîê íåïóñò. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå,
ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò àíòåöåäåíòû òåîðåìû, à óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ
õ14. Çàäà÷à èìååò öåëè "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ13".
Íà íåå ïîëó÷àåòñÿ îòâåò õ16, îòëè÷íûé îò ñèìâîëà "îòêàç". Â íàøåì ïðèìåðå
- "x − öåëîå & m ≤ x & x ≤ n & m ≤ n". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ16. Äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ
ýòîãî íàáîðà, íå çàâèñÿùåãî îò õ13, ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà äîêàçàòü åãî
êàê ñëåäñòâèå àíòåöåäåíòîâ è îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ17. Ïðè óñïåõå
ýòè óòâåðæäåíèÿ èñêëþ÷àþòñÿ èç íàáîðà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå èñêëþ÷àåòñÿ
m ≤ n. Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé - òå æå, ÷òî
ó èñõîäíîé òåîðåìû, à êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé
õ17 è çàìåíÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû.
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5. Ïîïûòêà ðàçðåøåíèÿ çàìåíÿþùåé ÷àñòè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé - îïåðàíäà
ñàìîé ñëîæíîé îïåðàöèè áåñïîâòîðíîé çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ |a| ≤ b↔ a ≤ b & − b ≤ a)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a ≤ b & − a ≤ b↔ |a| ≤ b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùàÿ, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 áåñïîâòîðíî
è èìååò åäèíñòâåííîå ïîäâûðàæåíèå õ14 ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè. Â íàøåì
ïðèìåðå õ14 èìååò âèä |a|. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ16 - êîðíåâîé îïåðàíä âû-
ðàæåíèÿ õ14, èìåþùàÿ â òåðìå õ10 ãëóáèíó, áîëüøóþ åäèíèöû. Â íàùåì ñëó÷àå
ýòî ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
óòâåðæäåíèÿ õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õîòÿ áû â îäíîì èç íèõ ãëóáèíà ïåðåìåííîé
õ16 áîëüøå åäèíèöû. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð âñåõ àíòåöåäåíòîâ,
ñîäåðæàùèõ õ16, ïåðåìåííîé õ19 - íàáîð îñòàëüíûõ àíòåöåäåíòîâ. Ðåøàåòñÿ
çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ19, à óñëîâèÿìè
- óòâåðæäåíèÿ õ18 è õ17. Îíà èìååò öåëè "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò",
"íåèçâåñòíûå õ16". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ îòâåò. Â íàøåì ïðèìåðå -
"a − ÷èñëî & a ≤ b & − b ≤ a". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
îòáðàñûâàíèÿ ó ñïèñêà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ22 âñåõ àíòåöå-
äåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Çàòåì ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ12, ó êîòîðîé â êîíñåêâåíòå ðàñïîëîæåíà ýêâèâàëåíòíîñòü õ10 è êîíúþíêöèè
óòâåðæäåíèé õ23. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

6. Ïîïûòêà ðàññìîòðåòü êîíñòàíòíóþ ôóíêöèþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cB(B − set→ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(λb(c, b− íàòóðàëüíîå), B)↔ c ∈ B)

èç òåîðåìû

∀aB(B − set→ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(a, B)↔ a−ôóíêöèÿ & Dom(a) = N &
Val(a) ⊆ B)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - çà-
ìåíÿþùåå, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâà-
åòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ11. Ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ
óòâåðæäåíèå õ14 ñ çàãîëîâêîì "ôóíêöèÿ". Êîðíåâîé îïåðàíä - ïåðåìåííàÿ,
ïðèñâàèâàåìàÿ ïåðåìåííîé õ15. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî "a". Â íàáîðå õ13 èìååòñÿ
òàêæå óòâåðæäåíèå õ16 âèäà "Dom(õ15) = t". Âûðàæåíèå t ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðå-
ìåííîé õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â íåãî íå âõîäèò ïåðåìåííàÿ õ15. Âûáèðàþòñÿ äâå
ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî b, c. Ïåðåìåí-
íîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "îòîáðàæåíèå(b c ïðèíàäëåæèò(b t))". Â íà-
øåì ïðèìåðå - "λb(c, b ∈ N)". Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ22 ïîäñòàíîâêè â õ10 âûðà-
æåíèÿ õ21 âìåñòî ïåðåìåííîé õ15. Â íàøåì ñëó÷àå - "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(λb(c, b−



3.32. Õàðàêòåðèñòèêà "è" 211

íàòóðàëüíîå), B)". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ ðåçóëüòàòîâ ïîä-
ñòàíîâêè õ21 âìåñòî õ15 â ýëåìåíòû íàáîðà õ13, îòëè÷íûå îò õ14, õ16. Â íàøåì
ñëó÷àå - Val(λb(c, b ∈ N)) ⊆ B. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
õ22 è õ23, ïåðåìåííîé õ25 - íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè õ21 âìåñòî õ15 â
àíòåöåäåíòû òåîðåìû. Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ25
è êîíñåêâåíòîì õ24. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

7. Ïîïûòêà èçâëå÷åíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ èç äåêîìïîçèðóþùåé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè äëÿ ðàâåíñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀c(Dom(c) = {1, 2} & c−ôóíêöèÿ↔ ∃ab(c = (a, b)))

èç òåîðåìû

∀abc(c = (a, b)↔ a = c(1) & b = c(2) & Dom(c) = {1, 2} & c−ôóíêöèÿ)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 èìååò âèä ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé õ14 ýëåìåíòàðíî-
ìó âûðàæåíèþ õ15, íå ñîäåðæàùåìó õ14. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð ïåðåìåííûõ òåðìà õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - c, õ15 - (a, b). Ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ11. Â ïîäíàáîð
õ18 íàáîðà õ17 îòáèðàþòñÿ âñå óòâåðæäåíèÿ, èìåþùèå ïåðåìåííóþ ñïèñêà õ16.
Ýòîò ïîäíàáîð êîðî÷å íàáîðà õ17. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàëüíàÿ
÷àñòü íàáîðà õ17.

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðå-
ìåííîé õ21 - ïîäíàáîð íàáîðà õ20, ñîñòîÿùèé èç óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ
ïåðåìåííóþ ñïèñêà õ16. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàëüíàÿ ÷àñòü íà-
áîðà õ20. Ñîñòàâëÿþòñÿ êîíêàòåíàöèÿ õ23 íàáîðîâ õ19,õ22, à òàêæå êîíêà-
òåíàöèÿ õ24 íàáîðîâ õ18,õ21. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé
"Dom(c) = {1, 2}", "c - ôóíêöèÿ". õ24 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "a = c(1)",
"b = c(2)". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñâÿçûâàíèÿ êâàíòîðîì
ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì õ16 êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ24. Â íàøåì
ñëó÷àå - "∃ab(a = c(1) & b = c(2))". Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ25 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ23. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ19 ðåçóëüòàòó ñâÿçûâàíèÿ
êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ16 êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ10 è õ21. Äàëåå
ôîðìèðóåòñÿ ðåçóëüòàò - èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ22 è êîíñåêâåíòîì õ27.

8. Ïîïûòêà êâàíòîðíîé ðàñøèôðîâêè êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà çàìåíÿþùåé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aABCD(¬(C = D) & ¬(A ∈ ïðÿìàÿ(CD)) & ¬(B ∈ ïðÿìàÿ(CD)) & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & îäíàñòîðîíà(A, B, ïðÿìàÿ(CD)) &
a ∈ ïðÿìàÿ(CD)→ ¬(a ∈ îòðåçîê(AB)))

èç òåîðåìû
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∀ABCD(¬(C = D) & ¬(A ∈ ïðÿìàÿ(CD)) & ¬(B ∈ ïðÿìàÿ(CD)) & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà→ îäíàñòîðîíà(A, B, ïðÿìàÿ(CD))↔
B ∈ ïëîñêîñòü(ACD) & íåïåðåñåê(ïðÿìàÿ(CD), ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, õ11 - çàìåíÿþùèé. Ïåðåìåí-
íîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ õ10 ê ñïèñêó àíòåöåäåíòîâ. Ïåðå-
ìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íåêîòîðûé êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí çàìåíÿþùåé ÷àñòè.
Â íàøåì ïðèìåðå - "íåïåðåñåê(ïðÿìàÿ(CD), ïðÿìàÿ(AB))". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà
îïèñàíèå, èìåþùàÿ ñâîèìè ïîñûëêàìè óòâåðæäåíèÿ õ12, à óñëîâèåì - óòâåð-
æäåíèå õ14. Åå öåëè ñóòü "ðåäàêöèÿ", "ðåäóöèðîâàíèå", "ðàçâåðòêà". Ïîñëåä-
íÿÿ öåëü çàñòàâëÿåò ñèñòåìó èñïîëüçîâàòü ðàñøèôðîâêè ïî îïðåäåëåíèÿì. Ïî-
ëó÷àåòñÿ îòâåò õ16, êîòîðûé â íàøåì ñëó÷àå èìååò âèä "∀a(a ∈ ïðÿìàÿ(CD)→
¬(a ∈ îòðåçîê(AB)))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ16 èìååò çàãîëîâîê
"äëÿëþáîãî". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò èìïëèêàöèè õ16. Íà-
õîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ18 îáðàáîòêè ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû"îáúåäèíåíèÿ
õ12 ñî ñïèñêîì àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè õ16. Îáðàáîòêà âûïîëíÿåòñÿ îòíî-
ñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ17. Íàêîíåö, ñîçäàåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ18 è êîíñåêâåíòîì õ17.

9. Ïåðåíåñåíèå óêàçàòåëÿ òèïà â çàìåíÿþùóþ ÷àñòü îïðåäåëåíèÿ ðàâåíñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî→ arctg(a) = b↔ b− ÷èñëî & a = tg b & 0 < π + 2b & 0 < π − 2b)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ arctg(a) = b↔ a = tg b & 0 < π + 2b & 0 < π − 2b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, õ11 - çàìåíÿþùèé, õ12 - íà-
áîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 èìååò âèä x = t, ãäå x - ïåðåìåííàÿ,
íå âõîäÿùàÿ â t. Â ñïèñêå õ12 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ17 âèäà P (x), ïðè÷åì
ñïðàâî÷íèê "òèï" óñìàòðèâàåò, ÷òî âûðàæåíèå t èìååò òèïîì ñâîåãî çíà÷åíèÿ
ëîãè÷åñêèé ñèìâîë P . Ñîçäàåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé
ïîëó÷àþòñÿ îòáðàñûâàíèåì èç ñïèñêà õ12 óòâåðæäåíèÿ õ17. Êîíñåêâåíòîì ñëó-
æèò ýêâèâàëåíòíîñòü õ10 è êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ17, õ11.

10. Ðåàëèçàöèÿ ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé â çàìåíÿþùåé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀fB(B − set & f −ôóíêöèÿ→ Îòîáðàæåíèå(f,Dom(f), B)↔ Val(f) ⊆ B)

èç òåîðåìû

∀fAB(Îòîáðàæåíèå(f, A,B)↔ f −ôóíêöèÿ & Dom(f) = A & B − set &
Val(f) ⊆ B)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, õ11 - çàìåíÿþùèé. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ10 ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ11. Â íåì íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ13 âèäà
x = t, ãäå x - ïåðåìåííàÿ, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â õ11. Â íàøåì
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ïðèìåðå õ13 - ðàâåíñòâî "Dom(f) = A". Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ18 ïîäñòàíîâêè t
âìåñòî x â òåðì õ10. Â íàøåì ñëó÷àå - "Îòîáðàæåíèå(f,Dom(f), B)". Ïåðåìåí-
íîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû è
ïåðåñå÷åíèÿ ñïèñêà õ12 ñ óòâåðæäåíèÿìè, ñîïðîâîæäàþùèìè ïî î.ä.ç. äëÿ õ18.
Â íàøåì ïðèìåðå - "B−set", "f−ôóíêöèÿ". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò èñêëþ÷åíèÿ èç õ12 ðàâåíñòâà õ13 è óòâåðæäåíèé, ñîïðîâîæäàþùèõ ïî
î.ä.ç. äëÿ õ18. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 èìååò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò "Val(f) ⊆ B".
Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ20, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé
ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü õ18 è êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ21. Îíà îáðàáàòû-
âàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

11. Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè êîíúþíêòèâíîé äåêîìïîçèöèè, çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü
êîòîðîé åñòü ðàâåíñòâî, òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & ¬(B = C) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
òî÷êàëó÷à(B, A, C)→ ∠(ABC) = 0)

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(B = C) & ¬(A = B)→
∠(ABC) = 0↔ C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ¬(B ∈ èíòåðâàë(AC)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, õ11 - çàìåíÿþùèé, õ12 - íà-
áîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâà-
èâàåòñÿ õ10 ëèáî îòðèöàíèå õ10. Â ïåðâîì ñëó÷àå èíäèêàòîð õ14 ðàâåí 0, âî
âòîðîì - 1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 - ðàâåíñòâî. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêà õ12 è íàáîðà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ11 (ïðè õ14 = 0)
ëèáî îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ11 (ïðè õ14 = 1). Ýòî îáúåäèíåíèå îáðàáàòû-
âàåòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ
õ13; ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 ñîñòîèò èç
óòâåðæäåíèé "A− òî÷êà", "B− òî÷êà", "C − òî÷êà", "¬(B = C)", "¬(A = B)",
"òî÷êàëó÷à(B, A, C)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 íå ñîäåðæèò ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé
íå âêëþ÷àþùåìó åå òåðìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð "íîðì" íå îòîæäåñòâëÿ-
åò îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà õ13. Çàòåì ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ15 è êîíñåêâåíòîì õ13. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

12. Ïîïûòêà àëüòåðíàòèâíîé ñâåðòêè çàìåíÿþùåé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & ¬(B = C) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà→
∠(ABC) = 0↔ òî÷êàëó÷à(B, A, C))

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(B = C) & ¬(A = B)→
∠(ABC) = 0↔ C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ¬(B ∈ èíòåðâàë(AC)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, õ11 - çàìåíÿþùèé, õ12 - íà-
áîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 íåïóñòî. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå,
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ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ12, à óñëîâèÿìè - êîíúþíêòèâíûå
÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ õ11. Ýòà çàäà÷à èìååò öåëè "ïðÿìîéîòâåòðåäàêöèÿ", "ðåäó-
öèðîâàíèå", "ñâåðòêà". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ15. Â íàøåì ïðèìåðå
ýòî "òî÷êàëó÷à(B, A, C)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 ýëåìåíòàðíî. Ôîðìèðóåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ12, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü
õ10 è õ15. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà", à çàòåì - îïåðàòîðîì
"Èñêëàíò", ïðåäïðèíèìàþùèì ïîïûòêó îòáðîñèòü èçáûòî÷íûå àíòåöåäåíòû. Â
íàøåì ñëó÷àå îí íè÷åãî íå èçìåíÿåò.

13. Ïîïûòêà ïîäñòàíîâêè íóëÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acd(a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ a = c + di↔ a = c & d = 0)

èç òåîðåìû

∀abcd(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ a + bi = c + di↔
a = c & b = d)

Íà ïåðâûé âçãëÿä, ýòîò ïåðåõîä êàæåòñÿ èñêóññòâåííûì. Îäíàêî, â èòîãå îí
ïîçâîëèò ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, òåîðåìó ∀a(a− ÷èñëî→ Im(a) = 0).

Â çàìåíÿþùåé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàöèè õ12, îäíèì èç êîð-
íåâûõ îïåðàíäîâ êîòîðîé ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ14. Ñïðàâî÷íèê "íîëü" óêàçû-
âàåò äëÿ îïåðàöèè õ12 ïàðó (çíà÷åíèå õ16 îïåðàíäà ýòîé îïåðàöèè, èãðàþùåå
äëÿ íåå ðîëü íóëÿ - íîìåð äàííîãî îïåðàíäà). Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - ñèìâîë
êîìïëåêñíîãî óìíîæåíèÿ "Óìíîæåíèå"; ñïðàâî÷íèê âûäàåò ïàðó (0,2); õ14 -
ïåðåìåííàÿ b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ b ðàñïîëîæåíà íà òîì ìåñòå, êóäà
äîïóñòèìà ïîäñòàíîâêà íóëÿ. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâ-
ëåíèÿ ê ñïèñêó àíòåöåäåíòîâ ðàâåíñòâà "õ14 = õ16". Çàòåì ôîðìèðóåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ17 è ïðåæíèì êîíñåêâåíòîì. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

14. Ïåðåõîä îò ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðàâåíñòâà òåðìà ïåðåìåííîé ê ýêâèâàëåíòíî-
ñòè äëÿ ñâîéñòâà ýòîãî òåðìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cd(c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ c + di− ÷èñëî↔ d = 0)

èç òåîðåìû

∀acd(a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ a = c + di↔ a = c & d = 0)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå õ10 - ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ13 âû-
ðàæåíèþ õ14, íå ñîäåðæàùåìó ýòîé ïåðåìåííîé. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîñòî-
èò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ õ17, ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ õ13 âõîäèò â íåãî
îäíîêðàòíî. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 - "a− ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ14 âìåñòî ïåðåìåííîé õ13 â òåðì õ17. Â
íàøåì ñëó÷àå ýòî "c+di−÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò èñ-
êëþ÷åíèÿ õ17 èç ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Ïåðåìåííîé
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õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ13 íà
çàìåíÿþùóþ ÷àñòü èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "∃a(a = c & d = 0)".
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå òåðìà õ20 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ19. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò õ22 íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ è íå ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷å-
ñêèì ñèìâîëîì. Ôîðìèðóåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ õ23 ñ àíòåöåäåíòàìè õ19,
êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü õ18 è õ22.

15. Ïîïûòêà èçâëå÷ü ýêâèâàëåíòíîñòü êâàíòîðíîé ñâåðòêè ïðè óñìîòðåíèè îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëèìîãî îïåðàíäà ïîäòåðìà çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abde(a− set & b− set & e ∈ a× b→ ∀c(c ∈ a→ ¬(e = (c, d)))↔ ¬(d = e(2)))

èç òåîðåìû

∀abcd(a− set & b− set→ (c, d) ∈ a× b↔ c ∈ a & d ∈ b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷à-
ñòè, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ12 èç ñïèñêà
õ11, è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åãî ïàðàìåòðîâ. Â íàøåì ïðèìåðå
õ12 - "c ∈ a". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé
õ15 - ñïèñîê îòëè÷íûõ îò õ12 ýëåìåíòîâ íàáîðà õ10, ïåðåìåííîé õ16 - ñïèñîê
ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "b, d". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåí-
íàÿ õ17 ñïèñêà õ13, íå âõîäÿùàÿ â õ16 è èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â
çàìåíÿåìóþ ÷àñòü. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííàÿ c. Íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ18
ïåðåìåííîé õ17 â òåðì õ11. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ19 ñèìâîëà îïåðàöèè,
âíóòðè êîòîðîé ðàñïîëîæåíî õ18. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì ïî
âõîæäåíèþ õ19. Â íàøåì ñëó÷àå - (c, d). Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ21. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ23, âõîäÿùàÿ â õ22 è â
õ16. Â íàøåì ñëó÷àå - d. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå
â õ11. Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ24. Â íàøåì ïðèìåðå - e. Ïåðåìåííîé
õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ19 â òåðì õ11 íà ïåðåìåí-
íóþ õ24. Ïîëó÷àåòñÿ òåðì "e ∈ a × b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ25 íå èìååò îáùèõ
ïàðàìåòðîâ ñ õ21. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê àí-
òåöåäåíòàì òåîðåìû, ñîäåðæàùèì ïåðåìåííóþ õ23, ðàâåíñòâà õ24 è õ21. Â íà-
øåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâà "e = (c, d)". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
îñòàëüíûõ àíòåöåäåíòîâ. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, èìåþùàÿ ïîñûëêè õ27
è óñëîâèÿ õ26. Öåëè åå ñóòü "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå
õ23". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ29. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"Dom(e) = {1, 2} & d = e(2) & e − ôóíêöèÿ & c = e(1)". Ñðåäè êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ ýòîãî îòâåòà âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ30, îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå
ïåðåìåííîé õ23. Â íàøåì ïðèìåðå - d = e(2). Ðàññìàòðèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå
R, ïîëó÷åííîå íàâåøèâàíèåì êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ2 íà êîíúþíêöèþ
àíòåöåäåíòîâ, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ ñ õ22, è ðàâåíñòâà ïåðåìåí-
íîé õ24 òåðìó õ21. Â íàøåì ïðèìåðå îíî èìååò âèä "∃cd(e = (c, d))". Ðåøàåòñÿ
çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ èç ñïèñêà îñòàëüíûõ àíòåöåäåí-
òîâ, ïîïîëíåííîãî óòâåðæäåíèåì õ25. Â íàøåì ñëó÷àå - èç îäíîýëåìåíòíîãî
ñïèñêà "e ∈ a × b". Äàëåå ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ "äëÿ-
ëþáîãî(õ17 åñëè õ12 òî íå(ðàâíî(õ24 õ21)))". Â íàøåì ñëó÷àå îíà èìååò âèä
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"∀c(c ∈ a → ¬(e = (c, d)))". Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ, àí-
òåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷åíû äîáàâëåíèåì óòâåðæäåíèÿ õ25 ê ñïèñêó õ14, à
êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü õ31 è îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ30.

Âûâîä èìïëèêàöèè èç ýêâèâàëåíòíîñòè

1. Ïåðåíåñåíèå çàìåíÿåìîãî òåðìà â àíòåöåäåíòû è ðàçâÿçêà åãî ïî òðàíçèòèâíî-
ñòè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîñòîé èìïëèêàöèè, èñïîëüçóåìîé â ïðîâåðî÷íîì îïåðàòî-
ðå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcde(a− set & b− set & e− set & e ⊆ a× b & (c, d) ∈ e→ c ∈ a)

èç òåîðåìû

∀abcd(a− set & b− set→ (c, d) ∈ a× b↔ c ∈ a & d ∈ b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− set & b− set & a ⊆ b & c ∈ a→ c ∈ b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ11. Ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ óòâåðæäå-
íèå õ17. Â íàøåì ñëó÷àå - c ∈ a. Ðàññìàòðèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ õ19, àíòåöåäåí-
òàìè êîòîðîé ñëóæàò àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû è çàìåíÿåìûé òåðì õ10,
à êîíñåêâåíòîì - óòâåðæäåíèå õ17. Â íàøåì ïðèìåðå îíà èìååò âèä:

∀abcd(a− set & b− set & (c, d) ∈ a× b→ c ∈ a).

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà õ10 â òåîðåìó õ19. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ10 íå âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
òåðìà õ17. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ñïèñêîâ. Â íàøåì
ïðèìåðå - a, c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî èìååò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ. Åñëè çàãî-
ëîâîê òåðìà õ10 - îòðèöàíèå, òî ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïîä ýòèì
îòðèöàíèåì, èíà÷å - çàãîëîâîê òåðìà õ10. Â íàøåì ñëó÷àå - ñèìâîë "ïðèíàä-
ëåæèò". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "òðàíçèòïåðåõîä" îïðåäåëÿåò ïî õ24 óêà-
çàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò
ðåçóëüòàò èñïîëüçîâàíèåÿ åå äëÿ çàìåùåíèÿ àíòåöåäåíòà õ10 òåîðåìû õ19. Â êà-
÷åñòâå êîììåíòàðèé åìó ïåðåäàåòñÿ ýëåìåíò (ðàçáèåíèå õ23), îçíà÷àþùèé, ÷òî
ïåðåìåííûå àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ïîñëå óíèôèêàöèè äîëæíû
îáåñïå÷èâàòü ðàçáèåíèå íàáîðà õ23 ïåðåìåííûõ òåðìà õ10. Ðåçóëüòàòîì ñëóæèò
ñëåäóþùàÿ èìïëèêàöèÿ:

∀abcde(a− set & b− set & e− set & a× b− set & e ⊆ a× b & (c, d) ∈ e→ c ∈ a)

Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Ñïóñêîïåðàíäîâ" (â äàííîì ïðèìåðå íè÷å-
ãî íå èçìåíÿþùèì). Çàòåì åå ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ åå êîíñåêâåíòà. Ïðè ïîìîùè ïðî-
âåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ ïðîâåðÿåòñÿ íåèçáûòî÷íîñòü ðåçóëüòàòà, è îí ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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2. Èçâëå÷åíèå èç äåêîìïîçèðóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè èìïëèêàöèè äëÿ ïðîâåðî÷-
íîãî îïåðàòîðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(b− set & c− set & ¬(a ∈ b)→ ¬(a ∈ b ∩ c))

èç òåîðåìû

∀abc(b− set & c− set→ a ∈ b ∩ c↔ a ∈ b & a ∈ c)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó-
÷àè, êîãäà õ13 ðàâíî õ10, è êîãäà õ13 ðàâíî îòðèöàíèþ õ10. Ñîîòâåòñòâåííî, ïå-
ðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ 0 ëèáî 1. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâà-
èâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ11, âî âòîðîì - íàáîð, îá-
ðàçîâàííûé îòðèöàíèåì êàêîãî-ëèáî êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà óòâåðæäåíèÿ õ11.
Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - ¬(a ∈ b ∩ c), õ19 - íàáîð, îáðàçîâàííûé óòâåðæäåíèåì
¬(a ∈ b). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ óñìîòðåíèÿ èñòèííîñòè õ13 èìååòñÿ ïðîâåðî÷-
íûé îïåðàòîð. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì
"íîðìàíòåöåäåíòû" îáúåäèíåíèÿ ñïèñêîâ õ12 è õ19 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ
òåðìà õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â õ23 íåò ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé âûðàæåíèþ, íå
ñîäåðæàùåìó ýòîé ïåðåìåííîé. Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ õ24 ñ àíòåöåäåíòàìè
õ23 è êîíñåêâåíòîì õ13. Ïðè ïîìîùè ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà ïðîâåðÿåòñÿ åå
íåèçáûòî÷íîñòü. Çàòåì õ24 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Èçâëå÷åíèå èç äåêîìïîçèðóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè èìïëèêàöèè äëÿ ïðèåìà âû-
âîäà (âûâîä êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà çàìåíÿþùåãî óòâåðæäåíèÿ).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(b− set & b ⊆ R & íàèìåíüøèé(a, b)→ íèæíÿÿãðàíü(a, b))

èç òåîðåìû

∀ab(b− set & b ⊆ R→ íàèìåíüøèé(a, b)↔ a ∈ b & íèæíÿÿãðàíü(a, b))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè
óòâåðæäåíèÿ õ10 íå ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè óòâåðæäåíèÿ õ11. Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ îäèí èç êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ11. Â íàøåì
ïðèìåðå - "íèæíÿÿãðàíü(a, b)". Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòî-
ðîé ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ê íàáîðó õ12 óòâåðæäåíèÿ õ10, à êîíñåêâåíòîì
ñëóæèò õ14. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

4. Èçâëå÷åíèå èç äåêîìïîçèðóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè èìïëèêàöèè äëÿ ïðèåìà âû-
âîäà (âûâîä çàìåíÿåìîãî óòâåðæäåíèÿ).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(C = D) & A ∈ ïðÿìàÿ(CD) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà & D−òî÷êà→ ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD))
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èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &¬(C = D) &
¬(A = B)→ ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD)↔ A ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
B ∈ ïðÿìàÿ(CD))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè
óòâåðæäåíèÿ õ10 íå ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè óòâåðæäåíèÿ õ11 è ÷òî õ10 áåñ-
ïîâòîðíî. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåð-
æäåíèÿ õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó ñ
çàãîëîâêîì "îïðåäåëåíèå", ëèáî íè îäíî èç óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ13 íå èìååò
âñåõ ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ10. Çàòåì ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöå-
äåíòû êîòîðîé ñóòü àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû è ýëåìåíòû ñïèñêà õ13, à
êîíñåêâåíò - õ10. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

5. Èçâëå÷åíèå èç äåêîìïîçèðóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè èìïëèêàöèè äëÿ âûâîäà ñ
èñïîëüçîâàíèåì êîíòðàïîçèöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(b− set & c− set & ¬(a ∈ b ∩ c) & a ∈ c→ ¬(a ∈ b))

èç òåîðåìû

∀abc(b− set & c− set→ a ∈ b ∩ c↔ a ∈ b & a ∈ c)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè
óòâåðæäåíèÿ õ10 íå ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè óòâåðæäåíèÿ õ11 è ÷òî õ10 áåñ-
ïîâòîðíî. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåð-
æäåíèÿ õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, îí èìååò äëèíó 2. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð îòðèöàíèé óòâåðæäåíèé õ13, ê êîòîðîìó äîáàâëåíî îòðèöàíèå óòâåð-
æäåíèÿ õ10. Ýëåìåíòû íàáîðà õ14 óïðîùàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ12 çà-
äà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïîî÷åðåäíî ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé
ëèáî âòîðîé ýëåìåíò íàáîðà õ14, ïåðåìåííîé õ19 - ýëåìåíò íàáîðà õ13 ñ äðóãèì
íîìåðîì. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê íàáîðó õ12
ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ14 è óòâåðæäåíèÿ õ19. Çàòåì ôîðìèðóåòñÿ
èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ20 è êîíñåêâåíòîì õ17.

6. Ðàçâÿçêà èìïëèêàöèè äëÿ âûâîäà ðàâåíñòâà, èçâëå÷åííîé èç äåêîìïîçèðóþùåé
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABCD(¬(a = b) & ¬(A = B) & ¬(C = D) & A ∈ ïðÿìàÿ(ab) & A ∈ ïðÿìàÿ(CD)
& B ∈ ïðÿìàÿ(ab) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà→ ïðÿìàÿ(CD) = ïðÿìàÿ(ab))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(C = D) &
¬(A = B)→ ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD)↔ A ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
B ∈ ïðÿìàÿ(CD))
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Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 - ðàâåíñòâî.
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ11.
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ðàâåíñòâà õ10. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè îïåðàíäû íå èìåþò îáùèõ ïåðåìåííûõ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ýëå-
ìåíò õ15 ïàðû õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðÿìàÿ(CD)". Ïåðåìåííîé õ16 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ
ñïèñêà õ16 âõîäèò â óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ13 òîëüêî âíóòðè òåðìà, ðàâíîãî
õ15. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ïàðû õ14, îòëè÷íûé îò õ15. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ17 íå âñòðå÷àåòñÿ â óòâåðæäåíèÿõ õ13. Âûáèðàåòñÿ ñïèñîê
õ18 ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå
ñïèñêà õ16. Â íàøåì ñëó÷àå õ18 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ a, b. Ïåðåìåííîé õ19
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííûõ õ16 íà ïåðåìåííûå õ18
â òåðìàõ ñïèñêà õ13. Â íàøåì ñëó÷àå - "A ∈ ïðÿìàÿ(ab)", "B ∈ ïðÿìàÿ(ab)".
Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííûõ õ16 íà õ18 â òåð-
ìå õ15. Â íàøåì ñëó÷àå - "ïðÿìàÿ(ab)". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííûõ õ16 íà õ18 â òåõ óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ12,
êîòîðûå èìåþò ïàðàìåòð èç õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "a− òî÷êà", "b − òî÷êà",
"¬(a = b)". Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé - êîíêàòåíàöèÿ
ñïèñêîâ õ12, õ21, õ13 è õ19. Êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ðàâåíñòâî õ15 è õ20. Ýòà
èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

7. Èçâëå÷åíèå èç äåêîìïîçèðóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè èìïëèêàöèè äëÿ âûâîäà ðà-
âåíñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABD(¬(A = B) & ¬(A = D) & l(AB) = l(AD) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
D − òî÷êà→ îêðóæíîñòü(AB) = îêðóæíîñòü(CD)

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(C = D) &
¬(A = B)→ îêðóæíîñòü(AB) = îêðóæíîñòü(CD)↔ A = C & l(AB) = l(CD))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 - ðàâåíñòâî.
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ11.
Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ12 è
õ13, à êîíñåêâåíòîì - õ10. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

8. Ïîïûòêà èçâëå÷ü èç äåêîìïîçèðóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîñòóþ èìïëèêàöèþ
äëÿ ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà ïóòåì ðåàëèçàöèè çàìåíÿåìîãî óòâåðæäåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàñìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a ≤ max(a, b))

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ a ≤ c & b ≤ c↔ max(a, b) ≤ c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
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∀a(a− ÷èñëî→ a ≤ a)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11 -
çàìåíÿþùàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâà-
åòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ11. Ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ
óòâåðæäåíèå õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - a ≤ c. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ê ñïèñêó àíòåöåäåí-
òîâ èñõîäíîé òåîðåìû óòâåðæäåíèÿ õ10, à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò õ14. Â íàøåì
ïðèìåðå îíà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & max(a, b) ≤ c→ a ≤ c).

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ17 â èìïëèêàöèþ õ16 àíòåöåäåíòà õ10. Ïåðåìåí-
íîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ëèáî åãî çàãîëîâîê, ëèáî, åñëè ýòîò çàãîëîâîê - "íå",
çàãîëîâîê åãî ïåðâîãî îïåðàíäà. Â íàøåì ñëó÷àå õ18 - ñèìâîë "ìåíüøåèëèðàâ-
íî". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïðèìåð" îïðåäåëÿåò ïî õ18 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîöåäóðà "âûâîäïîñûëêè" èñïîëüçóåò åå äëÿ ðåàëè-
çàöèè àíòåöåäåíòà õ17. Ê òîìó, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ, ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîð "íîðì-
òåîðåìà".

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ çàìåíÿå-
ìîé ÷àñòè

1. Âàðüèðîâàíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè äåêîìïîçèðóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè ñ ïîìî-
ùüþ ïåðåãðóïïèðîâî÷íîãî òîæäåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcde(d− set & e− set & b− ñëîâî→ d ∩ {c; b} ⊆ e↔ d ∩ {; b} ⊆ e & d ∩ {c} ⊆ e)

èç òåîðåìû

∀adef (a−set & d−set & e−set & f−set→ d∩(a∪f) ⊆ e↔ a∩d ⊆ e & d∩f ⊆ e)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀cd(c− ñëîâî→ {; c} ∪ {d} = {d; c})

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Âíóòðè çàìåíÿåìîé ÷àñòè âûáè-
ðàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà, îòëè÷íîãî îò ýòîé ÷àñòè.
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî ýòîìó âõîæäåíèþ. Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ14 - a ∪ f . Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè"íàõîäèò ïî ñèìâî-
ëó õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìå-
åò õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)", ïðè÷åì çàãîëîâîê çàìåíÿåìîé ÷àñòè
- õ15. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ22 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõî-
æäåíèÿ õ14 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä ∀bcde({; b} − set & d − set & e − set & {c} − set & b − ñëîâî → d ∩ {c; b} ⊆
e ↔ d ∩ {; b} ⊆ e & d ∩ {c} ⊆ e). Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ24 ïîñëåäîâàòåëüíîé
îáðàáîòêè òåîðåìû õ22 îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïåðàíäîâ", "äåìîäèôèêàöèÿ" è
"íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè òåîðåìû õ24
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íå áîëüøå, ÷åì ó èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿåìûé òåðì òåîðå-
ìû õ24 íå ïîëó÷åí ïîäñòàíîâêîé â çàìåíÿåìûé òåðì èñõîäíîé òåîðåìû. Çàòåì
õ24 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Óïðîùåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïåðåãðóïïèðîâî÷íîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ae(e− set→ ¬(a ∈ e)↔ íåïåðåñåê(e, {a}))

èç òåîðåìû

∀bce(e− set & c− ñëîâî→ ¬(b ∈ e) & íåïåðåñåê(e, {; c})↔ íåïåðåñåê(e, {b; c}))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(ïðåôèêñ(a, ïóñòîåñëîâî) = (a))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Âíóòðè çàìåíÿåìîé ÷àñòè âûáè-
ðàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà, îòëè÷íîãî îò ýòîé ÷àñòè.
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî ýòîìó âõîæäåíèþ. Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ14 - "ïðåôèêñ(b, c)". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "êîíñòíàáîð"íàõîäèò ïî
ñèìâîëó õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â
åå êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ15, ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çàìåíÿåìàÿ.
Â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè îïåðàòîð "òîæäâûâîä" ïðåîáðàçóåò âõîæäåíèå õ14 ïðè
ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïîëó÷àåòñÿ òåîðåìà õ21 ñëåäóþùåãî âèäà:

∀ae(e− set & ïóñòîåñëîâî− ñëîâî→ ¬(a ∈ e) & íåïåðåñåê(e, {; ïóñòîåñëîâî})↔
íåïåðåñåê(e, {a}))

Îíà ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïåðàíäîâ" è "äåìî-
äèôèêàöèÿ". Â íàøåì ïðèìåðå ðåçóëüòàò õ22 ñîâïàäàåò ñ õ21. Ïåðåìåííîé õ25
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè õ22 îïå-
ðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà. Â íàøåì
ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ îäíîýëåìåíòíûé íàáîð "e − set". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ22 ïðè ïî-
ìîùè çàäà÷ íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àþòñÿ óòâåðæäåíèÿ
"¬(a ∈ e)" è "íåïåðåñåê(e, {a})". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíè ðàçëè÷íû. Çàòåì ôîð-
ìèðóåòñÿ ðåçóëüòàò - èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ25, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé
ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé ïàðû õ26.

3. Âàðüèðîâàíèå äåêîìïîçèðóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà ñâåðò-
êè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀adef (a−set & d−set & e−set & f−set→ d ⊆ f ∪(a∩e)↔ d ⊆ a∪f & d ⊆ e∪f)

èç òåîðåìû

∀bcd(b− set & c− set & d− set→ d ⊆ b ∩ c↔ d ⊆ b & d ⊆ c)
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è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀cef (c− set & e− set & f − set→ (c ∪ f) ∩ (e ∪ f) = f ∪ (c ∩ e))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Âíóòðè çàìåíÿåìîé ÷àñòè âûáèðà-
åòñÿ âõîæäåíèå õ14 äâóìåñòíîé îïåðàöèè õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - b∩c. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ çàãîëîâêîì óòâåðæäåíèÿ. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"ñâåðòêè" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåî-
ðåìû. Â êà÷åñòâå çàìåíÿåìîé åå ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ òà ÷àñòü êîíñåêâåíòà,
êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâêîì ñèìâîë õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - (c∪f)∩(e∪f). Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà íå èìååò õàðàêòåðèñòèêè "íîðìàëèçàöèÿ",
óêàçûâàþùåé ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèå çàìåíû. Çàòåì ïðîöåäóðà "òîæä-
âûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ14 ïðè ïîìîùè
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Îí èìååò âèä:

∀adef (a ∪ f − set & e ∪ f − set & d− set & a− set & e− set & f − set→
d ⊆ f ∪ (a ∩ e)↔ d ⊆ a ∪ f & d ⊆ e ∪ f)

Ê òåîðåìå õ21 ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿþòñÿ îïåðàòîðû "Ñïóñêîïåðàíäîâ",
"äåìîäèôèêàöèÿ" è "íîðìòåîðåìà".

4. Óïðîùåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè äëÿ âàðüèðîâàíèÿ äåêîìïîçèðóþùåé ýêâèâàëåíò-
íîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcd(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & d ≤ 0→ 0 ≤ b + cd & 0 ≤ b− cd↔
0 ≤ b + d|c|)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a ≤ b & − a ≤ b↔ |a| ≤ b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & b ≤ 0→ −b|a| = |ab|)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Âíóòðè çàìåíÿåìîé ÷àñòè âûáè-
ðàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà ñ çàãîëîâêîì õ15. Â íàøåì
ïðèìåðå - |a|. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðîùèìï" îïðåäåëÿåò ïî õ15 óêà-
çàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìû. Â êà÷åñòâå çàìåíÿåìîé åå ÷àñòè ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ òà ÷àñòü êîíñåêâåíòà, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâêîì ñèìâîë õ15. Â
íàøåì ïðèìåðå - |ab|. Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ21 ïðå-
îáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ14 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Îí èìååò
âèä:

∀bcd(cd− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & d ≤ 0→ cd ≤ b &
− cd ≤ b↔ −d|c| ≤ b)

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ21 îïåðàòîðàìè
"Ñïóñêîïåðàíäîâ" è "äåìîäèôèêàöèÿ". Â íàøåì ïðèìåðå îíè åå íå èçìåíÿþò.
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Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöå-
äåíòû" ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ22 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ åå êîíñå-
êâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì ðåçóëüòàò: "b−÷èñëî", "c−÷èñëî", "d−÷èñëî",
"d ≤ 0". Îáå ÷àñòè êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ22 óïðîùàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè
çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ðåçóëüòàòû óïðîùåíèÿ îáðàçóþò ïàðó õ26. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îíè ðàçëè÷íû. Çàòåì ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ25, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ26. Îíà îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ çà-
ìåíÿåìîé ÷àñòè

1. Ïîïûòêà óïðîñòèòü çàìåíÿåìóþ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè ïðè ïîìîùè ñòàíäàð-
òèçèðóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ýëåìåíòàðíûõ áåñïîâòîðíûõ óòâåðæäåíèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abce(a− set & b− set & c− set & e− set→ a ⊆ e∪ (b \ c)↔ a ⊆ b∪ e & a∩ c ⊆ e)

èç òåîðåìû

∀bcd(b− set & c− set & d− set→ d ⊆ b \ c↔ d ⊆ b & íåïåðåñåê(c, d))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bce(b− set & c− set & e− set→ b ⊆ c ∪ e↔ b \ c ⊆ e)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - ñïèñîê âõî-
äÿùèõ â íåå ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ. Â íàøåì ñëó÷àå - åäèíñòâåííûé ñèìâîë
"ñîäåðæèòñÿ". Ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà ïîèñêà òåîðåì "óïðîùýêâ" ïî ñèìâî-
ëàì ñïèñêà õ11 îïðåäåëÿþòñÿ ïàðû (äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà - ñïèñîê åå õàðàê-
òåðèñòèê). Ýòè ïàðû ðåãèñòðèðóþòñÿ â íàáîðå õ12. Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðå-
ìû ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà - îòíîøåíèÿ
ñ çàãîëîâêîì õ15. Â ñïèñêå õ12 âûáèðàåòñÿ ïàðà õ16, èç êîòîðîé èçâëåêàåòñÿ
óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Îíà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ âõîæäåíèÿ õ14 â èñõîäíóþ òåîðåìó. Ïîëó÷àåòñÿ ðåçóëüòàò õ21, èìåþùèé â
íàøåì ïðèìåðå ñëåäóþùèé âèä:

∀abce(b−set & c−set & a\e−set & a−set & e−set & b\c−set→ a ⊆ e∪(b\c)↔
a ⊆ b ∪ e & a ∩ c ⊆ e)

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïåðàí-
äîâ", "äåìîäèôèêàöèÿ", "íîðìòåîðåìà".

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ çàìåíÿå-
ìîé ÷àñòè è èçâëå÷åíèå èìïëèêàöèè èç ýêâèâàëåíòíîñòè

1. Èçâëå÷åíèå èìïëèêàöèè äëÿ ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà èç ðåçóëüòàòà âàðüèðîâà-
íèÿ äåêîìïîçèðóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà ñâåðòêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀abcd(b−set & a−set & c−set & d−set & íåïåðåñåê(b, a\c) & íåïåðåñåê(b, a\d)→
íåïåðåñåê(b, a \ (c ∩ d)))

èç òåîðåìû

∀bef (b− set & e− set & f − set→ íåïåðåñåê(b, e ∪ f)↔ íåïåðåñåê(b, e) &
íåïåðåñåê(b, f))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bcf (b− set & c− set & f − set→ b \ c ∪ b \ f = b \ (c ∩ f))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Âíóòðè çàìåíÿåìîé ÷àñòè âûáè-
ðàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 äâóìåñòíîé îïåðàöèè õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - e ∪ f .
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñâåðòêè" îïðåäåëÿåò ïî õ15 óêàçàííóþ âûøå äî-
ïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Â êà÷åñòâå çàìåíÿåìîé åå ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ òà
÷àñòü êîíñåêâåíòà, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâêîì ñèìâîë õ15. Â íàøåì ïðèìåðå -
b\ c∪ b\f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà íå èìååò õàðàêòåðèñòèêè
"íîðìàëèçàöèÿ", óêàçûâàþùåé ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèå çàìåíû. Çàòåì
ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ14 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Îí èìååò âèä:

∀abcd(b− set & a \ c− set & a \ d− set & a− set & c− set & d− set→
íåïåðåñåê(b, a \ (c ∩ d))↔ íåïåðåñåê(b, a \ c) & íåïåðåñåê(b, a \ d))

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîé îáðàáîòêè òåðìà
õ21 îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïåðàíäîâ", "äåìîäèôèêàöèÿ", à ïåðåìåííîé õ23 - ðå-
çóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ22 îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Â íàøåì ñëó÷àå
ýòî ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà "èñòèíà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî òåîðåìà õ23 íå èìå-
åò çàãîëîâêà "äëÿëþáîãî", ëèáî åå çàìåíÿåìûé òåðì îòëè÷àåòñÿ îò çàìåíÿåìîãî
òåðìà òåîðåìû õ22. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì òåîðåìû
õ22 (â íàøåì ïðèìåðå îíà ñîâïàäàåò ñ òåîðåìîé õ21), à ïåðåìåííîé õ26 - íà-
áîð åå àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîðíåâûå îïåðàíäû òåðìà õ25 (ïîñëå
îòáðàñûâàíèÿ âíåøíåãî îòðèöàíèÿ, åñëè îíî åñòü) óñòîé÷èâû ê îáðàáîòêå íîð-
ìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò îáðàáîòêè óòâåðæäåíèé õ26 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî
ïàðàìåòðîâ òåðìà õ25. Çàòåì íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ28 äîáàâëåíèÿ ê õ27 êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷àñè òåîðåìû õ22. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû
óòâåðæäåíèé õ28 âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ25, è ñîçäà-
åòñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ28 è êîíñåêâåíòîì õ25.
Ïðîâåðÿåòñÿ íåèçáûòî÷íîñòü åå èñïîëüçîâàíèÿ â ïðîâåðî÷íîì îïåðàòîðå. Ïðè
ðåãèñòðàöèè äàííîé èìïëèêàöèè â ñïèñêå âûâîäà ïðîïóñêàþòñÿ òîëüêî õàðàê-
òåðèñòèêè ñ çàãîëîâêàìè "ñïóñê", "ëåãêîâèäåòü", "Ñïóñê".

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ çà-
ìåíÿþùåé ÷àñòè

1. Ïîïûòêà èçâëå÷ü èç äåêîìïîçèðóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè óïðîùàþùóþ ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ñ äîïîëíèòåëüíûì àíòåöåäåíòîì, èñïîëüçóÿ âñòðå÷íóþ ñâåðòêó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀bdef (e− set & b− set & d− set & f(1) ∈ e→ f ∈ (d ∩ e)× b↔ f ∈ d× b)

èç òåîðåìû

∀abf (a− set & b− set→ f ∈ a× b↔ l(f) = 2 & f(1) ∈ a & f(2) ∈ b & f − ñëîâî)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(b− set & c− set→ a ∈ b ∩ c↔ a ∈ b & a ∈ c)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - èñõîäíàÿ â ñïèñêå âûâîäà. Ïåðåìåííîé õ10 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþùèé. Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ11. Ñðåäè íèõ âû-
áèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ14 ñ çàãîëîâêîì õ15, ïî êîòîðîìó ñïðàâî÷íèê ïîèñêà
òåîðåì "óïðîùêí" íàõîäèò óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ14 - f(1) ∈ a. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáî-
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â
èñõîäíóþ òåîðåìó. Ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

∀cde(d− set & e− set→ c ∈ d ∩ e↔ c ∈ d & c ∈ e).

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ÷ëåíîâ êîíúþíêòèâíîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà
òåîðåìû õ18, ïåðåìåííîé õ23 - ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü êîíñåêâåíòà. Â íàøåì
ñëó÷àå õ22 - "c ∈ d", "c ∈ e"; õ23 - "c ∈ d ∩ e". Âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ24
ñïèñêà õ22, èìåþùåå òîò æå çàãîëîâîê, ÷òî è õ23. Â íàøåì ñëó÷àå õ24 - "c ∈ d".
Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî õ23 ïîëó÷àåòñÿ èç õ24 íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêîé S âìåñòî ïà-
ðàìåòðîâ òåðìà õ24. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïîäñòàíîâêà èçìåíÿåò åäèíñòâåííóþ
ïåðåìåííóþ õ28, ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî íåå òåðì õ29. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 - d, õ29
- d ∩ e. Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî õ14 - ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè T â õ24 âìåñòî ïàðà-
ìåòðîâ òåðìà õ24. Íàõîäèòñÿ òåðì õ31, ïîäñòàâëÿåìûé ïîäñòàíîâêîé T âìåñòî
ïåðåìåííîé õ28, è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé. Â íàøåì ñëó÷àå
- a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïåðåìåííàÿ íå âõîäèò â ýëåìåíòû ñïèñêà õ12, îòëè÷-
íûå îò õ14. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé ñïèñêà
õ22, îòëè÷íûõ îò õ24. Â íàøåì ïðèìåðå - c ∈ e. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ33
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè T ê òåðìó õ32. Â íàøåì ïðèìåðå - "f(1) ∈ e". Ïå-
ðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè T ê
àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - "a− set", "e− set". Ïåðåìåííîé
õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ34 ñ íàáîðîì ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè
â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû òåðìà õ29 âìåñòî ïåðåìåííîé õ31 è ñ íàáîðîì
ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû òåðìà õ27. Îïðåäå-
ëÿþòñÿ òàêæå ðåçóëüòàò õ37 ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå õ10 òåðìà õ29 âìåñòî
ïåðåìåííîé õ31 è ðåçóëüòàò õ38 ïîäñòàíîâêè â õ10 òåðìà õ27 âìåñòî õ31. Ïå-
ðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü õ37 è õ38. Ïåðåìåííîé õ41 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî
ïàðàìåòðîâ òåðìà õ39 ðåçóëüòàòà äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ36 óòâåðæäåíèÿ õ33.
Íàêîíåö, ñîçäàåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ41 è êîíñåêâåíòîì
õ39.

2. Ïîïûòêà èçâëå÷ü èç äåêîìïîçèðóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè óïðîùàþùóþ ýêâèâà-
ëåíòíîñòü äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ, èñïîëüçóÿ âñòðå÷íóþ ñâåðòêó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀acdn(c − set & d − set & n − öåëîå & 0 ≤ n → Val(a) ⊆ d & êîðòåæ(a, n, c) ↔
êîðòåæ(a, n, c ∩ d))

èç òåîðåìû

∀abn(b− set & n− öåëîå & 0 ≤ n→ êîðòåæ(a, n, b)↔ a−ôóíêöèÿ & Dom(a) =
{1, . . . , n} & Val(a) ⊆ b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bcd(b− set & c− set & d− set→ d ⊆ b ∩ c↔ d ⊆ b & d ⊆ c)

Äàííûé ïðèåì ïî÷òè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ïðåäûäóùèì. Ïðèìåð äðóãîé, òàê
÷òî òåïåðü õ14 - Val(a) ⊆ b, õ18 - ∀cde(c− set & d− set & e− set→ e ⊆ c ∩ d↔
e ⊆ c & e ⊆ d), õ32 - "e ⊆ d", õ33 - "Val(a) ⊆ d", õ34 - ñïèñîê "b − set",
"d − set", "Val(a) − set". Îòëè÷èå âîçíèêàåò â ñàìîì êîíöå. Ïåðåìåííîé õ39
ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ33 è õ38 óòâåðæäå-
íèþ õ37. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ36 è êîíñåêâåíòîì õ39.
Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

3. Ïîïûòêà óïðîùåíèÿ êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà çàìåíÿþùåé ÷àñòè è îáðàòíîé ñâåðò-
êè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abdf (a− set & b− set & f ∈ a× b→ d = f(1)↔ f ∈ {d} × b)

èç òåîðåìû

∀abf (a− set & b− set→ f ∈ a× b↔ l(f) = 2 & f(1) ∈ a & f(2) ∈ b & f − ñëîâî)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a = b↔ a ∈ {b})

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷à-
ñòè, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿåìûé òåðì. Â ñïèñêå õ10 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå
õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "f(1) ∈ a". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïà-
ðàìåòðîâ òåðìà õ12, ïåðåìåííîé õ14 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðîæäåíèé õ11,
íå âõîäÿùèõ â õ13. â íàøåì ïðèìåðå õ13 - a, f ; õ14 - b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïè-
ñîê õ14 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê íàáîðà õ10, ïåðåìåííîé
õ16 - ñïèñîê ïåðåìåííûõ íàáîðà õ13, íå âõîäÿùèõ â õ15. Â íàøåì ñëó÷àå õ15
ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "l(f) = 2", "f(2) ∈ b", "f − ñëîâî"; õ16 - ïåðåìåííàÿ a.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ16 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê
óòâåðæäåíèÿ õ12, è ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðîùýêâ" íàõîäèò ïî íåìó
óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå,
íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì:

∀cd(c = d↔ c ∈ {d}).

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì òåîðåìû õ21, ïåðåìåííîé õ25
- îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ16 ñ ïàðàìåòðàìè òåðìà õ24. Äëÿ ïàðû òåðìîâ õ12, õ24
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íàõîäèòñÿ óíèôèöèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ25. Ïåðåìåí-
íîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ S ê çàìåíÿþùåìó òåðìû òåîðå-
ìû õ21. Â íàøåì ñëó÷àå îí èìååò âèä f(1) = d. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ
îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ñ ðåçóëüòàòàìè ïðèìåíå-
íèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ21. Â íàøåì
ñëó÷àå ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèÿ "a − set", "b − set", "{d} − set". Îïðåäåëÿåòñÿ
ðåçóëüòàò õ29 ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèþ õ11. Â íàøåì ñëó÷àå
- "f ∈ {d}× b". Íàêîíåö, íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìòåî-
ðåìà" èìïëèêàöèè, àíòåöåäåíòàìè êîòîîîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ28 è õ11, à
êîíñåêâåíòîì - ýêâèâàëåíòíîñòü õ27 è õ29.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé èìïëèêàöèè äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿþùåé
÷àñòè

1. Ïîïûòêà ðåàëèçàöèè êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà çàìåíÿþùåé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abB(¬(a = b) & ¬(a = B) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & B − òî÷êà→
ïðÿìàÿ(aB) = ïðÿìàÿ(aB)↔ B ∈ ïðÿìàÿ(ab))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(C = D) &
¬(A = B)→ ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD)↔ A ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
B ∈ ïðÿìàÿ(CD))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ¬(A = B)→ A ∈ ïðÿìàÿ(AB)).

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïî ýòîìó âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåí ñèìâîë "è", ïîñëå ÷åãî ïåðåìåííîé õ11 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå íåêîòîðîãî êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà. Â íàøåì ïðèìåðå -
"A ∈ ïðÿìàÿ(CD)". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî êîíúþíê-
òèâíîãî ÷ëåíà, ñ îòáðàñûâàíèåì êîðíåâîãî îòðèöàíèÿ, åñëè îíî åñòü. Ñïðà-
âî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïðèìåð" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Äëÿ êàæäîãî ëîãè÷åñêîãî ñèìâîëà äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû, íå âõîäÿùåãî â îñíîâíóþ òåîðåìó, ñóùåñòâóåò òàêîé ñèìâîë îñíîâíîé
òåîðåìû, ÷òî îáà ýòè ñèìâîëà îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå ðàçäåëó. Ïî òåîðåìå
õ13 ñîçäàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå êâàíòîðíîå òîæäåñòâî õ15, ïîëó÷àåìîå çàìåíîé
êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ13 íà ðàâåíñòâî ýòîãî êîíñåêâåíòà êîíñòàíòå "èñòèíà".
Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ16 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ11 â îñíîâíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè òåîðåìû õ15. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåò-
ñÿ ñëåäóþùàÿ èìïëèêàöèÿ:

∀AbB(a−òî÷êà & B−òî÷êà & b−òî÷êà & ¬(a = b) & ¬(a = B)→ ïðÿìàÿ(aB) =
ïðÿìàÿ(ab)↔ èñòèíà & B ∈ ïðÿìàÿ(ab)).

Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".
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Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà èñêëþ÷èòü ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå îáúåêòîâ çàäàííîãî òèïà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdz(z − êîìïëåêñíîå & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ z = c + di↔ c = Re(z) &
d = Im(z))

èç òåîðåìû

∀abcd(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ a + bi = c + di↔
a = c & b = d)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀z(z − êîìïëåêñíîå↔ ∃xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z = x + iy)).

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Â óòâåðæäåíèè õ10 ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 ñèìâîëà îïåðàöèè õ14; ñïðàâî÷íèê "òèï" ïðèñâà-
èâàåò ïåðåìåííîé õ16 òèï çíà÷åíèÿ îïåðàöèè õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - a+bi,
õ14 - ñèìâîë "Ïëþñ", õ16 - "êîìïëåêñíîå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïàðà-
ìîïèñàíèå" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ16 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåî-
ðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ
íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ñëó÷àå õ17 íå èçìå-
íÿåòñÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû õ17 - ýêâèâàëåíòíîñòü êâàíòîðà
ñóùåñòâîâàíèÿ õ21 óòâåðæäåíèþ õ20 âèäà õ16(õ24), ãäå õ24 - ïåðåìåííàÿ. Ïðî-
âåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî õ17 íå èìååò àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì õ21. Ñðåäè íèõ âû-
áèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ23 ïåðåìåííîé õ24 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ25. Â íàøåì
ñëó÷àå õ23 èìååò âèä "z = x + iy". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì ïî
âõîæäåíèþ õ13, à ïåðåìåííîé õ27 - ñïèñîê ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ýòîãî òåðìà.
Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî õ25 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê õ26 íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè S
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ27. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðè-
ìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå -
"x−÷èñëî", "y−÷èñëî", "c−÷èñëî", "d−÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ òåðìà õ25. Â íàøåì ïðèìåðå x, y. Ïåðåìåííîé
õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé èç õ29, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå
ñïèñêà õ30. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ïîäñïèñêîì ñïèñêà õ22. Âûáèðàåò-
ñÿ ñïèñîê õ32 ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó è òåîðåìó õ17,
äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ30. Â íàøåì ñëó÷àå - e, f . Ïåðåìåííîé
õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðàâåíñòâ ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ32 ñîîòâåòñòâóþùèì
ïåðåìåííûì ñïèñêà õ30, ïåðåìåííîé õ34 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ
õ20 ê ñïèñêó õ22. Â íàøåì ïðèìåðå õ34 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "x − ÷èñëî",
"y − ÷èñëî", "z = x + iy", "z − êîìïëåêñíîå". Ñïèñîê õ33 ñîñòîèò èç ðàâåíñòâ
x = e, y = f . Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ34 è óñëîâèÿìè
õ33. Ýòà çàäà÷à èìååò öåëè "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå
õ32", "èçâåñòíî õ24". Â íàøåì ïðèìåðå íåèçâåñòíûìè ñëóæàò e, f , ïðè÷åì èõ
íåîáõîäèìî âûðàçèòü ÷åðåç z. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò "îòêàç", è
îí ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ36. Â íàøåì ïðèìåðå - "e = Re(z), f = Im(z)".
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Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îòâåòà. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé ñïèñêà õ32 â íàáîðå õ37 èìååòñÿ ðàâåíñòâî åå
íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ. Ñïèñîê òàêèõ âûðàæåíèé ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ38. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â óòâåðæäåíèè õ10 âõî-
æäåíèÿ õ13 íà ïåðåìåííóþ õ24. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "z = c + di".
Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåð-
æäåíèþ õ11. Â íàøåì ñëó÷àå - "x = c & y = d". Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â õ40 òåðìîâ õ38 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ30. Â íàøåì ñëó-
÷àå - "Re(z) = c & Im(z) = d. Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé
ïîëó÷àþòñÿ èñêëþ÷åíèåì èç ñïèñêà õ29 óòâåðæäåíèé õ31 è äîáàâëåíèåì óòâåð-
æäåíèÿ õ20. Êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü õ39 è õ41. Ýòà èìïëèêàöèÿ
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îòáðàñûâàíèå èçáûòî÷íîãî óêàçàòåëÿ íà òèï îáúåêòà â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bef (e− set & f − set & e ⊆ R & f ⊆ R→ íèæíÿÿãðàíü(b, e ∪ f)↔
íèæíÿÿãðàíü(b, e) & íèæíÿÿãðàíü(b, f))

èç òåîðåìû

∀bef (e− set & f − set & e ⊆ R & f ⊆ R & b− ÷èñëî→ íèæíÿÿãðàíü(b, e ∪ f)↔
íèæíÿÿãðàíü(b, e) & íèæíÿÿãðàíü(b, f)).

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Â ñïèñêå õ12 íàõîäèòñÿ
óòâåðæäåíèå õ13 äëèíû 2, ñîäåðæàùåå ïåðåìåííóþ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå -
"b − ÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ13 íå âõîäèò â î.ä.ç. çàìåíÿåìî-
ãî òåðìà, à ïåðåìåííàÿ õ14 íå âñòðå÷àåòñÿ â äðóãèõ àíòåöåäåíòàõ. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ13 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì êàê óòâåðæäåíèÿ õ10, òàê è
óòâåðæäåíèÿ õ11, ïðè èñïîëüçîâàíèè îñòàëüíûõ àíòåöåäåíòîâ. Ïðè ïðîâåðêå
áëîêèðîâêè ïðèåìîâ îòìåíÿþòñÿ. Çàòåì ôîðìèðóåòñÿ òåîðåìà, ïîëó÷åííàÿ èç
èñõîäíîé òåîðåìû îòáðàñûâàíèåì àíòåöåäåíòà õ12.

2. Èñêëþ÷åíèå îïåðàöèè òèïà "îòðèöàíèå", åñëè îíà âñòðå÷àåòñÿ íàä âñåìè âõî-
æäåíèÿìè çàäàííîé ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî→ 0 ≤ a+c & 0 ≤ b+c↔ 0 ≤ c+min(a, b))

èç òåîðåìû

∀abc(a−÷èñëî& b−÷èñëî& c−÷èñëî→ 0 ≤ a−c & 0 ≤ b−c↔ 0 ≤ −c+min(a, b)).

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Â íåì óñìàòðèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå õ11 îäíîìåñòíîé îïåðàöèè õ13 îò ïåðåìåííîé õ12. Â íàøåì ñëó÷àå - âõîæäå-
íèå "−c". Ñïðàâî÷íèê "îòðèöàíèå" óñìàòðèâàåò, ÷òî äâóêðàòíîå ïðèìåíåíèå
îïåðàöèè õ13 íå èçìåíÿåò èñõîäíîãî çíà÷åíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ
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õ12 âñòðå÷àåòñÿ â çàìåíÿåìîì òåðìå òîëüêî ïîä îïåðàöèåé õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ïåðåìåííàÿ õ12 âñòðå÷àåòñÿ â àíòåöåäåíòàõ òîëüêî ïîä îïåðàöèåé õ13, çà
âîçìîæíûì èñêëþ÷åíèåì àíòåöåäåíòîâ ñ åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì - ïåðåìåí-
íîé õ12, èìåþùåé â íèõ åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå. Â àíòåöåäåíòàõ è êîíñåêâåíòå
ïåðåìåííàÿ õ12 çàìåíÿåòñÿ íà ïîäòåðì õ11. Ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ ñíà÷àëà
îïåðàòîðîì "ïîëíûåïîñûëêè", à çàòåì - îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Ïîïûòêà âàðüèðîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñ ïîìîùüþ îïðå-
äåëåíèÿ

1. Ïåðåôîðìóëèðîâêà èìïëèêàöèè, âûðàæàþùåé õàðàêòåðèñòèêó îäíîãî îáúåêòà
÷åðåç õàðàêòåðèñòèêó äðóãîãî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ghi(g − òî÷êà & h− òî÷êà & Òðåõìåðí(i)→ êðä(âåêòîð(hg), i, 1) =
− êðä(âåêòîð(gh), i, 1))

èç òåîðåìû

∀abcAK(Òðåõìåðí(K) & Âåêòîð(A) → êîîðä(A, K) = (a, b, c) ↔ êðä(A, K, 1) =
a & êðä(A, K, 2) = b & êðä(A, K, 3) = c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABKabc(A − òî÷êà & B − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) =
(a, b, c)→ êîîðä(âåêòîð(BA), K) = (−a,−b,−c))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñòàð-
òîâàÿ òåîðåìà ÿ÷åéêè âûâîäà - îïðåäåëåíèå òåðìà ñ çàãîëîâêîì õ15. Â íàøåì
ïðèìåðå - ñèìâîëà "êðä". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 âõîäèò â õ11 è íå âõîäèò â õ10.
Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî çàìåíÿåìûé òåðì èìååò åäèíñòâåííîå ïîäâûðàæåíèå õ17
ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî "êîîðä(A, K)". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî âñå êîðíåâûå îïåðàíäû òåðìà õ17 - ïåðåìåííûå. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ çàìåíÿåìîãî òåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b, c, A,K.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíè îõâàòûâàþò âñå ïåðåìåííûå èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîñìàò-
ðèâàþòñÿ âñå òåîðåìû òîãî ðàçäåëà, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ çàãîëîâîê õ19 òåðìà
õ17. Â íàøåì ñëó÷àå- ðàçäåëà "ñèñòåìûêîîðäèíàò". Â íåì âûáèðàåòñÿ óêàçàí-
íàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû - òîò æå, ÷òî ó çàìåíÿåìîãî òåðìà õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû âñòðå÷àåòñÿ ñèìâîë õ19 (â íàøåì
ïðèìåðå - "êîîðä"). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà èìååò àíòåöå-
äåíò ñ òåì æå çàãîëîâêîì, ÷òî è õ10, ñîäåðæàùèé ñèìâîë õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñðåäè àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íåò ðàâåíñòâà, ëèáî íå ñîäåðæà-
ùåãî ñèìâîëà õ19, ëèáî èìåþùåãî âèä x = t, ãäå x - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â
òåðì t. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ
â äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìå íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â
íàøåì ñëó÷àå èìååì:

∀ghidef (g−òî÷êà & h−òî÷êà & ñèñòêîîðä(i) & êîîðä(âåêòîð(gh), i) = (d, e, f)→
êîîðä(âåêòîð(hg), i) = (−d,−e,−f))
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Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû õ26 ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé S âìå-
ñòî ïåðåìåííûõ õ18 â óòâåðæäåíèå õ10. Â íàøåì ïðèìåðå âìåñòî ïåðåìåííûõ
a, b, c, A,K ïîäñòàâëÿþòñÿ òåðìû "−d", "−e", "−f", "âåêòîð(hg)", "i". Ïåðå-
ìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðìû õ26. Ïåðåìåííîé õ30
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì
õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "Òðåõìåðí(i)", "Âåêòîð(âåêòîð(hg))". Ïðîñìàòðèâà-
þòñÿ óòâåðæäåíèÿ õ32 ñïèñêà õ29, çàãîëîâîê êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ çàãîëîâêîì
óòâåðæäåíèÿ õ10 (â íàøåì ïðèìåðå - ñ ñèìâîëîì "ðàâíî"). Åñëè õ32 - ðåçóëüòàò
ïðèìåíåíèÿ ê õ10 íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè S ′ âìåñòî ïåðåìåííûõ õ18, òî ê õ30
ïðèñîåäèíÿþòñÿ âñå ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ′ ê óòâåðæäåíèÿì
õ12. Êðîìå òîãî, íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ′ ê óòâåðæäå-
íèþ õ11, è âñå êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû ýòîãî ðåçóëüòàòà òîæå ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê
õ30. Ïðè ýòîì õ32 óäàëÿåòñÿ èç ñïèñêà õ29. Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà ñïèñêà õ29
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî äëèíà óìåíüøèëàñü. Îñòàòîê ñïèñêà õ29 ïðèñîåäèíÿåòñÿ
ê ñïèñêó õ30. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäå-
íèþ õ11. Âûáèðàåòñÿ êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí õ33 ýòîãî ðåçóëüòàòà, ïîñëå ÷åãî
ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ30 è êîíñåêâåíòîì õ33. Îíà îáðà-
áàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Ñîçäàíèå ïðîòîêîëîâ

Ïðîòîêîëû ñîçäàþòñÿ â îáû÷íîì öèêëå âûâîäà òåîðåì. Ïîïûòêà èõ ñîçäàíèÿ èíèöèè-
ðóåòñÿ åäèíñòâåííîé òåîðåìîé, îäíàêî ïîñëå åå óñìîòðåíèÿ íà÷èíàåòñÿ ìíîãîêðàòíîå
ñêàíèðîâàíèå òåîðåì òåêóùåãî ðàçäåëà, à ïðè íåîáõîäèìîñòè - è äðóãèõ ðàçäåëîâ.
Òàêèì îáðàçîì ñîçäàåòñÿ "èíòåãðàëüíîå" ïðåäñòàâëåíèå î öåëåñîîáðàçíîñòè ñîçäà-
íèÿ ïðîòîêîëà è î åãî äåòàëÿõ. Ðåãèñòðàöèÿ ïðîòîêîëà â ñïèñêå âûâîäà ïðîèñõîäèò
òàêèì æå îáðàçîì, êàê è äëÿ îáû÷íîé òåîðåìû. Îí ñíàáæàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé
"ïðîòîêîë", ê êîòîðîé ìîãóò áûòü äîáàâëåíû äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè. Îíè íèêàê
íå ñâÿçàíû ñ õàðàêòåðèñòèêàìè îáû÷íûõ òåîðåì, à îðèåíòèðîâàíû íà ïðîòîêîëû
êîíêðåòíîãî âèäà.

1. Ñîçäàíèå îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâàíèÿ ê çàäàííûì çàãîëîâêàì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñîçäàíèå ïðîòîêîëà

"íîðìçàãîëîâîê(îáúåäèíåíèå âèäîáúåäèíåíèå)"

ïðè ðàññìîòðåíèè òåîðåìû

∀bce(b− set & − set & e− set→ b ∪ c ⊆ e↔ b ⊆ e & c ⊆ e)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëå-
ìåíòàðíûé. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ó òåîðåìû àíòåöåäåíòîâ, íå âõîäÿùèõ â
î.ä.ç. óòâåðæäåíèÿ õ10 è íå èìåþùèõ âèäà "÷åòíîå(. . .)", "ðàöèîíàëüíîå(. . .)",
"íå(÷åòíîå(. . .))". Âíóòðè õ10 íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ11 äâóìåñòíîé îïåðàöèè
îò ïåðåìåííûõ õ12 è õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - b∪c. Íàõîäèòñÿ ñïèñîê õ14 àòîìàð-
íûõ ïîäóòâåðæäåíèé çàìåíÿþùåé ÷àñòè õ9. Â íàøåì ñëó÷àå - "b ⊆ e" è "c ⊆ e".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íè îäíî èç íèõ íå ñîäåðæèò îäíîâðåìåííî è õ12, è õ13. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ õ12, õ13 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå
â òåðì õ10. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â õ10 âõîæäåíèÿ
õ11 íà ñèìâîë "ôèêñ". Â íàøåì ïðèìåðå - "ñîäåðæèòñÿ(ôèêñ e)". Ñîçäàåòñÿ
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íàêîïèòåëü õ17, èçíà÷àëüíî ñîäåðæàùèé åäèíñòâåííûé ýëåìåíò - ñèìâîë õ16
îïåðàöèè õ11. Îïðåäåëÿåòñÿ ðàçäåë õ18, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ16. Â
íàøåì ñëó÷àå - "òåîðèÿìíîæåñòâ".

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå òåîðåìû õ22 ýòîãî ðàçäåëà, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó õ24
ñ çàãîëîâêîì "è", "èëè" ëèáî "îáùíîðì". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìå-
íÿåìîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû õ22 ñîãëàñíî õàðàêòåðèñòèêå õ24. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî âñå îòëè÷íûå îò "ôèêñ" ñèìâîëû òåðìà õ15 âñòðå÷àþòñÿ â õ27. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî òåîðåìà õ22 íå èìååò àíòåöåäåíòîâ, íå âõîäÿùèõ â î.ä.ç. óòâåðæäåíèÿ
õ27 è íå èìåþùèõ âèäà "÷åòíîå(. . .)", "ðàöèîíàëüíîå(. . .)", "íå(÷åòíîå(. . .))". Â
óòâåðæäåíèè õ27 íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ28 äâóìåñòíîé îïåðàöèè õ31 îò ïåðå-
ìåííûõ õ29 è õ30. Ýòà îïåðàöèÿ îòñóòñòâóåò â íàêîïèòåëå õ17. Ëèáî íè îäíî
èç àòîìàðíûõ ïîäóòâåðæäåíèé çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû õ22 íå ñîäåðæèò
îäíîâðåìåííî ïåðåìåííûõ õ29 è õ30, ëèáî õ24 èìååò çàãîëîâîê "îáùíîðì", à
îöåíêà çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû õ22 ìåíüøå îöåíêè çàìåíÿåìîé. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ õ29, õ30 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ27.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåçóëüòàò õ33 çàìåíû â õ27 âõîæäåíèÿ õ28 íà ñèìâîë "ôèêñ".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îòëè÷àåòñÿ îò õ15 ëèøü ïåðåîáîçíà÷åíèåì ïåðåìåííûõ.
Òîãäà ê íàêîïèòåëþ õ17 ïðèñîåäèíÿåòñÿ ñèìâîë õ31.

Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà òåîðåì ðàçäåëà ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ20 ãðóïï
ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ ñïèñêà õ17, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê "ýêâèâàëåíòíûå". Çà-
òåì ðàçäåë ïðîñìàòðèâàåòñÿ ñíîâà. Íà ýòîò ðàç âûáèðàþòñÿ òåîðåìû õ25 ñ
õàðàêòåðèñòèêîé õ23, èìåþùåé çàãîëîâîê "íîðìàëèçàöèÿ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
òåîðåìà íå èìååò ñóùåñòâåííûõ ïîñûëîê, à êîíñåêâåíò åå - ðàâåíñòâî çàìåíÿå-
ìîãî òåðìà õ26 áåñïîâòîðíîìó çàìåíÿþùåìó òåðìó õ27. Ïåðâûé èç íèõ èìååò
çàãîëîâîê õ28, âòîðîé - îòëè÷íûé îò õ28 çàãîëîâîê õ29. Îáà çàãîëîâêà ñîäåð-
æàòñÿ â õ17. Îáà òåðìà õ26, õ27 èìåþò îäíè è òå æå ïåðåìåííûå; ÷èñëî ýòèõ
ïåðåìåííûõ ðàâíî 3, ïðè÷åì íàèáîëåå ñëîæíûé ïîäòåðì çàìåíÿþùåãî òåðàì -
îí ñàì. Òîãäà çàãîëîâêè õ28, õ29 ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê "ýêâèâàëåíòíûå" è ñîîò-
âåòñòâóþùèì îáðàçîì ðåãèñòðèðóþòñÿ â ñïèñêå õ20. Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè "è"
ïðèìåðà ñ íåïóñòûì õ20 ïîêà íåò, íî çàòî äëÿ õàðàêòåðèñòèêè "èëè" áóäåò òà-
êîé ïðèìåð ñ "ýêâèâàëåíòíûìè" ñèìâîëàìè "óìíîæåíèå", "äðîáü", "ñòåïåíü",
êîòîðûå îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ öåëåâûìè äëÿ îïåðàòîðà ðàçëîæåíèÿ íà ìíî-
æèòåëè "âèäóìíîæåíèå".

Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îäíîýëåìåíòíûé íà-
áîð, îáðàçîâàííûé ñèìâîëîì õ16. Åñëè â õ20 èìååò êëàññ, ñîäåðæàùèé õ16,
òî õ21 çàìåíÿåòñÿ íà òàêîé êëàññ. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 ñîñòîèò èç ñèìâîëîâ
"îáúåäèíåíèå", "ðàçíîñòü", "ñèììåòðè÷ðàçíîñòü". Óòâåðæäåíèÿ ñ ýòèìè îïå-
ðàöèÿìè äîïóñêàþò "ïîõîæèå" äåêîìïîçèöèè. õ20 â íàøåì ïðèìåðå ïóñòî; õ21
ñîñòîèèò èç åäèíñòâåííîãî ñèìâîëà "îáúåäèíåíèå".

Äàëåå ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ22, è ðàçäåë ïðîñìàòðèâàåòñÿ â òðåòèé ðàç.
Âûäåëÿþòñÿ òîæäåñòâà áåç ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ, èìåþùèå õàðàêòåðè-
ñòèêó "ñâåðòêà", íî íå èìåþùèå õàðàêòåðèñòèê "íîðìàëèçàöèÿ", "óïðîùåíèå".
Åñëè îäíà èç ÷àñòåé òîæäåñòâà èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë õ29 ñïèñêà õ21, à
äðóãàÿ - ñèìâîë, íå ïðèíàäëåæàùèé õ21, òî ñèìâîë õ29 çàíîñèòñÿ â íàêîïèòåëü
õ22. Ñìûñë ïðîñìîòðà - îòîáðàòü òàêèå ñèìâîëû õ29, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò



3.32. Õàðàêòåðèñòèêà "è" 233

òîæäåñòâà, îáåñïå÷èâàþùèå ïðåîáðàçîâàíèå ê çàãîëîâêó õ29. Íàïðèìåð, â ñëó-
÷àå íîðìàëèçàòîðà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè - òîæäåñòâî äèñòðèáóòèâíîñòè,
ôîðìóëû êâàäðàòà ñóììû, ôîðìóëà ñëîæåíèÿ äðîáåé è ò.ï.

Ïî çàâåðøåíèè ïðîñìîòðà èç ñïèñêà õ21 îòáðàñûâàþòñÿ âñå ýëåìåíòû, íå ïî-
ïàâøèå â ñïèñîê õ22. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü, ÷òî ÷òî äëÿ ïðèâå-
äåíèÿ ê çàãîëîâêàì õ21 óæå ñîçäàí íîðìàëèçàòîð. Òîãäà ïåðåìåííîé õ23 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ åãî íàçâàíèå. Èíà÷å çíà÷åíèåì ýòîé ïåðåìåííîé ñòàíîâèòñÿ òåðì
"Íàçâàíèå(íîðìçàãîëîâîê õ21)". Äàëåå ñîçäàåòñÿ ïðîòîêîë "íîðìçàãîëîâîê(õ21
õ23)".

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òåîðåìå

1. Ïîïûòêà èñêëþ÷åíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàäàíèÿ îáúåêòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀z(z − êîìïëåêñíîå→ |z| = 0↔ z = 0)

èç òåîðåìû

∀cd(c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ |c + di| = 0↔ c = 0 & d = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀z(z − êîìïëåêñíîå↔ ∃xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z = x + iy))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Âíóòðè óòâåðæäåíèÿ õ10
íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ13 ñèìâîëà îïåðàöèè õ14. Ñïðàâî÷íèê "òèï" îïðåäåëÿåò
òèï õ16 çíà÷åíèÿ ñèìâîëà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - "c + di", õ14 - ñèì-
âîë "Ïëþñ" êîìïëåêñíîãî ñëîæåíèÿ, õ16 - "êîìïëåêñíîå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà
òåîðåì "ïàðàìîïèñàíèå" íàõîäèò ïî ñèìâîëó õ16 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíè-
òåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ñèìâîëà "ýêâèâà-
ëåíòíî" - çàãîëîâêà åå êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðàÿ èìååò âèä "õ16(õ24)", ãäå õ24 - ïåðåìåí-
íàÿ. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè, çàãîëîâêîì êîòîðîé
ñëóæèò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà íå
èìååò àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé õ23 - ðàâåíñòâî èç ýòîãî íàáîðà,
â îäíîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ24. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ23. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ13, ïåðåìåííîé õ27 - ñïèñîê åãî ïàðàìåòðîâ. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ25 - "x + iy", õ26 - "c + di", õ27 - "c, d". Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî
õ25 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê õ26 íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè S âìåñòî ïåðåìåí-
íûõ õ27. Îïðåäåëÿåòñÿ ñïèñîê õ29 ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê
àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "x− ÷èñëî", "y − ÷èñëî".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå èñõîäíîé òåîðåìû ñîäåðæàòñÿ â ñïèñêå õ27
è ÷òî ñïèñîê õ29 âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê õ22. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âõîæäå-
íèå ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ27 â òåðì õ10 ðàñïîëîæåíî âíóòðè ïîäòåðìà, ðàâíîãî
õ26. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âñåõ âõîæäåíèé òåðìà
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õ26 â õ10 íà ïåðåìåííóþ õ24. Â íàøåì ñëó÷àå - "|z| = 0". Ïåðåìåííîé õ32 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèþ õ11. Â íàøåì
ïðèìåðå - "x = 0 & y = 0". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñ-
êà õ22 è íàáîðà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ32. Â íàøåì ïðèìåðå
èìååì óòâåðæäåíèÿ "x − ÷èñëî", "y − ÷èñëî", "z = x + iy", "x = 0", "y = 0".
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ33, èìåþùàÿ öåëü "óïðîñòèòü".
Ïîñëå ýòîãî â åå ñïèñêå ïîñûëîê âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ36, åäèíñòâåííûì
ïàðàìåòðîì êîòîðîãî ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ24. Â íàøåì ïðèìåðå - z = 0. Ïåðå-
ìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîïîëíåíèÿ íàáîðà õ22 óòâåðæäåíèåì õ36,
ïîñëå ÷åãî ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ õ32 èç ïîñûëîê õ37.
Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ åäèíñòâåííûì àíòåöåäåíòîì "õ16(õ24)",
êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü õ31 è õ36.

3.33 Õàðàêòåðèñòèêà "èëè"
Õàðàêòåðèñòèêîé "èëè(õ1)" ñíàáæàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, âûïîëíÿþùèå äåêîìïî-
çèöèþ ýëåìåíòàðíîãî óòâåðæäåíèÿ â äèçúþíêöèþ áåñêâàíòîðíûõ óòâåðæäåíèé. õ1 -
íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïîëó÷åíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ñâåðòêè êîíúþíêöèè èç äèçúþíêòèâíîé äåêîìïî-
çèðóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(b− set & c− set→ ¬(a ∈ b ∪ c)↔ ¬(a ∈ b) & ¬(a ∈ c))

èç òåîðåìû

∀abc(b− set & c− set→ a ∈ b ∪ c↔ a ∈ b ∨ a ∈ c)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿ-
þùèé, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ13 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âñå îíè ýëåìåíòàðíû. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð îòðèöàíèé óòâåð-
æäåíèé ñïèñêà õ13. Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ12, êîíñåêâåí-
òîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ10 êîíúþíêöèè
óòâåðæäåíèé õ14. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

2. Ïåðåíåñåíèå â àíòåöåäåíòû âñåõ àëüòåðíàòèâíûõ ïîäóòâåðæäåíèé, êðîìå îäíî-
ãî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & ¬(b = 0)→ ab = 0↔ a = 0)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ab = 0↔ a = 0 ∨ b = 0)
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Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿ-
þùèé, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ13 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ11. Â íåì âûáèðàåòñÿ
óòâåðæäåíèå õ14. Â íàøåì ñëó÷àå - "a = 0". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð îòðèöàíèé îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "¬(b = 0)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ16 ýëåìåíòàðíû. Çàòåì ôîðìèðóåò-
ñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷åíû äîáàâëåíèåì
ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû óòâåðæäåíèé õ16, à êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíò-
íîñòü óòâåðæäåíèé õ10 è õ14.

3. Ïîïûòêà ïåðåõîäà îò äèçúþíêòèâíîé äåêîìïîçèöèè ê êîíúþíêòèâíîé ïóòåì
ïåðåíåñåíèÿ â àíòåöåäåíòû îòðèöàíèÿ êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà îäíîé èç àëüòåð-
íàòèâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & 0 ≤ a→ 0 < ab↔ 0 < a & 0 < b)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ 0 < ab↔ a < 0 & b < 0 ∨ 0 < a & 0 < b)

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷à-
ñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé. Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ12 ñïèñêà õ11.
Â íàøåì ïðèìåðå - 0 < a & 0 < b. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîé
ýëåìåíò íàáîðà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 èìååò çàãîëîâîê "è". Âûáèðàåòñÿ
ýëåìåíòàðíûé êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí õ14 óòâåðæäåíèÿ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå
- "a < 0". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïî-
ïîëíåííûé îòðèöàíèåì óòâåðæäåíèÿ õ14, ïåðåìåííîé õ16 - ýêâèâàëåíòíîñòü
çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû óòâåðæäåíèþ õ12. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ15 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî
ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ16. Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòî-
ðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ17, à êîíñåêâåíòîì - õ16. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

4. Ïîïûòêà ïåðåõîäà îò äèçúþíêòèâíîé äåêîìïîçèöèè ê êîíúþíêòèâíîé ëèáî
ê ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ïóòåì ïåðåíåñåíèÿ â àíòåöåäåíòû
êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà îäíîé èç àëüòåðíàòèâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(0 < a & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ 0 < ab↔ 0 < b)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ 0 < ab↔ a < 0 & b < 0 ∨ 0 < a & 0 < b)

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷à-
ñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé. Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ12 ñïèñêà õ11.
Â íàøåì ïðèìåðå - a < 0 & b < 0. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîé
ýëåìåíò íàáîðà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 èìååò çàãîëîâîê "è". Âûáèðàåòñÿ
ýëåìåíòàðíûé êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí õ14 óòâåðæäåíèÿ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå -
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"0 < a". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåð-
æäåíèÿ õ12, ïåðåìåííîé õ16 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû
óòâåðæäåíèÿ õ14. Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ17 ñïèñêà õ15, è ïðè ïîìîùè çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî èç õ16 âûòåêàåò åãî îòðèöàíèå. Â íàøåì
ïðèìåðå õ17 - "a < 0". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ ýëåìåíòîâ
ñïèñêà õ13, îòëè÷íûõ îò õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 < b". Ïåðåìåííîé õ20
ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü çàìåíÿåìîãî òåðìà òåîðåìû óòâåðæäåíèþ õ19.
Ôîðìèðóåòñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16 è êîíñåêâåí-
òîì õ20.

5. Ïîïûòêà îòîæäåñòâëåíèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ â çàìåíÿåìîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíî-
ñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀BCD(¬(B = C) & ¬(C = D) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & B−òî÷êà & C−òî÷êà & D−
òî÷êà→ îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(CB), âåêòîð(CD))↔ òî÷êàëó÷à(C, B, D))

èç òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(C = D) & ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD) & A−òî÷êà & B−
òî÷êà & C−òî÷êà & D−òî÷êà→ îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(AB), âåêòîð(CD))↔
A ∈ îòðåçîê(BC) & òî÷êàëó÷à(C, D,B) ∨ C ∈ îòðåçîê(AD) & òî÷êàëó÷à(A, B,
D))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11 -
çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê åãî ïàðàìåòðîâ. Â íàøåì
ïðèìåðå - A, B, C,D. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 èìååò íå ìåíåå 2 è íå áîëåå 4 ýëå-
ìåíòîâ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðà õ15, õ16 ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ12. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - A, C. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå àíòåöåäåíòà "íå(ðàâíî(õ15 õ16))". Ïåðå-
ìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû ðà-
âåíñòâà ïåðåìåííûõ õ15 è õ16. Ñïèñîê õ17 îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "íîð-
ìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ðåçóëüòàò 1õ8 íå ñîäåðæèò êîíñòàíòû "ëîæü". Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ
ñ àíòåöåäåíòàìè õ18, êîíñåêâåíò êîòîðîé - òîò æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû.
Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëü-
òàò ïîëó÷àåò îò õàðàêòåðèçàòîðà õàðàêòåðèñòèêó "îáùíîðì" ëèáî "óñèëåíèå".
Òîëüêî ýòè õàðàêòåðèñòèêè è ðåãèñòðèðóþòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Âûâîä èìïëèêàöèè èç ýêâèâàëåíòíîñòè

1. Èçâëå÷åíèå èç äåêîìïîçèðóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè èìïëèêàöèè äëÿ ïðîâåðî÷-
íîãî îïåðàòîðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(b− set & c− set & a ∈ b→ a ∈ b ∪ c)

èç òåîðåìû

∀abc(b− set & c− set→ a ∈ b ∪ c↔ a ∈ b ∨ a ∈ c)
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Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâà-
þòñÿ äâà ñëó÷àÿ: ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ õ10 ëèáî îòðèöàíèå õ10. Ñîîò-
âåòñòâåííî, ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ 0 ëèáî 1. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 ðàâíî
0. Åñëè õ14 ðàâíî 1, òî ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð îòðèöàíèé äèçú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ11, èíà÷å - íàáîð, îáðàçîâàííûé îäíèì èç
äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð,
êîòîðûé ìîã áû îáðàáîòàòü óòâåðæäåíèå õ13. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" ñïèñêà, ïîëó÷àåìîãî äî-
áàâëåíèåì óòâåðæäåíèé õ19 ê ñïèñêó õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â íàáîðå õ23 îòñóò-
ñòâóåò ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé íå ñîäåðæàùåìó åå òåðìó. Ôîðìèðóåòñÿ ðåçóëüòè-
ðóþùàÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ23 è êîíñåêâåíòîì õ13. Äîïîëíèòåëüíî
ïðîâåðÿåòñÿ åå íåèçáûòî÷íîñòü äëÿ ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà. Ïðè ðåãèñòðàöèè
ðåçóëüòàòà â ñïèñêå âûâîäà ïðîïóñêàþòñÿ òîëüêî õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêà-
ìè "ñïóñê", "Ñïóñê", "ëåãêîâèäåòü".

2. Ïåðåíåñåíèå çàìåíÿåìîãî òåðìà â àíòåöåäåíòû è ðàçâÿçêà åãî ïî òðàíçèòèâíî-
ñòè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîñòîé èìïëèêàöèè, èñïîëüçóåìîé â ïðîâåðî÷íîì îïåðàòî-
ðå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bef (b− set & ¬(f ∈ e) & e− set & b ⊆ e→ ¬(f ∈ b))

èç òåîðåìû

∀abc(b− set & c− set→ a ∈ b ∪ c↔ a ∈ b ∨ a ∈ c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(¬(c ∈ b) & a− set & b− set & a ⊆ b→ ¬(c ∈ a)).

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâà-
åòñÿ îòðèöàíèå õ10, ïåðåìåííîé õ16 - íàáîð îòðèöàíèé äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
óòâåðæäåíèÿ õ11. Â íàáîðå õ16 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ17. Â íàøåì ïðèìåðå
- "¬(a ∈ b)". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòî-
ðîé ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ê ñïèñêó õ12 óòâåðæäåíèÿ õ13, à êîíñåêâåíòîì
ñëóæèò õ17. Â íàøåì ïðèìåðå ýòà èìïëèêàöèÿ èìååò âèä:

∀abc(b− set & c− set & ¬(a ∈ b ∪ c)↔ ¬(a ∈ b))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû òåðìà õ13 íå âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû òåðìà õ17,
ïðè÷åì ïåðåñå÷åíèå õ23 ñïèñêîâ ýòèõ ïàðàìåòðîâ èìååò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåí-
òîâ. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ13 ñ îòáðîøåííûì
êîðíåâûì îòðèöàíèåì. Â íàøåì ñëó÷àå - ñèìâîë "ïðèíàäëåæèò". Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "òðàíçèòïåðåõîä" îïðåäåëÿåò ïî õ24 óêàçàííóþ âûøå äîïîë-
íèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîöåäóðà "âûâîäïîñûëêè" èñïîëüçóåò åå äëÿ ðåàëèçàöèè
àíòåöåäåíòà õ13 òåîðåìû õ19. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ èìïëèêàöèÿ
õ27:

∀bcef (b− set & c− set & ¬(f ∈ e) & b ∪ c− set & e− set & b ∪ c ⊆ e→ ¬(f ∈ b))



238 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

Ê íåé ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà "Ñïóñêîïåðàíäîâ", êîòîðàÿ òåîðåìó íå èçìåíÿåò.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå êîíñåêâåíò õ29 ýëåìåíòàðåí. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè íàáîðà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ28 ïðîöåäóðîé "íîð-
ìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ29. Ïîëó÷àåòñÿ ñïèñîê óòâåð-
æäåíèé "b− set", "¬(f ∈ e)", "e− set", "b ⊆ e". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå
õ29 ìîæåò áûòü îáðàáîòàíî ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì, è ôîðìèðóåòñÿ ðåçóëüòè-
ðóþùàÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ31 è êîíñåêâåíòîì õ29. Äîïîëíèòåëüíî
ïðîâåðÿåòñÿ åå íåèçáûòî÷íîñòü äëÿ ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà. Ïðè ðåãèñòðàöèè
ðåçóëüòàòà â ñïèñêå âûâîäà ïðîïóñêàþòñÿ òîëüêî õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêà-
ìè "ñïóñê", "Ñïóñê", "áëîêïðîâåðîê", "ëåãêîâèäåòü".

3. Ôèêñàöèÿ ïåðåìåííîé ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà èç äåêîìïîçèðóþùåé ÷àñòè ýêâè-
âàëåíòíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bc(c− ñëîâî→ b ∈ {b; c})

èç òåîðåìû

∀abc(c− ñëîâî→ a ∈ {b; c} ↔ a = b ∨ a ∈ {; c})

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Íàõîäèòñÿ äèçúþíêòèâ-
íûé ÷ëåí õ13 óòâåðæäåíèÿ õ11, èìåþùèé âèä ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé õ16 íå
ñîäåðæàùåìó ýòîé ïåðåìåííîé òåðìó õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 ýëåìåíòàðíî.
Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà õ17 âìåñòî õ16 â
óòâåðæäåíèå õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "b ∈ {b; c}". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâà-
åòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ýòîé æå ïîäñòàíîâêè ê àíòåöåäåíòàì õ12.
Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ19 è êîíñåêâåíòîì õ18. Îíà îáðà-
áàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ çàìåíÿå-
ìîé ÷àñòè

1. Óïðîùåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïåðåãðóïïèðîâî÷íîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ad(a ∈ {d} ↔ a = d)

èç òåîðåìû

∀abc(c− ñëîâî→ a ∈ {b; c} ↔ a = b ∨ a ∈ {; c})

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(ïðåôèêñ(a, ïóñòîåñëîâî) = (a))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Âíóòðè çàìåíÿåìîé ÷à-
ñòè âûáèðàåòñÿ íåêîðíåâîå âõîæäåíèå õ14 îïåðàöèè õ15. Â íàøåì ñëó÷àå -
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"ïðåôèêñ(b, c)". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "êîíñòíàáîð" íàõîäèò ïî ñèìâîëó
õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" èñïîëü-
çóåò åå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ14. Ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåí-
íîé õ21. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì:

∀ad(ïóñòîåñëîâî− ñëîâî→ a ∈ {d} ↔ a = d ∨ a ∈ {; ïóñòîåñëîâî}).

Ýòà òåîðåìà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïåðàíäîâ" è "äåìîäèôèêà-
öèÿ", â íàøåì ïðèìåðå íå èçìåíÿþùèìè åå. Çàòåì åå àíòåöåäåíòû îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåí-
òà. Ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ25. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ îä-
íîýëåìåíòíûé íàáîð, îáðàçîâàííûé êîíñòàíòîé "èñòèíà". Êîðíåâûå îïåðàíäû
êîíñåêâåíòà óïðîùàþòñÿ çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñ-
êå õ26. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àþòñÿ óòâåðæäåíèÿ a ∈ {d} è a = d. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî ýëåìåíòû ñïèñêà õ26 ðàçëè÷íû è íå ÿâëÿþòñÿ ëîãè÷åñêèìè êîíñòàíòà-
ìè. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî íàáîðû äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ýëåìåíòîâ ñïèñêà
õ26 íå âêëþ÷àþòñÿ îäèí â äðóãîé. Çàòåì ôîðìèðóåòñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ èì-
ïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ25, êîíñåêâåíòîì êòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü
óòâåðæäåíèé íàáîðà (ïàðû) õ26.

2. Âàðüèðîâàíèå äåêîìïîçèðóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâ ñâåðò-
êè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ade(d− set & e− set→ a ∈ d4e↔ ¬(a ∈ d) & a ∈ e ∨ ¬(a ∈ e) & a ∈ d)

èç òåîðåìû

∀abc(b− set & c− set→ a ∈ b ∪ c↔ a ∈ b ∨ a ∈ c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set→ a4b = a \ b ∪ b \ a).

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 áåñïî-
âòîðíî. Âíóòðè çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 äâóìåñòíîé
îïåðàöèè õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - b∪c. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñâåðòêè" íà-
õîäèò ïî ñèìâîëó õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé
õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè åå êîíñåêâåíòà, êîòîðàÿ èìååò çàãî-
ëîâîê õ15. Åñëè äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà îêàçàëàñü òîæäåñòâîì îáùåé ñòàí-
äàðòèçàöèè (â íàøåì ïðèìåðå - íåò), òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ19 - íå çàìåíÿþùàÿ
÷àñòü. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ21 ïðèìåíåíèÿ äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä:

∀ade(d \ e− set & e \ d− set & d− set & e− set→ a ∈ d4e↔ a ∈ d \ e ∨ a ∈ e \ d)

Ïîëó÷åííàÿ òåîðåìà ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïå-
ðàíäîâ", "äåìîäèôèêàöèÿ", "íîðìòåîðåìà".
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3. Ïîïûòêà ïðîâàðüèðîâàòü çàìåíÿåìóþ ÷àñòü äåêîìïîçèðóþùåé ýêâèâàëåíòíî-
ñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ a = 0 ∨ |b| = |c| ↔ |ab| = |ca|)

èç òåîðåìû

∀cde(c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ d = 0 ∨ e = |c| ↔ e|d| = |cd|)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ |a||b| = |ab|).

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà èìååò íå áîëåå òðåõ ïåðåìåííûõ â ñâîåé ñâÿçûâàþùåé
ïðèñòàâêå. Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ11 ñèìâîëà îïåðàöèè õ12.
Åñëè ýòà ÷àñòü êîíúþíêòèâíàÿ, òî õ11 âûáèðàåòñÿ â ñàìîì ñëîæíîì êîíúþíê-
òèâíîì ÷ëåíå. Â íàøåì ïðèìåðå - e|d|. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâ-
êè" íàõîäèò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà èìååò íå áîëåå äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
òîé ÷àñòè åå êîíñåêâåíòà, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ12. Åñëè äîïîëíèòåëüíàÿ
òåîðåìà îêàçàëàñü òîæäåñòâîì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè (â íàøåì ïðèìåðå - äà),
òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ16 - íå çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõî-
äèò ðåçóëüòàò õ17 ïðèìåíåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
âõîæäåíèÿ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀abc(c− ÷èñëî & a− ÷èñëî & |b| − ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a = 0 ∨ |b| = |c| ↔
|ab| = |ca|).

Ýòà òåîðåìà ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïåðàíäîâ",
"äåìîäèôèêàöèÿ" è "Íîðìòåîðåìà". Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âñïîìîãàòåëüíîé çà-
äà÷å ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé "ìîäóëü".

Ñîçäàíèå ïðîòîêîëîâ

1. Ñîçäàíèå îïåðàòîðà ïðèâåäåíèÿ ê çàäàííûì çàãîëîâêàì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñîçäàíèå ïðîòîêîëà

"íîðìçàãîëîâîê(óìíîæåíèå äðîáü ñòåïåíü âèäóìíîæåíèå)"

ïðè ðàññìîòðåíèè òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ab = 0↔ a = 0 ∨ b = 0)

Ïðèåì ïî÷òè äîñëîâíî ñîâïàäàåò ñ îäíîèìåííûì ïðèåìîì õàðàêòåðñòèêè "è".
Äëÿ óäîáñòâà ïîâòîðèì åãî îïèñàíèå öåëèêîì.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëå-
ìåíòàðíûé. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ó òåîðåìû àíòåöåäåíòîâ, íå âõîäÿùèõ â
î.ä.ç. óòâåðæäåíèÿ õ10 è íå èìåþùèõ âèäà "÷åòíîå(. . .)", "ðàöèîíàëüíîå(. . .)",
"íå(÷åòíîå(. . .))". Âíóòðè õ10 íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ11 äâóìåñòíîé îïåðàöèè
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îò ïåðåìåííûõ õ12 è õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - ab. Íàõîäèòñÿ ñïèñîê õ14 àòî-
ìàðíûõ ïîäóòâåðæäåíèé çàìåíÿþùåé ÷àñòè õ9. Â íàøåì ñëó÷àå - "a = 0" è
"b = 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íè îäíî èç íèõ íå ñîäåðæèò îäíîâðåìåííî è õ12,
è õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ õ12, õ13 èìååò åäèíñòâåííîå
âõîæäåíèå â òåðì õ10. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â õ10
âõîæäåíèÿ õ11 íà ñèìâîë "ôèêñ". Â íàøåì ïðèìåðå - "ðàâíî(ôèêñ 0)". Ñîçäà-
åòñÿ íàêîïèòåëü õ17, èçíà÷àëüíî ñîäåðæàùèé åäèíñòâåííûé ýëåìåíò - ñèìâîë
õ16 îïåðàöèè õ11. Îïðåäåëÿåòñÿ ðàçäåë õ18, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ16.
Â íàøåì ñëó÷àå - "ýëåìåíòàðíàÿàëãåáðà".

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå òåîðåìû õ22 ýòîãî ðàçäåëà, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó õ24
ñ çàãîëîâêîì "è", "èëè" ëèáî "îáùíîðì". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìå-
íÿåìîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû õ22 ñîãëàñíî õàðàêòåðèñòèêå õ24. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî âñå îòëè÷íûå îò "ôèêñ" ñèìâîëû òåðìà õ15 âñòðå÷àþòñÿ â õ27. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî òåîðåìà õ22 íå èìååò àíòåöåäåíòîâ, íå âõîäÿùèõ â î.ä.ç. óòâåðæäåíèÿ
õ27 è íå èìåþùèõ âèäà "÷åòíîå(. . .)", "ðàöèîíàëüíîå(. . .)", "íå(÷åòíîå(. . .))". Â
óòâåðæäåíèè õ27 íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ28 äâóìåñòíîé îïåðàöèè õ31 îò ïåðå-
ìåííûõ õ29 è õ30. Ýòà îïåðàöèÿ îòñóòñòâóåò â íàêîïèòåëå õ17. Ëèáî íè îäíî
èç àòîìàðíûõ ïîäóòâåðæäåíèé çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû õ22 íå ñîäåðæèò
îäíîâðåìåííî ïåðåìåííûõ õ29 è õ30, ëèáî õ24 èìååò çàãîëîâîê "îáùíîðì", à
îöåíêà çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû õ22 ìåíüøå îöåíêè çàìåíÿåìîé. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ õ29, õ30 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ27.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåçóëüòàò õ33 çàìåíû â õ27 âõîæäåíèÿ õ28 íà ñèìâîë "ôèêñ".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îòëè÷àåòñÿ îò õ15 ëèøü ïåðåîáîçíà÷åíèåì ïåðåìåííûõ.
Òîãäà ê íàêîïèòåëþ õ17 ïðèñîåäèíÿåòñÿ ñèìâîë õ31.

Â íàøåì ïðèìåðå íàêîïèòåëü õ17 îêàçûâàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç ñèìâîëîâ "óìíî-
æåíèå", "âû÷åò", "äðîáü", "ñòåïåíü", "ëîãàðèôì". Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà
òåîðåì ðàçäåëà ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ20 ãðóïï ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ
ñïèñêà õ17, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê "ýêâèâàëåíòíûå". Çàòåì ðàçäåë ïðîñìàòðè-
âàåòñÿ ñíîâà. Íà ýòîò ðàç âûáèðàþòñÿ òåîðåìû õ25 ñ õàðàêòåðèñòèêîé õ23,
èìåþùåé çàãîëîâîê "íîðìàëèçàöèÿ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà íå èìååò ñóùå-
ñòâåííûõ ïîñûëîê, à êîíñåêâåíò åå - ðàâåíñòâî çàìåíÿåìîãî òåðìà õ26 áåñïî-
âòîðíîìó çàìåíÿþùåìó òåðìó õ27. Ïåðâûé èç íèõ èìååò çàãîëîâîê õ28, âòîðîé
- îòëè÷íûé îò õ28 çàãîëîâîê õ29. Îáà çàãîëîâêà ñîäåðæàòñÿ â õ17. Îáà òåðìà
õ26, õ27 èìåþò îäíè è òå æå ïåðåìåííûå; ÷èñëî ýòèõ ïåðåìåííûõ ðàâíî 3, ïðè-
÷åì íàèáîëåå ñëîæíûé ïîäòåðì çàìåíÿþùåãî òåðàì - îí ñàì. Òîãäà çàãîëîâêè
õ28, õ29 ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê "ýêâèâàëåíòíûå" è ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì
ðåãèñòðèðóþòñÿ â ñïèñêå õ20.

Â íàøåì ïðèìåðå íàêîïèòåëü õ20 îêàçûâàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç åäèíñòâåííîãî
íàáîðà ñèìâîëîâ "óìíîæåíèå", "äðîáü", "ñòåïåíü".

Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îäíîýëåìåíòíûé íà-
áîð, îáðàçîâàííûé ñèìâîëîì õ16. Åñëè â õ20 èìååò êëàññ, ñîäåðæàùèé õ16, òî
õ21 çàìåíÿåòñÿ íà òàêîé êëàññ. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 çàìåíÿåòñÿ íà ñïèñîê
"óìíîæåíèå", "äðîáü", "ñòåïåíü".

Äàëåå ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ22, è ðàçäåë ïðîñìàòðèâàåòñÿ â òðåòèé ðàç.
Âûäåëÿþòñÿ òîæäåñòâà áåç ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ, èìåþùèå õàðàêòåðè-
ñòèêó "ñâåðòêà", íî íå èìåþùèå õàðàêòåðèñòèê "íîðìàëèçàöèÿ", "óïðîùåíèå".
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Åñëè îäíà èç ÷àñòåé òîæäåñòâà èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë õ29 ñïèñêà õ21, à
äðóãàÿ - ñèìâîë, íå ïðèíàäëåæàùèé õ21, òî ñèìâîë õ29 çàíîñèòñÿ â íàêîïèòåëü
õ22. Ñìûñë ïðîñìîòðà - îòîáðàòü òàêèå ñèìâîëû õ29, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò
òîæäåñòâà, îáåñïå÷èâàþùèå ïðåîáðàçîâàíèå ê çàãîëîâêó õ29. Íàïðèìåð, â ñëó-
÷àå íîðìàëèçàòîðà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè - òîæäåñòâî äèñòðèáóòèâíîñòè,
ôîðìóëû êâàäðàòà ñóììû, ôîðìóëà ñëîæåíèÿ äðîáåé è ò.ï.

Â íàøåì ïðèìåðå ñïèñîê õ22 ñîñòîèò èç ñèìâîëîâ "äðîáü", "óìíîæåíèå", "ñòå-
ïåíü". Ïî çàâåðøåíèè ïðîñìîòðà èç ñïèñêà õ21 îòáðàñûâàþòñÿ âñå ýëåìåíòû,
íå ïîïàâøèå â ñïèñîê õ22. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü, ÷òî ÷òî äëÿ
ïðèâåäåíèÿ ê çàãîëîâêàì õ21 óæå ñîçäàí íîðìàëèçàòîð. Òîãäà ïåðåìåííîé õ23
ïðèñâàèâàåòñÿ åãî íàçâàíèå. Èíà÷å çíà÷åíèåì ýòîé ïåðåìåííîé ñòàíîâèòñÿ òåðì
"Íàçâàíèå(íîðìçàãîëîâîê õ21)". Äàëåå ñîçäàåòñÿ ïðîòîêîë "íîðìçàãîëîâîê(õ21
õ23)".

2. Ñîçäàíèå ïðîòîêîëà îáðàùåíèÿ ê îïåðàòîðó ïðèâåäåíèÿ ê çàäàííûì çàãîëîâ-
êàì ñ öåëüþ êîíúþíêòèâíîé äåêîìïîçèöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñîçäàíèå ïðîòîêîëà

"íîðìðàçäåëåíèå(íå(ðàâíî(c 0)) c âèäóìíîæåíèå)"

ïðè ðàññìîòðåíèè òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ab = 0↔ a = 0 ∨ b = 0)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿå-
ìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò òåðì áåñïîâòîðíûé è èìååò ðîâíî äâà ïàðà-
ìåòðà. Â íåì âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 äâóìåñòíîé îïåðàöèè õ14, îïåðàíäû
êîòîðîé - ïåðåìåííûå. Â íàøåì ïðèìåðå - ab. Ïî ñèìâîëó õ14 ïðåäïðèíèìàåò-
ñÿ îáðàùåíèå ê ñïðàâî÷íèêó "íîðìçàãîëîâîê". Ñðåäè ðåçóëüòàòîâ îáðàùåíèÿ ê
íåìó âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ17. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ïàðû
õ17 - íàçâàíèå îïåðàòîðà ïðèâåäåíèÿ ê çàäàííûì çàãîëîâêàì. Â íàøåì ñëó÷àå
õ17 - ïàðà (âèäóìíîæåíèå íàáîð(óìíîæåíèå ñòåïåíü äðîáü)). Âûáèðàåòñÿ ïå-
ðåìåííàÿ õ19, íå âñòðå÷àþùàÿñÿ â òåîðåìå. Â íàøåì ñëó÷àå - c. Ïåðåìåííîé
õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ11 âõîæäåíèÿ õ13 íà ïåðåìåí-
íóþ õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "c = 0". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå
óòâåðæäåíèÿ õ20. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàäà÷à íà óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ õ21, ðå-
øàåìàÿ â î.ä.ç. ýòîãî âûðàæåíèÿ, íå èçìåíÿåò åãî. Çàòåì ñîçäàåòñÿ ïðîòîêîë
"íîðìðàçäåëåíèå(õ21 õ19 õ18)".

3.34 Õàðàêòåðèñòèêà "èñêëþ÷"
Õàðàêòåðèñòèêîé "èñêëþ÷" ñíàáæàþòñÿ ïðîñòûå èìïëèêàöèè ñ ñóùåñòâåííûìè ïî-
ñûëêàìè, ó êîòîðûõ êîíñåêâåíò ñîäåðæèò íå âñå ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ, íî êàæäûé
ïàðàìåòð êîíñåêâåíòà âñòðå÷àåòñÿ â àíòåöåäåíòàõ.

1. Ïîïûòêà âûâåñòè èç ïðîñòîé èìïëèêàöèè, êîíñåêâåíò êîòîðîé íå ñîäåðæèò
íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ àíòåöåäåíòîâ, ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ ñâåðòêè êâàíòîðà
ñóùåñòâîâàíèÿ
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ae(a− set & e− set→ ∃d(a ⊆ d & d ⊆ e & d− set)↔ a ⊆ e)

èç òåîðåìû

∀ade(a− set & d− set & e− set & a ⊆ d & d ⊆ e→ a ⊆ e)

Ïåðìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - èñõîäíàÿ â ñïèñêå âûâîäà. Ïåðåìåííîé õ11 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íåïóñòîé ñïèñîê åå ñóùåñòâåííûõ ïîñûëîê, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê
îñòàëüíûõ ïîñûëîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé a ⊆ d, d ⊆ e;
õ12 - èç óòâåðæäåíèé "a − set", "d − set" è "e − set". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí âêëþ÷àåò
âñå ïàðàìåòðû êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ
õ13 è ñïèñêà ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - a, d, e, õ14 - d.
Â ñïèñîê õ11 èç ñïèñêà õ12 ïåðåíîñÿòñÿ âñå óòâåðæäåíèÿ, èìåþùèå ïàðàìåòð
èç õ14. Â íàøåì ñëó÷àå - óòâåðæäåíèå "d − set". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ14 íà êîíúþíêöèþ
óòâåðæäåíèé õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ∃d(a ⊆ d & d ⊆ e & d− set). Ðåøàåòñÿ çà-
äà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ õ15 èç ïîñûëîê, ïîëó÷åííûõ äîáàâëåíèåì
ê ñïèñêó õ12 êîíñåêâåíòà òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå
óòâåðæäåíèÿ õ15 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ12 íå ñâîðà÷èâàåò åãî â ýëåìåíòàðíîå
óòâåðæäåíèå. Ïîñëå ýòîãî ôîðìèðóåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ12, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü õ15 è õ9.

2. Ïîïûòêà ñâåðíóòü ÷àñòü àíòåöåäåíòîâ ñ ïîìîùüþ ðàíåå âûâåäåííîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè êâàíòîðíîé ðàçâåðòêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(ïåðåñòàíîâêà(b, {1, . . . , a}) & a− öåëîå & 0 ≤ a→
ïåðåñòàíîâêà(îáðôóíêöèÿ(b), {1, . . . , a}))

èç òåîðåìû

∀Aab(Dom(b) = A & {1, . . . , a} = Val(b) & b−ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(b) &
a− öåëîå & 0 ≤ a→ ïåðåñòàíîâêà(îáðôóíêöèÿ(b), A))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀Af (A− set & êîíå÷íîå(A)→ ïåðåñòàíîâêà(f, A)↔ ∃a(Dom(f) = {1, . . . , a} &
a− öåëîå & 0 ≤ a) & A = Val(f) & f −ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â ñïèñêå âûâîäà âûáèðàåò-
ñÿ òåîðåìà, èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòèêó "ðàçâåðòêà(ñóùåñòâóåòN)". Íàïðàâëåíèå
ðàçâåðòêè N ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ11, à ïåðåìåííûå âûáðàííîé òåîðåìû
ïåðåîáîçíà÷àþòñÿ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â ñõîäíóþ òåîðåìó. Ðåçóëüòàò
ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ12. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä:

∀de(e − set & êîíå÷íîå(e) → ïåðåñòàíîâêà(d, e) ↔ ∃c(Dom(d) = {1, . . . , c} & c −
öåëîå & 0 ≤ c) & e = Val(d) & d−ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(d))
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Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îíà ýëåìåíòàðíà. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû õ12, ïåðåìåííîé õ16 - ïîäñïèñîê ñïèñêà
õ15, îáðàçîâàííûé ýëåìåíòàðíûìè óòâåðæäåíèÿìè. Â íàøåì ïðèìåðå - " e =
Val(d)", "d − ôóíêöèÿ", "âçàèìíîîäíîçíà÷íî(d)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îñòàòîê ñïèñêà õ16 îäíîýëåìåíòåí è îáðàçîâàí óòâåðæäåíèåì
õ18, èìåþùèì ñâîèì çàãîëîâêîì êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ19 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ16. Â íàøåì ñëó÷àå - d, e. Ïðî-
öåäóðà "ïîäáîðçíà÷åíèé" ïûòàåòñÿ ïîäîáðàòü òàêèå òåðìû õ20, ïîäñòàíîâêà
êîòîðûõ âìåñòî ïåðåìåííûõ õ19 â óòâåðæäåíèÿ õ16 äàåò ïîäñïèñîê ñïèñêà àí-
òåöåäåíòîâ õ8. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 - âûðàæåíèÿ "b" è "{1, . . . , a}". Ïåðåìåí-
íîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òåõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ8, êîòîðûå íå áûëè
èñïîëüçîâàíû ïðè ðåàëèçàöèè óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå -
"Dom(b) = A", "a− öåëîå", "0 ≤ a". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïà-
ðàìåòðîâ òåðìîâ õ20, ïåðåìåííîé õ24 - îñòàëüíûå ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé õ22.
Â íàøåì ñëó÷àå õ23 - a, b; õ24 - A. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ
ïðèñòàâêà êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ õ18.

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä
êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ õ18, ïåðåìåííîé õ27 - íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâ-
êè â óòâåðæäåíèÿ õ26 òåðìîâ õ20 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ19. Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ27 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "Dom(b) = {1, . . . , c}", "c − öåëîå", "0 ≤ c".
Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ ïåðåìåííûõ õ25 è õ24. Â
íàøåì ñëó÷àå - c, A. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáî-
ðà õ22, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ ñî ñïèñêîì õ28. Â íàøåì ïðèìåðå -
åäèíñòâåííîå óòâåðæäåíèå "Dom(b) = A". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò óäàëåíèÿ óòâåðæäåíèé õ29 èç íàáîðà àíòåöåäåíòîâ õ8. Âíàøåì ïðè-
ìåðå - ñïèñîê "{1, . . . , a} = Val(b)", "b − ôóíêöèÿ", "âçàèìíîîäíîçíà÷íî(b)",
"a − öåëîå", "0 ≤ a". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèåñ ñïèñêîâ
õ29 è õ27. Çàòåì ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò
óòâåðæäåíèÿ õ30, à óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ õ31. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé",
"ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ñìòåîð", "óïðîñòèòü", "ðàâíî", "íåèçâåñòíûå õ28".
Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ33. Â íàøåì ñëó÷àå îí èìååò âèä
"Dom(b) = {1, . . . , a} & c = a & A = {1, . . . , a}". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îòâåòà, ïåðåìåííîé õ35 - ïîäñïèñîê ðàâåíñòâ
â õ34, îïðåäåëÿþùèõ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ õ28. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæ-
äîé ïåðåìåííîé íàáîðà õ28 èìååòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé
õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê íàáîðà õ34. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííîå óòâåð-
æäåíèå "Dom(b) = {11, . . . , a}". Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð òåðìîâ -
ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ ñïèñêà õ35. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ38 ïîäñòàíîâêè
ýòèõ òåðìîâ âìåñòî ïåðåìåííûõ õ28 â êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì
ïðèìåðå - "ïåðåñòàíîâêà(îáðôóíêöèÿ(b), {1, . . . , a})". Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ27. Ðå-
øàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå (óïðîùåíèå) êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ36
îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ ñïèñêîâ õ39 è õ21. Ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåí-
íîé õ42. Â íàøåì ïðèìåðå - êîíñòàíòà "èñòèíà". Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ43
ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ20 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ19 â óòâåðæäåíèå õ14. Â íàøåì
ïðèìåðå - "ïåðåñòàíîâêà(b, {1, . . . a})". Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê,
â êîòîðûé âêëþ÷àþòñÿ: óòâåðæäåíèå õ43, ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ22 è õ29, íàáîð
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êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ42, íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåð-
ìîâ õ20 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ19 â àíòåöåäåíòû òåîðåìû õ12. Çàòåì ôîðìèðóåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ44 è êîíñåêâåíòîì õ38, êîòîðàÿ îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

3.35 Õàðàêòåðèñòèêà "èñêëþ÷íåèçâ"
Õàðàêòåðèñòèêîé "èñêëþ÷íåèçâ(õ1)" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà, ïîçâîëÿþùèå çàìåíèòü
íåèçâåñòíûå ïîäòåðìû íà èçâåñòíûå ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ èç ïîñûëîê. õ1 - ñïèñîê
íîìåðîâ àíòåöåäåíòîâ, èäåíòèôèöèðóåìûõ ñ ïîñûëêàìè.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà "èñêëþ÷íåèçâ" ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ çíàêà ïåðåä äâóìåñò-
íîé îïåðàöèåé â àíòåöåäåíòå, èäåíòèôèöèðóåìîì ñ ïîñûëêîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abdf (¬(d = 0) & ¬(f = 0) & af + bd = 0 & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
f − ÷èñëî→ a/d = −b/f)

èç òåîðåìû

∀abdf (¬(d = 0) & ¬(f = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî & f − ÷èñëî &
af − bd = 0→ a/d = b/f)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð àíòåöåäåíòà, èäåíòèôèöèðóåìîãî ñ ïîñûë-
êîé ñîãëàñíî òåêóùåìó êîììåíòàðèþ "èñêëþ÷íåèçâ(7)". Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâà-
èâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11 - àíòåöåäåíò ñ íîìåðîì
õ8. Â íàøåì ñëó÷àå - "af − bd = 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ïàðàìåòðîâ òåðìà
õ11 íå ìåíåå 2. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîí-
ñåêâåíòå. Â íàøåì ïðèìåðå - "a/d". Â àíòåöåäåíòå õ11 íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå
õ13 îäíîìåñòíîé îïåðàöèè îò äâóìåñòíîé îïåðàöèè, âõîæäåíèå êîòîðîé - õ14.
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå ïî
âõîæäåíèþ õ13 ðàñïîëîæåí òåðì "−bd", õ15 - óìíîæåíèå. Ñïðàâî÷íèê "çàìå-
íàçíàêà" ïî ñèìâîëó õ15 îïðåäåëÿåò ïàðó õ18; â íàøåì ñëó÷àå - (ìèíóñ, 1), ãäå
âòîðîé ýëåìåíò - íîìåð îïåðàíäà, èç êîòîðîãî âîçìîæíî âûíåñåíèå çíàêà íàðó-
æó. Òàê êàê â äàííîì ïðèìåðå îïåðàöèÿ êîììóòàòèâíàÿ, åãî çíà÷åíèå íåñóùå-
ñòâåííî. Ïåðâûé ýëåìåíò ïàðû õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ19. Ñïðàâî÷íèê
"îòðèöàíèå" óñìàòðèâàåò, ÷òî õ19 - îïåðàöèÿ òèïà "îòðèöàíèå", ò.å. åå äâóêðàò-
íîå ïðèìåíåíèå íå èçìåíÿåò èñõîäíîãî çíà÷åíèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàíä õ21
îïåðàöèè õ14, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïåðåìåííóþ. Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïåðåìåííàÿ íå âõîäèò â òåðì õ12 è ÷òî îíà èìååò åäèíñòâåííîå
âõîæäåíèå â òåðì õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ21 íå âñòðå÷àåòñÿ â îò-
ëè÷íûõ îò õ11 àíòåöåäåíòàõ, èìåþùèõ áîëåå îäíîãî ïàðàìåòðà. Ïåðåìåííîé
õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "õ19(õ21)". Â íàøåì ñëó÷àå - "−b". Ïåðåìåííîé õ23
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè õ22 âìåñòî õ21 â êîíñåêâåíò òåîðåìû. Â
äàííîì ïðèìåðå - "a/d = (−b)/f". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðå-
çóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè õ22 âìåñòî õ21 â àíòåöåäåíòû òåîðåìû. Ôîðìèðóåòñÿ
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òåîðåìà ñ àíòåöåäåíòàìè õ24 è êîíñåêâåíòîì õ23. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Ïðè ðåãèñòðàöèè
îïðåäåëÿåòñÿ íîâûé íîìåð õ29 ïðåîáðàçîâàííîãî àíòåöåäåíòà õ11, è òåîðåìà
ñîïðîâîæäàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé "èñêëþ÷íåèçâ(õ29)".

2. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà "èñêëþ÷íåèçâ" ïóòåì äîìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íà íî-
âóþ ïåðåìåííóþ è ïåðåìåùåíèÿ åå âíóòðü çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdefgh(¬(h = 0) & ch = dg & 0 < g & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f −
÷èñëî & g − ÷èñëî & h− ÷èñëî & 0 ≤ c→ ecf/gf = e(d/h)f )

èç òåîðåìû

∀abcdf (a − ÷èñëî & d − ÷èñëî & c − ÷èñëî & 0 ≤ a & 0 < d & ¬(f = 0) & b −
÷èñëî & f − ÷èñëî & af = bd→ ac/dc = (b/f)c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abe(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ e · (a/b) = ae/b)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå èñõîäíîé
òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "ac/dc". Ïî çàãîëîâêó õ10 òåðìà õ9 ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" îïðåäåëÿåò óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ýòîé ÷àñòè ðàâ-
íî 2, ïðè÷åì îäèí èç íèõ - ïåðåìåííàÿ õ19, à äðóãîé îïåðàíä õ18 - âõîæäåíèå
ñèìâîëà õ10. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê çàìåíÿåìîé ÷àñòè õ16. Â
íàøåì ïðèìåðå õ16 èìååò âèä "e ·(a/b)", õ19 - ïåðåìåííàÿ e, õ20 - "óìíîæåíèå".
Ñïðàâî÷íèê "åäèíèöà" îïðåäåëÿåò, ÷òî îïåðàöèÿ õ16 èìååò åäèíèöó ïî ïåðå-
ìåííîé õ19. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä õ23 ýòîé ÷àñòè, ïî êîòîðîìó ðàñ-
ïîëîæåí ëîãè÷åñêèé ñèìâîë õ24. Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðàíä ae. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ëèáî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ9 ðàâíî 1, ëèáî ñèìâîë õ24 êîììó-
òàòèâåí, à îïåðàöèÿ õ23 èìååò îäíèì èç ñâîèõ îïåðàíäîâ ïåðåìåííóþ õ19.

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ïðèåì íå áóäåò ââîäèòü ïåðåìåííûå, äóá-
ëèðóþùèå óæå èìåþùèåñÿ. Äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàíä òåðìà õ9, ðàñ-
ïîëîæåííûé ñîîòâåòñòâåííî îïåðàíäó õ23 òåðìà õ22 (â íàøåì ïðèìåðå - ÷èñ-
ëèòåëü), è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå ÿâëÿåòñÿ óíèêàëüíîé ïåðåìåííîé òåðìà õ9
ëèáî îïåðàöèåé õ24, èìåþùåé ñâîèì îïåðàíäîì óíèêàëüíóþ ïåðåìåííóþ.

Ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîð "òîæäâûâîä", ïðåîáðàçóþùèé âõîæäåíèå õ18 â äîïîë-
íèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Ïîëó÷àåòñÿ òåîðåìà õ25
âèäà:

∀cdefgh(¬(gf = 0) & cf − ÷èñëî & gf − ÷èñëî & e − ÷èñëî & c − ÷èñëî & g −
÷èñëî & f − ÷èñëî & 0 ≤ c & 0 < g & ¬(h = 0) & d− ÷èñëî & h− ÷èñëî & ch =
dg → e(d/h)f = cfe/gf )/

Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà", êîòîðûé è îïðåäåëÿåò óêàçàí-
íóþ âûøå èòîãîâóþ òåîðåìó õ26. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè õ9 áûëî áåñïîâòîðíî,
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òî çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ26 òîæå áåñïîâòîðíà. ×òîáû íàïðàâëåíèå çàìå-
íû áûëî òàêèì æå, êàê ó èñõîäíîé òåîðåìû, ïðè íåîáõîäèìîñòè âûïîëíÿåòñÿ
ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Çàòåì òåîðåìà õ26 ðåãèñòðèðóåò-
ñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Îíà ñîïðîâîæäàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé "èñêëþ÷íåèçâ(. . .)",
ññûëàþùåéñÿ íà íîâóþ ïîçèöþ ðàâåíñòâà â àíòåöåäåíòàõ.

3. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà "èñêëþ÷íåèçâ" ïóòåì ââîäà áåñïîâòîðíîãî âíåøíåãî ïà-
ðàìåòðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(a− ÷èñëî & ¬(d = 0) & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî & c = |a| → |ab/d| = c|b/d|)

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c = |a| → |ab| = c|b|)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abe(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ e(a/b) = ae/b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11
- àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé õàðàêòåðèñòèêîé "èñêëþ÷íåèçâ". Â íàøåì ïðèìåðå
- c = |a|. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåí-
òå, ïåðåìåííîé õ13 - ïðàâàÿ. Â âûðàæåíèè õ12 ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ14
äâóìåñòíîé îïåðàöèè õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - ab. Ïî ñèìâîëó õ15 ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" íàõîäèò óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåî-
ðåìó. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ åå çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Â íàøåì ïðèìåðå -
e · (a/b). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì òåðìà õ21 ñëóæèò ñèìâîë õ15. Íàõîäèòñÿ
êîðíåâîé îïåðàíä õ22 òåðìà õ21, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé äâóìåñòíóþ îïåðà-
öèþ îò äâóõ ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ õ24 è õ25. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 èìååò
âèä a/b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ õ22 èìååò åäèíèöó ïî íåêîòîðîìó ñâîåìó
îïåðàíäó. Íàõîäèòñÿ äðóãîé êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ õ27. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííóþ
e. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ îïåðàíä îïåðàöèè õ14, ðàñïîëîæåííûé òàê
æå, êàê îïåðàíä õ22 îïåðàöèè õ21 (â êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå - ëþáîé îïåðàíä
îïåðàöèè õ14). Â íàøåì ñëó÷àå õ28 - âõîæäåíèå ïåðåìåííîé b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïî âõîæäåíèþ õ28 ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ29, íå âõîäÿùàÿ â àíòåöåäåíò õ11
è èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ12. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ
òîò îïåðàíä îïåðàöèè õ22, ïî êîòîðîìó îíà íå èìååò åäèíèöû; ïåðåìåííîé õ32
- òîò, ïî êîòîðîìó îíà åå èìååò. Â íàøåì ñëó÷àå õ31 - a, õ32 - b. Ïåðåìåííîé õ30
ïðèñâàèâàåòñÿ îïåðàíä îïåðàöèè õ14, îòëè÷íûé îò õ28. Â íàøåì ïðèìåðå - a.
Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â
íàøåì ñëó÷àå - ae/b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò òåðì èìååò äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà;
ñàì îí íå èìååò çàãîëîâêà õ15, íî èìååò êîðíåâîé îïåðàíä õ34 ñ òàêèì çàãîëîâ-
êîì. Â íàøåì ñëó÷àå - îïåðàíä ae. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ34 - äâóìåñòíàÿ îïåðàöèÿ,
îäèí èç îïåðàíäîâ êîòîðîé ðàâåí õ27, à äðóãîé - õ31. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàíä
õ31 ðàñïîëîæåí â îïåðàöèè õ34 òàê æå, êàê îïåðàíä õ22 - â îïåðàöèè õ21 (åñëè
õ15 êîììóòàòèâíî, ïðîâåðêà îòìåíÿåòñÿ).

Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä çàìåíÿþùåãî òåðìà äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû, îòëè÷íûé îò õ34. Â íàøåì ñëó÷àå - b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò
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îïåðàíä - ïåðåìåííàÿ õ32. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ33.
Â íàøåì ïðèìåðå - "äðîáü".

Ïðîâåðÿåòñÿ íåèçáûòî÷íîñòü ââîäà íîâîãî ïàðàìåòðà. Â íàøåì ïðèìåðå - óñòà-
íàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ14 - íå ÷èñëèòåëü äðîáè, çíàìåíàòåëåì êîòîðîé ñëóæèò ïå-
ðåìåííàÿ.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ39, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. â íàøåì ñëó÷àå
- ïåðåìåííàÿ d. Òåðìû õ14 è õ39 ñîåäèíÿþòñÿ îïåðàöèåé õ38, ïðè÷åì õ39 ðàñ-
ïîëîæåíî â ïîëó÷àåìîì òåðìå õ40 òàê æå, êàê õ37 ðàñïîëîæåíî â õ33. Â íàøåì
ïðèìåðå õ40 èìååò âèä "ab/d". Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû
âõîæäåíèÿ õ14 â òåðì õ12 íà õ40. Â íàøåì ïðèìåðå - "|ab/d|". Ïåðåìåííîé õ42
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ22 ïåðåìåííûõ õ31 è õ32 íà õ29 è õ39.
Â íàøåì ïðèìåðå - b/d. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè
âûðàæåíèÿ õ42 âìåñòî ïåðåìåííîé õ29 â òåðì õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "c|b/d|".
Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû òåðìîâ õ29, õ39 è õ30 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ31, õ32
è õ27. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "¬(d = 0)", "b − ÷èñëî",
"d − ÷èñëî", "a − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ äîáàâëåíèå íàáîðà
ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìà õ42 âìåñòî ïåðåìåííîé õ29 â îòëè÷íûå îò õ11
àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû ê ñïèñêó õ45. Â íàøåì ïðèìåðå äîáàâëÿþòñÿ
"a− ÷èñëî", "b/d− ÷èñëî".

Åùå ðàç ïðîâåðÿåòñÿ íåèçáûòî÷íîñòü ââîäèìîãî ïàðàìåòðà: òåðì õ41 îáðàáà-
òûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè îòíîñèòåëüíî õ46, è óñòà-
íàâëèâàåòñÿ îòñóòñòâèå àññîöèàòèâíî- êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè, îïåðàíäàìè
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ õîòÿ áû äâå ðàçëè÷íûå áåñïîâòîðíûå ïåðåìåííûå.

Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ41 è õ43, ïåðåìåííîé õ48
- ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê îáðàáîòàííîìó îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" ñïèñ-
êó õ46 óòâåðæäåíèÿ õ11. Çàòåì ôîðìèðóåòñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ48 è êîíñåêâåíòîì õ47. Ïðè åå ðåãèñòðàöèè â ñïèñêå âûâîäà
ñîçäàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà "èñêëþ÷íåèçâ(. . .)", óêàçûâàþùàÿ íà ïîñëåäíèé àí-
òåöåäåíò (ò.å. íà õ11).

4. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà "èñêëþ÷íåèçâ" ïóòåì ââîäà áåñïîâòîðíîãî äîïîëíèòåëü-
íîãî ïàðàìåòðà îïåðàíäà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(¬(d = 0) & d − ÷èñëî & ¬(b = 0) & c − ÷èñëî & b − ÷èñëî & a = |d| →
|c/(bd)| = |c/b|/a)

èç òåîðåìû

∀acd(¬(d = 0) & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & a = |d| → |c/d| = |c|/a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ade(¬(a = 0) & ¬(e = 0) & a−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî→ d/(ae) = (d/e)/a)
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Âíà÷àëå äåéñòâèÿ òå æå, ÷òî ó ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Äëÿ óäîáñòâà ïîâòîðèì èõ.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11 -
àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé õàðàêòåðèñòèêîé "èñêëþ÷íåèçâ". Â íàøåì ïðèìåðå -
a = |d|. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå,
ïåðåìåííîé õ13 - ïðàâàÿ. Â âûðàæåíèè õ12 ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ14
äâóìåñòíîé îïåðàöèè õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - c/d. Ïî ñèìâîëó õ15 ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" íàõîäèò óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåî-
ðåìó. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ åå çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Â íàøåì ïðèìåðå -
(d/e)/a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì òåðìà õ21 ñëóæèò ñèìâîë õ15. Íàõîäèòñÿ
êîðíåâîé îïåðàíä õ22 òåðìà õ21, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé äâóìåñòíóþ îïåðà-
öèþ îò äâóõ ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ õ24 è õ25. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 èìååò
âèä d/e. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ õ22 èìååò åäèíèöó ïî íåêîòîðîìó ñâîåìó
îïåðàíäó. Íàõîäèòñÿ äðóãîé êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ õ27. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííóþ
e. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ îïåðàíä îïåðàöèè õ14, ðàñïîëîæåííûé òàê
æå, êàê îïåðàíä õ22 îïåðàöèè õ21 (â êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå - ëþáîé îïåðàíä
îïåðàöèè õ14). Â íàøåì ñëó÷àå õ28 - âõîæäåíèå ïåðåìåííîé c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïî âõîæäåíèþ õ28 ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ29, íå âõîäÿùàÿ â àíòåöåäåíò õ11
è èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ12. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ
òîò îïåðàíä îïåðàöèè õ22, ïî êîòîðîìó îíà íå èìååò åäèíèöû; ïåðåìåííîé õ32
- òîò, ïî êîòîðîìó îíà åå èìååò. Â íàøåì ñëó÷àå õ31 - d, õ32 - e. Ïåðåìåííîé
õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îïåðàíä îïåðàöèè õ14, îòëè÷íûé îò õ28. Â íàøåì ïðèìåðå -
d. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Â íàøåì ñëó÷àå - d/ae.

Äàëåå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ îò ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ33
èìååò çàãîëîâîê õ15. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà
õ33, ðàñïîëîæåííûé òàê æå, êàê îïåðàíä õ22 - â îïåðàöèè õ21. Â íàøåì ïðèìåðå
- îïåðàíä d. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ ïåðåìåííîé õ31. Ïåðåìåííîé õ35
ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîé êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ33. Â íàøåì ïðèìåðå - "ae".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâêîì õ36 ñëóæèò êîììóòàòèâíûé ñèìâîë.

Ïðîâåðÿåòñÿ íåèçáûòî÷íîñòü ââîäèìîãî ïàðàìåòðà: åñëè ïî âõîæäåíèþ õ30 ðàñ-
ïîëîæåíà îïåðàöèÿ õ36, íåêîòîðûé îïåðàíä êîòîðîé - ïåðåìåííàÿ, èìåþùàÿ
åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ12, òî äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåíàÿ õ37, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå
- b. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ36 òåðìîâ
õ37 è õ30. Â íàøåì ïðèìåðå - "bd. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
çàìåíû âõîæäåíèÿ õ30 â òåðì õ12 íà òåðì õ38. Â íàøåì ñëó÷àå - "|c/(bd)|".
Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ22 ïåðåìåííûõ õ31,
õ32 íà ïåðåìåííûå õ29, õ37. Â íàøåì ñëó÷àå - "c/b". Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â òåðì õ13 âûðàæåíèÿ õ40 âìåñòî ïåðåìåííîé
õ29. Â íàøåì ïðèìåðå - "|c/b|/a". Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëü-
òàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ29, õ37, õ30 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ31, õ32, õ27 â àíòå-
öåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå - óòâåðæäåíèÿ "¬(d = 0)",
"¬(b = 0)", "d−÷èñëî", "c−÷èñëî", "b−÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíè íå ñîäåð-
æàò â êà÷åñòâå ñâîèõ ïàðàìåòðîâ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ òåðì õ12. Ïåðåìåííîé
õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ43 ñ íàáîðîì ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâ-
êè òåðìà õ40 âìåñòî ïåðåìåííîé õ29 â îòëè÷íûå îò õ11 àíòåöåäåíòû èñõîäíîé
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òåîðåìû. Ê õ43 â íàøåì ïðèìåðå äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå "b− ÷èñëî".

Äàëåå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèåìå, ïðîâåðÿåòñÿ íåèçáûòî÷íîñòü ââîäà íîâîãî
ïàðàìåòðà - ÷òî îí íå îêàæåòñÿ åùå îäíèì áåñïîâòîðíûì ïàðàìåòðîì ó êîì-
ìóòàòèâíîé îïåðàöèè.

Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ, ó êîòîðîé àíòåöåäåíòû ñîñòîÿò èç ðåçóëü-
òàòîâ îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ44 è
óòâåðæäåíèÿ õ11. Åå êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî òåðìîâ õ41 è õ39 - ñ òîé æå îðèåí-
òàöèåé, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà èìïëèêàöèÿ èìååò áîëü-
øå ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ, ÷åì èñõîäíàÿ òåîðåìà. Çàòåì îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà ñ ñîîòâåòñòâóþùåé õàðàêòåðèñòèêîé "èñêëþ÷íåèçâ(. . .)".

5. Óñìîòðåíèå â çàìåíÿåìîì òåðìå îïåðàöèè ñ óíèêàëüíûì ïàðàìåòðîì, ïåðåìåí-
íûå êîòîðîé íå âñòðå÷àþòñÿ â àíòåöåäåíòå - ðàâåíñòâå, è çàìåíà ýòîé îïåðàöèè
íà íîâóþ ïåðåìåííóþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abdef (¬(çíàìåíàòåëü(a) − even) & ¬(çíàìåíàòåëü(f) − even) & be = d & b −
÷èñëî & e− ÷èñëî & a− rational & f − rational→ bfea = dfea−f )

èç òåîðåìû

∀bdefg(¬(çíàìåíàòåëü(f) − even) & ¬(çíàìåíàòåëü(g) − even) & be = d & b −
÷èñëî & e− ÷èñëî & f − rational & g − rational→ bfef+g = dfeg)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11 -
àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé õàðàêòåðèñòèêîé "èñêëþ÷íåèçâ". Â íàøåì ïðèìåðå -
"be = d". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåí-
òå, ïåðåìåííîé õ13 - ïðàâàÿ. Â âûðàæåíèè õ12 ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ14
îïåðàöèè õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "f + g". Âûáèðàåòñÿ åå îïåðàíä õ17, ïðåä-
ñòàâëÿþùèé ñîáîé ïåðåìåííóþ. Â íàøåì ïðèìåðå - "g". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà
èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíè â òåðì õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû òåìîâ
õ14 è õ11 íå ïåðåñåêàþòñÿ. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ19, íå âõîäÿùàÿ â òåîðå-
ìó. Â íàøåì ïðèìåðå - "a". Ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà "òèï" îïðåäåëÿåòñÿ òèï
çíà÷åíèÿ õ20 âûðàæåíèÿ ñ çàãîëîâêîì õ15. Â íàøåì ñëó÷àå - "÷èñëî". Ïåðå-
ìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "õ20(õ19)". Íàáîð àíòåöåäåíòîâ ðàçáèâàåòñÿ íà
äâà ïîäíàáîðà: õ22 - óòâåðæäåíèÿ, ñîäåðæàùèå ïåðåìåííóþ õ17, è õ23 - óòâåð-
æäåíèÿ, íå ñîäåðæàùèå åå. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 - "¬(çíàìåíàòåëü(g)− even)",
"g−rational"; õ23 - "¬(çíàìåíàòåëü(f)−even)", "be = d", "b−÷èñëî", "e−÷èñëî",
"f−rational". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê õ22 ðàâåí-
ñòâà òåðìîâ õ14 è õ19. Â íàøåì ñëó÷àå - ðàâåíñòâà "f +g = a". Ïåðåìåííîé õ25
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê õ23 óòâåðæäåíèÿ õ21. Â íàøåì ñëó÷àå -
"÷èñëî(a)".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ25 è óñëîâèÿìè õ24. Íåèçâåñòíîé
ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ17 (ò.å. g). Ïîëó÷àåòñÿ îòâåò õ27. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò âèä "¬(çíàìåíàòåëü(a− f)− even) & (a− f)− rational & g = a− f". Ïå-
ðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îòâåòà, è â íàáîðå
õ28 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ17 âûðàæåíèþ õ30. Â íàøåì ñëó÷àå -
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"a−f". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè õ30 âìå-
ñòî õ17 â àíòåöåäåíòû òåîðåìû, ê êîòîðîìó ïðèñîåäèíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå õ21.
Îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå ðåçóëüòàò õ32 ïîäñòàíîâêè õ30 âìåñòî õ17 â êîíñåêâåíò
òåîðåìû. Äàëåå ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ31 è êîíñåêâåíòîì
õ32, êîòîðàÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà". Âñïîìîãàòåëüíîé çà-
äà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå, èñïîëüçóåìîé äàííûì îïåðàòîðîì, ïåðåäàåòñÿ êîììåí-
òàðèé "ðàâíû". Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà è ñîïðîâîæäàåòñÿ
êîììåíòàðèåì "èñêëþ÷íåèçâ(. . .)".

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ çàìåíÿå-
ìîé ÷àñòè

1. Âàðüèðîâàíèå òåîðåìû ïóòåì ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcefij(¬(c = 0) & ¬(j = 0) & j|a| = fi & 0 < i & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî &
e−÷èñëî& f−÷èñëî& i−÷èñëî& j−÷èñëî& ÷èñëèòåëü(b)−even& b−rational→
eab/(cib) = ef b/(cjb))

èç òåîðåìû

∀cdefhij(¬(c = 0) & ¬(j = 0) & dj = fi & 0 < i & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & h− ÷èñëî & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & 0 ≤ d→
edh/(cih) = e(f/j)h/c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− rational & ÷èñëèòåëü(b)− even→ |a|b = ab)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé õàðàêòåðèñòèêîé "èñ-
êëþ÷íåèçâ". Â íàøåì ïðèìåðå - "dj = fi". Â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà - êîíñå-
êâåíòà òåîðåìû - âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 îïåðàöèè õ13, èìåþùåé îáùóþ
ïåðåìåííóþ ñ õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "dh". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðî-
ùñòàíä" íàõîäèò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" ïðåîáðàçóåò âõîæäåíèå õ12 ïðè ïîìîùè ýòîé òåîðå-
ìû. Ðåçóëüòàò õ18 èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀abcefij(¬(c = 0) & ¬(j = 0) & |a|j = fi & 0 < i & c− ÷èñëî & |a| − ÷èñëî &
e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & b− ÷èñëî & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & 0 ≤ |a| &
a− ÷èñëî & b− rational & ÷èñëèòåëü(b)− even→ eab/(cib) = e(f/j)b/c)

Ïîñëå îáðàáîòêè ïðîöåäóðîé "íîðìòåîðåìà" ïîëó÷àåòñÿ óêàçàííàÿ âûøå ðå-
çóëüòèðóþùàÿ òåîðåìà. Ïðè ðåãèñòðàöèè â ñïèñêå âûâîäà îíà ñíàáæàåòñÿ ñî-
îòâåòñòâóþùåé õàðàêòåðèñòèêîé "èñêëþ÷íåèçâ(. . .)".

2. Âàðüèðîâàíèå òåîðåìû ïóòåì ñâåðòêè çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bdefg(¬(çíàìåíàòåëü(f) − even) & ¬(çíàìåíàòåëü(g) − even) & be = d & b −
÷èñëî & e− ÷èñëî & f − rational & g − rational→ bfef+g = dfeg)
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èç òåîðåìû

∀abcd(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c) − even) & ab =
d→ acbc = dc)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a−÷èñëî& b−÷èñëî& c−÷èñëî& b−rational& c−rational& ¬(çíàìåíàòåëü(b)−
even) & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even)→ abac = ab+c)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé õàðàêòåðèñòèêîé "èñ-
êëþ÷íåèçâ". Â íàøåì ïðèìåðå - "ab = d". Â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà - êîíñåêâåíòà
òåîðåìû - âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 îïåðàöèè õ13, èìåþùåé îáùóþ ïåðåìåí-
íóþ ñ õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "acbc". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñâåðòêè"
íàõîäèò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîöåäóðà
"òîæäâûâîä" ïðåîáðàçóåò âõîæäåíèå õ12 ïðè ïîìîùè ýòîé òåîðåìû. Ðåçóëüòàò
õ18 èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀bdeffg(e− ÷èñëî & b− ÷èñëî & f − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(f)− even) & eb =
d & f −÷èñëî & g−÷èñëî & g− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(g)− even)→ ef+gbf =
dfeg)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè â òåîðåìå õ1 óâåëè÷èëàñü ïî
ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíîé òåîðåìîé ðîâíî íà åäèíèöó. Ïîñëå îáðàáîòêè ïðîöåäóðîé
"Íîðìòåîðåìà" (ñ äîïîëíèòåëüíûì êîììåíòàðèåì "ðàâíû") ïîëó÷àåòñÿ óêà-
çàííàÿ âûøå ðåçóëüòèðóþùàÿ òåîðåìà. Ïðè ðåãèñòðàöèè â ñïèñêå âûâîäà îíà
ñíàáæàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé õàðàêòåðèñòèêîé "èñêëþ÷íåèçâ(. . .)".

3. Âàðüèðîâàíèå òîæäåñòâà "èñêëþ÷íåèçâ" ñ ïîìîùüþ íàâåøèâàíèÿ âíåøíåé îïå-
ðàöèè è ïåðåìåùåíèÿ åå âãëóáü çàìåíÿåìîãî òåðìà "ïî äèñòðèáóòèâíîñòè".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdf (a− ÷èñëî & d− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ a & 0 < d & ¬(f = 0) &
b− ÷èñëî & f − ÷èñëî & af = bd→ ac/dc = (b/f)c)

èç òåîðåìû

∀abdf (¬(d = 0) & ¬(f = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî & f − ÷èñëî &
af = bd→ a/d = b/f)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ a & 0 < b→ (a/b)c = ac/bc)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ àíòåöåäåíò, âûäåëåííûé õàðàêòåðèñòèêîé "èñ-
êëþ÷íåèçâ". Â íàøåì ïðèìåðå - "af = bd". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ëå-
âàÿ ÷àñòü êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé õ12 - ïðàâàÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, "a/d" è "b/f".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ11 èìååò äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ13 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê, è ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàçäïàðàì" íàõîäèò ïî
õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
òà èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿ êîíñåêâåíòîì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû,
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êîòîðàÿ áåñïîâòîðíà. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî "(a/b)c". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâà-
èâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îäíèì èç êîðíåâûõ îïåðàíäîâ
òåðìà õ18 ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ22 (â íàøåì ïðèìåðå - "c"), à äðóãîé îïåðàíä
õ21 èìååò çàãîëîâîê õ13. Ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà "åäèíèöà" ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îïåðàöèÿ õ19 èìååò åäèíèöó ïî ïåðåìåííîé c. Ïåðåìåííûì õ24 è õ25 ïðèñâà-
èâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðâûé è âòîðîé îïåðàíäû îïåðàöèè õ21. Â íàøåì
ïðèìåðå - "a, b". Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ26. Â íàøåì ñëó÷àå - c. Ïå-
ðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû,
îòëè÷íûé îò õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - "ac/bc". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â õ27 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ22,õ24 è õ25 ïåðåìåííîé
õ26 è êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ âûðàæå-
íèå "ac/dc". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå íàáîðà ðåçóëüòàòîâ
òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñ íàáîðîì àíòå-
öåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, èç êîòîðîãî èñêëþ÷åíî ðàâåíñòâî õ9. Ïåðåìåííîé
õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ19 òåðìîâ õ26 è õ12, ïðè-
÷åì ïåðåìåííàÿ õ26 ðàñïîëàãàåòñÿ òàê æå, êàê ïåðåìåííàÿ õ22 ðàñïîëàãàëàñü
â òåðìå õ18. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåì "(b/f)c". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ðàâåíñòâà ê îáðàáîòàííîìó ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöå-
äåíòû" ñïèñêó õ29. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íîðìàëèçàòîðû îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè,
ïðèìåíÿåìûå îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ31, íå èçìåíÿþò òåðìà õ28. Îïðåäåëÿ-
åòñÿ ðåçóëüòàò õ33 óïðîùåíèÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèÿ õ30. Â
íàøåì ïðèìåðå îí ñîâïàäàåò ñ õ30. Íàêîíåö, ñîçäàåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ31, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî õ28 è õ33.

3.36 Õàðàêòåðèñòèêà "êâàíòèìïëèê"

Õàðàêòåðèñòèêîé "êâàíòèìïëèê" ñíàáæàþòñÿ òàêèå êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, ó êî-
òîðûõ â êîíñåêâåíòå ðàñïîëîæåíà êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé
ðàñøèôðîâêó àíòåöåäåíòà.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïåðåõîä ê ïðîñòîé èìïëèêàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀fgx(f − ôóíêöèÿ & Dom(f) ⊆ R & ïåðâîîáðàçíàÿ(f, g) & x ∈ Dom(g) →
äèôôåðåíöèðóåìà(g, x))

èç òåîðåìû

∀fg(f − ôóíêöèÿ & Dom(f) ⊆ R & Val(f) ⊆ R & ïåðâîîáðàçíàÿ(f, g)→ ∀x(x ∈
Dom(g)→ äèôôåðåíöèðóåìà(g, x) & ïðîèçâîäíàÿ(g, x) = f(x))).

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íà ýòîì
âõîæäåíèè ðàñïîëîæåí êâàíòîð îáùíîñòè. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
àíòåöåäåíòîâ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè ñóòü ýëå-
ìåíòàðíûå óòâåðæäåíèÿ. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ
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÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà èìïëèêàöèè õ8. Â íåì âûáèðàåòñÿ ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäå-
íèå õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "äèôôåðåíöèðóåìà(g, x)". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâà-
èâàåòñÿ îáúåäèíåíèå íàáîðà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû è ñïèñêà õ9. Ýòî îáúåäèíå-
íèå îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ
óòâåðæäåíèÿ õ11. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ13
è êîíñåêâåíòîì õ11.

3.37 Õàðàêòåðèñòèêà "êâàíòîðíàÿñâåðòêà"
Õàðàêòåðèñòèêîé "êâàíòîðíàÿñâåðòêà(õ1)" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíî-
ñòè, âûïîëíÿþùèå èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà. õ1 - íàïðàâëåíèå çàìåíû äëÿ òàêîãî èñ-
êëþ÷åíèÿ.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ðåàëèçàöèÿ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè â ýêâèâàëåíòíîñòè êâàíòîðíîé ñâåðòêè ïó-
òåì ïîäáîðà çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, îòîæäåñòâëÿþùèõ àíòå-
öåäåíò ñ êîíñåêâåíòîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− set→ âçàèìíîîäíîçíà÷íî(λx(x, x ∈ a)))

èç òåîðåìû

∀f (f −ôóíêöèÿ→ âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)↔ ∀xy(f(x) = f(y) & x ∈ Dom(f) &
y ∈ Dom(f)→ x = y)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìå-
åò çàãîëîâîê "äëÿëþáîãî". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ
òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ12 - êîíñåêâåíò èìïëèêàöèè õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåð-
æäåíèå õ12 ýëåìåíòàðíî. Â íàøåì ïðèìåðå îíî èìååò âèä "x = y". Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà èìïëèêàöèè õ10. Â íàøåì ñëó÷àå
- "x, y". Ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêîé àíòåöåäåíò õ14 èìïëèêàöèè õ10, ÷òî îí îäíî-
âðåìåííî ñ êîíñåêâåíòîì èìååò ëèáî íå èìååò çàãîëîâîê "íå", ïðè÷åì ïîñëå
îòáðàñûâàíèÿ äàííîãî "íå" çàãîëîâêè óòâåðæäåíèé õ14 è õ12 ñîâïàäàþò. Ïå-
ðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå -
"f(x) = f(y)". Íàõîäèòñÿ ñïèñîê õ16 ïàðàìåòðîâ òåðìà õ15, íå âõîäÿùèõ â
õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé
f . Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäñïèñîê ñïèñêà õ1, ñîñòîÿùèé èç ïåðåìåí-
íûõ, äëÿ êîòîðûõ â àíòåöåäåíòàõ òåîðåìû óêàçàíî, ÷òî èõ çíà÷åíèåì ñëóæèò
ôóíêöèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ17 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé õ18. Â íà-
øåì ñëó÷àå - f . Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð âõîæäåíèé ïîäòåðìîâ âè-
äà "çíà÷åíèå(õ18 . . .)"â òåðì õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ20
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ñàìèõ ýòèõ ïîäòåðìîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - "f(x)", "f(y)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå àðãóìåíòû ôóíêöèè õ18 â ñïèñêå õ20 ñóòü ïåðåìåííûå èç
õ13. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîä-
íóþ òåîðåìó, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - "a, b".
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèé õ19 â òåðì õ15 íà
ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - "a = b". Ïåðåìåííîé õ24
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ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ23, íå âõîäÿùèõ â õ13. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "a, b". Îïðåäåëÿåòñÿ óíèôèöèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêà S äëÿ òåðìîâ õ12 è
õ23 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ24. Ïîäñòàâëÿåìûå åþ òåðìû îáðàçóþò íàáîð õ25. Â
íàøåì ïðèìåðå - "x, y". Ðàññìàòðèâàåòñÿ àðãóìåíò õ26 ïåðâîãî ôóíêöèîíàëü-
íîãî âûðàæåíèÿ ñïèñêà õ20. Â íàøåì ñëó÷àå - "x". Ðàññìàòðèâàåòñÿ òåðì õ27,
ïîäñòàâëÿåìûé ñîãëàñíî S âìåñòî x. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîâïàäàåò ñ x. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî åñëè ïîäñòàâèòü â õ27 âìåñòî õ26 àðãóìåíò ëþáîãî èç ïîñëåäóþùèõ
ôóíêöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé ñïèñêà õ20, òî ïîëó÷èòñÿ òåðì, ïîäñòàâëÿåìûé S
âìåñòî ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé ñïèñêà õ24.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ28, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - "a".
Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàâåíñòâ ïåðåìåííûõ õ24, íå ïðèíàäëå-
æàùèõ ñïèñêó õ21, ñîîòâåòñòâóþùèì âûðàæåíèÿì õ25. Â íàøåì ñëó÷àå ýòîò
ñïèñîê ïóñò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî ïàðàìåòðû íå ïåðåñåêàþòñÿ ñî ñïèñêîì õ13.
Ê ñïèñêó õ29 äîáàâëÿþòñÿ àíòåöåäåíòû õ11 è óòâåðæäåíèå "ìíîæåñòâî(õ28)".
Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "îòîáðàæåíèå(õ26 ïðèíàäëåæèò(õ26
õ28) R)", ãäå R - ðåçóëüòàò îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè
âûðàæåíèÿ õ27. Â íàøåì ñëó÷àå - "λx(x, x ∈ a)". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ29 òåðìà õ30 âìåñòî
ïåðåìåííîé õ18. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà
õ30 âìåñòî ïåðåìåííîé õ18 â çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïåðåìåííîé
õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè óòâåðæäåíèé õ31 ïðîöåäóðîé "íîðìàí-
òåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ32. Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èìïëè-
êàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ33 è êîíñåêâåíòîì õ32.

2. Èçâëå÷åíèå èç ÿâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïðîñòîé èìïëèêàöèè ïóòåì
ïåðåíåñåíèÿ â àíòåöåäåíòû óñëîâèé íà ïàðàìåòðû è ïîäñòàíîâêè âìåñòî ïàðà-
ìåòðèçóåìîãî çíà÷åíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀km(m− öåëîå & k − öåëîå→ m|km)

èç òåîðåìû

∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ m|n↔ ∃k(k − öåëîå & n = mk))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ (êâàíòîðíàÿ) ÷àñòü. Åñëè çàãîëîâ-
êîì õ10 ñëóæèò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, òî ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ, èíà÷å - íàáîð àíòåöå-
äåíòîâ èìïëèêàöèè õ10, ïîïîëíåííûé îòðèöàíèåì åå êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé
õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà òåðìà õ10. Ñðåäè óòâåðæäåíèé õ11
âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ13 ïåðåìåííîé õ16 òåðìó õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ16 íå
âõîäèò â õ12 è â òåðì õ17. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - ðàâåíñòâî "n = mk", õ16 - ïå-
ðåìåííàÿ n. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì òåîðåìû. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî õ16 âõîäèò â õ18. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ
ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû òåîðåìû âûðàæåíèÿ õ17 âìåñòî ïåðåìåííîé õ16. Â
íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ: "m − öåëîå", "mk − öåëîå". Ïåðåìåííîé õ20 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â òåðì õ18. Ïîëó÷àåòñÿ: "m|mk".
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöå-
äåíòû" ñïèñêà õ19, ê êîòîðîìó äîáàâëÿþòñÿ âñå îòëè÷íûå îò õ13 ýëåìåíòû
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ñïèñêà õ11. Åñëè çàãîëîâîê òåðìà õ10 - êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, òî ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ20, èíà÷å - åãî îòðèöàíèå. Îíî îáðàáàòûâàåòñÿ ñíà÷à-
ëà îïåðàòîðîì "íîðì", çàïóñêàþùèì íîðìàëèçàòîðû îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, à
çàòåì - îïåðàòîðîì "íîðìðàâíî". Ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ22. Â
íàøåì ïðèìåðå õ22 è õ20 ñîâïàäàþò. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ21 è êîíñåêâåíòîì õ22. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðìòåîðåìà".

3. Ïîïûòêà îòîæäåñòâèòü ïîäóòâåðæäåíèÿ êâàíòîðà ïóòåì ïîäñòàíîâêè âìåñòî
ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀b(b− set→ íåïåðåñåê(b, b)↔ b = ∅)

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set→ íåïåðåñåê(a, b)↔ ∀c(c ∈ a→ ¬(c ∈ b)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü (êâàíòîðíàÿ), ïåðåìåííîé õ11
- ñïèñîê åå ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê ñîñòîèò íå
áîëåå ÷åì èç òðåõ ýëåìåíòîâ. Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12
íåîäíîýëåìåíòíîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - "c ∈ a". Ïåðåìåííîé õ13 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî ïîäòåðìà. Â òîì æå òåðìå õ10 íàõîäèòñÿ åùå îäíî
âõîæäåíèå õ14 ñèìâîëà õ13. Â íàøåì ñëó÷àå - "c ∈ b". Ïåðåìåííûì õ15, õ16
ïðèñâàèâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïîäòåðìû ïî âõîæäåíèÿì õ12 è õ14. Íàõîäèòñÿ
óíèôèöèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêà S äëÿ òåðìîâ õ15, õ16 îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ
õ11. Ïðè åå íàõîæäåíèè ó÷èòûâàþòñÿ óêàçàòåëè (íåçàâèñèò . . .), çàïðåùàþùèå
ïîäñòàíîâêó âìåñòî ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ11 âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõ ñâÿçàí-
íûå â õ10 ïåðåìåííûå. Îïðåäåëÿåòñÿ ñïèñîê õ20 ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîä-
ñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû, à òàêæå ðåçóëüòàò õ23 ïðèìåíåíèÿ åå ê
çàìåíÿþùåìó òåðìó. Äàëåå ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ20 è êîí-
ñåêâåíòîì õ23, êîòîðàÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

4. Ïîïûòêà àëüòåðíàòèâíîé êâàíòîðíîé ñâåðòêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set→ íåïåðåñåê(a, b)↔ a ∩ b = ∅)

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set→ íåïåðåñåê(a, b)↔ ∀c(c ∈ a→ ¬(c ∈ b)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11 -
íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì õ10 ñëóæèò êâàíòîð îáù-
íîñòè. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ êâàíòîðà õ10, ê êîòîðîìó ïðèñîåäèíå-
íî îòðèöàíèå åãî êîíñåêâåíòà. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ11
è óñëîâèÿìè õ13. Åå öåëè - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå
õ12". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ15. Â íàøåì ñëó÷àå - "c ∈ a∩ b". Ðåøà-
åòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ11, à
óñëîâèåì - îòðèöàíèå ðåçóëüòàòà íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ12



3.37. Õàðàêòåðèñòèêà "êâàíòîðíàÿñâåðòêà" 257

íà óòâåðæäåíèå õ15. Çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííóþ öåëü "ñâåðòêà". Îòâåò ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "a ∩ b = ∅". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
óòâåðæäåíèå õ17 ýëåìåíòàðíîå. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ11,
êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü çàìåíÿþùåãî òåðìà òåîðåìû
óòâåðæäåíèþ õ17. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìëîã".

5. Ðàçâÿçêà àíòåöåäåíòà çàìåíÿåìîé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè, èìåþùåãî âèä ïðè-
íàäëåæíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abd(∀c(c ∈ a→ d(c)− ÷èñëî) & b− ÷èñëî→ íèæíÿÿãðàíü(b, sete(∃c(e = d(c) &
c ∈ a)))↔ ∀c(c ∈ a→ b ≤ d(c)))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & a ⊆ R & b− ÷èñëî→ íèæíÿÿãðàíü(b, a)↔ ∀c(c ∈ a→ b ≤ c))

Çäåñü öåëüþ âûâîäà ÿâëÿåòñÿ "ðàçâÿçêà" ïåðåìåííîé c â ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîç-
âîëÿþùåé ïåðåõîäèòü îò êâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ ê áåñêâàíòîðíîìó çà ñ÷åò
ïðèìåíåíèÿ îïèñàòåëÿ.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò
ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë "äëÿëþáîãî". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿ-
çûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåî-
ðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáà íàáîðà õ11, õ12 îäíîýëåìåíòíûå. Ñîîòâåòñòâåííî,
ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò íàáîðà õ12, ïåðåìåííîé õ14 - ýëåìåíò
íàáîðà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 èìååò âèä "c ∈ a", õ14 - c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ13 - óòâåðæäåíèå ïðèíàäëåæíîñòè, ïðè÷åì ïåðâûì àðãóìåíòîì ñëóæèò õ14,
à âòîðûì - íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ15, îòëè÷íàÿ îò õ14 è èìåþùàÿ åäèíñòâåí-
íîå âõîæäåíèå â õ10. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåíííàÿ õ16, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â
íàøåì ïðèìåðå - "d". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè
òåðìà "ôèêñ(õ16(õ14))" â êîíñåêâåíò èìïëèêàöèè õ10 âìåñòî ïåðåìåííîé õ14.
Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì "b ≤ ôèêñ(d(c))". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ10 åãî êîíñåêâåíòà íà òåðì õ18. Â íàøåì ñëó÷àå
- "∀c(c ∈ a → b ≤ ôèêñ(d(c))". Âûáèðàåòñÿ îòëè÷íàÿ îò õ16 ïåðåìåííàÿ õ20,
íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - "e". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ
òåðì "êëàññ(õ20 ñóùåñòâóåò(õ14 è(õ13 ðàâíî(õ20 õ17))))". Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëü-
òàò õ22 ïîäñòàíîâêè â çàìåíÿþùèé òåðì òåîðåìû òåðìà õ21 âìåñòî ïåðåìåííîé
õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "íèæíÿÿãðàíü(b, sete(∃c(c ∈ a & e = ôèêñ(d(c)))))".
Îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå íàáîð õ23 ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè õ21 âìåñòî õ15 â àí-
òåöåäåíòû òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ23, êîíñåêâåíòîì
êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü õ22 è õ19. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà", ïîñëå ÷åãî èç íåå óäàëÿåòñÿ ñèìâîë "ôèêñ". Ýòîò ñèìâîë áûë
ââåäåí, ÷òîáû îïåðàòîð "íîðìòåîðåìà" íå èñïîðòèë ïåðâûé àíòåöåäåíò è ïàðà-
ìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå, èñêëþ÷èâ èç íèõ âûðàæåíèå d(c). Â äåéñòâèòåëüíîñòè
ïåðåìåííàÿ d ó ïðèåìà ñòàíåò ôóíêöèîíàëüíîé, òàê ÷òî d(c) áóäåò èäåíòèôè-
öèðîâàòüñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì âûðàæåíèåì, à íèêàêîé ôóíêöèè d â çàäà÷å ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ íå áóäåò.
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Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ çà-
ìåíÿåìîé ÷àñòè

1. Âàðüèðîâàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè êâàíòîðíîé ñâåðòêè ñ ïîìîùüþ ïðîñòåéøèõ
äèçúþíêòèâíî-êîíúþíêòèâíûõ äåêîìïîçèöèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bef (b− set & e− set & f − set→ e ∩ f ⊆ b↔ ∀c(c ∈ e & c ∈ f → c ∈ b))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set→ a ⊆ b↔ ∀c(c ∈ a→ c ∈ b))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(b− set & c− set→ a ∈ b ∩ c↔ a ∈ b & a ∈ c)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåí êâàíòîð îáùíîñòè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
ëèáî àíòåöåäåíò õ11 êâàíòîðà õ10, è òîãäà ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ 0,
ëèáî êîíñåêâåíò õ11 ýòîãî êâàíòîðà, è òîãäà ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ 1.
Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - âõîæäåíèå c ∈ a. Åñëè çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ11 -
ñèìâîë "íå", òî ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ïåðâûé îïåðàíä, à õ12 çàìå-
íÿåòñÿ íà 1 - õ12. Èíà÷å - ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ õ11. Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ13. Â íàøåì ñëó÷àå - ñèìâîë "ïðèíàäëåæèò".
Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ16 íàçâàíèé ðàçäåëîâ, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ ñèìâîëû òåî-
ðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç ñèìâîëà "òåîðèÿìíîæåñòâ". Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "óïðîùêí" â ñëó÷àå õ12 = 0 è ñïðàâî÷íèê "óïðîùäí" ïðè õ12 =
1 îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî âñå åå ñèìâîëû îòíîñÿòñÿ ê ðàçäåëàì, ïåðå÷èñëåííûì â ñïèñêå õ16.
Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ13 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Íàïðàâëåíèå çàìåíû îïðåäåëÿåòñÿ
ïî õàðàêòåðèñòèêå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû "è(N)" â ñëó÷àå õ12 = 0, èíà÷å -
ïî õàðàêòåðèñòèêå "èëè(N)". Ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ ïðî-
öåäóðàìè "Ñïóñêîïåðàíäîâ", "äåìîäèôèêàöèÿ" è "íîðìòåîðåìà".

2. Ïðèìåíåíèå äèçúþíêòèâíîé äåêîìïîçèðóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè ê àíòåöåäåíòó
çàìåíÿåìîé èìïëèêàöèè è ïîñëåäóþùàÿ ñâåðòêà ïîäèìïëèêàöèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bef (e− set & f − set & e ⊆ R & f ⊆ R & b− ÷èñëî→ íèæíÿÿãðàíü(b, e ∪ f)↔
íèæíÿÿãðàíü(b, e) & íèæíÿÿãðàíü(b, f))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & a ⊆ R & b− ÷èñëî→ íèæíÿÿãðàíü(b, a)↔ ∀c(c ∈ a→ b ≤ c))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(b− set & c− set→ a ∈ b ∪ c↔ a ∈ b ∨ a ∈ c)
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Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò
çàãîëîâîê "äëÿëþáîãî". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà
èìïëèêàöèè õ10, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð åå àíòåöåäåíòîâ. Â ñïèñêå õ12 âûáè-
ðàåòñÿ ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå õ13, íå èìåþùåå çàãîëîâêà "íå". Â íàøåì
ñëó÷àå - "c ∈ a". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "óïðîùäí" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîë-
íèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
â íåé ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ:

∀def (e− set & f − set→ d ∈ e ∪ f ↔ d ∈ e ∨ d ∈ f)

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå òåî-
ðåìû õ17, êîòîðàÿ èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë õ14. Â íàøåì ïðèìåðå -
"d ∈ e∪ f". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ13
è õ21, íå âõîäÿùèõ â êâàíòîðíóþ ïðèñòàâêó õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "a, d, e, f".
Íàõîäèòñÿ óíèôèöèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêà S äëÿ òåðìîâ õ21 è õ13 îòíîñèòåëü-
íî ïåðåìåííûõ õ22. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ýòîé
ïîäñòàíîâêè ê îòëè÷íîé îò õ21 ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå òåîðåìû
õ17. Â íàøåì ñëó÷àå - "c ∈ e ∨ c ∈ f". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ24. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îòëè÷íûì îò õ13 óòâåðæäåíèÿì ñïèñ-
êà õ12, ïåðåìåííîé õ27 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòàíîâêè ê êîíñåêâåíòó
èìïëèêàöèè õ10. Â íàøåì ïðèìåðå íàáîð õ26 ïóñò, õ27 èìååò âèä "b ≤ c". Ïå-
ðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê
àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ29 - íàáîð ðåçóëüòàòîâ åå ïðèìå-
íåíèÿ ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ17. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð òåõ
óòâåðæäåíèé èç õ29, ïàðàìåòðû êîòîðûõ íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ õ11. Çàòåì íàáîð
õ30 äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó õ28. Â èòîãå õ28 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "e∪f−set",
"e ∪ f ⊆ R", "b− ÷èñëî", "e− set", "f − set".

Åñëè õ26 íåïóñòî, òî ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ õ31 íàáîðà õ29, íå âõîäÿ-
ùèå â õ30, ôîðìèðóþòñÿ êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè "äëÿëþáîãî(õ11 åñëè õ26 òî
õ31)", ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå ýòè èìïëèêàöèè
ñâîðà÷èâàþòñÿ â ýëåìåíòàðíûå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå äîáàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó
õ28. Åñëè õîòÿ áû îäíó èç èìïëèêàöèé ñâåðíóòü â ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå
íå óäàëîñü, ïðèåì íå ïðèìåíÿåòñÿ.

Ïîñëå óêàçàííîãî öèêëà ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ31. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ
óòâåðæäåíèÿ õ32 ñïèñêà õ25. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ ââîäèòñÿ êâàíòîðíàÿ èì-
ïëèêàöèÿ "äëÿëþáîãî(õ11 åñëè õ26 õ32 òî õ27)". Ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå îíà ñâîðà÷èâàåòñÿ â ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå, çà-
íîñèìîå â íàêîïèòåëü õ31. Åñëè õîòÿ áû â îäíîì ñëó÷àå ñâåðòêà íå óäàëàñü,
ïðèåì íå ïðèìåíÿåòñÿ.

Ïîñëå çàïîëíåíèÿ íàêîïèòåëÿ õ31 îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ32 ïðèìåíåíèÿ ïîä-
ñòàíîâêè S ê çàìåíÿþùåìó òåðìó èñõîäíîé òåîðåìû. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò
õ33 îáðàáîòêè ñïèñêà õ28 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðà-
ìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ31 è õ32. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ33, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèÿ õ32 êîíúþíê-
öèè óòâåðæäåíèé õ31. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".



260 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

3. Ïðèìåíåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ê àíòåöåäåíòó çàìåíÿåìîé èìïëèêà-
öèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bef (e − set & e ⊆ Dom(f) & îáðàç(f, e) ⊆ R & f − ôóíêöèÿ & b − ÷èñëî →
íèæíÿÿãðàíü(b, îáðàç(f, e))↔ ∀g(g ∈ e→ b ≤ f(g)))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & a ⊆ R & b− ÷èñëî→ íèæíÿÿãðàíü(b, a)→ ∀c(c ∈ a→ b ≤ c))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abf (f −ôóíêöèÿ & b− set & b ⊆ Dom(f)→ a ∈ îáðàç(f, b)↔ ∃x(a = f(x) &
x ∈ b))

Íà÷àëî ïðîãðàììû äàííîãî ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé ïðåäûäóùåãî. Îä-
íàêî, äëÿ óäîáñòâà ïîâòîðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé
òåðì. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ, è ïåðåìåííîé õ11 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ åå ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè õ10. Â íåì âûáèðàåòñÿ ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå
õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "c ∈ a". Çàãîëîâîê õ14 óòâåðæäåíèÿ õ13 îòëè÷åí îò
îòðèöàíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå õ12 îòñóòñòâóåò òàêîå îòëè÷íîå îò õ13
óòâåðæäåíèå, êîòîðîå èìååò ïàðàìåòð, âõîäÿùèé â õ13 è íå âõîäÿùèé â õ11.
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îïèñàíèå" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ14 óêàçàííóþ
âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðå-
îáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå
â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ:

∀def (f −ôóíêöèÿ & e− set & e ⊆ Dom(f)→ d ∈ îáðàç(f, e)↔ ∃g(d = f(g) &
g ∈ e))

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ17. Ïåðåìåííîé õ21 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ òîò åãî êîðíåâîé îïåðàíä, êîòîðûé èìååò çàãîëîâîê õ14. Â íàøåì
ïðèìåðå - "d ∈ îáðàç(f, e)". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ïàðà-
ìåòðîâ òåðìîâ õ13 è õ21, íå âõîäÿùèõ â êâàíòîðíóþ ïðèñòàâêó õ11. Â íàøåì
ïðèìåðå - "a, d, e, f". Íàõîäèòñÿ óíèôèöèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêà S äëÿ òåðìîâ õ21
è õ13 îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ õ22. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòàíîâêè ê îòëè÷íîé îò õ21 ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîí-
ñåêâåíòå òåîðåìû õ17. Â íàøåì ñëó÷àå - "∃g(c = f(g) & g ∈ e)".

Äàëåå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ îò ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé
òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ26 - íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòàíîâêè ê
àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ17. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåð-
æäåíèé íàáîðà õ26, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè õ11. Â
íàøåì ïðèìåðå îí ïóñò. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ
ê õ25 âñåõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ26, íå âîøåäøèõ â õ27. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê
õ28 íåïóñò. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé

"îáðàç(f, e) − set", "îáðàç(f, e) ⊆ R", "b − ÷èñëî", "f − ôóíêöèÿ", "e − set",
"e ⊆ Dom(f)".
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Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S
ê óòâåðæäåíèÿì íàáîðà õ12, îòëè÷íûì îò õ13. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò ñïèñîê
ïóñò. Äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ èç õ27 ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì óòâåðæäåíèé õ28, õ29. Åñëè êàêàÿ-ëèáî èç ýòèõ ïðîâåðîê íå óäàëàñü, òî
ïðèìåíåíèå ïðèåìà îòìåíÿåòñÿ. Èíà÷å îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ30 ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè S ê êîíñåêâåíòó èìïëèêàöèè õ10. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ24 è õ29, êîíñåêâåíòîì õ30 è ñâÿçûâàþùåé ïðè-
ñòàâêîé õ11. Â íàøåì ïðèìåðå îíà èìååò âèä "∀c(∃g(c = f(g) & g ∈ e)→ b ≤ c)".
Ïîñëå îáðàáîòêè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà óïðîùåíèå äàííàÿ èìïëèêàöèÿ
ïðèîáðåòàåò âèä: "∀g(g ∈ e→ b ≤ f(g))". Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ32 ïðèìåíå-
íèÿ ïîäñòàíîâêè S ê çàìåíÿþùåìó òåðìó èñõîäíîé òåîðåìû. Çàòåì ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ28, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíò-
íîñòü óòâåðæäåíèé õ32 è õ31. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

4. Èñïîëüçîâàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðåîáðàçóþùåé ýëåìåíòàðíûé àíòåöåäåíò çà-
ìåíÿåìîé èìïëèêàöèè ê âèäó êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀be(
⋃

(e) ⊆ R & e−ôóíêöèÿ & b− ÷èñëî & ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(e)→
íèæíÿÿãðàíü(b,

⋃
(e))↔ ∀f (f ∈ Dom(e)→ íèæíÿÿãðàíü(b, e(f))))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & a ⊆ R & b− ÷èñëî→ íèæíÿÿãðàíü(b, a)↔ ∀c(c ∈ a→ b ≤ c))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀af (f −ôóíêöèÿ & ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(f)→ a ∈
⋃

(f)↔ ∃x(x ∈ Dom(f) &
a ∈ f(x)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå åå àíòåöåäåíòà, èìåþùåãî íå ìåíåå äâóõ ïàðàìåòðîâ. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - c ∈ a. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî àíòåöåäåíòà (ñ
îòáðàñûâàíèåì êîðíåâîãî îòðèöàíèÿ, åñëè îíî åñòü). Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåî-
ðåì "Ñóùåñòâóåò" íàõîäèò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" èñïîëüçóåò äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó äëÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ âõîæäåíèÿ õ11 â èñõîäíóþ òåîðåìó. Ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà". Ïðåäâàðèòåëüíî ðàçáëîêèðóþòñÿ ïðèåìû, îñíîâàííûå íà óæå
âûâåäåííûõ â òåêóùåì öèêëå âûâîäà òåîðåìàõ.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè äëÿ ðåàëèçàöèè
çàìåíÿåìîé ÷àñòè

1. Ïîïûòêà îáðàùåíèÿ â ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó çàìåíÿåìîãî êâàíòîðà â ýêâèâà-
ëåíòíîñòè êâàíòîðíîé ñâåðòêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀b(b− set→ ∅ ⊆ b)
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èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set→ a ⊆ b↔ ∀c(c ∈ a→ c ∈ b))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(¬(a ∈ ∅))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
åå çàãîëîâîê - êâàíòîð îáùíîñòè ëèáî ñóùåñòâîâàíèÿ. Â ñëó÷àå êâàíòîðà îáù-
íîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèáî âõîæäåíèå õ11 àíòåöåäåíòà èìïëèêàöèè õ10, ëè-
áî âõîæäåíèå õ11 êîíñåêâåíòà. Â ñëó÷àå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ õ11 - êîíú-
þíêòèâíûé ÷ëåí ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäòåðì õ11
ýëåìåíòàðíûé. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îòáðàñûâàíèÿ â óòâåð-
æäåíèè õ11 êîðíåâîãî îòðèöàíèÿ, åñëè îíî åñòü. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàãîëîâîê òåðìà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - "c ∈ a"; õ13 - ñèìâîë "ïðèíàäëå-
æèò". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïðèìåð" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàí-
íóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ16 â êîíñå-
êâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû êîíñòàíòû - ëîãè÷åñêîãî ñèìâîëà õ17. Â íàøåì
ñëó÷àå - "∅". Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ïåðåìåí-
íîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ16 â êîíñåêâåíò äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííóþ õ18. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ "¬(a ∈ b)".
Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþò-
ñÿ äîáàâëåíèåì ê àíòåöåäåíòàì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ðàâåíñòâà õ18 è õ17.
Åñëè çàãîëîâêîì óòâåðæäåíèÿ õ19 ñëóæèò ñèìâîë "íå", òî êîíñåêâåíò - ýêâè-
âàëåíòíîñòü êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ19 êîíñòàíòå "ëîæü". Èíà÷å - ýêâèâà-
ëåíòíîñòü òåðìà õ19 êîíñòàíòå "èñòèíà". Åñëè çàãîëîâîê õ11 - ñèìâîë "íå", òî
ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ11, èíà÷å
- âõîæäåíèå êîðíÿ ýòîãî òåðìà. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ22
ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ21 ïðè ïîìîùè òåîðåìû õ20. Îí îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò ëèáî íå èìååò ñâÿçàí-
íûõ ïåðåìåííûõ, ëèáî åãî êîíñåêâåíò íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ.

2. Ïîïûòêà äåêîìïîçèöèè êîíñåêâåíòà ñâîðà÷èâàåìîé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀dfhi(h−set& i−set& h ⊆ R & i ⊆ R & íèæíÿÿãðàíü(d, h) & íèæíÿÿãðàíü(f, i)→
íèæíÿÿãðàíü(d + f, setj(∃eg(j = e + g & e ∈ h & g ∈ i))))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & a ⊆ R & b− ÷èñëî→ íèæíÿÿãðàíü(b, a)↔ ∀c(c ∈ a→ b ≤ c))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abcd(a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & d−÷èñëî & a ≤ b & c ≤ d→ a+c ≤ b+d)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò
çàãîëîâîê "äëÿëþáîãî". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâ-
êà òåðìà õ10. Îíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé õ12. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåðìà õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîñòîèò èç
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åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ õ14, èìåþùåãî ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë ïðèíàä-
ëåæíîñòè, à ïåðâûì îïåðàíäîì - ïåðåìåííóþ õ12. Âòîðûì îïåðàíäîì ïðèíàä-
ëåæíîñòè ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ15, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì
õ10. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - "c", õ15 - "a". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ êîí-
ñåêâåíò èìïëèêàöèè õ10, ïåðåìåííîé õ17 - åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå -
ñèìâîë "ìåíüøåèëèðàâíî". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñáîðêàìí" îïðåäåëÿ-
åò ïî ñèìâîëó õ17 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ20
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â íåé ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå
âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì:

∀defg(d−÷èñëî& e−÷èñëî& f−÷èñëî& g−÷èñëî& d ≤ e & f ≤ g → d+f ≤ e+g)

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò èìïëèêàöèè õ20, ïåðåìåííîé õ22 -
ïàðàìåòðû òåðìîâ õ16 è õ21. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ
õ22, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ16 è õ21. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì,
ïîäñòàâëÿåìûé ýòîé ïîäñòàíîâêîé âìåñòî ïåðåìåííîé õ12. Â íàøåì ïðèìåðå
- "e + g". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ24 - íå ïåðåìåííàÿ. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ24. Â íàøåì ïðèìåðå - "e, g". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îí íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îòëè÷íûõ îò õ12 ïàðà-
ìåòðîâ òåðìà õ16. Â íàøåì ñëó÷àå - åäèíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ b. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî òåðìû, ïîäñòàâëÿåìûå ïîäñòàíîâêîé S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ26, íå ñîäåð-
æàò ïåðåìåííûõ õ25. Îïðåäåëÿåòñÿ íåïóñòîé ñïèñîê õ27 íîìåðîâ ñóùåñòâåííûõ
àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - 5 è 6. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè õ20, ïåðåìåííîé õ29 - ñïèñîê
åå ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëü-
òàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê íåñóùåñòâåííûì àíòåöåäåíòàì äàííîé èì-
ïëèêàöèè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ31 èìåþò åäèíñòâåííûé
ïàðàìåòð. Âûáèðàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ õ32, èìåþùèé òàêóþ æå äëèíó, ÷òî
è ñïèñîê õ25, ïðè÷åì íå ñîäåðæàùèé ïåðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû
õ20. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì "h, i". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíêàòåíàöèÿ
íàáîðà ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðå-
ìû è ñïèñêà óòâåðæäåíèé "ìíîæåñòâî(X)" äëÿ ïåðåìåííûõ X ñïèñêà õ32.

Äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé õ34 ñïèñêà õ25 ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïîëîæåííàÿ â ñïèñ-
êå õ32 íà ïîçèöèè ñ òåì æå íîìåðîì ïåðåìåííàÿ Y , è ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ
"äëÿëþáîãî(õ34 åñëè ïðèíàäëåæèò(õ34 Y )òî Q)". Çäåñü Y - ïåðåìåííàÿ, ðàñïî-
ëîæåííàÿ â ñïèñêå õ32 íà ïîçèöèè ñ òåì æå íîìåðîì, ÷òî ó ïåðåìåííîé õ34 â
ñïèñêå õ25; Q - êîíúþíêöèÿ âñåõ ñîäåðæàùèõ õ34 ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ31. Ïðè ïî-
ìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëè "óïðîñòèòü",
"ñâåðòêà", ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ñâåðíóòü äàííóþ èìïëèêàöèþ â ýëåìåí-
òàðíîå óòâåðæäåíèå. Â ñëó÷àå óñïåõà ýòî óòâåðæäåíèå ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê ñïèñêó
õ33. Èíà÷å - ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè äàííîì ðåçóëüòàòå óíèôèêàöèè
îáðûâàåòñÿ. Â íàøåì ïðèìåðå òàêèì îáðàçîì ê ñïèñêó õ33 äîáàâëÿþòñÿ óòâåð-
æäåíèÿ "h ⊆ R", "i ⊆ R".

Ïîñëå îáðàáîòêè ñïèñêà õ25 íà÷èíàåòñÿ ïðîñìîòð óòâåðæäåíèé õ34 ñïèñêà õ29.
Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ35 ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê òåðìó õ34. Ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå õ36 ñïèñêà ïåðåìåííûõ õ25 ñ ïàðàìåòðàìè òåðìà õ35.
Åñëè îíî ïóñòî, òî õ34 ïðèñîåëèíÿåòñÿ ê ñïèñêó õ33. Èíà÷å - ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ ñïèñîê õ37 òåðìîâ, ïîäñòàâëÿåìûõ ïîäñòàíîâêîé S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ36,
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è ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ "äëÿëþáîãî(õ36 åñëè R òî õ35)". Çäåñü R - êîíú-
þíêöèÿ óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè ïåðåìåííûõ õ36 ñîîòâåòñòâóþùèì òåðìàì
ñïèñêà õ37. Ýòà èìïëèêàöèÿ óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðà-
çîâàíèå. Åñëè ïîëó÷àåòñÿ ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå, òî îíî çàíîñèòñÿ â ñïèñîê
õ33. Èíà÷å - ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà ïðè äàííîì ðåçóëüòàòå óíèôèêàöèè
îáðûâàåòñÿ. Â íàøåì ïðèìåðå òàêèì îáðàçîì ê ñïèñêó õ33 äîáàâëÿþòñÿ óòâåð-
æäåíèÿ "íèæíÿÿãðàíü(d, h)", "íèæíÿÿãðàíü(f , i)".

Ïîñëå îáðàáîòêè àíòåöåäåíòîâ õ29 âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ34. Â íàøåì
ïðèìåðå - j. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "êëàññ(õ34 ñóùåñòâó-
åò(õ25 è(H ðàâíî(õ34 õ24))))", ãäå H - êîíúþíêöèÿ óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè
ïåðåìåííûõ õ25 ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì õ32. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò
õ38 ïîäñòàíîâêè â çàìåíÿþùóþ ÷àñòü èñõîäíîé òåîðåìû òåðìîâ õ23 âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ22 è òåðìà õ35 âìåñòî ïåðåìåííîé õ15. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâà-
èâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìà õ35 âìåñòî ïåðåìåííîé õ34 â
óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ33. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ39 è
êîíñåêâåíòîì õ38. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

3. Ïîïûòêà ðåàëèçàöèè àíòåöåäåíòà ñâîðà÷èâàåìîé èìïëèêàöèè ñ ïîìîùüþ äî-
ïîëíèòåëüíîé ïðîñòîé èìïëèêàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abd(a − set & d − set & a ⊆ R & d ⊆ a & b − ÷èñëî & íèæíÿÿãðàíü(b, a) →
íèæíÿÿãðàíü(b, d))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & a ⊆ R & b− ÷èñëî→ íèæíÿÿãðàíü(b, a)↔ ∀c(c ∈ a→ b ≤ c))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû:

∀abc(a− set & b− set & a ⊆ b & c ∈ a→ c ∈ b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé êâàí-
òîðíóþ èìïëèêàöèþ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ åå êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà.
Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè õ10. Â íåì âû-
áèðàåòñÿ ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå õ13, çàãîëîâîê õ14 êîòîðîãî îòëè÷åí îò
ñèìâîëà "íå". Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - "c ∈ a". Ïî ñèìâîëó õ14 ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "òðàíçèòîïåðàíä" îïðåäåëÿåò óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçà÷åíèÿ åå ïåðåìåí-
íûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

∀def (d− set & e− set & d ⊆ e & f ∈ d→ f ∈ e)

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ17., ïåðåìåííîé õ19 - îáú-
åäèíåíèå åãî ïàðàìåòðîâ ñ ïåðåìåííûìè óòâåðæäåíèÿ õ13, îòëè÷íûìè îò ïå-
ðåìåííûõ ñïèñêà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "e, f, a". Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà
S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ19, óíèôèöèðóþùàÿ äëÿ òåðìîâ õ13 è õ18. Ïåðåìåííîé
õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû
õ17. Ïîäñïèñîê ñïèñêà õ21, îáðàçîâàííûé âñåìè óòâåðæäåíèÿìè, ñîäåðæàùè-
ìè ïåðåìåííûå ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè õ11, ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ22.
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Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ S ê óòâåðæäå-
íèÿì ñïèñêà õ12, îòëè÷íûì îò õ13. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïðèìåíåíèÿ S ê êîíñåêâåíòó èìïëèêàöèè õ10. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 - "d− set",
"a − set", "d ⊆ a", "c ∈ d", õ22 - "c ∈ d", õ23 - ïóñòîé ñïèñîê, õ24 - "b ≤ c".
Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ õ25 âèäà "äëÿëþáîãî(õ11 åñëè õ23 õ22 òî õ24)". Â
íàøåì ïðèìåðå îíà èìååò âèä "∀c(c ∈ d → b ≤ c)". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé
òåîðåìû. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ óïðîùåíèÿ èìïëèêàöèè õ25
îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ25. Íà âðåìÿ åå ðåøåíèÿ áëîêèðîâêè ñíèìàþòñÿ. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò õ28 - ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå. Â íàøåì ïðèìåðå -
"íèæíÿÿãðàíü(b, d)". Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ29 ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê
çàìåíÿþùåé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåí-
òû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ îáúåäèíåíèåì ñïèñêà õ26 ñ ðàçíîñòüþ ñïèñêîâ õ21 è
õ22 è äîáàâëåíèåì óòâåðæäåíèÿ õ29. Êîíñåêâåíòîì ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå õ28.
Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Âûâîä èìïëèêàöèè èç ýêâèâàëåíòíîñòè

1. Ïîëó÷åíèå èìïëèêàöèè, âûâîäÿùåé óòâåðæäåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− set & a ⊆ R & îãðñâåðõó(a)→ ∃b(âåðõíÿÿãðàíü(b, a)))

èç òåîðåìû

∀a(a− set & a ⊆ R→ îãðñâåðõó(a)↔ ∃b(âåðõíÿÿãðàíü(b, a)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, èìåþùàÿ ñâîèì çàãîëîâêîì
êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü õ11 ýëåìåíòàðíà.
Ñîçäàåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷åíû äîáàâëåíèåì
ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû åå çàìåíÿþùåé ÷àñòè, à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò çàìåíÿ-
åìàÿ ÷àñòü.

2. Ðàçâÿçêà êîíñåêâåíòà ïî òðàíçèòèâíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abe(a − set & a ⊆ R & b − ÷èñëî & e − ÷èñëî & íèæíÿÿãðàíü(e, a) & b ≤ e →
íèæíÿÿãðàíü(b, a))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & a ⊆ R & b− ÷èñëî→ íèæíÿÿãðàíü(b, a)↔ ∀c(c ∈ a→ b ≤ c))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & a ≤ b & b ≤ c→ a ≤ c)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, èìåþùàÿ çàãîëîâîê "äëÿëþ-
áîãî"; ïåðåìåííîé õ11 - ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà èìïëèêàöèè õ10, ïåðåìåííîé
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õ12 - åå íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñå-
êâåíòà èìïëèêàöèè õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò ðîâíî äâà îïåðàíäà - ïå-
ðåìåííûå õ16 è õ17, ïðè÷åì õ16 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ10,
à õ17 - ýëåìåíò ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè õ11. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà èìïëèêàöèè õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "ìåíüøåèëèðàâ-
íî". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "òðàíçèòîïåðàíä" îïðåäåëÿåò ïî õ18 óêàçàííóþ
âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ21 ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
ïåðåìåííûõ òåîðåìû õ19 íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â
íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì:

∀def (d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & d ≤ e & e ≤ f → d ≤ f)

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ21. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåí ñèìâîë õ18. Íàõîäèòñÿ àíòåöåäåíò
õ23 òåîðåìû õ21, èìåþùèé çàãîëîâîê õ18 è äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà. Â íàøåì
ñëó÷àå - e ≤ f . Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà îïåðàöèè
õ22, èìåþùåãî òîò æå íîìåð, ÷òî è îïåðàíä õ16 îïåðàöèè õ13. Ïåðåìåííîé õ25
ïðèñâàèâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàñïîëîæåííûé îïåðàíä îïåðàöèè õ23.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íà âõîæäåíèÿõ õ24 è õ25 ðàñïîëîæåíû îäèíàêîâûå ïîäòåðìû.
Â íàøåì ïðèìåðå - "f". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ
õ24. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî ïåðåìåííàÿ. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
îòëè÷íûõ îò õ23 àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ21, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ26. Â
íàøåì ñëó÷àå - åäèíñòâåííîå óòâåðæäåíèå "f − ÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæ-
äîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ27 èìååò åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð õ26. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ27 ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû
õ21.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îòëè÷íûé îò õ24 îïåðàíä îïåðàöèè õ22. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ õ29. Â íàøåì ñëó÷àå - "d". Ïåðå-
ìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ16 âìå-
ñòî õ29 â íå ñîäåæàùèå ïåðåìåííîé õ26 àíòåöåäåíòû òåîðåìû õ21. Â íàøåì
ïðèìåðå ïîëó÷àåì íàáîð "b − ÷èñëî", "e − ÷èñëî", "b ≤ e". Ïåðåìåííîé õ34
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè îòëè÷íîãî îò õ25 îïåðàíäà îïåðàöèè õ23
âìåñòî ïåðåìåííîé õ16 â çàìåíÿþùóþ ÷àñòü èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå
- "íèæíÿÿãðàíü(e, a)". Ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó-
÷åíû äîáàâëåíèåì ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû ñïèñêà õ31 è óòâåðæäåíèÿ
õ34, à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòà èìïëè-
êàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Ïîëó÷åíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, èñïîëüçóþùåé îïèñàòåëü "êëàññ" äëÿ ñâåðòêè êâàí-
òîðíîé èìïëèêàöèè ñ íåèçâåñòíîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdf (a − set & b − set & a ⊆ Dom(f) & f − ôóíêöèÿ → ∀y(c(y) & f(y) ∈ b →
d(y))↔ íåïåðåñåê(b, îáðàç(f, sety(c(y) & ¬(d(y))))))

èç òåîðåìû
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∀abf (a− set & b− set & a ⊆ Dom(f) & f −ôóíêöèÿ→ íåïðåñåê(b, îáðàç(f, a))↔
∀y(y ∈ a→ ¬(f(y) ∈ b)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - íàáîð àí-
òåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì óòâåðîæäåíèÿ õ10 ñëóæèò êâàíòîð
"äëÿëþáîãî", è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé õ13. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - y. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè õ10.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ õ15, çàãîëîâêîì êî-
òîðîãî ñëóæèò ñèìâîë "ïðèíàäëåæèò", ïåðâûì îïåðàíäîì - ïåðåìåííàÿ õ13, à
âòîðûì - ïåðåìåííàÿ õ16, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ10. Ïåðå-
ìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ18
- êîíñåêâåíò èìïëèêàöèè õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ18 ýëåìåíòàðíîå.
Âûáèðàåòñÿ ïàðàìåòð õ19 óòâåðæäåíèÿ õ18, îòëè÷íûé îò õ13. Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ18 - "¬(f(y) ∈ b)", õ19 - b. Âûáèðàåòñÿ ïàðà õ20 ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ
â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííûå c, d. Ïåðåìåííîé õ21 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ "äëÿëþáîãî(õ13 åñëè çíà÷åíèå(c õ13) îòðèöàíèå(õ18)
òî çíà÷åíèå(d õ13))". Â íàøåì ïðèìåðå - "∀y(c(y) & f(y) ∈ b → d(y))". Îïðå-
äåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ22 ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå õ17 âûðàæåíèÿ "êëàññ(õ13
è(c(õ13)íå(d(õ13))))" âìåñòî ïåðåìåííîé õ16. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"íåïåðåñåê(b, îáðàç(f, sety(c(y) & ¬(d(y)))))". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ
èòîãîâà èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ11, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýê-
âèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ21 è õ22. Îíà ñîïðîâîæäàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé
"íåèçâìíîæ(õ19 âòîðîéòåðì)".

Ñïåöèàëüíàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ òåîðåìû

1. Ãðóïïèðîâêà â ëåâûõ ÷àñòÿõ âñåõ íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ äëÿ äâóìåñòíûõ îòíîøåíèé
ïîä êâàíòîðîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ m|n↔ ∃k(n− km = 0 & k − öåëîå))

èç òåîðåìû

∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ m|n↔ ∃k(k − öåëîå & n = mk))

Ñìûñë äàííîãî ïåðåõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â íåîáõîäèìîñòè îáîáùèòü òåîðåìó äëÿ
ïðèåìà êâàíòîðíîé ñâåðòêè. Îáû÷íî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ïîä êâàíòîðîì âû-
ïîëíÿåòñÿ ãðóïïèðîâêà íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ â îäíîé ÷àñòè, è äëÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ïðèåìà íóæíà êîððåêöèÿ òåîðåìû. Çàìåòèì, ÷òî äàííûé ïåðåõîä -
ïðîìåæóòî÷íûé. Ñëåäóþùèì øàãîì áóäåò óñòðàíÿòüñÿ ìèíóñ â êîýôôèöèåíòå
ïðè k.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òîò îïåðàíä êîíñåêâåíòà òåîðåìû, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé êâàíòîð. Â íåì óñìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ õ14.
Åñëè õ14 - ðàâåíñòâî, òî îïðåäåëÿåòñÿ òèï çíà÷åíèÿ åãî îïåðàíäîâ, è ïåðåìåí-
íîé õ14 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ äàííûé òèï. Çàòåì íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ15 îáðà-
ùåíèÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïåðåãðóïïèðîâêà" íà ñèìâîëå õ14. Åñëè âîçìîæíà ïåðå-
ãðóïïèðîâêà A- ÷ëåíîâ îïåðàíäîâ îòíîøåíèÿ õ14 ëèáî ðàâåíñòâà îáúåêòîâ òèïà
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õ14 èç îäíîé ÷àñòè â äðóãóþ ñ èçìåíåíèåì çíàêà B, òî õ15 - òðîéêà (A, B, C),
ãäå C - åäèíèöà îïåðàöèè A. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòíîøåíèå õ13 íå èìååò îïå-
ðàíäà C, è âûïîëíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðåãðóïïèðîâêà âñåõ "íåíóëåâûõ"
÷ëåíîâ â îäíîé ÷àñòè îòíîøåíèÿ. Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ âïëîòü
äî èñ÷åðïàíèÿ âîçìîæíîñòåé. Èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòî-
ðàìè "Ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà".

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Èçìåíåíèå çíàêà âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé äëÿ èñêëþ÷åíèÿ çíàêà ïåðåä äâó-
ìåñòíîé îïåðàöèåé ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ ∃a(n + am = 0 & a− öåëîå)↔ m|n)

èç òåîðåìû

∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ m|n↔ ∃k(n− km = 0 & k − öåëîå))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, èìåþùàÿ ñâîèì çàãîëîâêîì
êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâ-
êà êâàíòîðà õ10, ïåðåìåííîé õ12 - åå ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ
k. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíî-
ãî óòâåðæäåíèÿ, ïåðåìåííîé õ14 - ýëåìåíò ýòîãî íàáîðà. Â íàøåì ïðèìåðå -
ýëåìåíò "n− km = 0". Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ15 ïåðåìåííîé õ12 â òåðì
õ14, ÿâëîÿþùååñÿ îïåðàíäîì äâóìåñòíîé îïåðàöèè õ17. õ16 - âõîæäåíèå ýòîé
îïåðàöèè. Â íàøåì ñëó÷àå õ16 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà km. Ñïðàâî÷íèê "çàìå-
íàçíàêà" îïðåäåëÿåò ïî õ17, ÷òî âíåøíèé çíàê Z (â íàøåì ïðèìåðå - "ìèíóñ")
ïåðåä îïåðàöèåé õ16 ìîæåò áûòü ïåðåíåñåí âãëóáü, íà ïåðåìåííóþ õ12. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî âñå îòëè÷íûå îò õ14 ýëåìåíòû íàáîðà õ13, ñîäåðæàùèå ïåðåìåííóþ
õ12, íå èìåþò äðóãèõ ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì â òåðìå õ14 ýòà ïåðåìåííàÿ èìååò
åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå. Âûáèðàåòñÿ íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðå-
ìåííàÿ õ23. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Îïðåäåëÿåòñÿ òèï õ25 çíà÷åíèé
îïåðàöèè Z. Â íàøåì ñëó÷àå - "÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ24 àíòåöå-
äåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äî-
áàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ13 ñ îòáðîøåííûì óòâåðæäåíèåì õ14 óòâåðæäåíèé "ðàâ-
íî(õ23 Z(õ12))" è "õ25(õ23)". Â íàøåì ïðèìåðå õ26 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé
"k−öåëîå", "a = −k", "a−÷èñëî". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ27, ïîñûëêà-
ìè êîòîðîé ñëóæàò àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû, à óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ
õ26. Ýòà çàäà÷à èìååò öåëè "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå
õ12". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îòâåòà. Â
íàøåì ïðèìåðå - "a − öåëîå", "k = −a", "a − ÷èñëî". Â ñïèñêå õ29 íàõîäèòñÿ
ðàâåíñòâî õ30 ïåðåìåííîé õ12 âûðàæåíèþ õ31. Â íàøåì ïðèìåðå - âûðàæå-
íèþ "−a". Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ32 ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå õ14 òåðìà
õ31 âìåñòî ïåðåìåííîé õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "n − (−a)m". Ïåðåìåííîé õ33
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ29 ðàâåíñòâà õ30 è äîáàâëåíèÿ
óòâåðæäåíèÿ õ32. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàí-
òîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé õ23 è îòëè÷íûì îò õ12 ïåðåìåííûì ñïèñêà
õ11 íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ33. Çàòåì ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöå-
äåíòû êîòîðîé - òå æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû, à êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü
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óòâåðæäåíèÿ õ34 çàìåíÿþùåìó òåðìó èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòà èìïëèêàöèÿ îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

3.38 Õàðàêòåðèñòèêà "êîììóòàòîð"
Õàðàêòåðèñòèêîé "êîììóòàòîð" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðåîáðà-
çóþùèå áåñïîâòîðíîå óòâåðæäåíèå òàê, ÷òîáû âûÿâèëàñü ñèììåòðèÿ ïî ïåðåìåííûì.

1. Ïåðåñòàíîâêà íåñèììåòðè÷íûõ ïåðåìåííûõ çàìåíÿåìîãî óòâåðæäåíèÿ, èìåþ-
ùèõ ñèììåòðè÷íûå âõîæäåíèÿ â çàìåíÿþùåì óòâåðæäåíèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcd(0 < b & 0 < d & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ b < c/d↔ d < c/b)

èç òåîðåìû

∀bcd(0 < d & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ b < c/d↔ bd < c)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà îïåðàíäîâ êîíñåêâåíòà - íåêîòîðîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ11 èç ýòîé ïàðû; â íåì âûáèðàåòñÿ
âõîæäåíèå õ12 êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå
ïðîèçâåäåíèÿ bd â íåðàâåíñòâî bd < c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûé îïåðàíä îïå-
ðàöèè õ12 - íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ14, âòîðîé îïåðàíä - íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ
õ15, îòëè÷íàÿ îò õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 áåñïîâòîðíî. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðî-
òèâîïîëîæíûé îïåðàíä õ17 êîíñåêâåíòà òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåñòàíîâêè â íåì ïåðåìåííûõ õ14 è õ15. Â íàøåì ñëó÷àå õ17
èìååò âèä b < c/d, õ18 - âèä d < c/b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè
îïåðàòîðîì "ñòàíä" òåðìîâ õ17 è õ18 ðàçëè÷íû. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ
îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ñî ñïèñêîì óòâåðæäåíèé,
ïîëó÷àåìûõ èç íèõ ïåðåñòàíîâêîé ïåðåìåííûõ õ14 è õ15. Äàëåå ôîðìèðóåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ19, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíò-
íîñòü õ17 è õ18. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

3.39 Õàðàêòåðèñòèêà "êîíå÷íîå"
Õàðàêòåðèñòèêîé "êîíå÷íîå(N)" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, èìåþ-
ùèå â îäíîé ÷àñòè îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò P (x), à â äðóãîé - äèçúþíêöèþ ðàâåíñòâ
âèäà x = t, ãäå t - êîíñòàíòà. N - íàïðàâëåíèå ïåðåõîäà ê äèçúþíêöèè.

1. Âûâîä ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðåîáðàçóþùåé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ â äèçúþíê-
öèþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀b(∃a(a− boolean & b(a))↔ b(0) ∨ b(1))

èç òåîðåìû

∀a(a− boolean↔ a = 0 ∨ a = 1)
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Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëå-
ìåíòàðåí. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìå-
íÿþùåé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè ñóòü ðàâåíñòâà, èìåþùèå â îäíîé
èç ñâîèõ ÷àñòåé îäíó è òó æå ïåðåìåííóþ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåí-
íóþ a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ15 âõîäèò â õ10. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåí-
íàÿ õ16, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ15 íà
êîíúþíêöèþ õ10 è òåðìà "çíà÷åíèå(õ16 õ15)". Â íàøåì ñëó÷àå - óòâåðæäåíèå
"∃a(a− boolean & b(a))". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ âûðàæå-
íèé âèäà b(t), ãäå t - îòëè÷íàÿ îò õ15 ÷àñòü ðàâåíñòâà èç ñïèñêà õ11. Â íàøåì
ïðèìåðå õ18 èìååò âèä "b(0) ∨ b(1)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 íå âõîäèò â õ18. Çà-
òåì ôîðìèðóåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ. Åå àíòåöåäåíòû òå æå, ÷òî ó èñõîäíîé
òåîðåìû, à êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü õ17 è õ18.

3.40 Õàðàêòåðèñòèêà "êîíñò"
Õàðàêòåðèñòèêîé "êîíñò" ñíàáæàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ áåç ïåðåìåííûõ.

1. Âûâîä óòâåðæäåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∃a(a− set)

èç òåîðåìû

∅ − set

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäå-
íèå, çàãîëîâîê õ8 êîòîðîãî îòëè÷åí îò ñèìâîëà "íå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî
êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ðàâíî 1. Òîãäà âûâîäèòñÿ òåîðåìà - ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ
êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé a íà òåðì õ8(a).

3.41 Õàðàêòåðèñòèêà "êîíúþíêöèÿ"
Õàðàêòåðèñòèêîé "êîíúþíêöèÿ" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè ñ ýëåìåíòàð-
íûìè àíòåöåäåíòàìè è êîíñåêâåíòîì, èìåþùèì âèä êîíúþíêöèè ýëåìåíòàðíûõ óòâåð-
æäåíèé.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïåðåõîä ê èìïëèêàöèè, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí
èñõîäíîãî êîíñåêâåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDEF (l(AE) = l(BE) & l(CF ) = l(DF ) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
E − òî÷êà & F − òî÷êà & òðàïåöèÿ(ABCD)→ ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(EF ))

èç òåîðåìû
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∀ABCDEF (A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
F − òî÷êà & òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & l(BE) = l(AE) &
F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & l(CF ) = l(FD) → ïðÿìàÿ(EF ) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & 2l(EF ) =
l(BC) + l(AD))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà. Â íåì
âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåî-
ðåìû - ýëåìåíòàðíûå óòâåðæäåíèÿ. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòî-
ðîé òå æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû, à êîíñåêâåíò - õ10. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

2. Êîíúþíêòèâíàÿ ðàñøèôðîâêà ïî îïðåäåëåíèþ îäíîãî èç àíòåöåäåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDEF (¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(AC)) & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
F − òî÷êà & D ∈ îòðåçîê(BC) & l(CD) = l(BD) & E ∈ îòðåçîê(AC) &
l(CE) = l(AE) & F ∈ ïðÿìàÿ(BE) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) & ¬(A = C)→ F ∈ îòðåçîê(BE) &
2l(FE) = l(BF ))

èç òåîðåìû

∀ABCDEF (4(ABC) & D − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà & D ∈ îòðåçîê(BC)
& l(BD) = l(CD) & E ∈ îòðåçîê(AC) & l(AE) = l(EC) & F ∈ ïðÿìàÿ(BE) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AD)→ F ∈ îòðåçîê(BE) & 2l(FE) = l(BF ))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà→4(ABC)↔ ¬(A = B) &
¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Âûáèðà-
åòñÿ åå àíòåöåäåíò õ10. Â íàøåì ñëó÷àå - "4(ABC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãî-
ëîâîê õ11 ýòîãî àíòåöåäåíòà îòëè÷åí îò ñèìâîëîâ "ðàâíî", "íå". Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "îïðåäåëåíèå" íàõîäèò ïî õ11 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèå â íåé ïå-
ðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå
ïîëó÷àåì:

∀abc(a−òî÷êà& b−òî÷êà& c−òî÷êà→4(abc)↔ ¬(a = b) & ¬(c ∈ ïðÿìàÿ(ab))).

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò èìïëèêàöèè õ14 - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé
õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé åå ÷àñòè õ19, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ11,
ïåðåìåííîé õ18 - íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ äðóãîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ18 ýëåìåíòàðíû. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð ïàðàìåòðîâ òåðìà õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ ÷òî õ10 - ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â
õ19 íåêîòîðûõ òåðìîâ âìåñòî ïåðåìåííûõ õ20. Îáîçíà÷èì ýòó ïîäñòàíîâêó S.
Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S
ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ14, Ïåðåìåííîé õ23 - îáúåäèíåíèå õ22 ñ îòëè÷íû-
ìè îò õ10 ýëåìåíòàìè ñïèñêà õ9. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
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ñïèñêà õ23 ñ ðåçóëüòàòàìè ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì õ18. Ïå-
ðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ24 ïðîöåäóðîé "íîð-
ìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû. Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ
õ26, à êîíñåêâåíò - òîò æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû.

3. Ðàñøèôðîâêà ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà â äèçúþíêöèè, ïåðåíåñåíèå îòðèöàíèé äèçú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ â àíòåöåäåíòû è èñêëþ÷åíèå íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & ¬(B = C) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(BC)) & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà→ 0 < ∠(ABC) & ∠(ABC) < π)

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) & ¬(B = C)→
0 ≤ ∠(ABC) & ∠(ABC) ≤ π)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a < b ∨ a = b↔ a ≤ b)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà, ïå-
ðåìåííîé õ9 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàãîëîâîê õ11 îäíîãî èç
óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - "ìåíüøåèëèðàâíî". Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "îïðåäåëåíèå" îïðåäåëÿåò ïî õ11 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëü-
íóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïå-
ðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå
äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà íå èçìåíÿåòñÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà õ14 - ýêâè-
âàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíò-
íîñòè, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ11. Äðóãàÿ ÷àñòü õ17 äàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè
- äèçúþíêöèÿ ñ äâóìÿ îïåðàíäàìè. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì
ïî âõîæäåíèþ õ16, ïåðåìåííîé õ19 - ñïèñîê åãî ïàðàìåòðîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ19 ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå òåîðåìû õ14. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ äèçúþíêöèè õ17. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîå
óòâåðæäåíèå õ21 ñïèñêà õ20, îòëè÷íîå îò ðàâåíñòâà. Â íàøåì ñëó÷àå - "a < b".
Ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå äðóãîå óòâåðæäåíèå õ22 ñïèñêà õ20. Â íàøåì ñëó÷àå -
"a = b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ýëåìåíòàðíî.

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ êîïèÿ ñïèñêà õ8, ïåðåìåííîé õ24 - êîïèÿ ñïèñêà
õ9. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ýëåìåíòû õ27 ñïèñêà õ23, èìåþùèå çàãîëîâîê õ11. Íàõî-
äèòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ19, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ27 è õ18.
Ê ñïèñêó õ24 ïðèñîåäèíÿåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ S ê àíòåöåäåíòàì
òåîðåìû õ14. Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ29 ïðèìåíåíèÿ S ê óòâåðæäåíèþ õ21. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì. Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò
õ30 ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèþ õ22. Îòðèöàíèå õ30 ïðèñîåäè-
íÿåòñÿ ê ñïèñêó õ24, à âõîæäåíèå óòâåðæäåíèÿ õ27 â ñïèñîê õ23 çàìåíÿåòñÿ íà
õ29.
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Ïî îêîí÷àíèè óêàçàííîãî öèêëà õ24 îêàçûâàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç ñëåäóþùèõ
óòâåðæäåíèé: "A − òî÷êà", "B − òî÷êà", "C − òî÷êà", "¬(A = B)", "¬(B =
C)", "0 − ÷èñëî", "∠(ABC) − ÷èñëî", "¬(0 = ∠(ABC))", "∠(ABC) − ÷èñëî",
"π−÷èñëî", "¬(∠(ABC) = π)". Ñïèñîê õ23 ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:
"0 < ∠(ABC)", "∠(ABC) < π". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îá-
ðàáîòêè ñïèñêà õ24 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ
óòâåðæäåíèé õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ26 íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ26, êîíñåêâåíòîì êîòî-
ðîé ñëóæèò êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ23. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà".

4. Ïåðåõîä ê ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè êîíúþíêöèÿ îïðåäåëÿåò íàáîð ïàðàìåòðîâ
ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀AKabc(Òðåõìåðí(K) & Âåêòîð(A) → êîîðä(A, K) = (a, b, c) ↔ êðä(A, K, 1) =
a & êðä(A, K, 2) = b & êðä(A, K, 3) = c)

èç òåîðåìû

∀AKabc(Òðåõìåðí(K) & Âåêòîð(A) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) → êðä(A, K, 1) =
a & êðä(A, K, 2) = b & êðä(A, K, 3) = c)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ10 -
íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ11 ïðñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðûõ â õ10 èìååòñÿ ðàâåíñòâî ñ äàííîé ïåðåìåííîé â
îäíîé ÷àñòè è íå ñîäåðæàùèì åå âûðàæåíèåì â äðóãîé. Â íàøåì ïðèìåðå -
"a, b, c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ11 íåïóñò è ñîñòîèò èç ðàçëè÷íûõ ïåðåìåí-
íûõ. Ñðåäè àíòåöåäåíòîâ õ8 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ12, îäíà èç ÷àñòåé êîòîðîãî
(îíà ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ15) èìååò ïàðàìåòðû òîëüêî èç ñïèñêà õ11, à
äðóãàÿ ÷àñòü (îíà ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ16) íå èìååò ïåðåìåííûõ ñïèñêà
õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - "(a, b, c)", õ16 - "êîîðä(A, K)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïàðàìåòðû ðàâåíñòâà õ12 âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îòëè÷íûõ îò õ12 àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí
íåïóñò, à åãî òåðìû íå ñîäåðæàò ïåðåìåííûõ õ11. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ11 íà óòâåðæäåíèå õ12.
Â íàøåì ñëó÷àå - "∃abc(êîîðä(A, K) = (a, b, c))". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà äîêàçà-
òåëüñòâî ñ ïîñûëêàìè õ17 è óñëîâèåì õ18. Åñëè íà íåå ïîëó÷åí îòâåò "èñòèíà",
òî ñîçäàåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ17, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé
ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü õ12 è êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû.

5. Ïåðåõîä ê îáðàòíîé èìïëèêàöèè, åñëè êîíúþíêöèÿ îïðåäåëÿåò íàáîð ïàðàìåò-
ðîâ ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀AKabc(Òðåõìåðí(K) & Âåêòîð(A) & êðä(A, K, 1) = a & êðä(A, K, 2) = b &
êðä(A, K, 3) = c→ êîîðä(A, K) = (a, b, c))

èç òåîðåìû



274 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

∀AKabc(Òðåõìåðí(K) & Âåêòîð(A) & êîîðä(A, K) = (a, b, c)→
êðä(A, K, 1) = a & êðä(A, K, 2) = b & êðä(A, K, 3) = c)

Ïðîãðàììà ïðèåìà äîñëîâíî ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé ïðåäûäóùåãî ïðèåìà, çà
èñêëþ÷åíèåì ïîñëåäíåãî øàãà: èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ èìååò ñâîèìè àíòåöåäåí-
òàìè óòâåðæäåíèÿ õ17 è êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû êîíñåêâåíòà. Êîíñåêâåíòîì åå
ñëóæèò óòâåðæäåíèå õ12.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

1. Äîáàâëåíèå ê êîíñåêâåíòó ñëåäñòâèé, âûâåäåííûõ âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å
íà èññëåäîâàíèå è íå ñîäåðæàùèõ íîâûõ ïåðåìåííûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDEF (¬(A = C) & ¬(B = C) & ¬(ïðÿìàÿ(AC) = ïðÿìàÿ(BC)) & l(AE) =
l(CE) & l(BD) = l(CD) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈
ïðÿìàÿ(AD) & F ∈ ïðÿìàÿ(BE) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D −
òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà → 2l(EF ) = l(BF ) & 3l(EF ) = l(BE) & F ∈
îòðåçîê(BE))

èç òåîðåìû

∀ABCDEF (4(ABC) & D−òî÷êà & E−òî÷êà & F −òî÷êà & D ∈ îòðåçîê(BC) &
l(BD) = l(DC) & E ∈ îòðåçîê(AC) & l(AE) = l(EC) & F ∈ ïðÿìàÿ(BE) & F ∈
ïðÿìàÿ(AD)→ F ∈ îòðåçîê(BE) & 2l(FE) = l(BF ))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ñîñòàâëÿåòñÿ íåïóñòîé ñïèñîê õ10 íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåí-
òà. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé
õ12 - íàáîð åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ êîí-
êàòåíàöèÿ ñïèñêîâ õ8 è õ12. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå ñ ïîñûëêàìè
õ13 è öåëÿìè "èçâåñòíî", "òåîðâûâîä", "íåèçâåñòíûå X", ãäå X - ïàðàìåòðû
ñïèñêà ïîñûëîê. Ïîñëå ýòîãî ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ17 âñåõ ïîñûëîê çàäà÷è, íå
èìåþùèõ çàãîëîâêà "àêòèâ", ïàðàìåòðû êîòîðûõ âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ11,
ïðè÷åì íå âõîäÿùèõ íè â õ8, íè â óòâåðæäåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ñîïðîâîæäàþ-
ùèìè ïî î.ä.ç. äëÿ õ8. Â íàøåì ïðèìåðå äàííûé ñïèñîê ñîñòîèò èç óòâåðæäå-
íèé "l(BE) = 3l(EF )", "F ∈ îòðåçîê(BE)", "l(BF ) = 2l(EF )". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñïèñîê õ12 êîðî÷å ñïèñêà õ17. Åñëè ñïèñîê õ8 íåïóñò, òî ïðîñìàòðèâàþòñÿ
âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ17, íå âõîäÿùèå â õ12. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî òàêîãî
óòâåðæäåíèÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óäàåòñÿ óñòàíîâèòü, ÷òî
îíî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ8, òî ýòî óòâåðæäåíèå èñêëþ÷àåòñÿ èç
ñïèñêà õ17. Ñíîâà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 êîðî÷å ñïèñêà õ17. Çàòåì ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ8, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò êîíúþíêöèÿ
óòâåðæäåíèé õ17. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

2. Âûâîä óòâåðæäåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïóòåì óñìîòðåíèÿ ðåàëèçóåìîñòè ãðóïïû
àíòåöåäåíòîâ, ñîäåðæàùèõ çàäàííûé ïàðàìåòð, ñ ïîïîëíåíèåì ñïèñêà ïîäêâàí-
òîðíûõ óòâåðæäåíèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀ABCDE(¬(A = C) & ¬(B = C) & ¬(ïðÿìàÿ(AC) = ïðÿìàÿ(BC)) &
l(AE) = l(CE) & l(BD) = l(CD) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà→
∃F (2l(DF ) = l(AF ) & 2l(EF ) = l(BF ) & 3l(DF ) = l(AD) & 3l(EF ) = l(BE) &
F ∈ îòðåçîê(AD) & F ∈ îòðåçîê(BE) & F − òî÷êà))

èç òåîðåìû

∀ABCDEF (4(ABC) & D−òî÷êà & E−òî÷êà & F −òî÷êà & D ∈ îòðåçîê(BC) &
l(BD) = l(DC) & E ∈ îòðåçîê(AC) & l(AE) = l(EC) & F ∈ ïðÿìàÿ(BE) & F ∈
ïðÿìàÿ(AD)→ F ∈ îòðåçîê(BE) & 2l(FE) = l(BF ))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ9 - åå
êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ïàðàìåòðû êîíñåêâåíòà. Ñðåäè ïåðåìåííûõ ñïèñ-
êà õ10 âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ F . Ïåðå-
ìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ñîäåðæàùèõ õ11 àíòåöåäåíòîâ. Â íàøåì
ñëó÷àå - "F − òî÷êà", "F ∈ ïðÿìàÿ(BE)", "F ∈ ïðÿìàÿ(AD)". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî äëèíà ñïèñêà õ12 ìåíüøå 4. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñêà
àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå êîðî÷å ñïèñêà õ12. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ íà êîíúþíêöèþ
óòâåðæäåíèé õ12 êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ11 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåð-
æäåíèé õ13. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàþòñÿ ïàðàìåò-
ðû óòâåðäåíèé õ12 è óòâåðæäåíèÿ õ9. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, ïîñûë-
êè êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ15, à öåëè - "èçâåñòíî", "òåîðâûâîä", "íåèçâåñò-
íûå X", ãäå X - âñå ïàðàìåòðû ïîñûëîê. Ïîñëå ðåøåíèÿ ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê
õ19 ïîñûëîê ýòîé çàäà÷è, íå èìåþùèõ çàãîëîâêà "àêòèâ", ñîäåðæàùèõ ïåðåìåí-
íóþ õ11, ïðè÷åì òàêèõ, ÷òî èõ ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå - ïîäìíîæåñòâà ñïèñêà
õ16, à çàãîëîâîê ÿâëÿåòñÿ çàãîëîâêîì õîòÿ áû îäíîãî óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ12
ëèáî ñïèñêà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ñëó÷àå õ19 ñîñòî-
èò èç óòâåðæäåíèé "l(AF ) = 2l(DF )", "l(AD) = 3l(DF )", "l(BE) = 3l(EF )",
"F ∈ îòðåçîê(AD)", "F − òî÷êà", "F ∈ ïðÿìàÿ(BE)", "F ∈ ïðÿìàÿ(AD)",
"F ∈ îòðåçîê(BE)", "l(BF ) = 2l(EF )". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòà-
ìè õ13, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðàÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ïî õ11 íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ19. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîé òåîðåìû

1. Ðàñøèôðîâêà ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà â äèçúþíêöèè, ïåðåíåñåíèå êîíúþíêöèè îñíîâ-
íûõ ïîäñëó÷àåâ â àíòåöåäåíòû è âûâîä êîíúþíêöèè îòðèöàíèé îñòàòî÷íûõ
ïîäñëó÷àåâ, â êîòîðîé èñêëþ÷åíû íåâûðîæäåííûå ÷èñëîâûå àòîìû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & ¬(B = C) & 0 < ∠(ABC) & ∠(ABC) < π & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà→ ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(BC)))

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) & ¬(B = C)→
0 ≤ ∠(ABC) & ∠(ABC) ≤ π)
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è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a < b ∨ a = b↔ a ≤ b)

Íà÷àëî ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì îäíîãî èç ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ïðèåìîâ.
Äëÿ óäîáñòâà ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà, ïå-
ðåìåííîé õ9 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàãîëîâîê õ11 îäíîãî èç
óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - "ìåíüøåèëèðàâíî". Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "îïðåäåëåíèå" îïðåäåëÿåò ïî õ11 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëü-
íóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïå-
ðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå
äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà íå èçìåíÿåòñÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà õ14 - ýêâè-
âàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíò-
íîñòè, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ11. Äðóãàÿ ÷àñòü õ17 äàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè
- äèçúþíêöèÿ ñ äâóìÿ îïåðàíäàìè. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì
ïî âõîæäåíèþ õ16, ïåðåìåííîé õ19 - ñïèñîê åãî ïàðàìåòðîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ19 ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå òåîðåìû õ14. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ äèçúþíêöèè õ17. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîå
óòâåðæäåíèå õ21 ñïèñêà õ20, îòëè÷íîå îò ðàâåíñòâà. Â íàøåì ñëó÷àå - "a < b".
Ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå äðóãîå óòâåðæäåíèå õ22 ñïèñêà õ20. Â íàøåì ñëó÷àå -
"a = b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ýëåìåíòàðíî.

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ êîïèÿ ñïèñêà õ8, ïåðåìåííîé õ24 - êîïèÿ ñïèñ-
êà õ9. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ25. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ýëåìåíòû õ27 ñïèñ-
êà õ23, èìåþùèå çàãîëîâîê õ11. Íàõîäèòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ
õ19, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ27 è õ18. Ê ñïèñêó õ24 ïðèñîåäèíÿåòñÿ íàáîð ðå-
çóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ14. Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ29
ïðèìåíåíèÿ S ê óòâåðæäåíèþ õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò íåâûðîæäåííûé
÷èñëîâîé àòîì. Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ30 ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåð-
æäåíèþ õ22. Îòðèöàíèå õ30 ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê ñïèñêó õ24 è ê ñïèñêó õ25, à
âõîæäåíèå óòâåðæäåíèÿ õ27 â ñïèñîê õ23 çàìåíÿåòñÿ íà õ29.

Ïî îêîí÷àíèè óêàçàííîãî öèêëà õ24 îêàçûâàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç ñëåäóþùèõ
óòâåðæäåíèé: "A − òî÷êà", "B − òî÷êà", "C − òî÷êà", "¬(A = B)", "¬(B =
C)", "0 − ÷èñëî", "∠(ABC) − ÷èñëî", "¬(0 = ∠(ABC))", "∠(ABC) − ÷èñëî",
"π−÷èñëî", "¬(∠(ABC) = π)". Ñïèñîê õ23 ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:
"0 < ∠(ABC)", "∠(ABC) < π". Ñïèñîê õ25 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "¬(0 =
∠(ABC))", "¬(∠(ABC) = π)".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèñî-
åäèíåíèÿ ê ñïèñêó àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ14 óòâåðæäåíèÿ õ21. Ïðè ïîìîùè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ22 ÿâëÿ-
åòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ26. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
èñêëþ÷åíèÿ èç ñïèñêà õ24 óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ25. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñà-
íèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ28, à óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ
õ25. Îíà èìååò öåëè "ðåäàêöèÿ", "ïîëíûé", "ðåäóöèðîâàíèå", "ïðÿìîéîòâåò",
"íîðìàíòåöåäåíòû". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îòâåò. Â íàøåì ñëó÷àå -
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"¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(BC)) & ¬(A = C)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ30 íå ñî-
äåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåí-
òàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñêîâ õ28 è õ23, à êîíñåêâåíòîì - õ30.
Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà", ïîñëå ÷åãî â ñïèñêå âûâîäà
ðåãèñòðèðóþòñÿ âñå êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû ðåçóëüòàòà. Â íàøåì ïðèìåðå òà-
êîé êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí åäèíñòâåííûé.

2. Ðàñøèôðîâêà ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà â äèçúþíêöèè è âûâîä óñëîâèÿ, ïðè êîòîðîì
èìååò ìåñòî äèçúþíêöèÿ ÷àñòíûõ ïîäñëó÷àåâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(B = C) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & A−òî÷êà & B−
òî÷êà & C − òî÷êà→ ∠(ABC) = 0 ∨ ∠(ABC) = π)

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) & ¬(B = C)→
0 ≤ ∠(ABC) & ∠(ABC) ≤ π)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a < b ∨ a = b↔ a ≤ b)

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïóíê-
òà, âïëîòü äî ìîìåíò ôîðìèðîâàíèÿ èòîãîâîé èìïëèêàöèè. Äàëåå ïðåäïðèíè-
ìàþòñÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ28 îòðèöàíèÿ
óòâåðæäåíèÿ õ30. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð îòðèöàíèé óòâåðæäå-
íèé ñïèñêà õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - ïàðà óòâåðæäåíèé 0 = ∠(ABC)", "∠(ABC) =
π". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ32 - ðàâåíñòâà. Íàõîäèòñÿ òàêîé
íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì õ37, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ÷àñòåé êàæäî-
ãî ðàâåíñòâà ñïèñêà õ32. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ ñïèñêà õ32. Â íàøåì ïðèìåðå - "0, π". Ïåðåìåííîé õ39
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ31 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû"
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ32. Â íàøåì ïðèìåðå - "A − òî÷êà",
"B − òî÷êà", "¬(A = B)", "¬(A = C) & ¬(B = C) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & C −
òî÷êà ∨ C = A". Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ïðîöåäó-
ðîé "íîðìòåîðåìà" èìïëèêàöèè ñ àíòåöåäåíòàìè õ39 è ôèêòèâíûì êîíñåêâåí-
òîì "íàáîð(õ36 íàáîð(õ38))". Òàêîé êîíñåêâåíò ïîçâîëÿåò ïðîñëåäèòü çà èçìå-
íåíèåì òåðìà õ36 è óòâåðæäåíèé õ38 â ïðîöåññå ñòàíäàðòèçàöèè òåîðåìû. Â
íàøåì ïðèìåðå äèçúþíêöèÿ â àíòåöåäåíòå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ êîíúþíêöèè
èç äâóõ èìïëèêàöèèé. Ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ40 âûáèðà-
åòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ õ41. Â íàøåì ïðèìåðå - "∀ABC(¬(A = B) & ¬(A =
C) & ¬(B = C) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà →
(∠(ABC), (0, π)))". Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò íàáîðà â
êîíñåêâåíòå, ïåðåìåííîé õ44 - íàáîð ðàçðÿäîâ âòîðîãî ýëåìåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ43 íå âõîäèò â õ44. Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ ðàâåíñòâ
âûðàæåíèÿ õ43 âûðàæåíèÿì íàáîðà õ44. Íàêîíåö, èòîãîâàÿ òåîðåìû ôîðìèðó-
åòñÿ êàê ðåçóëüòàò çàìåíû êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ41 íà äèçúíêöèþ õ45.



278 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

3.42 Õàðàêòåðèñòèêà "êîîðä"
Õàðàêòåðèñòèêîé "êîîðä" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå òîæäåñòâà äëÿ êîîðäèíàò îáúåê-
òîâ.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Îòîæäåñòâëåíèå âñåõ ïàð ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò äâóõ ðàçëè÷íûõ îáúåê-
òîâ, êðîìå îäíîé òàêîé ïàðû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCKbcdxy(¬(A = B) & êîîðä(A, K) = (c, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) &
êîîðä(C, K) = (x, y) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→ x = c)

èç òåîðåìû

∀ABCKabcdxy(¬(A = B) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) &
êîîðä(C, K) = (x, y) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→ (c− a)(y − b)− (d− b)(x− a) = 0)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - êîíñåêâåíò.
Â íàáîðå õ8 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ12, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé îòðèöàíèå ðà-
âåíñòâà ïåðåìåííîé õ14 ïåðåìåííîé õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "¬(A = B)", ïðè-
÷åì õ14 - A, õ15 - B. Â õ8 íàõîäèòñÿ òàêæå ðàâåíñòâî õ16 âûðàæåíèÿ õ18 ñ
çàãîëîâêîì "íàáîð" âûðàæåíèþ õ17, çàãîëîâîê õ19 êîòîðîãî - íàçâàíèå êàêîãî-
ëèáî òèïà êîîðäèíàò, à ïåðâûé îïåðàíä - õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 èìååò âèä
"êîîðä(A, K) = (a, b)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå òåðìà õ18 âõîäÿò â
òåðì õ10. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîðíåâûõ îïåíàäîâ òåðìà õ18.
Â íàøåì ñëó÷àå - "a, b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè îïåðàíäû ñóòü ðàçëè÷íûå ïåðå-
ìåííûå. Â õ8 íàõîäèòñÿ åùå îäíî ðàâåíñòâî õ21 âûðàæåíèÿ õ23 ñ çàãîëîâêîì
"íàáîð" âûðàæåíèþ õ22, èìåþùåìó çàãîëîâîê õ19 è ïåðâûé îïåðàíä õ15. Â
íàøåì ïðèìåðå õ21 èìååò âèä "êîîðä(B, K) = (c, d)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïå-
ðåìåííûå òåðìà õ23 âõîäÿò â òåðì õ10. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ23. Â íàøåì ñëó÷àå - "c, d". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëè-
íû íàáîðîâ õ20 è õ24 ðàâíû, ïðè÷åì õ24 - íàáîð ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ. Â
íàáîðå õ20 âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ25, â íàáîðå õ24 - íàõîäÿùàÿñÿ íà ñîîò-
âåòñòâóþùåé ïîçèöèè ïåðåìåííàÿ õ26. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 - "b", õ26 - "d".
Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû
òåîðåìû âìåñòî îòëè÷íûõ îò õ25 ïåðåìåííûõ íàáîðà õ20 ñîîòâåòñòâóþùèõ ïå-
ðåìåííûõ íàáîðà õ24. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé æå ïîä-
ñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå õ10. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ29
è êîíñåêâåíòîì õ30. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì

1. Ñêëåéêà äâóõ èìïëèêàöèé, îòëè÷àþùèõñÿ àëüòåðíàòèâíûìè àíòåöåäåíòàìè -
óñìîòðåíèå óíèêàëüíîãî çàãîëîâêà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀ABCDKab(ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
êîîðä(D, K) = (a, b)→ b = 0)

èç òåîðåìû

∀ABCDKab(ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
A ∈ îòðåçîê(BD) & êîîðä(D, K) = (a, b)→ b = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDKab(ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
òî÷êàëó÷à(A, B, D) & êîîðä(D, K) = (a, b)→ b = 0)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - íàáîð àíòåöåäåí-
òîâ. Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ íå èìåþùàÿ â áëîêå âûâîäà ýëåìåíòà "èñ-
êëþ÷åíèå" äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé òåîðåìû. Ñïèñîê
åå àíòåöåäåíòîâ õ14 èìååò òó æå äëèíó, ÷òî è ñïèñîê õ10, à êîíñåêâåíò õ15 -
òó æå äëèíó, ÷òî è õ9. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâ-
êà èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ17 - ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíè èìåþò îäíó è òó æå äëèíó. Â ñïèñêå õ14
íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ18, çàãîëîâîê êîòîðîãî îòëè÷åí îò çàãîëîâêîâ óòâåð-
æäåíèé ñïèñêà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 - "òî÷êàëó÷à(A, B, D)". Àíàëîãè÷íî,
â ñïèñêå õ10 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ19, çàãîëîâîê êîòîðîãî îòëè÷åí îò çà-
ãîëîâêîâ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "A ∈ îòðåçîê(BD)".
Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ19 èç ñïèñ-
êà õ10, ïåðåìåííîé õ21 - ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ õ18 èç ñïèñêà õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñïèñîê õ21 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñâîáîäíûõ ïåðå-
ìåííûõ óòâåðæäåíèé õ20. Â íàøåì ñëó÷àå - "a, b, A,B,C, D, K". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îí ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå óòâåðæäåíèé õ20. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî âñå
ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèÿ õ19 âõîäÿò â ñïèñîê õ22. Íàõîäèòñÿ ïîäñòàíîâêà S
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ22, ïåðåâîäÿùàÿ êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ20 â êîíú-
þíêöèþ óòâåðæäåíèé õ21. Â íàøåì ñëó÷àå ýòà ïîäñòàíîâêà íå èçìåíÿåò ïåðå-
ìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S
ê óòâåðæäåíèþ õ19, ïåðåìåííîé õ25 - äèçúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ24 è õ18. Â
íàøåì ïðèìåðå - "A ∈ îòðåçîê(BD) ∨ òî÷êàëó÷à(A, B, D)". Ïåðåìåííîé õ26
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèþ õ9. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "b = 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëå ñòàíäàðòíîãî ïåðåóïîðÿäî÷åíèÿ
îïåðàíäîâ êîììóòàòèâíûõ ñèìâîëîâ õ26 è õ15 ñîâïàäàþò. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ25 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé
õ21. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ20 è êîíñåêâåíòîì
õ9. Êàê èñõîäíàÿ, òàê è äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà ïîìå÷àþòñÿ â ñâîèõ áëîêàõ
âûâîäà ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå". Íîâàÿ òåîðåìà ïîìå÷àåòñÿ ýëåìåíòîì "îáîá-
ùåíèå".

2. Ñêëåéêà äâóõ èìïëèêàöèé, îòëè÷àþùèõñÿ àëüòåðíàòèâíûìè àíòåöåäåíòàìè -
ñëó÷àé, íå òðåáóþùèé ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcABCDEFGHK(G− òî÷êà & H − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) &
E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & ¬(E = G) & ïðÿìàÿ(EG) ‖ ïðÿìàÿ(AB) &
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G ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(EH) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & ¬(E = H) & H ∈ ïðÿìàÿ(AB)
& êîîðä(E, K) = (a, b, c)→ c = 0)

èç òåîðåìû

∀abcABCDEFGHK(G− òî÷êà & H − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) &
E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & ¬(E = G) & ïðÿìàÿ(EG) ‖ ïðÿìàÿ(AB) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(EH) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & ¬(E = H) & A ∈ îòðåçîê(BH)
& H ∈ ïðÿìàÿ(AB) & êîîðä(E, K) = (a, b, c)→ c = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abcABCDEFGHK(G− òî÷êà & H − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) &
E ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & ¬(E = G) & ïðÿìàÿ(EG) ‖ ïðÿìàÿ(AB) &
G ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(EH) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & ¬(E = H) &
òî÷êàëó÷à(A, B, H) & H ∈ ïðÿìàÿ(AB) & êîîðä(E, K) = (a, b, c)→ c = 0)

Ýòîò ïðèåì ïîõîæ íà ïðåäûäóùèé, è ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî îí èçáûòî÷íûé.
Îäíàêî, îí áûâàåò íåîáõîäèì, åñëè ñêëåèâàåìûå àíòåöåäåíòû íå âûäåëÿþòñÿ
ïî óíèêàëüíîìó çàãîëîâêó.

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ.
Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ íå èìåþùàÿ â áëîêå âûâîäà ýëåìåíòà "èñêëþ÷åíèå"
äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé òåîðåìû. Ñïèñîê åå àíòåöåäåí-
òîâ õ14 èìååò òó æå äëèíó, ÷òî è ñïèñîê õ10, à êîíñåêâåíò õ15 - òó æå äëè-
íó, ÷òî è õ9. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà èñõîäíîé
òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ17 - ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíè èìåþò îäíó è òó æå äëèíó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ10 è õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî
óòâåðæäåíèÿ P . Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ14 è õ10.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà òîæå ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ Q. Â íàøåì
ñëó÷àå P èìååò âèä "A ∈ îòðåçîê(CG)", Q - âèä "òî÷êàëó÷à(A, C,G)". Ïåðå-
ìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ õ10 è õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî
íåïóñòî. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé P, Q. Ïðè
ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ21 - ñëåäñòâèå óòâåð-
æäåíèé õ20. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ20 è êîí-
ñåêâåíòîì õ9. Êàê èñõîäíàÿ, òàê è äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà ïîìå÷àþòñÿ â ñâîèõ
áëîêàõ âûâîäà ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå". Íîâàÿ òåîðåìà ïîìå÷àåòñÿ ýëåìåíòîì
"îáîáùåíèå".

3. Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì, îòëè÷àþùèõñÿ ñêëåèâàåìûìè àíòåöåäåíòàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdefgABCDEK(¬(g = E) & K = (A, B, C,D) & êîîðä(g,K) = (d, e, f) &
êîîðä(E, K) = (a, b, c) & g− òî÷êà & E − òî÷êà & ïðÿìàÿ(gE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) &
ñèñòêîîðä(K) & g ∈ ïëîñêîñòü(ABC)→ b = e)

èç òåîðåìû

∀abcdefgABCDEK(¬(g = E) & K = (A, B, C,D) & êîîðä(g,K) = (d, e, f) &
êîîðä(E, K) = (a, b, c) & g− òî÷êà & E − òî÷êà & ïðÿìàÿ(gE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) &
îäíàñòîðîíà(g, C, ïðÿìàÿ(AB)) & ñèñòêîîðä(K)→ b = e)
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è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abcdefgABCDEK(¬(g = E) & K = (A, B, C,D) & êîîðä(g,K) = (d, e, f) &
êîîðä(E, K) = (a, b, c) & g − òî÷êà & E − òî÷êà & ïðÿìàÿ(gE) ‖ ïðÿìàÿ(AB)
& ðàçíûåñòîðîíû(C, g, ïðÿìàÿ(AB)) & ñèñòêîîðä(K)→ b = e)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ.
Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ íå èìåþùàÿ â áëîêå âûâîäà ýëåìåíòà "èñêëþ÷åíèå"
äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé òåîðåìû. Ñïèñîê åå àíòåöåäåí-
òîâ õ13 èìååò òó æå äëèíó, ÷òî è ñïèñîê õ10, à êîíñåêâåíò ñîâïàäàåò ñ õ9. Ïå-
ðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ õ10 è õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíî íåïóñòî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ10 è õ15 ñîñòîèò èç åäèíñòâåí-
íîãî óòâåðæäåíèÿ P , à ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ13 è õ15 - èç åäèíñòâåííîãî óòâåð-
æäåíèÿ Q. Â íàøåì ïðèìåðå P èìååò âèä "îäíàñòîðîíà(g, C, ïðÿìàÿ(AB))",
à Q - âèä "ðàçíûåñòîðîíû(C, g, ïðÿìàÿ(AB))". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
äèçúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé P, Q. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìè-
ëè" îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò õ19 - ýëåìåíòàðíîå
óòâåðæäåíèå. Â íàøåì ïðèìåðå îíî èìååò âèä "g ∈ ïëîñêîñòü(ABC)". Ñîçäà-
åòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ê
ñïèñêó õ15 óòâåðæäåíèÿ õ19, à êîíñåêâåíò - õ9. Êàê èñõîäíàÿ, òàê è äîïîëíè-
òåëüíàÿ òåîðåìà ïîìå÷àþòñÿ â ñâîèõ áëîêàõ âûâîäà ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå".
Íîâàÿ òåîðåìà ïîìå÷àåòñÿ ýëåìåíòîì "îáîáùåíèå".

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Óäàëåíèå èçáûòî÷íîãî îòðèöàíèÿ â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀efghAK(êîîðä(âåêòîð(Ag), K) = (f, h) & e− ÷èñëî & g − òî÷êà & A− òî÷êà &
0 ≤ e & ñèñòêîîðä(K)→ êîîðä(e · âåêòîð(Ag), K) = (ef, eh))

èç òåîðåìû

∀efghAK(¬(g = A) & êîîðä(âåêòîð(Ag), K) = (f, h) & e− ÷èñëî & g − òî÷êà &
A− òî÷êà & 0 ≤ e & ñèñòêîîðä(K)→ êîîðä(e · âåêòîð(Ag), K) = (ef, eh))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - êîíñå-
êâåíò. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ìíîæåñòâî óòâåðæäåíèé, ôîðìóëèðóþ-
ùèõ óñëîâèÿ íà î.ä.ç. äëÿ õ10. Â ñïèñêå õ8 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ12 ñ çàãîëîâ-
êîì "íå", íå âõîäÿùåå â õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðî-
âîæäååíèÿ ïî î.ä.ç. ïðî÷èõ àíòåöåäåíòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - "¬(g = A)".
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ12, ïåðåìåííîé õ14
- ðåçóëüòàò çàìåíû â íàáîðå õ8 óòâåðæäåíèÿ õ12 íà õ13. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà
äîêàçàòåëüñòâî õ10 èç ïîñûëîê õ14. Íà ïåðèîä åå ðåøåíèÿ ðàçðåøàåòñÿ èñïîëü-
çîâàòü óæå èìåþùèåñÿ â ñïèñêå âûâîäà òåîðåìû, à òàêæå îñíîâàííûå íà íèõ
ïðèåìû. Â ñëó÷àå óñïåõà ôîðìèðóåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ, ïîëó÷àþùàÿñÿ
èç èñõîäíîé òåîðåìû óäàëåíèåì àíòåöåäåíòà õ12. Èñõîäíàÿ òåîðåìà ïîìå÷àåò-
ñÿ â ñâîåì áëîêå âûâîäà ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå". Íîâàÿ òåîðåìà ïîìå÷àåòñÿ
ýëåìåíòîì "îáîáùåíèå".
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2. Ïåðâàÿ ïîâòîðíàÿ ïîïûòêà óäàëåíèÿ èçáûòî÷íîãî îòðèöàíèÿ â àíòåöåäåíòàõ.

Ïðåäûäóùèé ïðèåì ñðàáàòûâàë íà óðîâíå 1. Èíîãäà ê ýòîìó ìîìåíòó åùå íå
âûâåäåíû òåîðåìû, íåîáõîäèìûå äëÿ åãî ñðàáàòûâàíèÿ. Ïîýòîìó ïðèåì ïðî-
äóáëèðîâàí íà óðîâíå 6. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà åãî ïðèìåíåíèÿ ðàññìîòðèì âûâîä
òåîðåìû

∀abcdefgABCDEK(¬(g = E) & K = (A, B, C,D) & êîîðä(g,K) = (d, e, f) &
êîîðä(E, K) = (a, b, c) & g−òî÷êà & E−òî÷êà & ïðÿìàÿ(gE) ‖ ïëîñêîñòü(ABC)
& ñèñòêîîðä(K)→ c = f)

èç òåîðåìû

∀abcdefgABCDEK(¬(g = E) & ¬(E ∈ ïëîñêîñòü(ABC)) & K = (A, B, C,D) &
êîîðä(g,K) = (d, e, f) & êîîðä(E, K) = (a, b, c) & g − òî÷êà & E − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(gE) ‖ ïëîñêîñòü(ABC) & ñèñòêîîðä(K)→ c = f)

Ïîìèìî óðîâíÿ ñðàáàòûâàíèÿ, îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ñîñòîèò ëèøü
â òîì, ÷òî óòâåðæäåíèÿ õ12 ïðîñìàòðèâàþòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ äëèí.

3. Ïîïûòêà ðàçâÿçêè ïåðåìåííîé àòîìàðíîãî âûðàæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abefglmAK(êîîðä(âåêòîð(ab), K) = (l,m) & êîîðä(âåêòîð(Af), K) = (e, g) &
a− òî÷êà & b− òî÷êà & f − òî÷êà & A− òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→
êîîðä(âåêòîð(ab) + âåêòîð(Af), K) = (e + l, g + m))

èç òåîðåìû

∀abefglmABK(êîîðä(âåêòîð(fB), K) = (l,m) & êîîðä(âåêòîð(Af), K) = (e, g) &
f − òî÷êà & A − òî÷êà & B − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) → êîîðä(âåêòîð(fB) +
âåêòîð(Af), K) = (e + l, g + m))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà → ∃D(D − òî÷êà & âåêòîð(AB) =
âåêòîð(CD)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Â êîíñåêâåíòå íàõîäèòñÿ
àòîìàðíîå âûðàæåíèå, òèï çíà÷åíèÿ êîòîðîãî îòëè÷åí îò "÷èñëî", "ìíîæå-
ñòâî", "ñëîâî". Ýòîò òèï ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ10. Â íàøåì ïðèìåðå -
"Âåêòîð". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåí-
òå, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê àòîìàðíûõ ïîäâûðàæåíèé ëåâîé ÷àñòè, èìåþùèõ
òèï õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "Âåêòîð(fB)", "Âåêòîð(Af)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñïèñîê õ12 íåïóñò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íå ñîäåðæèò àòîìàðíûõ ïîä-
âûðàæåíèé òèïà õ10. Â ñïèñêå õ12 âûáèðàåòñÿ âûðàæåíèå õ13; çàãîëîâîê åãî
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - âûðàæåíèå "âåêòîð(fB)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ âûðàæåíèÿ õ13 ðàâíî 2 è ÷òî êàæ-
äûé îïåðàíä - ïåðåìåííàÿ. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ýòèõ ïåðåìåí-
íûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî äëèíà ðàâíà 2, ò.å. ïåðåìåííûå ðàçëè÷íûå. Â ñïèñêå
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õ15 âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ16, èìåþùàÿ â ëåâîé ÷àñòè áîëåå îäíîãî âõîæäå-
íèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå - f . Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàâøàÿñÿ ïåðåìåí-
íàÿ ñïèñêà õ15. Â íàøåì ñëó÷àå - B. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò åäèíñòâåííîå
âõîæäåíèå â ëåâóþ ÷àñòü. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "íåçàâãðóïïû" îïðåäå-
ëÿåò ïî ñèìâîëó õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé
õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà íå âõîäÿùèå â
èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì:

∀abc(a−òî÷êà & b−òî÷êà & c−òî÷êà→ ∃d(d−òî÷êà & âåêòîð(ab) = âåêòîð(cd)))

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ20, ïåðåìåííîé
õ22 - âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâà-
þùàÿ ïðèñòàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé
õ24. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàí-
òîðíîãî óòâåðæäåíèÿ. Â íåì âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ26. Â íàøåì ïðèìåðå -
"âåêòîð(ab) = âåêòîð(cd)". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ÷àñòåé ýòîãî
ðàâåíñòâà. Â íåé âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ28, ñîäåðæàùåå ïåðåìåííóþ õ24.
Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà - "âåêòîð(cd)". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïà-
ðàìåòðîâ òåðìà õ28. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò äëèíó 2. Ïåðåìåííîé õ30 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ýòîãî ñïèñêà, îòëè÷íûé îò õ24. Â íàøåì ñëó÷àå - "c". Îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ13
è õ28. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì, ïîäñòàâëÿåìûé åþ âìåñòî õ30. Â
íàøåì ïðèìåðå - "f". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò òåðì ñîâïàäàåò ñ ïåðåìåííîé õ16.
Ïåðåìåííîé 34 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíêàòåíàöèÿ ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåî-
ðåìû è ñïèñêà ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû
õ20. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ27,îòëè÷íûé îò õ28. Â íà-
øåì ñëó÷àå - "âåêòîð(ab)". Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â
êîíñåêâåíòå èñõîäíîé òåîðåìû âñåõ âõîæäåíèé âûðàæåíèÿ õ13 íà òåðì õ36. Â
íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä(âåêòîð(ab) + âåêòîð(Af), K) = (e + l, g + m)". Òàêàÿ
æå çàìåíà ïðåäïðèíèìàåòñÿ âî âñåõ óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ34. Çàòåì ñîçäàåò-
ñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ34 è êîíñåêâåíòîì õ39. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

4. Ïîïûòêà èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííîé, íå èñïîëüçóåìîé äëÿ îïèñàíèÿ êîîðäèíàò.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcABCDEK(¬(E ∈ ïðÿìàÿ(AC)) & K = (A, B, C,D) & êîîðä(E, K) = (a, b, c) &
E ∈ ïëîñêîñòü(ACD) & ñèñòêîîðä(K)→ a = 0)

èç òåîðåìû

∀abcABCDEGK(G− òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) & E ∈ ïëîñêîñòü(ACD) &
¬(E = G) & ïðÿìàÿ(EG) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & G ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
êîîðä(E, K) = (a, b, c)→ a = 0)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - êîíñåêâåíò,
ïåðåìåííîé õ11 - ïàðàìåòðû êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê ïàðàìåòðîâ àíòåöåäåíòîâ, íå âõîäÿùèõ â ñïèñîê õ11. Â íàøåì ïðèìåðå
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îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé G. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ13 ñïèñ-
êà õ12. Â íàøåì ñëó÷àå - G. Íàáîð õ8 ðàçáèâàåòñÿ íà íàáîð õ14 âñåõ óòâåð-
æäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ G, è íàáîð õ15 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Â
íàøåì ñëó÷àå õ14 - "G − òî÷êà", "¬(G = E)", "ïðÿìàÿ(EG) ‖ ïðÿìàÿ(AD)",
"G ∈ ïðÿìàÿ(AC)". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ15 è óñëîâèÿìè
õ14. Öåëè åå - "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò", "ÿâíîå", "íåèçâåñòíûå õ13", "ïàðàìåò-
ðû õ13", "èñêëþ÷". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò õ17 îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç" è
íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "¬(E ∈ ïðÿìàÿ(AC))". Ñîçäà-
åòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ê ñïèñêó õ15
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ17, à êîíñåêâåíò ðàâåí õ10. Îíà îáðàáà-
òûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîé òåîðåìû

1. Ðàçðåøåíèå êîîðäèíàò îáúåêòà, âñòðå÷àþùåãîñÿ â àíòåöåäåíòàõ, îòíîñèòåëüíî
êîîðäèíàò îáúåêòà, çàäàííûõ â êîíñåêâåíòå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abefABK(ñèñòêîîðä(K) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & êîîðä(A, K) = (a, b) &
êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (e, f)→ êîîðä(B, K) = (a + e, b + f))

èç òåîðåìû

∀ABKabcd(ñèñòêîîðä(K) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & êîîðä(A, K) = (a, b) &
êîîðä(B, K) = (c, d)→ êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (c− a, d− b))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ.
Îäíà èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà õ9 èìååò çàãîëîâîê "íàáîð". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâà-
èâàåòñÿ íàáîð îïåðàíäîâ ýòîãî íàáîðà. Â íàøåì ïðèìåðå - "c − a" è "d − b".
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ9. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâêîì ñëóæèò íàçâàíèå êàêèõ-ëèáî êîîðäèíàò. Â àíòåöåäåíòàõ
íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ15, â îäíîé èç ÷àñòåé êîòîðîãî ðàñïîëîæåí ñèìâîë "íà-
áîð". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð îïåðàíäîâ ýòîãî íàáîðà, ïåðåìåííîé
õ18 - ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò òîò æå
çàãîëîâîê, ÷òî è õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû íàáîðà õ19 ñóòü ðàçëè÷íûå
ïåðåìåííûå, à äëèíà åãî ðàâíà äëèíå íàáîðà õ13. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ íàáîð íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà
äëèíå íàáîðà õ13. Â íàøåì ñëó÷àå áåðóòñÿ ïåðåìåííûå e, f . Ïåðåìåííîé õ21
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïàðàìåòðîâ òåðìîâ íàáîðà õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "c, d".
Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûõ õ21 àí-
òåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî òåðìà õ14 íàáîðó õ20. Â
íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (e, f)". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ðàâåíñòâà õ23 ê ñïèñêó õ22. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íàáîð ðàâåíñòâ òåðìîâ íàáîðà õ13 ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì íàáîðà
õ20. Â íàøåì ñëó÷àå õ24 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "ñèñòêîîðä(K)", "A−òî÷êà",
"B − òî÷êà", "êîîðä(A, K) = (a, b)", "êîîðä(âåêòîð(AB),K) = (e, f)". Ñïèñîê
õ25 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "c−a = e, d− b = f". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå
ñ ïîñûëêàìè õ24 è óñëîâèÿìè õ25. Îíà èìååò öåëè "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿ-
ìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ21". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ27. Â íàøåì
ñëó÷àå îí èìååò âèä "c = a+e & d = b+f". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
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êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ27. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ ñïèñêà õ28, îïðåäåëÿþùèõ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ õ19.
Â íàøåì ñëó÷àå - íàáîð "a+ e, b+f". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî
âûðàæåíèÿ õ18 íàáîðó õ29. Â íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä(B, K) = (a + e, b + f)".
Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â íàáîðå õ10 ðàâåíñòâà õ15 íà
óòâåðæäåíèå õ23. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ31
è êîíñåêâåíòîì õ30.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà èñêëþ÷èòü äîïîëíèòåëüíûå ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdefgABCDEK(¬(g = E) & ¬(g ∈ ïëîñêîñòü(ABC)) & ¬(E ∈ ïëîñêîñòü(ABC))
& ¬(ïðÿìàÿ(gE) ‖ ïðÿìàÿ(AD)) & K = (A, B, C,D) & êîîðä(g,K) = (d, e, f)
& êîîðä(E, K) = (a, b, c) & g − òî÷êà & E − òî÷êà & ïðÿìàÿ(gE) ‖
ïëîñêîñòü(ACD) & ñèñòêîîðä(K)→ a = d)

èç òåîðåìû

∀abcdefghABCDEFK(¬(g = h) & ¬(h = F ) & ¬(E = F ) & K = (A, B, C,D) &
êîîðä(g,K) = (d, e, f) & êîîðä(E, K) = (a, b, c) & g − òî÷êà & h− òî÷êà &
E−òî÷êà & F−òî÷êà & ïðÿìàÿ(gh) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(gh) ‖ ïðÿìàÿ(EF )
& ïðÿìàÿ(hF ) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & ñèñòêîîðä(K) & h ∈ ïëîñêîñòü(ABC)→ a = d)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - íàáîð àíòåöåäåí-
òîâ. Òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ðàâíî". Ñðåäè àíòåöåäåíòîâ âûáèðàåò-
ñÿ ðàâåíñòâî õ11 âûðàæåíèÿ õ12 ñ çàãîëîâêîì õ14, ÿâëÿþùèìñÿ íàçâàíèåì
êàêèõ-ëèáî êîîðäèíàò, íåêîòîðîìó íàáîðó. Ïåðâûé îïåðàíä âûðàæåíèÿ õ12 -
ïåðåìåííàÿ õ15, âòîðîé - ïåðåìåííàÿ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 èìååò âèä
"êîîðä(g,K) = (d, e, f)". õ15 - ïåðåìåííàÿ g, õ16 - ïåðåìåííàÿ K. Ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ11. Åñëè èìååòñÿ àíòåöåäåíò -
ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ16 â îäíîé ÷àñòè, òî ñïèñîê õ17 ïîïîëíÿåòñÿ ïàðàìåò-
ðàìè ýòîãî ðàâåíñòâà. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ îòëè÷íûå îò õ11 ðàâåíñòâà, ó êîòîðûõ
â îäíîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ òåðì ñ çàãîëîâêîì õ14, à â äðóãîé - íàáîð, è õ17 ïîïîë-
íÿåòñÿ òàêæå è èõ ïàðàìåòðàìè. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 îêàçûâàåòñÿ ñîñòîÿùèì
èç ïåðåìåííûõ d, e, f, g, K,A, B, C,D, a, b, c, E. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàþòñÿ
ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ, íå âîøåäøèå â ñïèñîê õ17. Â íàøåì ñëó÷àå - h, F .
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ18 íåïóñò. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, ïîñûë-
êàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ10. Îíà èìååò öåëè "àíòåöåäåíòû", "íåèç-
âåñòíûå X", "óñèëåíèå", "èñêëþ÷ õ18". Çäåñü X - âñå ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ.
Ïîñëå ðåøåíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííûå õ18 íå âñòðå÷àþòñÿ ñðåäè ïàðà-
ìåòðîâ ïîñûëîê çàäà÷è. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ åå ïîñûëîê,
íå èìåþùèõ çàãîëîâêà "àêòèâ". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ23 è êîíñåêâåíòîì õ9. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òåîðåìå

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ àòîìàðíûõ ïîäâûðàæå-
íèé ñ çàäàííûì çàãîëîâêîì.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aefK(êîîðä(a, K) = (e, f) & ñèñòêîîðä(K) & Âåêòîð(a) → êîîðä(−a, K) =
(−e,−f))

èç òåîðåìû

∀efABK(êîîðä(âåêòîð(BA), K) = (e, f) & A−òî÷êà& B−òî÷êà& ñèñòêîîðä(K)→
êîîðä(−âåêòîð(BA), K) = (−e,−f))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(Âåêòîð(a)↔ ∃AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & a = âåêòîð(AB)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Â êîíñåêâåíòå âûáèðàåòñÿ
âõîæäåíèå õ10 àòîìàðíîãî ïîäâûðàæåíèÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(BA)".
Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ýòîãî ïîäâûðàæåíèÿ. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ñïèñêà õ12 âñòðå÷àåòñÿ â êîíñåêâåíòå è ñóùå-
ñòâåííûõ àíòåöåäåíòàõ òîëüêî âíóòðè ïîäòåðìà, ðàâíîãî õ11. Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ11, ïåðåìåííîé õ16 - òèï åãî çíà÷åíèÿ. Â
íàøåì ñëó÷àå - "Âåêòîð". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïàðàìîïèñàíèå" íàõîäèò
ïî õ16 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â
èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì:

∀a(Âåêòîð(a)↔ ∃bc(b− òî÷êà & c− òî÷êà & a = âåêòîð(bc)))

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà èìïëèêàöèè õ17. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûé îïåðàíä ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè èìååò çàãîëîâîê õ16, à âòîðîé
- êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ õ21. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûé îïåðàíä
ïåðâîãî îïåðàíäà ýêâèâàëåíòíîñòè - ïåðåìåííàÿ; îíà ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ23. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî "a". Ñðåäè óòâåðæäåíèé õ23 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ24
ïåðåìåííîé õ23 òåðìó õ25, èìåþùåìó çàãîëîâîê õ14. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ25. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 - "âåêòîð(bc)". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå ñïèñêà õ26 ïðèíàäëåæàò ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêå
êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî òåðì õ11 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ26 â òåðì õ25. Ïåðåìåííîé õ28
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòàíîâêè êî âñåì îòëè÷-
íûì îò õ24 ýëåìåíòàì íàáîðà õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - ïàðà óòâåðæäåíèé "B
- òî÷êà", "A - òî÷êà". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ òàêèõ àí-
òåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, â êîòîðûõ èìååòñÿ ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ12, íå
ðàñïîëîæåííàÿ âíóòðè ïîäòåðìà, ðàâíîãî õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ïàðà óòâåð-
æäåíèé "A - òî÷êà", "B - òî÷êà". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíêàòåíàöèÿ
ñïèñêà õ8 ñ îòáðîøåííûìè óòâåðæäåíèÿìè õ29, è ñïèñêà õ28. Â íàøåì ïðèìåðå
ðåçóëüòàò ñîñòîèò èç òåõ æå óòâåðæäåíèé, ÷òî è ñïèñîê õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ29 óñìàòðèâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè èç
ñïèñêà õ30. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò K çàìåíû â êîíñåêâåíòå èñõîäíîé òåîðåìû
âñåõ âõîæäåíèé ïîäòåðìà õ11 íà ïåðåìåííóþ õ23, à òàêæå ðåçóëüòàò M òàêîé
æå çàìåíû âî âñåõ óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ8, íå âîøåäøèõ â õ29. Çàòåì ñîçäà-
åòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷åíû äîáàâëåíèåì ê M
ëåâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè õ20, à êîíñåêâåíò - K.
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Ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòà

1. Àíòåöåäåíò âûðàæàåò êîîðäèíàòíûé íàáîð, â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ äàëåå ëèøü
îäíà êîîðäèíàòà. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà íàéòè òåîðåìó, îïðåäåëÿþùóþ ýòó
êîîðäèíàòó èç êà÷åñòâåííûõ ñîîáðàæåíèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ghijklrABK(K = (j, k, l, r) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (g, h, i) &
A ∈ ïëîñêîñòü(jkr) & B ∈ ïëîñêîñòü(jkr) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
ñèñòêîîðä(K)→ h = 0)

èç òåîðåìû

∀defghimnpqABK(K = (m, n, p, q) & êîîðä(B, K) = (d, e, f) &
êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (g, h, i) & A ∈ ïëîñêîñòü(mnq) & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→ h = e)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDEKabc(ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) & êîîðä(E, K) = (a, b, c) &
E ∈ ïëîñêîñòü(ABD)→ b = 0)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - íàáîð àíòåöåäåí-
òîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ9 - ðàâåíñòâî. Â ñïèñêå õ10 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ11
âûðàæåíèÿ õ12, çàãîëîâêîì êîòîðîãî ñëóæèò íàçâàíèå õ14 êàêèõ-ëèáî êîîðäè-
íàò, íàáîðó õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûé îïåðàíä âûðàæåíèÿ õ12 - ïåðåìåí-
íàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - ðàâåíñòâî "êîîðä(B, K) = (d, e, f)". Ïðîâåðÿåòñÿ
ñóùåñòâîâàíèå â íàáîðå õ10 ðàâåíñòâà íàáîðó êîîðäèíàò õ14 íåêîòîðîãî íåîä-
íîáóêâåííîãî òåðìà. Â íàøåì ñëó÷àå - êîîðäèíàò âåêòîðà AB. Ïåðåìåííîé õ15
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ13. Â íàøåì ñëó÷àå - "d", "e",
"f". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè îïåðàíäû ñóòü ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. Ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ15, âõîäÿùàÿ â êîíñåêâåíò. Â íàøåì
ïðèìåðå - "e". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îñòàëüíûå ïåðåìåííûå ñïèñêà õ15 íå âõîäÿò â
êîíñåêâåíò è â îòëè÷íûå îò õ11 àíòåöåäåíòû. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû òîãî
ðàçäåëà, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàçäåëà "ñèñòå-
ìûêîîðäèíàò". Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé âûáèðàåòñÿ òà, êîòîðàÿ èìååò õà-
ðàêòåðèñòèêè "êîíñòíîðì" è "êîîðä". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âñòðå÷àþùèåñÿ â èñõîäíîé
òåîðåìå. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

∀jklrstabc(ñèñòêîîðä(t) & t = (j, k, l, r) & êîîðä(s, t) = (a, b, c) &
s ∈ ïëîñêîñòü(jkr)→ b = 0)

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ24. Ñðåäè íèõ
âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ26 âûðàæåíèÿ õ27 ñ çàãîëîâêîì õ14 íåêîòîðîìó íàáî-
ðó õ28. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "êîîðä(s, t) = (a, b, c)". Ïåðåìåííîé õ29
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ28. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ29 - ñïè-
ñîê îäíîáóêâåííûõ ñëîâ, îáðàçîâàííûõ ðàçëè÷íûìè ïåðåìåííûìè, à äëèíà åãî
ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ15. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ñëîâàì íàáîðà õ29. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò
òåîðåìû õ24. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî, ëåâàÿ ÷àñòü
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êîòîðîãî - ïåðåìåííàÿ õ32 èç íàáîðà õ30. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ îòëè÷íàÿ
îò õ32 ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ30 íå âõîäèò â êîíñåêâåíò õ31 è â îòëè÷íûå îò õ26
àíòåöåäåíòû ñïèñêà õ25. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ32 íàõîäèòñÿ â ñïèñêå
õ30 íà ïîçèöèè ñ òåì æå íîìåðîì, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ17 â ñïèñêå õ15. Ïåðåìåííîé
õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ðàâåíñòâà õ26. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ11 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê òåðìó õ26 íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè S âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ33. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ35 ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòàíîâêè ê
êîíñåêâåíòó õ31. Â íàøåì ïðèìåðå - "e = 0". Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ35, è äàëåå íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè åå âìå-
ñòî ïåðåìåííîé õ17 â òåðì õ9. Â íàøåì ñëó÷àå - "h = 0". Ïåðåìåííîé õ38
ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ10, ó êîòîðîãî îòáðîøåí ýëåìåíò õ11, ñ
íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îòëè÷íûì îò õ26 òåðìàì ñïèñ-
êà õ25. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ38 è êîíñåêâåíòîì õ37. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

3.43 Õàðàêòåðèñòèêà "êîîðäèíàòû"
Õàðàêòåðèñòèêîé "êîîðäèíàòû" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè ñ êâàíòîðîì
ñóùåñòâîâàíèÿ â êîíñåêâåíòå, äàþùèì îáùèé âèä óðàâíåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò ìíîæå-
ñòâà îáúåêòîâ.

Èñïîëüçîâàíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå

1. Ôèêñàöèÿ óðàâíåíèÿ ìíîæåñòâà òî÷åê, åñëè èçâåñòíû êîîðäèíàòû íåêîòîðîé
åãî òî÷êè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acdefgjkqrstwz(¬(j = k) & ¬(w = z) & t = (q, r, s) & êîîðä(a, t) = (c, g) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(jk), t) = setuv(f + du + ev = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) &
a ∈ ïðÿìàÿ(wz) & w ∈ ïëîñêîñòü(qrs) & z ∈ ïëîñêîñòü(qrs) & d− ÷èñëî &
e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & j − òî÷êà & k − òî÷êà & w − òî÷êà & z − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(jk) ‖ ïðÿìàÿ(wz) & ñèñòêîîðä(t)→ êîîðä(ïðÿìàÿ(wz), t) =
setnp(dn + ep− cd− eg = 0 & n− ÷èñëî & p− ÷èñëî))

èç òåîðåìû

∀defjkqrstwz(¬(j = k) & ¬(w = z) & t = (q, r, s) & êîîðä(ïðÿìàÿ(jk), t) =
setuv(f + du + ev = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & w ∈ ïëîñêîñòü(qrs) &
z ∈ ïëîñêîñòü(qrs) & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & j − òî÷êà &
k − òî÷êà & w − òî÷êà & z − òî÷êà & ïðÿìàÿ(jk) ‖ ïðÿìàÿ(wz) &
ñèñòêîîðä(t)→ ∃b(êîîðä(ïðÿìàÿ(wz), t) = setnp(b + dn + ep = 0 & n− ÷èñëî &
p− ÷èñëî) & b− ÷èñëî))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - âõîæäåíèå
êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà - êâàíòîð ñóùåñòâîâà-
íèÿ. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé X. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâà-
åòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâà-
íèÿ. Â íåì âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ12 âûðàæåíèÿ õ13, èìåþùåãî ñâîèì çà-
ãîëîâêîì õ15 íàçâàíèå êàêèõ-ëèáî êîîðäèíàò, âûðàæåíèþ õ14 ñ çàãîëîâêîì
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"êëàññ". Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - "êîîðä(ïðÿìàÿ(wz), t) = setnp(b + dn + ep =
0 & n − ÷èñëî & p − ÷èñëî)". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä
òåðìà õ13, ïåðåìåííîé õ17- ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ "êëàññ". Â íà-
øåì ñëó÷àå õ13 - "êîîðä(ïðÿìàÿ(wz), t)", õ17 - ïåðåìåííûå n, p. Ïåðåìåííîé
õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó, äëè-
íà êîòîðîãî íà åäèíèöó áîëüøå äëèíû ñïèñêà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðå-
ìåííûå a, c, g. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâàÿ ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ18,
ïåðåìåííîé õ20 - îñòàëüíûå ïåðåìåííûå ýòîãî ñïèñêà. Ïåðåìåííîé õ21 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó àíòåöåäåíòîâ õ8 óòâåðæäåíèé "ïðè-
íàäëåæèò(õ19 õ16)", "ðàâíî(õ15(õ19 R) íàáîð(õ20))". Â íàøåì ïðèìåðå ýòè
óòâåðæäåíèÿ ñóòü "a ∈ ïðÿìàÿ(wz)", "êîîðä(a, t) = (c, g)". Ïåðåìåííîé õ22
ïðèñâàèâàåòñÿ ïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ "êëàññ". Â íàøåì ñëó÷àå - óòâåð-
æäåíèå "b + dn + ep = 0 & n − ÷èñëî & p − ÷èñëî". Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò
õ23 çàìåíû ïåðåìåííûõ õ17 â òåðìå õ22 íà ïåðåìåííûå õ20. Â íàøåì ñëó÷àå -
"b+dc+eg = 0 & c−÷èñëî& g−÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíå-
íèå ñïèñêà õ11, â êîòîðîì óäàëåíî óòâåðæäåíèå õ12, ñ íàáîðîì êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ23. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäñïèñîê ñïèñêà õ24,
îáðàçîâàííûé óòâåðæäåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè ïåðåìåííóþ X, ïåðåìåííîé õ26
- îñòàëüíàÿ ÷àñòü ñïèñêà õ24. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáú-
åäèíåíèÿ ñïèñêîâ õ21 è õ27. Çàòåì ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêàìè
êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ27, à óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ õ25. Öåëè çà-
äà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ðàâíî", "íåèçâåñòíûå X". Â íàøåì
ñëó÷àå ñïèñîê õ27 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "¬(j = k)", "¬(w = z", "(q, r, s) = t",
"êîîðä(ïðÿìàÿ(jk), t) = setuv(f + du + ev = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî)", "w ∈
ïëîñêîñòü(qrs)", "z ∈ ïëîñêîñòü(qrs)", "d − ÷èñëî", "e − ÷èñëî", "f − ÷èñëî",
"j− òî÷êà", "k− òî÷êà", "w− òî÷êà", "z− òî÷êà", "ïðÿìàÿ(jk) ‖ ïðÿìàÿ(wz)",
"ñèñòêîîðä(t)", "a ∈ ïðÿìàÿ(wz)", "êîîðä(a, t) = (c, g)", "c−÷èñëî", "g−÷èñëî".
Ñïèñîê õ25 ñîäåðæèò óòâåðæäåíèÿ "b− ÷èñëî", "b + dc + eg = 0". Îòâåò çàäà-
÷è íà îïèñàíèå ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ29. Â íàøåì ñëó÷àå îí èìååò âèä
"b = −(cd + eg)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äàííûé îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç",
è ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ñðåäè íèõ
íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé X â ëåâîé ÷àñòè. Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ32 . Ïðîñìàòðèâàþòñÿ îòëè÷íûå îò õ12 ýëåìåíòû
E ñïèñêà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ32 âìå-
ñòî ïåðåìåííîé X â ýòè ýëåìåíòû ñóòü ñëåäñòâèÿ óòâåðæäåíèé õ21. Ïîñëå ýòîãî
îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ33 ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ32 âìåñòî ïåðåìåííîé X
â ðàâåíñòâî õ12, è ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäå-
íèÿ õ21, à êîíñåêâåíò - õ33. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

2. Ïîïûòêà ïåðåéòè îò ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ êëàññà ê íåïîñðåäñòâåííîìó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abce(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & e− ÷èñëî & ¬(c2 + e2 = 0)→
setxy(be + cx− ac− ey = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) = setxy(∃t(x = a + et &
y = b + ct & t− ÷èñëî)))

èç òåîðåìû

∀ABK(¬(A = B) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→
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∃abce(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(∃t(x = a + et & y = b + ct & t− ÷èñëî)) &
a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & e− ÷èñëî))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - âõîæäåíèå
êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåí êâàíòîð ñó-
ùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà, ïå-
ðåìåííîé õ11 - íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ. Â
ñïèñêå õ11 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ13, çàãîëîâêîì êîòîðîãî ñëóæèò
íàçâàíèå êàêèõ-ëèáî êîîðäèíàò, âûðàæåíèþ õ14 ñ çàãîëîâêîì "êëàññ". Ïåðå-
ìåííîé õ15 ïðñèâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ "êëàññ", ïåðå-
ìåííîé õ16 - âõîæäåíèå åãî ïîñëåäíåãî îïåðàíäà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäå-
íèþ õ16 ðàñïîëîæåí êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà, ïåðåìåííîé õ18 - íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáú-
åäèíåíèÿ ñïèñêà õ8 ñ óòâåðæäåíèÿìè ñïèñêà õ11, îòëè÷íûìè îò õ12. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ19 è óñëîâèÿìè
õ18. Öåëè åå - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ17", "ïàðà-
ìåòðû õ17". Â íàøåì ïðèìåðå ñïèñîê õ19 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "¬(A = B)",
"A−òî÷êà", "B−òî÷êà", "ñèñòêîîðä(K)", "a−÷èñëî","b−÷èñëî", "c−÷èñëî",
"e − ÷èñëî". Â ñïèñêå õ18 íàõîäÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ "a + et = x", "y = b + ct",
"t−÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îòëè÷íûé îò ñèìâîëà "îòêàç" îòâåò
çàäà÷è. Â íàøåì ñëó÷àå îí èìååò âèä:

x− ÷èñëî & (¬(c = 0) & e(y − b)/c = x− a & y − ÷èñëî & (y − b)/c− ÷èñëî ∨
(¬(e = 0) ∨ e = 0 & x− a = 0) & c = 0 & y = b)

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ðåçóëüòàòà ïðè-
âåäåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ21 ê âèäó äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû. Â íàøåì
ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "x − ÷èñëî & ¬(c = 0) & e(y − b)/c =
x− a & y− ÷èñëî & (y− b)/c− ÷èñëî", "x− ÷èñëî & ¬(e = 0) & c = 0 & y = b",
"x−÷èñëî & e = 0 & x−a = 0 & c = 0 & y = b". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð ïàð (ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ýëåìåíòà ñïèñêà õ22, íå ñîäåðæàùèõ
ïåðåìåííûõ õ15 - ñïèñîê îñòàëüíûõ åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ). Íàïîìíèì,
÷òî â íàøåì ïðèìåðå õ15 - ïàðà "x, y". Ïàðû (P, Q) ñïèñêà õ23 ïðîñìàòðè-
âàþòñÿ, è äëÿ êàæäîé èç íèõ ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óïðîùåíèÿ âûðàæå-
íèÿ "êëàññ(õ15 Q)". Ïîñûëêàìè ïðè ýòîì ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ19, ïîïîëíåí-
íûå óòâåðæäåíèÿìè P . Â èòîãå õ23 îêàçûâàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç ñëåäóþùèõ ïàð:
"(¬(c = 0); setxy(be+cx−ac−ey = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî))", "(¬(e = 0), c = 0;
setxy(y = b & x− ÷èñëî)", "(e = 0, c = 0; setxy(y = b & x− a = 0 & x− ÷èñëî))".

Äàëåå ðåàëèçóåòñÿ öèêë ïîïûòîê ïîãëîòèòü ÷àñòíûå ñëó÷àè íàáîðà õ23 áîëåå
îáùèìè. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ïàðû íàáîðà õ23. Åñëè íåêîòîðàÿ òàêàÿ ïàðà (P, Q)
èìååò â ñïèñêå P ðàâåíñòâî x = t ïåðåìåííîé x íå ñîäåðæàùåìó åå âûðàæåíèþ
t, òî èùåòñÿ òàêàÿ äðóãàÿ ïàðà (P ′, Q′), ó êîòîðîé P ′ íå èìååò ðàâåíñòâ, ïðè-
÷åì óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî Q = Q′ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïîñûëîê õ19,
ïîïîëíåííûõ ðàâåíñòâîì x = t. Ïîñëå ýòîãî ïðåäïðèíèìàåòñÿ óïðîùåíèå äèçú-
þíêöèè P ∨ P ′ îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ19 è çàìåíà ïåðâîãî ýëåìåíòà ïàðû
(P ′, Q′) íà ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ. Ïàðà (P, Q) èç ñïèñêà õ23 èñêëþ÷àåòñÿ.

Â íàøåì ïðèìåðå ïîñëå óêàçàííîé ðàñ÷èñòêè íàáîð õ23 èìååò âñåãî äâå ïàðû -
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"(¬(c = 0) ∨ ¬(e = 0); setxy(be + cx− ac− ey = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))" è
"(e = 0, c = 0; setxy(y = b & x− a = 0 & x− ÷èñëî))".

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ êàêàÿ-ëèáî èç ïàð íàáîðà õ23. Â íàøåì ïðèìåðå
- ïåðâàÿ ïàðà. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ19 ñ óòâåð-
æäåíèÿìè ïåðâîãî ýëåìåíòà ïàðû õ24. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåí-
ñòâî âûðàæåíèÿ õ14 (èñõîäíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ) âòîðîìó ýëåìåíòó
ïàðû õ24. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ25 ïðî-
öåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ26. Çàòåì
ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ òåðìà õ26 îòíîñèòåëüíî
ïîñûëîê õ27. Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ27
è êîíñåêâåíòîì õ29.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îáîçíà÷åíèå íîâûì óíèêàëüíûì ïàðàìåòðîì îïåðàöèè ñ óíèêàëüíûì ïàðàìåò-
ðîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABK(¬(A = B) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→
∃abce(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(∃t(x = a + et & y = b + ct & t− ÷èñëî)) &
a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & e− ÷èñëî))

èç òåîðåìû

∀ABK(¬(A = B) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→
∃abde(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(∃t(x = a + et & y = b + t(d− b) &
t− ÷èñëî)) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - âõîæäåíèå
êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåí êâàíòîð ñóùå-
ñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà, ïåðå-
ìåííîé õ11 - íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì. Âûáè-
ðàåòñÿ ýëåìåíò õ12 ñïèñêà õ10. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ11, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ
õ12 è èìåþùèõ äëèíó áîëåå 2. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî
óòâåðæäåíèÿ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - èç óòâåðæäåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(∃t(x = a + et & y = b + t(d− b) & t− ÷èñëî))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âõîæäå-
íèå ïåðåìåííîé õ12 â òåðì õ14 åäèíñòâåííîå. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
ýòî âõîæäåíèå. Îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì îïåðàíäîì âûðàæåíèÿ õ18. Â íàøåì
ïðèìåðå - âûðàæåíèÿ "d− b". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ19, íå âõîäÿùàÿ â òåî-
ðåìó. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï çíà-
÷åíèÿ âûðàæåíèÿ õ18. Â íàøåì ñëó÷àå - "÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâà-
åòñÿ óòâåðæäåíèå "õ20(õ19)". Â íàøåì ñëó÷àå - "c− ÷èñëî". Çàòåì ïåðåìåííîé
õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû ñ óòâåðæäåíèÿìè
ñïèñêà õ11, íå ñîäåðæàùèìè ïåðåìåííîé õ12, è ñ óòâåðæäåíèåì õ21. Ïåðåìåí-
íîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îòëè÷íûõ îò õ14 è ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ12
óòâåðæäåíèé íàáîðà 11, ê êîòîðîìó äîáàâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ18 ïå-
ðåìåííîé õ19. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ23 è óñëîâèÿìè õ24.
Öåëè åå - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ12", "ðàâíî". Â
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íàøåì ïðèìåðå ñïèñîê õ23 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "¬(A = B)", "A − òî÷êà",
"B−òî÷êà", "ñèñòêîîðä(K)", "a−÷èñëî", "b−÷èñëî", "e−÷èñëî", "c−÷èñëî".
Ñïèñîê õ24 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "d−÷èñëî", "d− b = c". Îòëè÷íûé îò ñèì-
âîëà "îòêàç" îòâåò íà çàäà÷ó ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ26. Â íàøåì ñëó÷àå
îí èìååò âèä "d = b+ c". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ26. Â íåì âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ12 âûðà-
æåíèþ õ29. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê íàáîðà õ27. Ïåðåìåííîé
õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ11
âûðàæåíèÿ õ29 âìåñòî ïåðåìåííîé õ12. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäè-
íåíèå ñïèñêîâ õ31 è õ30, ê êîòîðîìó äîáàâëåíî óòâåðæäåíèå õ21. Ïåðåìåííîé
õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ32
êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì ñïèñêà õ10, â êîòîðîì õ12 çàìåíåíî íà
õ19. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ8 è êîíñåêâåíòîì õ33. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òåîðåìå

1. Èñïîëüçîâàíèå ÿâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ghijBCK(¬(B = C) & êîîðä(g,K) = (h, i, j) & g ∈ ïðÿìàÿ(BC) & B − òî÷êà &
C−òî÷êà & Òðåõìåðí(K)→ ∃def (¬(d2+e2+f 2 = 0) & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) =
setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (x− h, y −
i, z − j))) & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî))

èç òåîðåìû

∀ghijKP (êîîðä(g,K) = (h, i, j) & g ∈ P & Ïðÿìàÿ(P ) & Òðåõìåðí(K)→
∃def (¬(d2 + e2 + f 2 = 0) & êîîðä(P, K) = setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî &
z − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (x− h, y − i, z − j))) & d− ÷èñëî &
e− ÷èñëî & f − ÷èñëî))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀A(Ïðÿìàÿ(A)↔ ∃BC(B−òî÷êà & C−òî÷êà & ¬(B = C) & A = ïðÿìàÿ(BC)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Â íåì âûáèðàåòñÿ óòâåð-
æäåíèå õ9 äëèíû 2. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê, ïåðåìåííîé
õ11 - ïåðâûé îïåðàíä, ÿâëÿþùèéñÿ ïåðåìåííîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ9 - óòâåð-
æäåíèå "Ïðÿìàÿ(P )". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïàðàìîïèñàíèå" íàõîäèò ïî
ñèìâîëó õ10 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ14 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿ-
ùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîâïàäàåò ñ ñàìîé äîïîëíèòåüíîé
òåîðåìîé. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà òåî-
ðåìû õ14, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ10. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé
îïåðàíä ýòîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ A. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðî-
òèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü õ17 êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ14 èìååò çàãîëîâîê "ñóùåñòâó-
åò". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ
ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Â íåì íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ20 ïåðåìåííîé õ18
íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ23. Â íàøåì ïðèìåðå îíî èìååò âèä "ïðÿìàÿ(BC)".
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Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â êîíñåêâåíò èñõîäíîé
òåîðåìû âûðàæåíèÿ õ23 âìåñòî ïåðåìåííîé õ11. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä:

∃def (¬(d2 + e2 + f 2 = 0) & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setxyz(x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & z − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (x− h, y − i, z − j)))
& d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî)

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ14. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îí íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé õ18. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â îòëè÷íûå îò õ9 ýëåìåíòû íàáîðà õ8 âûðàæåíèÿ
õ23 âìåñòî ïåðåìåííîé õ11. Â íàøåì ñëó÷àå - íàáîð "êîîðä(g,K) = (h, i, j)",
"g ∈ ïðÿìàÿ(BC)", "Òðåõìåðí(K)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòî-
ðîé ñóòü ýëåìåíòû íàáîðîâ õ26, õ25 è îòëè÷íûå îò õ20 ýëåìåíòû íàáîðà õ19.
Êîíñåêâåíòîì ñëóæèò óòâåðæäåíèå õ24. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà ðàññìîòðåòü êîîðäèíàòû åùå îäíîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà è èñêëþ÷èòü
ñ èõ ïîìîùüþ ÷àñòü ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcghijkK(¬(a = g) & êîîðä(a, K) = (b, c, k) & êîîðä(g,K) = (h, i, j) & a −
òî÷êà & g−òî÷êà & Òðåõìåðí(K)→ êîîðä(ïðÿìàÿ(ag), K) = setxyz(x−÷èñëî &
y−÷èñëî & z−÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((b−h, c− i, k− j), (x−h, y− i, z− j))))

èç òåîðåìû

∀ghijKP (êîîðä(g,K) = (h, i, j) & g ∈ P & Ïðÿìàÿ(P ) & Òðåõìåðí(K)→
∃def (¬(d2 + e2 + f 2 = 0) & êîîðä(P, K) = setxyz(x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z −
÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (x−h, y−i, z−j))) & d−÷èñëî & e−÷èñëî & f−
÷èñëî))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ9 -
âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåí
êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðè-
ñòàâêà, ïåðåìåííîé õ11 - íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàí-
òîðîì. Â ñïèñêå õ11 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ12 âûðàæåíèÿ õ13, çàãîëîâêîì êî-
òîðîãî ñëóæèò íàçâàíèå êàêèõ-ëèáî êîîðäèíàò, âûðàæåíèþ õ14 ñ çàãîëîâêîì
"êëàññ". Â íàøåì ïðèìåðå ðàâåíñòâî õ12 èìååò âèä

êîîðä(P, K) = setxyz(x−÷èñëî& y−÷èñëî& z−÷èñëî& ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f),
(x− h, y − i, z − j)))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" íå èìååò çàãîëîâêà "ñó-
ùåñòâóåò". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ
"êëàññ". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä âûðàæåíèÿ õ13. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî õ17 - ïåðåìåííàÿ. Â íàøåì ñëó÷àå îíà ðàâíà "P". Ïåðåìåííîé õ18
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ àíòåöåäåíòîâ, èìåþùèõ âèä ïðèíàäëåæíîñòè ìíî-
æåñòâó õ17. Â íàøåì ñëó÷àå - "g ∈ P". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê íåïóñò.
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Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðâûõ îïåðàíäîâ ýòèõ îòíîøåíèé ïðè-
íàäëåæíîñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå åãî ýëåìåíòû - ïåðåìåííûå. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ19 ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé "g". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê
âûðàæåíèÿ õ13 (íàçâàíèå êîîðäèíàò). Â íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä". Ïåðåìåííîé
õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð âñåõ ðàâåíñòâ â àíòåöåäåíòàõ, îïðåäåëÿþùèõ êîîð-
äèíàòû õ20 ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ19 îòíîñèòåëüíî òîé æå ñèñòåìû êîîðäèíàò,
÷òî è â âûðàæåíèè õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ðàâåí-
ñòâà "êîîðä(g,K) = (h, i, j)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà íàáîðà
õ19 òàêîå ðàâåíñòâî íàøëîñü, ò.å. äëèíû íàáîðîâ õ19 è õ21 ðàâíû. Âûáèðàåòñÿ
ïåðåìåííàÿ õ22, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ñëó÷àå - "a". Ïåðå-
ìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð îòðèöàíèé ðàâåíñòâ ïåðåìåííîé õ22 ïåðåìåí-
íûì ñïèñêà õ19. Â íàøåì ñëó÷àå - "¬(a = g)". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð ïåðåìåííûõ, îòëè÷íûõ îò õ22 è íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó, äëèíà
êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ24 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ
"b, c, k". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî êîîðäèíàò õ20 ïåðåìåííîé
õ22 â ñèñòåìå êîîðäèíàò èç âûðàæåíèÿ õ13 íàáîðó ïåðåìåííûõ õ24. Â íàøåì
ïðèìåðå - "êîîðä(a, K) = (b, c, k)". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû ñî ñïèñêàìè õ11, õ23 è ñ óòâåðæäåíèåì î ïðè-
íàäëåæíîñòè ïåðåìåííîé õ22 ìíîæåñòâó õ17. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 ñîñòîèò èç
ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

"êîîðä(g,K) = (h, i, j)", "g ∈ P", "Ïðÿìàÿ(P )", "Òðåõìåðí(K)",
"¬(d2 + e2 + f 2 = 0)", "êîîðä(P, K) = setxyz(x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z −
÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (x−h, y− i, z− j)))", "d−÷èñëî", "e−÷èñëî",
"f − ÷èñëî", "¬(a = g)", "a ∈ P", "êîîðä(a, K) = (b, c, k)".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, èìåþùàÿ ñïèñîê ïîñûëîê õ26 è öåëè "èç-
âåñòíî", "èñêëþ÷ õ10", "íåèçâåñòíûå X", ãäå X - âñå ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé
õ26. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 - "d, e, f". Ïîñëå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â åå ñïèñêå
ïîñûëîê íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ29 êîîðäèíàò õ20 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ30 ñ
çàãîëîâêîì "êëàññ". Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ðàâåíñòâî èìååò âèä:

êîîðä(ïðÿìàÿ(ag), K) = setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî &
ïðîïîðöíàáîðû((b− h, c− i, k − j), (x− h, y − i, z − j))).

Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêà ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ30
ñî ñïèñêîì õ10, ïåðåìåííîé õ33 - ïåðåñå÷åíèå ñïèñêà ïàðàìåòðîâ ïîäòåðìà õ14
ñ òåì æå ñïèñêîì õ10. Â íàøåì ïðèìåðå õ32 - ïóñòîé ñïèñîê, õ33 - d, e, f . Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî õ32 - ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî õ33. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû â ñïèñêå õ11 ðàâåíñòâà õ12 íà õ29. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì õ10
íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ34. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêîâ õ8 è õ23 ñ óñëîâèåì ïðèíàäëåæíîñòè õ22 ìíîæåñòâó õ17, à òàêæå ñî
âñåâîçìîæíûìè óòâåðæäåíèÿìè èç ñïèñêà ïîñûëîê ðåøàâøåéñÿ çàäà÷è íà èñ-
ñëåäîâàíèå, óêàçûâàþùèìè òèï çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ õ19 è õ22. Ïåðåìåííîé
õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ36 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöå-
äåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ35. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ37 è êîíñåêâåíòîì õ35, êîòîðàÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà".
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3.44 Õàðàêòåðèñòèêà "êðä"
Õàðàêòåðèñòèêîé "êðä(õ1)" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà, â çàìåíÿåìîé ÷àñòè êîòîðûõ
ðàñïîëîæåíî âûðàæåíèå äëÿ îòäåëüíîé êîîðäèíàòû îáúåêòà. õ1 - íàïðàâëåíèå çà-
ìåíû.

Óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ äëÿ îáúåêòà, êîîðäèíàòà êîòîðîãî ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cde(c − òî÷êà & d − òî÷êà & âïðàâî(âåêòîð(cd), e) & Òðåõìåðí(e) → êðä(d, e, 2) =
êðä(c, e, 2))

èç òåîðåìû

∀aK(Âåêòîð(a) & âïðàâî(a, K) & Òðåõìåðí(K)→ êðä(a, K, 2) = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABKi(A−òî÷êà& B−òî÷êà& Òðåõìåðí(K) & i ∈ {1, 2, 3} → êðä(âåêòîð(AB), K, i) =
êðä(B, K, i)− êðä(A, K, i))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå çà-
ìåíÿåìîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ
õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "êðä". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "êîìïîíåíòû" îïðåäåëÿåò
ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä"
íàõîäèò ðåçóëüòàò õ17 ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäòåðìà õ11 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Îí îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðìòåîðåìà".

3.45 Õàðàêòåðèñòèêà "Êðä"
Õàðàêòåðèñòèêîé "Êðä" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, êîíñåêâåíò êîòîðûõ
- êîíúþíêöèÿ íåðàâåíñòâ ëèáî îòðèöàíèé ðàâåíñòâ äëÿ ïàðàìåòðîâ êîîðäèíàò.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Âûâîä èìïëèêàöèè äëÿ êîíòðîëÿ ïðîòèâîðå÷èé ïðè ðàçáîðå ñëó÷àåâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀BCK(¬(B = C) & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setxy(x−÷èñëî & y−÷èñëî) & B−
òî÷êà & C − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→ ëîæü)

èç òåîðåìû

∀abcBCK(¬(B = C) & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setxy(c + ax + by = 0 & x −
÷èñëî & y − ÷èñëî) & a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & B − òî÷êà & C −
òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→ ¬(a2 + b2 = 0))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - âõîæäå-
íèå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò - îòðèöàíèå ðàâåíñòâà õ10.
Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ10. Ðåøàåòñÿ çàäà-
÷à íà îïèñàíèå, ñïèñîê ïîñûëîê êîòîðîé - íàáîð õ8, à åäèíñòâåííîå óñëîâèå -
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ðàâåíñòâî õ10. Çàäà÷à èìååò öåëè "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðî-
ñòèòü", "ðàâíî", "íåèçâåñòíûå õ11". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò õ13 îòëè÷åí îò
ñèìâîëà "îòêàç". Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "b = 0 & a = 0". Ñîçäà-
åòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé - óòâåðæäåíèÿ õ8 è õ13, à êîíñåêâåíò
- òåðì "ôèêñ(ëîæü)". Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Çäåñü
òåõíè÷åñêàÿ ìåòêà "ôèêñ" áëîêèðóåò ïðèåìû, óñòðàíÿþùèå êîíñòàíòó "ëîæü"
â êîíñåêâåíòå. Ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ðåçóëüòàòà âûáèðàåòñÿ êâàíòîð-
íàÿ èìïëèêàöèÿ õ15, êîíñåêâåíò êîòîðîé èìååò çàãîëîâîê "ôèêñ". Èòîãîâàÿ
òåîðåìà ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé êîíñåêâåíòà èìïëèêàöèè õ15 íà ñèìâîë "ëîæü".

2. Âûâîä ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðè çàíóëåíèè ÷ëåíà óðàâíåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acKP (êîîðä(P, K) = setxy(c + ax = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & a− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & Ïðÿìàÿ(P ) & ñèñòêîîðä(K)→ ¬(a = 0))

èç òåîðåìû

∀abcKP (êîîðä(P, K) = setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & Ïðÿìàÿ(P ) & ñèñòêîîðä(K)→ ¬(a2+b2 = 0))

Âûâîä òåîðåìû äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ ïîëåçåí çäåñü èç-çà òîãî, ÷òî
îí òðåáóåò ïðîöåäóðû èäåíòèôèêàöèè, îòëè÷íîé îò îáùåãî ñëó÷àÿ.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ9 èìååò íå ìåíåå äâóõ ïàðàìåòðîâ. Ñðåäè àíòåöåäåíòîâ
íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ10, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû êàêèå-ëèáî êî-
îðäèíàòû, à â ïðàâîé - îïèñàòåëü "êëàññ". Â íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä(P, K) =
setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî & y− ÷èñëî)". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð óòâåðæäåíèé ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ". Â íàøåì ñëó÷àå - "c+ax+by = 0",
"x− ÷èñëî", "y − ÷èñëî". Â ýòîì íàáîðå íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ13. Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðàìåòð ýòîãî ðàâåíñòâà, ÿâëÿþùèéñÿ òàêæå ïàðàìåòðîì
âñåãî òåðìà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ÿâëÿåò-
ñÿ ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé êîíñåêâåíòà è ÷òî âõîæäåíèå õ14 â õ10 åäèíñòâåííîå.
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ14 â òåðì õ13. Ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ16 îïåðàöèè õ17, êîòîðîìó õ15 ïîä÷èíåíî. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ16 - âõîæäåíèå ñóììû c + ax + by. Ñïðàâî÷íèê "åäèíèöà" âûäàåò äëÿ
ñèìâîëà õ17 åäèíè÷íîå çíà÷åíèå E (â íàøåì ñëó÷àå - íîëü). Íàõîäèòñÿ òà-
êîé îïåðàíä õ19 îïåðàöèè õ16, êîòîðîìó ïîä÷èíåíî õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí
îòëè÷åí îò õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 - âõîæäåíèå îïåðàöèè by. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî îòëè÷íîãî îò õ19 îïåðàíäà îïåðàöèè õ16, ïàðàìåòðû
êîòîðîãî ïåðåñåêàþòñÿ ñî ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêîé îïèñàòåëÿ "êëàññ". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ õ16 èìååò åäèíèöó E èìåííî ïî îïåðàíäó õ19. Ïåðåìåííîé
õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ8 ðàâåíñòâà õ10. Ïåðåìåííîé
õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð âñåõ ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ14 ýëåìåíòîâ ñïèñêà
õ20, ïåðåìåííîé õ22 - íàáîð îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ýòîãî ñïèñêà. Ïåðåìåííîé
õ23 ïðèñâàèâàåñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ21 ðàâåíñòâà ïîäòåðìà õ19
åäèíèöå E. Â íàøåì ïðèìåðå íàáîð õ22 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "a − ÷èñëî",
"c − ÷èñëî", "Ïðÿìàÿ(P )", "ñèñòêîîðä(K)". Ñïèñîê õ23 ñîñòîèò èç óòâåðæäå-
íèé "b − ÷èñëî", "by = 0". Çàòåì ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêàìè
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êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ22, à óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ õ23. Öåëè çàäà-
÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ14". Ïåðå-
ìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ îòëè÷íûé îò ñèìâîëà "îòêàç" îòâåò äàííîé çàäà÷è.
Â íàøåì ïðèìåðå - "(¬(y = 0) & b = 0 ∨ y = 0) & b − ÷èñëî". Ïåðåìåí-
íîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ðåçóëüòàòà ïðèâåäåíèÿ
óòâåðæäåíèÿ õ25 ê âèäó äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû. Â íàøåì ñëó÷àå
- "¬(y = 0) & b = 0 & b − ÷èñëî", "y = 0 & b − ÷èñëî". Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò
õ27 íàáîðà õ26. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðâûé ýëåìåíò. Ñðåäè åãî êîíúþíêòèâ-
íûõ ÷ëåíîâ íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ28 ñ ïåðåìåííîé õ14 â ëåâîé ÷àñòè. Â íàøåì
ñëó÷àå - "b = 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ïðàâîé åãî ÷àñòè ðàñïîëîæåíî êîíñòàíò-
íîå âûðàæåíèå. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé òåîðåìû
äîáàâëåíèåì ðàâåíñòâà õ28 ê àíòåöåäåíòàì. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà".

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òåîðåìå

1. Èñïîëüçîâàíèå ÿâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcBCK(¬(B = C) & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setxy(c + ax + by = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→ ¬(a2 + b2 = 0))

èç òåîðåìû

∀abcKP (êîîðä(P, K) = setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & Ïðÿìàÿ(P ) & ñèñòêîîðä(K)→ ¬(a2+b2 = 0))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀A(Ïðÿìàÿ(A)↔ ∃BC(B−òî÷êà & C−òî÷êà & ¬(B = C) & A = ïðÿìàÿ(BC)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Â íàáîðå õ8 âûáè-
ðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ9 äëèíû 2. Â íàøåì ïðèìåðå- "Ïðÿìàÿ(P )". Åãî çàãîëî-
âîê ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ10; êîðíåâîé îïåðàíä, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé
ïåðåìåííóþ, ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 íå âñòðå÷à-
åòñÿ â êîíñåêâåíòå. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïàðàìîïèñàíèå" îïðåäåëÿåò ïî
ñèìâîëó õ10 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ14 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà
ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ñëó÷àå ïåðåîáîçíà÷å-
íèå íå òðåáóåòñÿ. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðå-
ìû õ14. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè
õ15, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ10, ïåðåìåííîé õ17 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ16 - ïåðåìåííàÿ. Îíà ïðèñâàèâà-
åòñÿ ïåðåìåííîé õ18. Â íàøåì ñëó÷àå - A. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ
õ17 ðàñïîëîæåí êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä ýòèì êâàíòîðîì. Â íåì íàõîäèòñÿ ðà-
âåíñòâî õ20 ïåðåìåííîé õ18 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ23. Â íàøåì ïðèìåðå õ23
- "ïðÿìàÿ(BC)". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû
õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ18 â íèõ íå âñòðå÷àåòñÿ. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ
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íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â îòëè÷íûå îò õ9 ýëåìåíòû íàáîðà õ8 âûðàæå-
íèÿ õ23 âìåñòî ïåðåìåííîé õ11. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé
ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ íàáîðîâ õ24 è õ25, à òàêæå îòëè÷íûå îò õ20 ýëåìåíòû
íàáîðà õ19. Êîíñåêâåíòîì òîò æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòà èìïëèêàöèÿ
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðìòåîðåìà.

Ïîïûòêà èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ïðåîáðàçî-
âàíèÿ êîíñåêâåíòà

1. Óñìîòðåíèå â êîíñåêâåíòå îòðèöàíèÿ êîíúþíêöèè ïîäîáíûõ óòâåðæäåíèé è
èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ èõ îäíîâðåìåííîé äåêîì-
ïîçèöèè ñ âûíåñåíèåì íàðóæó îáùåé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcghijKP (êîîðä(P, K) = setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî &
ïðîïîðöíàáîðû((g + x, a + y, b + z), (ch, ci, cj))) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & g − ÷èñëî & h− ÷èñëî & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & Ïðÿìàÿ(P ) &
Òðåõìåðí(K)→ ¬(c = 0))

èç òåîðåìû

∀abdefgKP (êîîðä(P, K) = setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî &
ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (g +x, a+ y, b+ z))) & a−÷èñëî &-

	
÷èñëî & d−÷èñëî &

e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî & Ïðÿìàÿ(P ) & Òðåõìåðí(K)→
¬(d2 + e2 + f 2 = 0))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ab = 0↔ a = 0 ∨ b = 0)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò íå ìåíåå äâóõ ïàðàìåòðîâ, ïðè÷åì çàãîëîâîê åãî
- îòðèöàíèå. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå ïîä ýòèì îòðèöàíè-
åì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ8 íåïóñò, è ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå
ñ ïîñûëêàìè õ8 è óñëîâèåì õ10. Åäèíñòâåííàÿ åå öåëü - "óïðîñòèòü". Îòâåò
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ12. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî "d = 0 & e = 0 & f = 0".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ12 èìååò çàãîëîâîê "è", è ïåðåìåííîé õ13 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèÿ
õ13 ýëåìåíòàðíû è èìåò íå ïåðåñåêàþùèåñÿ äðóã ñ äðóãîì ñïèñêè ïåðåìåííûõ.
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ13. Â íàøåì ñëó÷àå
- "d = 0". Ïðîñìàòðèâàþòñÿ îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ U ñïèñêà õ13, è ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî õ14 ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé â U íåêîòîðûõ ïåðåìåííûõ Y âìåñòî
ïàðàìåòðîâ X óòâåðæäåíèÿ U . Ñîçäàåòñÿ íàêîïèòåëü õ15 âñåâîçìîæíûõ òàêèõ
ïàð (X, Y ).

Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ14 Â íàøåì ñëó÷àå -
ñèìâîë "ðàâíî". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðîùäí" îïðåäåëÿåò ïî õ16 óêà-
çàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ýòîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â
èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì òåîðåìó:
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∀ch(c− ÷èñëî & h− ÷èñëî→ ch = 0↔ c = 0 ∨ h = 0)

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ19. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåíà ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ22
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé äèçúþíêöèþ, ïåðåìåííîé õ23 - ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü. Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ23 - "ch = 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ23 ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå òåîðåìû
õ19. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ14, è íàõîäèò-
ñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ24, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ14 è õ23. Â
íàøåì ïðèìåðå îíà ïîäñòàâëÿåò ch âìåñòî d. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð òåðìîâ, ïîäñòàâëÿåìûõ ïîäñòàíîâêîé S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ24.Âûáèðàåòñÿ
îïåðàíä õ27 äèçúþêöèè õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - "c = 0". Ïåðåìåííîé õ28 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ27. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Ïåðåìåí-
íîé õ29 ïðèñâàèâàþòñÿ ïàðàìåòðû äèçúþíêöèè õ22, ïåðåìåííîé õ30 - ðàçíîñòü
ñïèñêîâ õ29 è õ28. Â íàøåì ïðèìåðå îíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé
h. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ30 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäè-
íåííûé ñïèñîê ïåðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ19, ïåðåìåííîé õ32 -
ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ19.

Ïåðåìåííûì õ33, õ34 ïðèñâàèâàþòñÿ ñïèñêè õ24 è õ25, îïðåäåëÿþùèå óíèôè-
öèðóþùóþ ïîäñòàíîâêó S. Ýòè ñïèñêè áóäóò äîîïðåäåëÿòüñÿ â ïðîöåññå ïðî-
ñìîòðà ïàð õ35 íàáîðà õ15 äî íåêîòîðîé íîâîé ïîäñòàíîâêè. Äëÿ î÷åðåäíîé
ïàðû õ35 âûáèðàåòñÿ ñïèñîê õ36 ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â íàáîð õ31 è èìå-
þùèé òàêóþ æå äëèíó, êàê íàáîð õ30. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêè S ê òåðìàì (ôàêòè÷åñêè
- ïåðåìåííûì) âòîðîãî ýëåìåíòà ïàðû õ35, à ïåðåìåííîé õ38 - ñïèñîê ðåçóëü-
òàòîâ ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ õ36 âìåñòî õ30 â òåðìû íàáîðà õ37. Çàòåì ê
êîíöó ñïèñêà õ33 äîáàâëÿåòñÿ íàáîð ïåðåìåííûõ, ÿâëÿþùèéñÿ ïåðâûì ýëåìåí-
òîì ïàðû õ35, à ê êîíöó ñïèñêà õ34 - íàáîð òåðìîâ õ38. Íîâûå ïåðåìåííûå õ36
ðåãèñòðèðóþòñÿ â ñïèñêå õ31. Ê óòâåðæäåíèÿì íàáîðà õ32 ïðèìåíÿåòñÿ ïîä-
ñòàíîâêà ïåðåìåííûõ õ36 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ30, è ïîëó÷åííûå óòâåðæäåíèÿ
çàíîñÿòñÿ â ñïèñîê õ32.

Â íàøåì ïðèìåðå õ32 îêàçûâàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç óòâåðæäåíèé "c−÷èñëî", "h−
÷èñëî", "i−÷èñëî", "j−÷èñëî". Ñïèñîê õ33 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ d, e, f , ñïèñîê
õ34 - èç âûðàæåíèé "ch", "ci", "cj". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
îáúåäèíåíèÿ ñïèñêà õ32 ñ íàáîðîì ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ34 âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ33 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ
ñ àíòåöåäåíòàìè õ35, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ
õ27. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíå-
íèÿ

1. Çàíóëåíèå ÷ëåíà óðàâíåíèÿ ìíîæåñòâà îáúåêòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcgijKP (êîîðä(P, K) = setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî &
ïðîïîðöíàáîðû((g + x, a + y, b + z), (0, ci, cj))) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
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c− ÷èñëî & g− ÷èñëî & i− ÷èñëî & j− ÷èñëî & Ïðÿìàÿ(P ) & Òðåõìåðí(K)→
¬(c = 0))

èç òåîðåìû

∀abcghijKP (êîîðä(P, K) = setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî &
ïðîïîðöíàáîðû((g + x, a + y, b + z), (ch, ci, cj))) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & g − ÷èñëî & h− ÷èñëî & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & Ïðÿìàÿ(P ) &
Òðåõìåðí(K)→ ¬(c = 0))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ a · 0 = 0)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ8 àíòåöåäåíòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ðàâåíñòâî,
ïåðâûé îïåðàíä êîòîðîãî - êàêèå-ëèáî êîîðäèíàòû, à âòîðîé - îïèñàòåëü "êëàññ".
Â íàøåì ïðèìåðå ýòî ïåðâûé àíòåöåäåíò. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ îïè-
ñàòåëü - âòîðîé îïåðàíä ðàâåíñòâà, ïåðåìåííîé õ12 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê
ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêå îïèñàòåëÿ âñåõ åãî ïàðàìåòðîâ, èìåþùèõ â íåì áîëåå
îäíîãî âõîæäåíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - x, y, z, c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûé
ïàðàìåòð êîíñåêâåíòà èìååò áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ â òåðì õ11. Ðàññìàòðèâà-
åòñÿ âõîæäåíèå õ13 â îïèñàòåëü "êëàññ" ñèìâîëà îïåðàöèè õ14. Â íàøåì ñëó÷àå
- âõîæäåíèå òåðìà "ch". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "êîíñòíàáîð" îïðåäåëÿåò
ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò
õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(N)". Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðå-
çóëüòàò õ22 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ13 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïðèìåíÿåìîé â íàïðàâëåíèè N . Ýòîé ïðîöåäóðå ïå-
ðåäàåòñÿ óñòàíîâêà (ôèêñ õ12), áëîêèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêó âìåñòî ïåðåìåííûõ
ñïèñêà õ12. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ22
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ23 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ,
èìåþùàÿ ñðåäè ñâîèõ àíòåöåäåíòîâ ðàâåíñòâî îïèñàòåëþ "êëàññ", â êîòîðûé
íåêîòîðûé ïàðàìåòð êîíñåêâåíòà âõîäèò áîëåå îäíîãî ðàçà. Òîãäà òåîðåìà õ23
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.46 Õàðàêòåðèñòèêà "ëåãêîâèäåòü"
Õàðàêòåðèñòèêîé "ëåãêîâèäåòü(õ1 õ2)" ñíàáæàþòñÿ ïðîñòûå èìïëèêàöèè, êîòîðûå
ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ïðîâåðî÷íîì îïåðàòîðå ñ çàãîëîâêîì õ1, ïðè÷åì õ2-é àíòåöå-
äåíò èìïëèêàöèè èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ ïîñûëêîé, à îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû îáðàáà-
òûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Êîíòðàïîçèöèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ èìïëèêàöèè, èñïîëüçóåìîé â ïðîâåðî÷íîì îïå-
ðàòîðå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & b ⊆ a & ¬(êîíå÷íîå(b))→ ¬(êîíå÷íîå(a)))

èç òåîðåìû
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∀ab(a− set & b− set & êîíå÷íîå(a) & b ⊆ a→ êîíå÷íîå(b))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Âûáèðàåòñÿ àíòåöåäåíò õ10, è ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî îòðèöàíèå. Â
íàøåì ïðèìåðå õ10 - "êîíå÷íîå(a)". Ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà "ëåãêîâèäåòü"
óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà, óñìàòðèâàþùåãî èñ-
òèííîñòü óòâåðæäåíèé âèäà õ11. Â íàøåì ñëó÷àå - îïåðàòîð "óñìíåêîíå÷íîå".
Ñîçäàåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ çàìåíîé àíòåöåäåíòà õ10 íà îòðè-
öàíèå êîíñåêâåíòà, à êîíñåêâåíòà - íà óòâåðæäåíèå õ11.

2. Ãðóïïèðîâêà â ëåâûõ ÷àñòÿõ âñåõ íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcf (a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & f − ÷èñëî & 0 ≤ f − a &
0 ≤ c + min(a, b)→ 0 ≤ c + min(b, f))

èç òåîðåìû

∀abcf (a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & f − ÷èñëî & a ≤ f & c ≤ min(a, b)→
c ≤ min(b, f))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ãðóïïèðîâêè íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ â ëå-
âûõ ÷àñòÿõ âñåõ äâóìåñòíûõ îòíîøåíèé, äîïóñêàþùèõ ïåðåãðóïïèðîâêó ÷ëåíîâ
èç îäíîé ÷àñòè â äðóãóþ. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀abcf (a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & f − ÷èñëî & a− f ≤ 0 &
c−min(a, b) ≤ 0→ c−min(b, f) ≤ 0)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èìïëèêàöèÿ õ10 îòëè÷íà îò èñõîäíîé òåîðåìû, ïîñëå ÷å-
ãî îíà ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "íîðìòåîðåìà", "èñêëþ-
÷îòð", "Ïîëíûåïîñûëêè" è ñíîâà "íîðìòåîðåìà". Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð "èñ-
êëþ÷îòð"âûïîëíÿåò èñêëþ÷åíèå â êîíñåêâåíòå îòðèöàíèé òåõ ïåðåìåííûõ, êî-
òîðûå âõîäÿò â íåãî òîëüêî ïîä îòðèöàíèåì.

Âàðüèðîâàíèå àíòåöåäåíòà

1. Ðàçâÿçêà ïî òðàíçèòèâíîñòè àíòåöåäåíòà ïðîñòîé èìïëèêàöèè, èñïîëüçóåìîé â
ïðîâåðî÷íîì îïåðàòîðå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acefy(a− set & a ⊆ Dom(f) & f −ôóíêöèÿ & y ∈ a & c− set & e− set &
îáðàç(f, a) ⊆ e & íåïåðåñåê(c, e)→ ¬(f(y) ∈ c))

èç òåîðåìû

∀abfy(a− set & b− set & a ⊆ Dom(f) & f −ôóíêöèÿ & íåïåðåñåê(b, îáðàç(f, a))
& y ∈ a→ ¬(f(y) ∈ b))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ade(a− set & d− set & e− set & d ⊆ e & íåïåðåñåê(a, e)→ íåïåðåñåê(a, d))
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå àíòåöåäåíòà, èìåþùåãî áîëåå òðåõ ïàðàìåòðîâ. Ïåðå-
ìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà. Âûáèðàåòñÿ àíòåöå-
äåíò õ11, ñïèñîê ïàðàìåòðîâ õ12 êîòîðîãî íå âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê õ10. Â íàøåì
ïðèìåðå - àíòåöåäåíò "íåïåðåñåê(b, îáðàç(f, a))". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ õ12 è õ10. Â íàøåì ñëó÷àå - b, f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà
íàáîðà õ13 íå ìåíåå 2. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà
õ11 â òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê àíòåöåäåíòà õ11, ñ îò-
áðàñûâàíèåì êîðíåâîãî îòðèöàíèÿ, åñëè îíî åñòü. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"òðàíçèòïåðåõîä" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïðîöåäóðà "âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ18 ðåàëèçàöèè àí-
òåöåäåíòà õ14 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîé ïðîöåäóðå ïåðåäà-
åòñÿ óñòàíîâêà (ðàçáèåíèå õ13), óêàçûâàþùàÿ, ÷òî ïåðåìåííûå àíòåöåäåíòîâ
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ïîñëå óíèôèêàöèè äîëæíû îáåñïå÷èâàòü ðàçáèåíèå
íàáîðà ïåðåìåííûõ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 èìååò âèä:

∀acefy(a−set& c−set& a ⊆ Dom(f) & f−ôóíêöèÿ& y ∈ a & c−set& îáðàç(f, a)−
set & e− set & îáðàç(f, a) ⊆ e & íåïåðåñåê(c, e)→ ¬(f(y) ∈ c))

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ18 îïåðàòîðîì
"Ñïóñêîïåðàíäîâ". Â íàøåì ïðèìåðå òåîðåìà õ18 íå èçìåíÿåòñÿ. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò õ20 òåîðåìû õ19 - ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå. Ïåðåìåííîé
õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ19 îïåðàòîðîì
"íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ20. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî èñòèííîñòü êîíñåêâåíòà îòíîñèòåëüíî óòâåðæäåíèé õ22 ïðîâåðî÷íûìè îïå-
ðàòîðàìè íå óñìàòðèâàåòñÿ. Òîãäà ñîçäàåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåí-
òàìè õ26 è êîíñåêâåíòîì õ20.

2. Ïîïûòêà ðåàëèçàöèè àíòåöåäåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(a− set & íåïåðåñåê(a, b) & b− set & c− set→ íåïåðåñåê(a, b \ c))

èç òåîðåìû

∀ade(a− set & d− set & e− set & d ⊆ e & íåïåðåñåê(a, e)→ íåïåðåñåê(a, d))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bc(b− set & c− set→ b \ c ⊆ b)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Âûáèðàåòñÿ ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò õ12, êàæäûé ïàðàìåòð êîòîðîãî âõîäèò
ëèáî â êîíñåêâåíò, ëèáî â äðóãîé ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò. Â íàøåì ïðèìåðå -
"d ⊆ e". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 íå èìååò ïîäòåðìà âèäà f(. . .) ãäå f - ïåðåìåííàÿ.
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê àíòåöåäåíòà õ12, ñ îòáðàñûâàíèåì
êîðíåâîãî îòðèöàíèÿ, åñëè îíî èìååòñÿ. Ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì "ïðèìåð",
"ñâîéñòâà" ïåðå÷èñëÿþò ïî õ14 âîçìîæíûå äîïîëíèòåëüíûå òåîðåìû. Â íàøåì
ïðèìåðå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà óêàçàíà âûøå. Ïðîöåäóðà "âûâîäïîñûëêè"
íàõîäèò ðåçóëüòàò õ17 ðåàëèçàöèè àíòåöåäåíòà õ12 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå îí èìååò âèä:
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∀abc(a − set & b \ c − set & b − set & íåïåðåñåê(a, b) & b − set & c − set →
íåïåðåñåê(a, b \ c))

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ17 îïåðàòîðîì
"Ñïóñêîïåðàíäîâ". Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò îïåðàòîð íè÷åãî íå èçìåíÿåò. Ïå-
ðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ÿâ-
ëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì óòâåðæäåíèåì. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àí-
òåöåäåíòîâ òåîðåìû õ18. Ïðè ðàçáëîêèðîâêå âñåõ ïðèåìîâ ðåøàòåëÿ âûïîëíÿ-
åòñÿ îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå "íîðìàíòåöåäåíòû" äëÿ íàáîðà õ20 îòíîñèòåëüíî
ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ19. Ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ21. Â íà-
øåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "a− set", "íåïåðåñåê(a, b)", "b− set",
"c− set". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå õ21 íåò ðàâåíñòâ è ÷òî âñå åãî ïàðàìåòðû
âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû òåðìà õ19. Âñå êîðíåâûå îïåðàíäû òåðìà õ19 (åñëè îí
èìååò çàãîëîâîê "íå", òî - âñå êîðíåâûå îïåðàíäû åãî êîðíåâîãî îïåðàíäà) îá-
ðàáàòûâàþòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì" îòíîñèòåëüíî ñïèñêà ïîñûëîê õ21. Ðåçóëüòàò
ñíîâà ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðîâåðî÷íûå îïåðàòî-
ðû íå óñìàòðèâàþò èñòèííîñòü õ19 èç ïîñûëîê õ21. Òîãäà ñîçäàåòñÿ èòîãîâàÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ21 è êîíñåêâåíòîì õ19.

3. Âàðüèðîâàíèå íåïîñðåäñòâåííî èäåíòèôèöèðóåìîãî àíòåöåäåíòà ïðîäóêöèè ïðî-
âåðî÷íîãî îïåðàòîðà: ðàçíåñåíèå äâóõ íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ ïî ðàçíûì ÷àñòÿì äâó-
ìåñòíîãî îòíîøåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cde(0 < c− e & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & d ≤ e→ 0 < c− d)

èç òåîðåìû

∀cde(0 < c− e & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & 0 ≤ e− d→ 0 < c− d)

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âõîæäåíèÿ â òåîðåìó äâóìåñòíûõ ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ s,
äëÿ êîòîðûõ ñïðàâî÷íèê "ïåðåãðóïïèðîâêà" äàåò íåíóëåâîé ðåçóëüòàò (A, B, C).
Îí îçíà÷àåò, ÷òî âîçìîæíà ïåðåãðóïïèðîâêà A - ÷ëåíîâ îïåðàíäîâ îòíîøåíèÿ
s èç îäíîé ÷àñòè â äðóãóþ ñ èçìåíåíèåì çíàêà B, ïðè÷åì C - åäèíèöà îïåðàöèè
A. Åñëè s - ðàâåíñòâî, òî ñïðàâî÷íèê "ïåðåãðóïïèðîâêà" ïðèìåíÿåòñÿ ê òèïó
çíà÷åíèÿ ÷àñòåé ðàâåíñòâà. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ8 ïàð (âõîæäåíèå ñèìâîëà
s - òðîéêà (A, B, C)) äëÿ òåõ âõîæäåíèé îòíîøåíèé s, ó êîòîðûõ îäíà èç ÷à-
ñòåé ðàâíà C. Â íàøåì ñëó÷àå õ8 ñâÿçàíî ñ âõîæäåíèÿìè 0 < c − e, 0 ≤ e − d,
0 < c − d. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ8 íåïóñòî. Âûáèðàåòñÿ ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò
õ11, ïðåäñòàâëåííûé â ñïèñêå õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - àíòåöåäåíò 0 ≤ e − d.
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñîïðîâîæäàþùàÿ åãî òðîéêà (A, B, C). Â íà-
øåì ñëó÷àå - (ïëþñ, ìèíóñ, 0). Íàõîäèòñÿ îòëè÷íûé îò C êîðíåâîé îïåðàíä
àíòåöåäåíòà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò çàãîëîâîê A; ÷èñëî åãî îïåðàíäîâ
ðàâíî 2, ïðè÷åì îäèí èç íèõ èìååò çàãîëîâîê B, à äðóãîé - íå èìååò. Çàòåì îïå-
ðàíä ñ çàãîëîâêîì B ïåðåíîñèòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíóþ ÷àñòü. Ðåçóëüòàò òàêîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ òåîðåìû ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Ïîïûòêà èñêëþ÷åíèÿ ïîäâûðàæåíèÿ àíòåöåäåíòà, èìåþùåãî áîëåå îäíîãî ïà-
ðàìåòðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀abc(a− set & b− set & c− set & c ⊆ b & êîíå÷íîå(b \ a)→ êîíå÷íîå(c \ a))

èç òåîðåìû

∀cde(c− set & d− set & e− set & c ⊆ d ∪ e & êîíå÷íîå(e)→ êîíå÷íîå(c \ d))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ce(c− set & e− set→ (c ∩ e) ∪ (e \ c) = e)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ8 íåêîòîðîãî àíòåöåäåíòà; â íåì âûáèðàåòñÿ âõî-
æäåíèå õ9 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäâûðàæåíèÿ, èìåþùåãî áîëåå îäíîãî ïàðàìåò-
ðà. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî ïîäâûðàæåíèÿ. Â íàøåì
ïðèìåðå õ8 - âõîæäåíèå "c ⊆ d ∪ e", õ9 - âõîæäåíèå "d ∪ e". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî â äðóãèõ àíòåöåäåíòàõ íåò ïîäâûðàæåíèé, èìåþùèõ áîëåå îäíîãî ïàðàìåò-
ðà. Ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì "èñêëïàðàìåòð", "êîíñòâõîæä" îïðåäåëÿþò ïî
ñèìâîëó õ10 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ðàññìàòðèâàåòñÿ åå õà-
ðàêòåðèñòèêà "íîðìàëèçàöèÿ(N)". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëü-
òàò õ16 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ9 èñõîäíîé òåîðåìû ïðè ïîìîùè äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû, ïðèìåíÿåìîé â íàïðàâëåíèè N . Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä:

∀abc(c−set & (a∩b)−set & (b\a)−set & c ⊆ b & êîíå÷íîå(b\a) & a−set & b−set→
êîíå÷íîå(c \ (a ∩ b)))

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöå-
äåíòû" ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ16 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ åå êîíñå-
êâåíòà. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "c−set", "c ⊆ b", "êîíå÷íîå(b\
a)", "a − set", "b − set". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ
êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ16 îòíîñèòåëüíî óòâåðæäåíèé õ18 çàäà÷åé íà ïðåîáðàçî-
âàíèå. Â íàøåì ñëó÷àå îí èìååò âèä "êîíå÷íîå(c \ a)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì
õ20 îòëè÷åí îò êîíñòàíòû "èñòèíà" è èìååò íå áîëåå òðåõ ïàðàìåòðîâ. Åñëè îí
èìååò ìåíüøå ïàðàìåòðîâ, ÷åì èìåë êîíñåêâåíò òåîðåìû õ16, òî ñïèñîê õ18 ïî-
âòîðíî îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû", íî óæå îòíîñèòåëüíî
ìåíüøåãî ñïèñêà ïàðàìåòðîâ òåðìà õ20. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöå-
äåíòàìè õ18 è êîíñåêâåíòîì õ20, êîòîðàÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðì-
òåîðåìà". Ýòîìó îïåðàòîðó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé "îòðë".

Âàðüèðîâàíèå êîíñåêâåíòà

1. Âàðüèðîâàíèå êîíñåêâåíòà èìïëèêàöèè, èñïîëüçóåìîé äëÿ ïðîâåðî÷íîãî îïå-
ðàòîðà, ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòèçèðóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ýëåìåíòàðíûõ
áåñïîâòîðíûõ óòâåðæäåíèé ëèáî ïåðåãðóïïèðîâî÷íîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & a ⊆ b & ¬(a = ∅)→ ¬(b = ∅))

èç òåîðåìû

∀ade(a− set & d− set & e− set & a ⊆ d & ¬(a ⊆ e)→ ¬(d ⊆ e))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
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∀a(a− set→ a = ∅ ↔ a ⊆ ∅)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê âñåõ âõî-
äÿùèõ â õ9 çàãîëîâêîâ óòâåðæäåíèé. Â íàøåì ïðèìåðå - "íå", "ñîäåðæèòñÿ".
Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàð (òåîðåìà - åå õàðàêòåðèñòèêè), íàé-
äåííûõ ñïðàâî÷íèêàìè ïîèñêà òåîðåì "óïðîùýêâ", "ïåðåñòàíîâêè" äëÿ ñèìâî-
ëîâ ñïèñêà õ10. Ñïðàâî÷íèê "ïåðåñòàíîâêè" èñïîëüçóåòñÿ ëèøü â òîì ñëó÷àå,
êîãäà èñõîäíàÿ òåîðåìà - ïåðâàÿ â ñïèñêå âûâîäà. Åñëè èñõîäíàÿ òåîðåìà áûëà
ïîëó÷åíà îïèñûâàåìûì ïðèåìîì, òî â ñïèñîê õ11 îòáèðàþòñÿ òîëüêî òåîðåìû,
èìåþùèå åäèíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ.

Ïîñëå ñîñòàâëåíèÿ ñïèñêà õ11 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 íåêîòîðîé ëîãè÷åñêî-
ãî ñèìâîëà õ13 ñïèñêà õ10 â êîíñåêâåíò òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå
ïîäòåðìà d ⊆ e. Âûáèðàåòñÿ ïàðà ñïèñêà õ11, è â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû áåðåòñÿ åå ïåðâûé ýëåìåíò. Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò
õ19 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ12 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû. Ïðîöåäóðå ïåðåäàåòñÿ óêàçàòåëü "ìîäèôèêàòîð". Â íàøåì
ïðèìåðå õ19 èìååò âèä:

∀ab(a− set & b− set & ∅ − set & a ⊆ b & ¬(a ⊆ ∅)→ ¬(b = ∅))

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîé îáðàáîòêè òåîðå-
ìû õ19 ïðîöåäóðàìè "Ñïóñêîïåðàíäîâ" è "äåìîäèôèêàöèÿ". Â íàøåì ïðèìåðå
îí ñîâïàäàåò ñ òåîðåìîé õ19. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåí-
òîâ ðåçóëüòàòà îáðàáîòêè òåîðåìû õ20 ïðîöåäóðîé "Ïîëíûåïîñûëêè". Â íàøåì
ïðèìåðå ïîëó÷àåì íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ19. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ïðîöåäóðîé "íîðì"êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ20 îòíî-
ñèòåëüíî ïîñûëîê õ21. Â íàøåì ïðèìåðå ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû
õ19. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ïðîöåäóðîé "íîðìàí-
òåöåäåíòû"ñïèñêà õ21 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ22. Â íàøåì ïðèìå-
ðå ïîëó÷àåòñÿ ñïèñîê "a − set", "b − set", "a ⊆ b", "¬(a ⊆ ∅)". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî âñå ýëåìåíòû ñïèñêà õ23 ñóòü ýëåìåíòàðíûå óòâåðæäåíèÿ, ïðè÷åì íè îäèí
èç íèõ íå èìååò âèäà ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé íå ñîäåðæàùåìó åå òåðìó. Êîð-
íåâûå îïåðàíäû òåðìà õ22 (ñ îòáðàñûâàíèåì âíåøíåãî îòðèöàíèÿ, åñëè îíî
åñòü) îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðì" îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ23. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû íå óñìàòðèâàþò, ÷òî õ22 - ñëåäñòâèå õ23.
Òîãäà ñîçäàåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ23 è êîíñåêâåíòîì õ22.
Ïåðåä ðåãèñòðàöèåé åå â ñïèñêå âûâîäà ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå â íåé ñäâîåí-
íûõ ïåðåìåííûõ, âñòðå÷àþùèõñÿ òîëüêî âìåñòå, ïðè÷åì ïîä îäíîé è òîé æå
àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèåé.

Ïîïûòêà ÷àñòè÷íîé ñâåðòêè èìïëèêàöèè, èñïîëüçóåìîé â ïðîâåðî÷íîì
îïåðàòîðå

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀af (a− set & f −ôóíêöèÿ→ ïðîîáðàç(f, a) ⊆ Dom(f))

èç òåîðåìû

∀afx(f −ôóíêöèÿ & a− set & ¬(x ∈ Dom(f))→ ¬(x ∈ ïðîîáðàç(f, a)))
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Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì óòâåðæäåíèåì. Çàòåì ðåøàåòñÿ
çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùàÿ åäèíñòâåííóþ ïîñûëêó "èñòèíà". Åå óñëîâèåì
ñëóæèò èñõîäíàÿ òåîðåìà. Öåëè çàäà÷è - "óïðîñòèòü", "ñâåðòêà", "ðåäóöèðîâàíèå".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò õ9 èìååò áîëåå êîðîòêóþ ñâÿçûâàþùóþ ïðèñòàâêó, ÷åì èñ-
õîäíàÿ òåîðåìà. Çàòåì îí ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Â íàøåì ïðèìåðå ïîïûòêà
êâàíòîðíîé ñâåðòêè ïðèâåëà ê óñìîòðåíèþ îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ.

3.47 Õàðàêòåðèñòèêà "íåèçâåñòíàÿ"
Õàðàêòåðèñòèêîé "íåèçâåñòíàÿ(õ1)" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, êîòîðûå
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîäáîðà çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé õ1.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îáîáùåíèå èìïëèêàöèè äëÿ ïîäáîðà êîðíÿ óðàâíåíèÿ: âûäåëåíèå íåâûðîæäåí-
íîãî íåêîíñòàíòíîãî èçâåñòíîãî ïîäâûðàæåíèÿ è çàìåíà åãî íà íîâûé ïàðàìåòð.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcd(b−÷èñëî& ¬(b = 0) & d−÷èñëî& c = −d/(3b)+b→ cd+c3 = −d3/(27b3)+b3)

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c = a + b→ −3abc + c3 = a3 + b3)

Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííûé ïåðåõîä ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç çâåíüåâ öåïî÷êè, ïðèâîäÿ-
ùåé ê ôîðìóëå Êàðäàíî. Â ýòîé öåïî÷êå îí ïðèìåíÿåòñÿ âîñåìü ðàç.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, óêàçàííàÿ â õàðàêòåðèñòèêå. Â íà-
øåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû,
ïåðåìåííîé õ10 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ.

Ïðåæäå âñåãî, ïðåäïðèíèìàþòñÿ ïîïûòêè ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà "çàìåíà-
çíàêà" ïåðåìåñòèòü îäíîìåñòíûå îïåðàöèè âãëóáü ïîäòåðìîâ êîíñåêâåíòà òàê,
÷òîáû îíè îêàçàëèñü ðàñïîëîæåíû íàä òåðìàìè, íå ñîäåðæàùèìè ïåðåìåííîé
õ8. Â íàøåì ïðèìåðå ìèíóñ ïåðåìåùàåòñÿ ê ñîìíîæèòåëþ a, òàê ÷òî õ9 ïðèâî-
äèòñÿ ê âèäó "3(−a)bc + c3 = a3 + b3".

Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ11, è ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîñìîòð âõîæäåíèé õ12 â
òåðì õ9 òàêèõ ïîäòåðìîâ õ13, êîòîðûå íå ñîäåðæàò õ8, èìåþò íåïóñòîé ñïèñîê
ïàðàìåòðîâ, ïðè÷åì ÿâëÿþòñÿ îïåðàíäàìè òàêîé îïåðàöèè ëèáî òàêîãî îòíî-
øåíèÿ õ14, êîòîðîå ñîäåðæèò õ8. Åñëè ñèìâîë õ16 ïî âõîæäåíèþ õ14 íå àñ-
ñîöèàòèâåí ëèáî íå êîììóòàòèâåí, òî â õ11 çàíîñèòñÿ ïàðà (õ12, õ13). Èíà÷å
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê õ18 âñåõ íå ñîäåðæàùèõ õ8 îïåðàíäîâ îïåðàöèè õ14,
è ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ èõ îïåðàöèåé õ16. Åñëè
òåðì õ19 - íå ïåðåìåííàÿ è èìååò íåïóñòîé ñïèñîê ïàðàìåòðîâ, òî â õ11 çà-
íîñèòñÿ òðîéêà (õ14 A õ19), ãäå A - ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ16 âñåõ
ñîäåðæàùèõ õ8 îïåðàíäîâ îïåðàöèè õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 ñîäåðæèò òðîéêó
(v1, c, 3(−a)b), ãäå v1 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "3(−a)bc", è ïàðó (v2, a3 + b3).

Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ12 íàáîðà õ11. Â íàøåì ñëó÷àå - óêàçàííàÿ âûøå òðîéêà.
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîñëåäíèé ðàçðÿä íàáîðà õ12. Â íàøåì ñëó÷àå -
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"3(−a)b". Ïðåäïî÷òåíèå ïðè âûáîðå ýëåìåíòà õ12 îòäàåòñÿ òàêîìó, ó êîòîðîãî
òåðì õ13 áåñïîâòîðíûé, à ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ îáñòîÿòåëüñòâàõ - òîìó, ó êîòî-
ðîãî òåðì õ13 êîðî÷å. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òàêèõ ïàðàìåòðîâ
òåðìà õ13, êîòîðûå âíóòðè õ9 íå ÿâëÿþòñÿ îïåðàíäàìè áîëåå ÷åì îäíîìåñò-
íûõ îïåðàöèé ëèáî îòíîøåíèé R, òàêèõ, ÷òî âñå ïðî÷èå îïåðàíäû R ñîäåðæàò
õ8. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ a, b. Â ñïèñêå õ14 âûáèðàåò-
ñÿ ïåðåìåííàÿ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ ïåðåìåííîé,
èìåþùåé â òåðìå õ13 åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ òèï çíà÷åíèÿ îïåðàöèè - çàãîëîâêà òåðìà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "÷èñëî".
Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ18, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ñëó-
÷àå - d. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, íå
èìåþùèõ îòëè÷íûõ îò õ15 ïàðàìåòðîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - "a− ÷èñëî". Ïåðå-
ìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê õ19 óòâåðæäåíèé "ðàâíî(õ18
õ13)" è "õ17(õ18)". Â íàøåì ñëó÷àå - äîáàâëåíèÿ óòâåðæäåíèé "d = 3(−a)b" è
"d−÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ àíòåöåäåíòîâ, íå ñîäåð-
æàùèõ ïåðåìåííîé õ8 è íå âõîäÿùèõ â ñïèñîê õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò.
Â íàøåì ñëó÷àå îí ñîäåðæèò åäèíñòâåííîå óòâåðæäåíèå "b− ÷èñëî". Ðåøàåòñÿ
çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ21, à óñëîâèÿìè -
óòâåðæäåíèÿ õ20. Çàäà÷à èìååò öåëè "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðî-
ñòèòü", "èëè", "íåèçâåñòíûå õ15". Åå îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ23. Â
íàøåì ïðèìåðå èìååì:

(¬(b = 0) & a = −d/(3b) ∨ b = 0 & d = 0) & a− ÷èñëî & d− ÷èñëî

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", è ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ðåçóëüòàòà ïðèâåäåíèÿ ýòîãî îòâåòà ê âèäó
äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû. Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ25 íàáîðà õ24. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "¬(b = 0) & a = −d/(3b) & a− ÷èñëî & d− ÷èñëî". Ïåðåìåííîé
õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ25. Â íåì íàõî-
äèòñÿ ðàâåíñòâî õ27, îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé a. Â íàøåì ñëó÷àå -
"a = −d/(3b)". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü äàííîãî ðàâåíñòâà.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèìâîë s, ðàñïîëîæåííûé ïî âõîæäåíèþ w, ÿâëÿþùåìóñÿ ïåð-
âûì ýëåìåíòîì íàáîðà õ12. Åñëè õ12 - òðîéêà, òî ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé s âòîðîãî ýëåìåíòà íàáîðà õ12 è ïåðåìåííîé
õ18. Èíà÷å õ29 - òåðì, ñîñòîÿùèé èç ïåðåìåííîé õ18. Â íàøåì ïðèìåðå èìå-
åì òåðì "dc". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ w â
òåðì õ9 íà òåðì õ29. Â íàøåì ïðèìåðå - "dc + c3 = a3 + b3". Ïåðåìåííîé õ31
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â õ30 òåðìà õ28 âìåñòî ïåðåìåííîé õ15.
Â íàøåì ñëó÷àå - "dc + c3 = (−d/(3b))3 + b3". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò èñêëþ÷åíèÿ èç íàáîðà õ10 óòâåðæäåíèé õ19 è ïîñëåäóþùåãî äîáàâ-
ëåíèÿ óòâåðæäåíèé õ26. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ32 è
êîíñåêâåíòîì õ31. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "ñòàíäïîäáîð". Ýòîò îïåðà-
òîð îðèåíòèðîâàí íà ñòàíäàðòèçàöèþ òåîðåì, ó êîòîðûõ àíòåöåäåíòû ñîäåðæàò
ïåðåìåííûå - âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñëîæíûõ òåðìîâ, íåîäíîêðàò-
íî âñòðå÷àþùèõñÿ â òåîðåìå. Îáðàùåíèå ê îïåðàòîðó "íîðìòåîðåìà" ïðèâåëî
áû ê èñêëþ÷åíèþ òàêèõ ðàâåíñòâ.

Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

2. Îáîáùåíèå èìïëèêàöèè äëÿ ïîäáîðà êîðíÿ óðàâíåíèÿ: ïîäñòàíîâêà âìåñòî íåèç-
âåñòíîé âûðàæåíèÿ ñ íîâûì ïàðàìåòðîì.
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∀acdef (e− ÷èñëî & d− ÷èñëî & ¬(d = 0) & a− ÷èñëî & 0 ≤ 4d3 + 27a2 &

f =
√

4d3 + 27a2 & c = −e + (
3
√

3
√

3a− f +
3
√

3
√

3a + f)/( 3
√

2
√

3)→
c(d + 3e2) + 3ec2 + c3 = a− de− e3)

èç òåîðåìû

∀abcd(d− ÷èñëî & ¬(d = 0) & a− ÷èñëî & 0 ≤ 4d3 + 27a2 & c = −d/(3b) + b &

b =
3
√

3
√

3a−
√

4d3 + 27a2/( 3
√

2
√

3)→ cd + c3 = a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ (a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, óêàçàííàÿ â õàðàêòåðèñòèêå. Â íà-
øåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðå-
ìû. Âíóòðè òåðìà õ9 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ10 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà,
îäíèì èç êîðíåâûõ îïåðàíäîâ êîòîðîãî ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ8. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - âõîæäåíèå "c3". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ10.
Â íàøåì ñëó÷àå - "ñòåïåíü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "äóáëïàðàì" îïðåäå-
ëÿåò ïî õ11 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïî åå õàðàêòåðèñòèêå
"ñâåðòêà(. . .)" îïðåäåëÿåòñÿ íàïðàâëåíèå õ15 çàìåíû äëÿ ñâåðòêè âûðàæåíèÿ.
Â íàøåì ñëó÷àå - "ïåðâûéòåðì". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé
òåðì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ïðè ñâåðòêå, ïåðåìåííîé õ17 - çàìåíÿþùèé. Â
íàøåì ñëó÷àå õ17 - "(a + b)3". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì òåðìà õ17 ñëóæèò
ñèìâîë õ11. Âíóòðè ýòîãî òåðìà âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ18 àññîöèàòèâíîé è
êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè õ19. Â íàøåì ñëó÷àå - "a + b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïå-
ðàíäàìè âûðàæåíèÿ õ18 ñëóæàò ïåðåìåííûå õ22 è õ23. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b.
Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ17 âõîæäåíèÿ õ18
íà ïåðåìåííóþ õ22. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì a3. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê
âûðàæåíèÿ õ16 - ñèìâîë õ19. Íàõîäèòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä õ25 âûðàæåíèÿ õ16,
ðàâíûé õ24. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ õ19 èìååò åäèíèöó. Ïåðåìåííîé õ27
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ýòà òåîðåìà íå èìååò ïåðåìåííûõ, îòëè÷íûõ îò õ22 è õ23 è ÷òî âûðàæåíèå õ24
íå èìååò ïåðåìåííîé, îòëè÷íîé îò õ22. Íàõîäèòñÿ òàêîé òåðì t, ïîäñòàíîâêà êî-
òîðîãî âìåñòî õ22 â õ24 äàåò âûðàæåíèå õ10. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ïåðåìåííàÿ
c.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ29, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðåìåííàÿ e. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà
t è ïåðåìåííîé õ29 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ22 è õ23 â òåðì õ16. Â íàøåì ñëó÷àå
ïîëó÷àåì "c3+3c2e+3ce2+e3". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â õ30 èìååòñÿ òàêîé íåîäíîáóê-
âåííûé ïîäòåðì, èìåþùèé êîðíåâîé îïåðàíä õ8 è íå èìåþùèé îòëè÷íûõ îò õ8
ïåðåìåííûõ, êîòîðûé íå âñòðå÷àåòñÿ â êîíñåêâåíòå èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì
ïðèìåðå ýòî c2. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâ-
êè â óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ27 òåðìà õ28 è ïåðåìåííîé õ29 âìåñòî ïåðåìåííûõ
õ22 è õ23. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì "c − ÷èñëî", "e − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ32
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ19 ïåðåìåííûõ õ8 è õ19. Â íà-
øåì ñëó÷àå - "c + e". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ31 è
íàáîðà ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû âûðàæåíèÿ
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õ32 âìåñòî ïåðåìåííîé õ8. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì, ïîëó÷àåìûé
èç êîíñåêâåíòà õ9 îäíîâðåìåííîé çàìåíîé âõîæäåíèÿ õ10 íà õ30 è ïîäñòàíîâ-
êîé âìåñòî îñòàëüíûõ âõîæäåíèé òåðìà õ32 âìåñòî ïåðåìåííîé õ8. Â íàøåì
ïðèìåðå èìååì óòâåðæäåíèå "(c + e)d + (c3 + 3c2e + 3ce2 + e3) = a".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå õ33 èìååòñÿ ðàâåíñòâî õ35, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî
ðàñïîëîæåíî âûðàæåíèå c+e. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "c+e = −d/(3b)+b".
Íàáîð õ33 ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäíàáîð õ36 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ
õ8, è ïîäíàáîð õ37 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Â íàøåì ñëó÷àå õ36 ñîñòîèò èç óêà-
çàííîãî ðàâåíñòâà õ35 è óòâåðæäåíèÿ "c−÷èñëî". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå
ñ ïîñûëêàìè õ37 è óñëîâèÿìè õ36. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", ÿâíîå", "ïðÿìîéî-
òâåò", "óïðîñòèòü", "ðàâíî", "íåèçâåñòíûå õ8". Ïîëó÷àåòñÿ îòâåò õ39, êîòîðûé
â íàøåì ïðèìåðå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

c = −e + ( 3

√
(3
√

3a−
√

4d3 + 27a2)/2 + 3

√
(3
√

3a +
√

4d3 + 27a2)/2)/
√

3

Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ37 êîíúþíêòèâ-
íûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ39. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ40
è êîíñåêâåíòîì õ34. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "ñòàíäïîäáîð", âûïîëíÿ-
þùèì íåîáõîäèìûå óïðîùåíèÿ (â ÷àñòíîñòè, ââîä âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ äëÿ ïîâòîðÿþùèõñÿ ãðîìîçäêèõ ïîäòåðìîâ). Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

3. Îáîáùåíèå èìïëèêàöèè äëÿ ïîäáîðà êîðíÿ óðàâíåíèÿ: äîìíîæåíèå îáåèõ ÷à-
ñòåé äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ íà íîâûé ïàðàìåòð.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdefgh(0 ≤ 4d3 + 27a2 & b − ÷èñëî & e − ÷èñëî & ¬(3e − b2 = 0) & ¬(h =

0) & h − ÷èñëî & g − ÷èñëî & f =
√

4d3 + 27a2 & c − b/3 + (
3
√

3
√

3a− f +
3
√

3
√

3a + f)/( 3
√

2
√

3) & d = e−b2/3 & a = g+b(9e−2b2)/27→ bhc2 +ceh+hc3 =
gh)

èç òåîðåìû

∀abcdefg(0 ≤ 4d3+27a2 & b−÷èñëî & e−÷èñëî & ¬(3e−b2 = 0) & g−÷èñëî & f =√
4d3 + 27a2 & c −b/3+(

3
√

3
√

3a− f +
3
√

3
√

3a + f)/( 3
√

2
√

3) & d = e−b2/3 & a =
g + b(9e− 2b2)/27→ bc2 + ce + c3 = g)

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀abc(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab = bc↔ a = c)

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab + ac = a(b + c))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, óêàçàííàÿ â õàðàêòåðèñòèêå. Â íà-
øåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðå-
ìû, ïåðåìåííîé õ10 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò èìå-
åò ðîâíî äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ îäèí èç íèõ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ8 âõîäèò â ýòîò îïåðàíä è íå âõîäèò â äðóãîé.
Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - "bc2 + ce + c3". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëî-
âîê êîíñåêâåíòà. Åñëè ýòîò çàãîëîâîê - ðàâåíñòâî, òî íàõîäèòñÿ òèï çíà÷åíèé
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âûðàæåíèÿ õ13, è ïåðåìåííîé õ14 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò òèï. Â íàøåì ïðè-
ìåð õ14 - "÷èñëî". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "êîýôô" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó
õ14 óêàçàííóþ âûøå ïåðâóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïî åå õàðàêòåðèñòèêå
"îáùíîðì" îïðåäåëÿåòñÿ íàïðàâëåíèå çàìåíû õ18. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàè-
âàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ïåðâîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå -
"ac = bc". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ïåðâîãî êîðíåâîãî îïåðàí-
äà òåðìà õ19. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "äèñòðèáðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò ïî õ20
âòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ
÷àñòü ýòîé òåîðåìû ïðè ðàçâåðòêå. Â íàøåì ïðèìåðå - "ab + ac". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî çàãîëîâêè âûðàæåíèé õ13 è õ25 ñîâïàäàþò. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð êîðíåâûõ îïåðàíäîâ âûðàæåíèÿ õ13. Â íàøåì ñëó÷àå - "bc2", "ce", "c3".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå õ27 èìååòñÿ òàêîå âûðàæåíèå õ28, êîòîðîå ëèáî ñîâ-
ïàäàåò ñ õ8, ëèáî íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé, ïðè÷åì ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ êîðíåâîé
îäíîìåñòíîé îïåðàöèè, åñëè îíà åñòü, îíî íå èìååò âèäà õ20(. . . X . . .), ãäå X -
ïåðåìåííàÿ, îòëè÷íàÿ îò õ8. Èíûìè ñëîâàìè, â íàøåì ïðèìåðå âûðàæåíèå õ28
íå äîëæíî èìåòü ñîìíîæèòåëåì îòëè÷íóþ îò c ïåðåìåííóþ. Î÷åâèäíî, íà ýòó
ðîëü ïîäõîäèò c3.

Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ28. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ h. Ïåðåìåí-
íîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ êîðíåâîé îïåðàöèåé òåðìà õ13 (â
íàøåì ñëó÷àå - "ïëþñ") ðåçóëüòàòîâ ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ20 ïåðåìåííîé õ28
è ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ27. Â íàøåì ïðèìåðå õ29 èìååò âèä "bc2h + ceh + c3h".
Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ20 ïîäòåðìà
õ12 è ïåðåìåííîé õ28. Â íàøåì ïðèìåðå - "gh". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ êîðíåâûì îòíîøåíèåì êîíñåêâåíòà õ9 òåðìîâ õ29 è
õ30, ñ ñîõðàíåíèåì èñõîäíîé îðèåíòàöèè îïåðàíäîâ. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì
"bc2h+ceh+c3h = gh". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðàìåòð òåðìà õ19, èìå-
þùèé â íåì áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå - "b". Ïåðåìåííîé õ33
ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü ïåðâîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåí-
íîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ïåðâûé îïåðàíä, ïåðåìåííîé õ35 - âòîðîé. Â íàøåì
ïðèìåðå ýòî ïåðåìåííûå a, c. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ
ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû ïåðâîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû òåðìîâ õ28, ïåðâî-
ãî êîðíåâîãî îïåðàíäà êîíñåêâåíòà õ9 è åãî âòîðîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ32, õ34, õ35. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèÿ "¬(h = 0)",
"bc2 + ce + c3 − ÷èñëî", "h− ÷èñëî", "g − ÷èñëî". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòå-
öåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû è óòâåðæäåíèÿ õ36.
Êîíñåêâåíò ýòîé èìïëèêàöèè - õ31. Äàííàÿ èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöå-
äóðîé "ñòàíäïîäáîð". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäñòàíîâêà â åå àíòåöåäåíòû åäèíèöû
îïåðàöèè õ20 âìåñòî ïåðåìåííîé õ28 íå ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ ïðîòèâîðå÷èÿ.
Çàòåì ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåî-
ðåìû.

3.48 Õàðàêòåðèñòèêà "íåèçâåñòíûå"

Õàðàêòåðèñòèêîé "íåèçâåñòíûå(x S N)" ñíàáæàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîëó÷åííûå
äëÿ âûðàæåíèÿ íåèçâåñòíîé x ÷åðåç íåèçâåñòíûå, âõîäÿùèå â âûðàæåíèÿ, èäåíòè-
ôèöèðîâàííûå ñ ïåðåìåííûìè ñïèñêà S. N - íàïðàâëåíèå çàìåíû.
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Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îáîáùåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîçâîëÿþùåé âûðàçèòü îäíó íåèçâåñòíóþ ÷åðåç
äðóãèå: èñêëþ÷åíèå îïåðàöèè òèïà îòðèöàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcef (¬(b = 0) & a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & f − ÷èñëî & ¬(f =
0) & e − ÷èñëî → acf + bc2 + ef 2 = 0 ↔ (c = −f(a +

√
−4be + a2)/(2b) ∨ c =

f(−a +
√
−4be + a2)/(2b)) & 0 ≤ −4be + a2)

èç òåîðåìû

∀abcdf (¬(b = 0) & a−÷èñëî& b−÷èñëî& d−÷èñëî& c−÷èñëî& f−÷èñëî& ¬(f =
0) & e − ÷èñëî → acf + bc2 − df2 = 0 ↔ (c = −f(a +

√
4bd + a2)/(2b) ∨ c =

f(−a +
√

4bd + a2)/(2b)) & 0 ≤ 4bd + a2)

Çäåñü õàðàêòåðèñòèêà õ7 èìååò âèä "íåèçâåñòíûå(c f âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåí-
íîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - ïàðàìåòðû õàðàê-
òåðèñòèêè õ7.Âûáèðàåòñÿ áåñïîâòîðíûé ïàðàìåòð õ12 òåðìà õ10, íå âõîäÿùèé
â ñïèñîê õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - d. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå õ12 â òåðì õ10. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 îïåðàöèè õ15, îïåðàíäîì
êîòîðîé ñëóæèò õ13. Â íàøåì ñëó÷àå õ15 - "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àð-
íîñòü ñèìâîëà õ15 ðàâíà 2. Íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ16 îïåðàöèè õ17, îïåðàíäîì
êîòîðîé ñëóæèò õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå òåðìà −df2. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòà îïåðàöèÿ èìååò åäèíñòâåííûé îïåðàíä. Ñïðàâî÷íèê "çàìåíàçíàêà" ïî
ñèìâîëó õ15 óêàçûâàåò íàáîð óêàçàíèé íà âîçìîæíîñòü ïåðåíåñåíèÿ âíåøíåãî
çíàêà íà îïåðàíä îïåðàöèè õ14. Â ýòîì íàáîðå âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ20, ñîîò-
âåòñòâóþùèé çíàêó õ17, ïðè÷åì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò çíàê ìîæåò áûòü ïåðåíå-
ñåí èìåííî íà îïåðàíä õ13. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "õ17(õ12)". Â
íàøåì ïðèìåðå - "−d". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåî-
ðåìû. Ñïðàâî÷íèê "òèï" îïðåäåëÿåò òèï õ25 çíà÷åíèé îïåðàöèè õ17. Â íàøåì
ïðèìåðå - "÷èñëî". Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ26. Â íàøåì ñëó÷àå - e. Ïå-
ðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð, îáðàçîâàííûé ðàâåíñòâîì âûðàæåíèé õ26,
õ22 è óòâåðæäåíèåì "õ25(õ26)". Â íàøåì ïðèìåðå - "e = −d", "÷èñëî(e)". Ðåøà-
åòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ23 è óñëîâèÿìè õ27. Öåëè åå - "ïîëíûé",
"ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ12". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ29. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "d = −e & e − ÷èñëî". Ïåðå-
ìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ äàííîãî îòâåòà. Â íåì
âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ31 ïåðåìåííîé õ12 âûðàæåíèþ õ32.

Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü èñõîäíîé òåîðåìû. Îïðåäå-
ëÿþòñÿ ðåçóëüòàò õ35 ïîäñòàíîâêè â íåå òåðìà õ32 âìåñòî ïåðåìåííîé õ12, ðå-
çóëüòàò õ36 ïîäñòàíîâêè â ïîäòåðì õ14 ïåðåìåííîé õ26 âìåñòî õ12, è ðåçóëüòàò
õ37 çàìåíû â òåðìå õ10 âõîæäåíèÿ õ16 íà âûðàæåíèå õ36. Â íàøåì ïðèìåðå õ37
èìååò âèä "acf + bc2 + ef 2 = 0". Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ32 âìåñòî ïåðåìåííîé õ12 â óòâåðæäå-
íèÿ õ23 ñ ðåçóëüòàòîì óäàëåíèÿ èç íàáîðà õ30 ðàâåíñòâà õ31. Óòâåðæäåíèå õ35
óïðîùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ38 âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðà-
çîâàíèå. Ñïèñîê õ38 îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñè-
òåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ35 è õ37. Íàêîíåö, ñîçäàåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ
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ñ àíòåöåäåíòàìè õ38 è ðàâåíñòâîì âûðàæåíèé õ35, õ37 â êîíñåêâåíòå. Îðèåí-
òàöèÿ ðàâåíñòâà - òà æå, ÷òî â èñõîäíîé òåîðåìå. Â ñïèñêå âûâîäà ïîëó÷åííàÿ
òåîðåìà ðåãèñòðèðóåòñÿ êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

2. Îáîáùåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîçâîëÿþùåé âûðàçèòü îäíó íåèçâåñòíóþ ÷åðåç
äðóãèå: èñêëþ÷åíèå îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcef (¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & f − ÷èñëî & e− ÷èñëî→
acf + bc2 + ef 2 = 0 ↔ ¬(b = 0) & (c = −f(a +

√
−4be + a2)/(2b) ∨ c =

f(−a +
√
−4be + a2)/(2b)) & 0 ≤ −4be + a2 ∨ = 0 & f = 0 & − 4be + a2 < 0)

èç òåîðåìû

∀abcef (¬(b = 0) & a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & f − ÷èñëî & ¬(f =
0) & e − ÷èñëî → acf + bc2 + ef 2 = 0 ↔ (c = −f(a +

√
−4be + a2)/(2b) ∨ c =

f(−a +
√
−4be + a2)/(2b)) & 0 ≤ −4be + a2)

Çäåñü õàðàêòåðèñòèêà õ7 èìååò âèä "íåèçâåñòíûå(c f âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåí-
íîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - ïàðàìåòðû õàðàê-
òåðèñòèêè õ7. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Â
íåì âûáèðàåòñÿ îòðèöàíèå ðàâåíñòâà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "¬(f = 0)". Ïåðå-
ìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ðàâåíñòâà â ýòî îòðèöàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî â îäíîé ÷àñòè ðàâåíñòâà íàõîäèòñÿ ïåðåìåííàÿ õ17, ïðèíàäëåæàùàÿ ñïèñêó
õ11, íî íå ÿâëÿþùàÿñÿ ïåðâûì îïåðàíäîì õàðàêòåðèñòèêè õ7, à â äðóãîé - âû-
ðàæåíèå õ18, íå ñîäåðæàùåå ïåðåìåííîé õ17. Â íàøåì ñëó÷àå õ17 - ïåðåìåííàÿ
f . Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ î.ä.ç. êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåð-
æäåíèå õ13 íå âñòðå÷àåòñÿ â ñïèñêå óòâåðæäåíèé õ19. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ12 óòâåðæäåíèÿ õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îí íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ î.ä.ç. êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ20.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 íå âõîäèò â ñïèñîê õ21. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå õ10 âûðàæåíèÿ õ18 âìåñòî ïåðåìåííîé
õ17. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì "ac · 0 + bc2 + e · 02 = 0". Ïåðåìåííîé õ23 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ11 ïåðåìåííîé õ17. Â íàøåì ñëó÷àå
èìååì îäíîýëåìåíòíûé ñïèñîê c. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ20
è ñ åäèíñòâåííûì óñëîâèåì õ22. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéî-
òâåò", "ïîïûòêàñïóñêà", "íåèçâåñòíûå õ23". Ôàêòè÷åñêè, îíà ëèøü óïðîùàåò
óòâåðæäåíèå õ22 îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ õ23. Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåí-
íîé õ25. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåì "¬(b = 0) & c = 0 ∨ b = 0". Ïåðåìåííîé
õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèÿ õ25 è ðàâåíñòâà èç óòâåðæäåíèÿ
õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "(¬(b = 0) & c = 0 ∨ b = 0) & f = 0". Ïåðåìåííîé
õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷àñòè èñõîäíîé
òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - ñàìà çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü.

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ öèêë ïðîñìîòðà ýëåìåíòîâ õ28 ñïèñêà õ27, ñîäåðæàùèõ ïå-
ðåìåííóþ õ17. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
óòâåðæäåíèÿ õ28, íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ17. Â íàøåì ñëó÷àå - åäèí-
ñòâåííîå óòâåðæäåíèå "0 ≤ −4be+a2". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò íàáîð íåïóñò. Ïå-
ðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåð-
æäåíèÿ õ28. Â íàøåì ñëó÷àå îíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé äèçúþíêöèè "(c =
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−f(a+
√
−4be + a2)/(2b) ∨ c = f(−a+

√
−4be + a2)/(2b))". Ïåðåìåííîé õ32 ïðè-

ñâàèâàåòñÿ êîíêàòåíàöèÿ ñïèñêîâ õ20, õ30, à òàêæå ðàâåíñòâà èç óòâåðæäåíèÿ
õ13 è óòâåðæäåíèÿ õ25. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ31 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ32. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî î÷åâèäíî, òàê êàê â
ïîñûëêàõ èìåþòñÿ ðàâåíñòâà íóëþ c è f . Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà îïèñàíèå óïðî-
ùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ20 êîíúþíêöèÿ òðåõ óòâåðæäåíèé: ðàâåíñòâà èç
óòâåðæäåíèÿ õ13, îòðèöàíèÿ êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ30 è óòâåðæäåíèÿ õ25.
Ðåçóëüòàò ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ26.

Ïî îêîí÷àíèè öèêëà â íàøåì ñëó÷àå ïåðåìåííîé õ26 îêàçûâàåòñÿ ïðèñâîåíî
óòâåðæäåíèå "c = 0 & − 4be + a2 < 0 & f = 0". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ26. Ôîðìèðóåòñÿ äèçúþíêöèÿ
óòâåðæäåíèé ñïèñêîâ õ27 è õ28. Ðåçóëüòàò îáðàáîòêè åå îïåðàòîðîì "íîðìè-
ëè" îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ29. Çàòåì ñîçäàåòñÿ
èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ20, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýê-
âèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ10 è õ29. Â ñïèñêå âûâîäà ïîëó÷åííàÿ òåîðåìà
ðåãèñòðèðóåòñÿ êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

3.49 Õàðàêòåðèñòèêà "íåèçâîöåíêà"
Õàðàêòåðèñòèêîé "íåèçâîöåíêà(N F )" ñíàáæàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðèìåíåíèå êî-
òîðûõ â íàïðàâëåíèè N ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå ïðîñòûå âûðàæåíèÿ ñ íåèçâåñò-
íûìè. F - ôèëüòð, óòî÷íÿþùèé êîíòåêñò.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïåðåõîä ê èìïëèêàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cfghi(¬(f − 1 = 0) & 0 < f & 0 < g & c− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî & h−
÷èñëî & i− ÷èñëî & c = h + i logf g → fhgi = f c)

èç òåîðåìû

∀cfghi(¬(f − 1 = 0) & 0 < f & 0 < g & c− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî & h−
÷èñëî & i− ÷èñëî→ fhgi = f c ↔ c = h + i logf g)

Çäåñü èç òåîðåìû, ïîðîæäàþùåé ïðèåì ýêâèâàëåíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâ-
íåíèÿ, âûâîäèòñÿ òåîðåìà, äàþùàÿ ïðèåì âûâîäà ñëåäñòâèÿ â çàäà÷å íà èññëå-
äîâàíèå. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äîñòèãàåòñÿ èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíîãî ëîãàðèôìà.

Â íàøåì ïðèìåðå õàðàêòåðèñòèêà èìååò âèä "íåèçâîöåíêà(ïåðâûéòåðì è(òèï(
îïèñàòü) óñëîâèå íå(èçâåñòíî(õ7)) èçâåñòíî(õ8) èçâåñòíî(õ9)))".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàïðàâëåíèå çàìåíû, ïåðåìåííîé õ9 - íàáîð êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ôèëüòðà. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü,
ïåðåìåííîé õ12 - çàìåíÿþùàÿ, ïåðåìåííîé õ13 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê òåðìîâ õ11 è õ12 - ñèìâîë "ðàâíî". Çàòåì ñîçäàåò-
ñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷åíû äîáàâëåíèåì ê ñïèñêó
õ13 óòâåðæäåíèÿ õ11, à êîíñåêâåíò ðàâåí õ12. Ýòà èìïëèêàöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ
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åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "ñáëèæåíèå", îçíà÷àþùåé, ÷òî òåîðåìà ïðåäíà-
çíà÷åíà äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé â çàäà÷å íà èññëåäîâàíèå, ïðèâîäÿùåãî ê "ñáëè-
æåíèþ" ðàçëè÷íûõ ïîäâûðàæåíèé ñ íåèçâåñòíûìè.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Âàðüèðîâàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, èñêëþ÷àþùåé ñëîæíîå ïîäâûðàæåíèå ñ íåèç-
âåñòíûìè: ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå íåèçâåñòíîé ÷àñòè äâóìåñòíîãî
îòíîøåíèÿ, âêëþ÷àþùåå âñå îñòàòî÷íûå íåèçâåñòíûå ÷ëåíû, ïðè÷åì ñïåöèàëü-
íî âûäåëÿåòñÿ ïîäñëó÷àé, êîãäà îíî íóëåâîå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abefgh(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g− íàòóðàëüíîå & h−
íàòóðàëüíîå & g − even & 0 ≤ e → ehf g − (a − b)g = 0 & 0 ≤ f(a − b) ↔ a =
b + feh/g)

èç òåîðåìû

∀aefgh(¬(g = 0) & a−÷èñëî & e−÷èñëî & f−÷èñëî & h−÷èñëî & ÷èñëèòåëü(g)−
even & g − rational & 0 ≤ e→ ehf g = ag & 0 ≤ af ↔ a = feh/g)

Â íàøåì ïðèìåðå õàðàêòåðèñòèêà èìååò âèä "íåèçâîöåíêà(ïåðâûéòåðì è(òèï(
îïèñàòü) óñëîâèå èçâåñòíî(g) íå(èçâåñòíî(e)) íàòóðàëüíîå(h) èëè(íàòóðàëüíîå(
g) è(èçâåñòíî(e)èçâåñòíî(a)))))". Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä
õàðàêòåðèñòèêè, ïåðåìåííîé õ9 - íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ âòîðîãî îïå-
ðàíäà. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå, ïåðåìåííîé
õ12 - çàìåíÿþùåå. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî êîðíåâàÿ îïåðàöèÿ óòâåðæäåíèÿ õ11 äâóìåñòíàÿ, ïðè÷åì îäèí
èç åå îïåðàíäîâ - ïåðåìåííàÿ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Ïåðåìåííîé õ18 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ äðóãîé îïåðàíä. Â íàøåì ïðèìåðå - "feh/g". Ïåðåìåííîé õ19 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ11. Åñëè ýòî ðàâåíñòâî, òî îí çàìåíÿåò-
ñÿ íà òèï çíà÷åíèÿ ÷àñòåé äàííîãî ðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò îáðàùåíèÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïåðåãðóïïèðîâêà" íà ñèìâîëå õ19. Â
íàøåì ñëó÷àå ýòî (ïëþñ ìèíóñ 0), ò.å. äîïóñêàåòñÿ ïåðåíåñåíèå ñëàãàåìûõ â
ïðîòèâîïîëîæíóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà ñ èçìåíåíèåì èõ çíàêà, ïðè÷åì 0 - åäèíèöà
äîïóñêàþùåé ïåðåãðóïïèðîâêó îïåðàöèè. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåð-
âûé ýëåìåíò òðîéêè õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïëþñ". Ïåðåìåííîé õ22
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð õ21 - ÷ëåíîâ (â íàøåì ïðèìåðå - ñëàãàåìûõ) âûðàæåíèÿ
õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ýòîì íàáîðå íåò îäíîáóêâåííûõ âûðàæåíèé, îáðàçî-
âàííûõ ïåðåìåííûìè. Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ23. Â íàøåì ñëó÷àå -
"b". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ21 âû-
ðàæåíèÿ õ18 è ïåðåìåííîé õ23. Â íàøåì ïðèìåðå - "feh/g + b". Ïåðåìåííîé
õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ21 âûðàæåíèÿ õ17 è ïå-
ðåìåííîé õ23, âçÿòîé ñî çíàêîì, óêàçàííûì â òðîéêå õ20. Â íàøåì ñëó÷àå -
"a− b". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ25
âìåñòî ïåðåìåííîé õ17 â çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå -
"ehf g = (a − b)g & 0 ≤ (a − b)f". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï çíà÷åíèé
îïåðàöèè õ21. Â íàøåì ñëó÷àå - "÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ îáú-
åäèíåíèå íàáîðà ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ25 âìåñòî ïåðåìåííîé
õ17 â àíòåöåäåíòû òåîðåìû ñ óòâåðæäÿåíèÿìè "õ27(õ23)", "õ27(õ17)". Â íàøåì
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ïðèìåðå - ñ óòâåðæäåíèÿìè "b − ÷èñëî", "a − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ29 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ ïîäòåðìà õ18 â õ11 íà õ24. Â íàøåì
ïðèìåðå - "a = feh/g + b". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå íàáî-
ðà ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ "òåðì(õ25)" âìåñòî ïåðåìåííîé õ17 â
òåðìû íàáîðà õ9 ñ òåðìàìè "èçâåñòíî(õ17)", "ñìíåèçâ(õ23)". Â íàøåì ïðèìå-
ðå èìååì ñïèñîê "òèï(îïèñàòü)", "óñëîâèå", "èçâåñòíî(g)", "íå(èçâåñòíî(e))",
"íàòóðàëüíîå(h)", "èëè(íàòóðàëüíîå(g)è(èçâåñòíî(f) èçâåñòíî(òåðì(a− b))))",
"èçâåñòíî(a)", "ñìíåèçâ(b)". Çäåñü ôèëüòð "ñìíåèçâ(b)" îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåìåí-
íàÿ b èäåíòèôèöèðóåòñÿ ëèáî ñ âûðàæåíèåì, ñîäåðæàùèì íåèçâåñòíûå, ëèáî ñ
åäèíèöåé âíåøíåé îïåðàöèè (â íàøåì ïðèìåðå - ñ íóëåì).

Äàëåå ïðîöåäóðà "íîðìíåèçâ" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò ãðóïïèðîâêè íåèçâåñòíûõ
÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ26 â îäíîé ÷àñòè äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ. Êîíòåêñò, îïðå-
äåëÿþùèé èçâåñòíûå è íå èçâåñòíûå òåðìû, çàäàåòñÿ ñïèñêîì õ30. Ïîëó÷åí-
íûé ðåçóëüòàò ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ26. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì:
"ehf g − (a− b)g = 0 & 0 ≤ (a− b)f".

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ26 è õ29, ñ ñî-
õðàíåíèåì îðèåíòàöèè èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" ñïèñêà õ28 îòíîñèòåëüíî ïà-
ðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ31. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè
èìïëèêàöèè ñ àíòåöåäåíòàìè õ32 è êîíñåêâåíòîì õ31 îïåðàòîðîì "ïîëíûåïî-
ñûëêè". Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì:

∀abefgh(¬(g = 0) & e−÷èñëî & f−÷èñëî & h−÷èñëî & ÷èñëèòåëü(g)−even & g−
rational & 0 ≤ e & b− ÷èñëî & a− ÷èñëî→ ehf g − (a− b)g = 0 & 0 ≤ (a− b)f ↔
a = feh/g + d)

Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ òðîéêà ((òåîðåìà(õ33), òåêïåðåìåííûå(P ), òåê-
õîæä(õ29)), õ30, ïóñòîåñëîâî), ãäå P - ñïèñîê ïåðåìåííûõ òåîðåìû õ33. Ýòà
òðîéêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó íà ïðåîáðàçîâàíèå ãðóïïû ôèëüòðîâ â çà-
äàííîì êîíòåêñòå. Ïåðâûé åå ýëåìåíò çàäàåò êîíòåêñò ïðåîáðàçîâàíèÿ, âòîðîé
- ãðóïïó ïðåîáðàçóåìûõ ôèëüòðîâ, òðåòèé - óòî÷íÿåò öåëåâóþ óñòàíîâêó ïðå-
îáðàçîâàíèé è õðàíèò ââîäèìûå â ïðîöåññå ðåøåíèÿ êîììåíòàðèè. Òðîéêà õ34
ïðåîáðàçóåòñÿ ïðîöåäóðîé "ïðåîáðôèëüòð". Ýòà ïðîöåäóðà ôàêòè÷åñêè ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé áàçó ïðèåìîâ ïî óïðîùåíèþ ôèëüòðîâ è áûëà îïèñàíà â ðàçäåëå
ìîíîãðàôèè, ïîñâÿùåííîì êîìïèëÿòîðó ñïåöèôèêàöèé (ñåäüìîé òîì). Ïîñëå
ïðèìåíåíèÿ åå ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûé âòîðîé ðàç-
ðÿä íàáîðà õ34. Â íàøåì ïðèìåðå - "òèï(îïèñàòü)", "óñëîâèå", "èçâåñòíî(g)",
"íå(èçâåñòíî(e))", "íàòóðàëüíîå(h)", "èëè(íàòóðàëüíîå(g)è(èçâåñòíî(f) çàãîëî-
âîê(b 0)))", "èçâåñòíî(a)", "ñìíåèçâ(b)". Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì
"çàãîëîâîê(õ23 e)", ãäå e - ïîñëåäíèé ýëåìåíò òðîéêè õ20. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - "çàãîëîâîê(b 0)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò òåðì âñòðå÷àåòñÿ â òåðìàõ íà-
áîðà õ35. Âñå åãî âõîæäåíèÿ â òåðìû ýòîãî íàáîðà çàìåíÿþòñÿ íà êîíñòàí-
òó "ëîæü". Ïîñëå ýòîãî ðåàëèçóåòñÿ ïîâòîðíàÿ îáðàáîòêà òðîéêè õ34 îïåðàòî-
ðîì "ïðåîáðôèëüòð", è ïåðåìåííîé õ35 ñíîâà ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé ýëåìåíò
òðîéêè õ34. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì: "òèï(îïèñàòü)", "óñëîâèå", "èçâåñòíî(g)",
"íå(èçâåñòíî(e))", "íàòóðàëüíîå(h)", "íàòóðàëüíîå(g)", "èçâåñòíî(a)", "ñìíå-
èçâ(b)".
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Ðåàëèçóåòñÿ ïðîöåäóðà "ó÷åòôèëüòðîâ", êîòîðîé ïåðåäàþòñÿ òåîðåìà è íàáîð
ôèëüòðîâ õ35. Îíà ïðåäïðèíèìàåò ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî äèçúþíêòèâíûì ÷ëåíàì
ôèëüòðîâ, ôèêñèðóþùèì âèä ïåðåìåííûõ òåîðåìû. Â êàæäîì ïîäñëó÷àå âûäà-
åòñÿ ñêîððåêòèðîâàííàÿ òåîðåìà õ37 è ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð ôèëüòðîâ õ38.
Òåîðåìà õ37 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.
Îíà ñîïðîâîæäàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé "íåèçâîöåíêà(õ8 è(õ38))". Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "íåèçâîöåíêà(ïåðâûéòåðì è(òèï(îïèñàòü) óñëîâèå íå(èçâåñòíî(e)) íàòó-
ðàëüíîå(h) íàòóðàëüíîå(g) èçâåñòíî(a) ñìíåèçâ(b)))".

2. Ïîïûòêà óñèëèòü ýêâèâàëåíòíîñòü: åñëè íåêîòîðûé àíòåöåäåíò ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì äðóãèõ àíòåöåäåíòîâ è çàìåíÿåìîãî óòâåðæäåíèÿ, òî îí ïåðåíîñèòñÿ â
êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû çàìåíÿþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abefgh(b−÷èñëî & e−÷èñëî & f−÷èñëî & g−íàòóðàëüíîå & h−íàòóðàëüíîå &
g−even & 0 ≤ e→ ehf g−(a−b)g = 0 & a−÷èñëî & 0 ≤ f(a−b)↔ a = b+feh/g)

èç òåîðåìû

∀abefgh(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − íàòóðàëüíîå &
h− íàòóðàëüíîå & g − even & 0 ≤ e→ ehf g − (a− b)g = 0 & 0 ≤ f(a− b)↔
a = b + feh/g)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - íàáîð àí-
òåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç íàáîðà õ11
âñåõ óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. òåðìà õ10. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ13 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "a−÷èñëî". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ13 èìåþò åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð. Ïåðåìåííîé
õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèñîåäèíåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ10 ê íå âîøåäøèì
â ñïèñîê õ13 óòâåðæäåíèÿì íàáîðà õ11. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ13 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ16. Ïåðåìåííîé õ18
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ êîíúþíêöèåé óòâåðæäåíèé õ13 è çàìåíÿ-
þùåãî òåðìà òåîðåìû. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé
ñëóæàò âñå íå âîøåäøèå â ñïèñîê õ13 àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû, à êîíñå-
êâåíòîì - ýêâèâàëåíòíîñòü õ18 è õ10. Îðèåíòàöèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè - òà æå, ÷òî
ó èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåî-
ðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû. Åå õàðàêòåðèñòèêà
"íåèçâîöåíêà(. . .)" - òà æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû.

3. Îáîáùåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: ââîä äèçúþíêöèè äëÿ ó÷åòà âûðîæäåííîãî ñëó-
÷àÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cijk(0 < i & 0 < k & i−÷èñëî & j−÷èñëî & k−÷èñëî→ ¬(i−1 = 0) & j+logi k =
logi c & 0 < c & c− ÷èñëî ∨ c = k & i− 1 = 0↔ c = kij)

èç òåîðåìû

∀cijk(¬(i − 1 = 0) & 0 < i & 0 < k & i − ÷èñëî & j − ÷èñëî & k − ÷èñëî →
j + logi k = logi c & 0 < c & c− ÷èñëî↔ c = kij)
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Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - íàáîð àíòå-
öåäåíòîâ. Â ñïèñêå õ11 âûáèðàåòñÿ îòðèöàíèå ðàâåíñòâà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå
- "¬(i−1 = 0)". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïîä ýòèì îòðèöàíèåì,
ïåðåìåííîé õ14 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ14
ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé õ15. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ïðî÷èõ
àíòåöåäåíòîâ, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ â ñïèñêå õ14, è ê íåìó äîáàâëÿåò-
ñÿ ðàâåíñòâî õ13. Ðåçóëüòàò ðàçðåøàåòñÿ ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è
íà îïèñàíèå îòíîñèòåëüíî õ15, è ðåçóëüòàò ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ13.
Â íàøåì ñëó÷àå õ13 ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî i = 1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 -
ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ15 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ16, íå ñîäåðæàùåìó õ15.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ15 âõîäèò â çàìåíÿåìûé òåðì õ10 è ÷òî óòâåð-
æäåíèå õ12 íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. çàìåíÿåìîãî òåðìà
è îñòàëüíûõ àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòà-
íîâêè õ16 âìåñòî õ15 â çàìåíÿåìûé òåðì õ10. Â íàøåì ñëó÷àå - "c = k1j".
Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè óòâåðæäåíèÿ õ17 íîðìà-
ëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè îòíîñèòåëüíî ñïèñêà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå
- "c = k". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè óòâåðæäåíèÿ õ18 ìåíüøå îöåí-
êè ñëîæíîñòè óòâåðæäåíèÿ õ10. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ
äâóõ óòâåðæäåíèé, ïåðâîå èç êîòîðûõ - êîíúþíêöèÿ òåðìà õ12 è çàìåíÿþùåãî
óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû, à âòîðîå - êîíúþíêöèÿ ðàâåíñòâà ïîä îòðèöàíèåì õ12 è
óòâåðæäåíèÿ õ18. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñ-
êà õ11 óòâåðæäåíèÿ õ12. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ20, êîíñå-
êâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ10 è õ19. Îðèåíòàöèÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè òà æå, ÷òî â èñõîäíîé òåîðåìå. Èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà âìåñòî èñõîäíîé
òåîðåìû. Åå õàðàêòåðèñòèêà "íåèçâîöåíêà(. . .)" - òà æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðå-
ìû.

4. Ïîïûòêà óñèëèòü ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ñëîæíîãî ïîäâûðàæåíèÿ ñ
íåèçâåñòíûìè, åñëè çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îòðèöàíèÿ íåêîòî-
ðîãî àíòåöåäåíòà, íå îòíîñÿùåãîñÿ ê åå î.ä.ç.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bijx(0 < b & 0 < j & b− ÷èñëî & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & x− ÷èñëî→
x < jbi ↔ x ≤ 0 ∨ 0 < x & (b = 1 & x < j ∨ i + logb j < logb x & 0 < −b + 1 ∨
0 < b− 1 & logb x < i + logb j))

èç òåîðåìû

∀bijx(0 < b & 0 < j & 0 < x & b− ÷èñëî & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & x− ÷èñëî→
x < jbi ↔ b = 1 & x < j ∨ i + logb j < logb x & 0 < −b + 1 ∨ 0 < b− 1 &
logb x < i + logb j)

Â íàøåì ïðèìåðå õàðàêòåðèñòèêà èìååò âèä "íåèçâîöåíêà(âòîðîéòåðì è(òèï(îïè-
ñàòü) óñëîâèå íå(èçâåñòíî(i)) èëè(è(èçâåñòíî(b) íå(êîíòåêñò(ñîìíîæèòåëü(f j)
íå(èçâåñòíî(f)) íå(êîíòåêñò(âèä(f ñòåïåíü(g h))èçâåñòíî(g))))) íå(êîíòåêñò(ñî-
ìíîæèòåëü(c x)íå(èçâåñòíî(c)) íå(êîíòåêñò(âèä(c ñòåïåíü(d e)) èçâåñòíî(d))))))
è(íå(èçâåñòíî(b)) çàãîëîâîê(j 1) íå(êîíòåêñò(ñîìíîæèòåëü(c x) íå(çàãîëîâîê(c
1)) íå(êîíòåêñò(âèä(c ñòåïåíü(b d)) åäèíèöà(1 d)))))))))".
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Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ12 -
íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð óòâåðæäåíèé, îáðà-
çóþùèõ óñëîâèÿ íà î.ä.ç. äëÿ õ11. Âûáèðàåòñÿ àíòåöåäåíò õ14, íå âõîäÿùèé â
ñïèñîê õ13 è íå ÿâëÿþùèéñÿ óêàçàòåëåì òèïà çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé. Â íàøåì
ïðèìåðå - "0 < x". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åãî ïàðàìåòðîâ. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé õ16. Â íàøåì ñëó÷àå - "x".
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ14, ïåðåìåííîé õ18 -
ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ õ14 èç ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ17 ê ñïèñêó õ18. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ19. Ïåðåìåííîé
õ17 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ17 îòíîñèòåëüíî ïî-
ñûëîê õ18 çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì "x ≤ 0".
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ óòâåðæäåíèÿ õ17 è êîíúþíêöèè
óòâåðæäåíèÿ õ14 ñ çàìåíÿþùèì òåðìîì òåîðåìû. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èòîãîâàÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ18 è êîíñåêâåíòîì - ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäå-
íèé õ11 è õ21. Åå õàðàêòåðèñòèêà "íåèçâîöåíêà(. . .)" - òà æå, ÷òî ó èñõîäíîé
òåîðåìû. Èñõîäíàÿ òåîðåìà ïîìå÷àåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ïîìåòêîé "èñêëþ÷å-
íèå".

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ òåîðåìû

1. Óñìîòðåíèå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, â êîòîðîì óâåëè÷èâàåòñÿ ÷èñëî ïåðåãðóïïèðóå-
ìûõ êîðíåâûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè, èñêëþ÷àþùåé ñëîæ-
íîå âûðàæåíèå ñ íåèçâåñòíûìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bdefh(b− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & h− íàòóðàëüíîå &
0 ≤ e→ 2bd + ehf 2 − b2 = d2 & 0 ≤ f(d− b)↔ d = b + feh/2)

èç òåîðåìû

∀abefgh(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − íàòóðàëüíîå &
h− íàòóðàëüíîå & g − even & 0 ≤ e→ ehf g − (a− b)g = 0 & 0 ≤ f(a− b)↔
a = b + feh/g)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ (a + b)2 = a2 + 2ab + b2)

Â íàøåì ïðèìåðå õàðàêòåðèñòèêà èìååò âèä "íåèçâîöåíêà(ïåðâûéòåðì è(òèï(
îïèñàòü) óñëîâèå íå(èçâåñòíî(e)) íàòóðàëüíîå(h) íàòóðàëüíîå(g) èçâåñòíî(a)
ñìíåèçâ(b)))".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàïðàâëåíèå çàìåíû, îïðåäåëÿåìîå õàðàêòåðè-
ñòèêîé. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 -
çàìåíÿåìûé. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ11. Åñëè ýòîò
çàãîëîâîê - "ðàâíî", òî îïðåäåëÿåòñÿ òèï çíà÷åíèÿ îïåðàíäîâ ðàâåíñòâà, è õ12
çàìåíÿåòñÿ íà äàííûé òèï. Â íàøåì ïðèìåðå ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñèìâîë "÷èñëî". Âûáèðàåòñÿ êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí õ13 çàìåíÿþùåãî òåðìà, çà-
ãîëîâîê êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ çàãîëîâêîì çàìåíÿåìîãî òåðìà. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ13 - "ehf g − (a − b)g = 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé ïàðàìåòð òåðìà
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õ11 âõîäèò â õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 èìååò íàèáîëüøóþ ñëîæíîñòü ñðåäè
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåãî òåðìà. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ âòîðîãî îïåðàíäà òåêóùåé õàðàêòåðèñòèêè (ò.å.
ôèëüòðîâ, óòî÷íÿþùèõ êîíòåêñò). Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïà-
ðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â ýëåìåíòû ñïèñêà õ14, èìåþùèå âèä "ñìíåèçâ(. . .)" ëèáî
"íå(èçâåñòíî(. . .))". Â íàøåì ïðèìåðå - ñïèñîê "b, e". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàùåíèÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïåðåãðóïïèðîâêà" íà ñèìâîëå õ12.
Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ òðîéêà (ïëþñ ìèíóñ 0). Ïåðâûé ýëåìåíò - îïåðà-
öèÿ, äëÿ êîòîðîé âîçìîæíî ïåðåíåñåíèå èç îäíîé ÷àñòè îòíîøåíèÿ õ12 (èëè,
êàê â íàøåì ïðèìåðå, - ðàâåíñòâà)â äðóãóþ, âòîðîé - óêàçàòåëü íà èçìåíÿå-
ìûé ïðè ýòîì çíàê, òðåòèé - åäèíèöà îïåðàöèè. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðâûé ýëåìåíò äàííîé òðîéêè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàíä õ18 òåðìà õ13, çàãî-
ëîâîê êîòîðîãî ðàâåí õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "ehf g− (a− b)g = 0". Âíóòðè õ18
áåðåòñÿ âõîæäåíèå õ19 íåêîììóòàòèâíîé îïåðàöèè õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - âõî-
æäåíèå "(a− b)g". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäòåðì õ19 èìååò ïàðàìåòðû ñïèñêà õ15.
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàçâÿçêà" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ20 (â íàøåì
ïðèìåðå - "ñòåïåíü") óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Åå õàðàêòå-
ðèñòèêà "êîììóòàòèâíî(. . .)" îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå çàìåíû äëÿ ðàçâÿçêè. Â
íàøåì ïðèìåðå - ñëåâà íàïðàâî. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé
òåðì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "a2 +2ab+b2". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòîò òåðì èìååò çàãîëîâîê õ17.

Â çàìåíÿþùåé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ26 òåðìà õ19.
Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ27 òðîåê (ïåðåìåííàÿ X (X)) äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ X
òåðìà õ19, íå âõîäÿùèõ â ñïèñîê õ15. Ïîñëåäíèé ýëåìåíò òðîéêè - îäíîáóêâåí-
íûé òåðì. Â íàøåì ïðèìåðå õ27 ñîñòîèò èç òðîåê (ïåðåìåííàÿ a (a)), (ïåðåìåí-
íàÿ g (g)). Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ28 ïðåîáðàçîâàíèÿ
âõîæäåíèÿ õ26 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Åìó
ïåðåäàþòñÿ óñòàíîâêè "íàïðàâë(. . .)", "íîâàÿïåðåìåííàÿ", "(ôèêñ õ15)", õ27.
Ñîîòâåòñòâåííî, áëîêèðóåòñÿ ââîä íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðè óíèôèêàöèè, âìåñòî
ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ15 ïîäñòàíîâêà íå âûïîëíÿåòñÿ. Ýëåìåíò (ïåðåìåííàÿ X
. . .) ñîõðàíÿåò â ñâîåì ïîñëåäíåì ðàçðÿäå òåðì, ïîäñòàâëÿåìûé ïðè óíèôèêà-
öèè âìåñòî X. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 èìååò âèä:

∀bdefh(d− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & 2− íàòóðàëüíîå & h−
íàòóðàëüíîå & 2−even & 0 ≤ e & −b−÷èñëî→ ehf 2− ((−b)2 +2 · (−b)d+d2) =
0 & 0 ≤ f(d− b)↔ d = b + feh/2)

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ28 îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïåðåìåííûõ X èç òðîåê
(ïåðåìåííàÿ X T ) íàáîðà õ27, à ïåðåìåííîé õ31 - íàáîð òåðìîâ T , ïîäñòàâ-
ëÿåìûõ âìåñòî ýòèõ ïåðåìåííûõ ïðè óíèôèêàöèè. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ31 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ30 â
ôèëüòðû íàáîðà õ14. Ïðîöåäóðà "ïðåîáðôèëüòð" óïðîùàåò ïîëó÷åííûé íà-
áîð ôèëüòðîâ, òàê ÷òî â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ íàáîð "òèï(îïèñàòü)", "óñëîâèå",
"íå(èçâåñòíî(e))", "íàòóðàëüíîå(h)", "èçâåñòíî(d)", "ñìíåèçâ(b)". Çàìåíÿþùèé
òåðì òåîðåìû õ29 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìíåèçâ" îòíîñèòåëüíî óêà-
çàííîãî ñïèñêà ôèëüòðîâ F , ÷òîáû ñãðóïïèðîâàòü âñå íåèçâåñòíûå ÷ëåíû â îä-
íîé ÷àñòè äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ. Ðåçóëüòàò ñíîâà ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ29. Íàêîíåö, ïðîöåäóðà "ó÷åòôèëüòðîâ" ïåðå÷èñëÿåò ðåçóëüòàòû õ34 óïðîùå-
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íèÿ òåîðåìû õ29 îòíîñèòåëüíî ïîäñëó÷àåâ, îïðåäåëÿåìûõ ôèëüòðàìè F , åñëè
îíè ôèêñèðóþò âèä ïåðåìåííûõ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ35 ïðè ýòîì ïðèñâàè-
âàåòñÿ íàáîð ôèëüòðîâ äëÿ òåêóùåãî ïîäñëó÷àÿ. Â íàøåì ñëó÷àå õ34 ñîâïàäàåò
ñ õ29. Òåîðåìû õ34 ðåãèñòðèðóþòñÿ â ñïèñêå âûâîäà, ñîïðîâîæäàåìûå õàðàê-
òåðèñòèêàìè "íåèçâîöåíêà(õ8 õ35)".

Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì

1. Ïîïûòêà ñêëåéêè äâóõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ñ ïîäîáíûìè çàìåíÿåìûìè ÷àñòÿìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bijx(¬(b = 1) & 0 < b & 0 < j & 0 < x & b−÷èñëî & i−÷èñëî & j−÷èñëî & x−
÷èñëî→ x ≤ jbi ↔ 0 < b−1 & logb x ≤ i+logb j ∨ 0 < −b+1 & i+logb j ≤ logb x)

èç òåîðåìû

∀bijy(0 < b & 0 < j & 0 < y & 0 < −b + 1 & b− ÷èñëî & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî &
y − ÷èñëî→ i + logb j ≤ logb y ↔ y ≤ jbi)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bijx(0 < j & 0 < x & 0 < b−1 & b−÷èñëî & i−÷èñëî & j−÷èñëî & x−÷èñëî→
logb x ≤ i + logb j ↔ x ≤ jbi)

Â íàøåì ïðèìåðå õàðàêòåðèñòèêà èìååò âèä "íåèçâîöåíêà(ïåðâûéòåðì è(òèï(
îïèñàòü) óñëîâèå íå(èçâåñòíî(i)) èëè(è(èçâåñòíî(b) íå(êîíòåêñò(ñîìíîæèòåëü(
õ6 j)íå(èçâåñòíî(õ6)) íå(êîíòåêñò(âèä(õ6 ñòåïåíü(õ7 õ8)) èçâåñòíî(õ7))))) íå(
êîíòåêñò(ñîìíîæèòåëü(õ3 y) íå(èçâåñòíî(õ3)) íå(êîíòåêñò(âèä(õ3 ñòåïåíü(õ4
õ5)) èçâåñòíî(õ4)))))) è(íå(èçâåñòíî(b)) çàãîëîâîê(j 1) íå(êîíòåêñò(ñîìíîæè-
òåëü(õ3 y) íå(çàãîëîâîê(õ3 1)) íå(êîíòåêñò(âèä(õ3 ñòåïåíü(b õ4)) åäèíèöà(1 õ4)
))))))))".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - íàáîð êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ âòîðîãî îïåðàíäà õàðàêòåðèñòèêè. Â ýòîì íàáîðå âûáèðà-
åòñÿ ýëåìåíò õ12 âèäà "íå(èçâåñòíî(õ13))". Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - ïåðåìåííàÿ
i. Â ñïèñêå âûâîäà âûáèðàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, îòëè÷íàÿ îò òåêóùåé
òåîðåìû. Îíà íå ïîìå÷åíà ýëåìåíòîì "èñêëþ÷åíèå" è èìååò õàðàêòåðèñòèêó
õ16 âèäà "íåèçâîöåíêà(õ17 . . .)". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ
÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå äëèíà ðàâíà äëèíå òåðìà
õ10. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâàÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà èñõîäíîé
òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "bijy". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ10 ñîäåðæèò âñå åå
ïåðåìåííûå. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâàÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "bijx". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì
õ19 ñîäåðæèò âñå åå ïåðåìåííûå. Îïðåäåëÿåòñÿ íàáîð õ22 òåðìîâ, ïîäñòàíîâêà
êîòîðûõ âìåñòî ïåðåìåííûõ õ20 ïåðåâîäèò òåðì õ10 â òåðì õ19. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî õ22 - íàáîð îäíîáóêâåííûõ òåðìîâ, îáðàçîâàííûõ ðàçëè÷íûìè ïåðå-
ìåííûìè. Â íàøåì ïðèìåðå - "b, i, j, x". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ âòîðîãî îïåðàíäà õàðàêòåðèñòèêè õ16. Â ýòîì íàáîðå
âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ24 âèäà "íå(èçâåñòíî(õ25))". Â íàøåì ïðèìåðå õ25 - ïå-
ðåìåííàÿ i. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäñòàíîâêà òåðìîâ õ22 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ20
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ïåðåâîäèò ïåðåìåííóþ õ13 â õ25. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëü-
òàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ22 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ20 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé
òåîðåìû, îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä".
Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ28 è õ29, ïåðåìåííîé õ31 -
ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ29 è õ28, ïåðåìåííîé õ32 - ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ õ28 è õ29.
Â íàøåì ïðèìåðå õ30 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "0 < b, 0 < −b + 1"; õ31 - èç
óòâåðæäåíèÿ "0 < b − 1"; õ32 - èç óòâåðæäåíèé "0 < j", "0 < x", "b − ÷èñëî",
"i − ÷èñëî", "j − ÷èñëî", "x − ÷èñëî". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûë-
êàìè õ32, åäèíñòâåííûì óñëîâèåì êîòîðîé ñëóæèò äèçúþíêöèÿ êîíúþíêöèè
óòâåðæäåíèé õ30 è êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ31. Çàäà÷à èìååò öåëè "ïîë-
íûé", "ïðÿìîéîòâåò", "ðåäàêöèÿ", "è". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ îòâåò
çàäà÷è. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "0 < b & ¬(b = 1)". Ïåðåìåííîé õ35 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ34. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âñå åãî ýëåìåíòû ñóòü ýëåìåíòàðíûå óòâåðæäåíèÿ. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâà-
åòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ32 è õ35. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ22 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ20 â çàìåíÿþùèé òåðì èñõîäíîé
òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "i + logb j ≤ logb x". Ïåðåìåííîé õ38
ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ ðåçóëüòàòà ñîåäèíåíèÿ êîíúþíêöèåé óòâåðæäåíèé
õ30 è õ37 ñ ðåçóëüòàòîì ñîåäèíåíèÿ êîíúþíêöèåé óòâåðæäåíèé õ31 è çàìåíÿþ-
ùåãî òåðìà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ36, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ19 è õ38.
Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âû-
âîäà ñ õàðàêòåðèñòèêîé "íåèçâîöåíêà(âòîðîéòåðì õ23)".

Îãðàíè÷åíèå òåîðåìû ñ ó÷åòîì ïðîòîêîëà "åäí"

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cfghi(¬(f − 1 = 0) & 0 < f & 0 < g & c − ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî & h −
÷èñëî & i− ÷èñëî→ fhgi = f c ↔ c = h + i logf g)

èç òåîðåìû

∀cfghij(¬(j = 0) & ¬(f − 1 = 0) & 0 < f & 0 < g & c − ÷èñëî & f − ÷èñëî & g −
÷èñëî & h− ÷èñëî & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî→ fhgi/j = f c ↔ c = h + i logf g/j)

è ïðîòîêîëà

"åäí(a/b + c = d, a, b)".

Ïðîòîêîë "åäí(A, x, y)" óêàçûâàåò íà ñòàíäàðòèçàöèþ óòâåðæäåíèé ñ íåèçâåñòíûìè,
øàáëîí êîòîðûõ çàäàåòñÿ òåðìîì A, äåëàþùóþ èçáûòî÷íîé ïåðåìåííóþ y, òàê ÷òî
âìåñòî íåå â òåîðåìàõ ïðèåìîâ ñëåäóåò ïîäñòàâëÿòü åäèíèöó. x - ñïèñîê ïåðåìåííûõ,
õîòÿ áû îäíà èç êîòîðûõ äîëæíà èäåíòèôèöèðîâàòüñÿ ñ ñîäåðæàùèì íåèçâåñòíûå
âûðàæåíèåì.

Â íàøåì ïðèìåðå õàðàêòåðèñòèêà èìååò âèä "íåèçâîöåíêà(ïåðâûéòåðì è(òèï(îïèñàòü)
óñëîâèå íå(èçâåñòíî(g)) èçâåñòíî(h) èçâåñòíî(i) èçâåñòíî(j)))".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä õàðàêòåðèñòèêè, ïåðåìåííîé õ9 - íà-
áîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ âòîðîãî îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìå-
íÿåìîå óòâåðæäåíèå. Â íåì ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 íåîäíîáóêâåííîãî ïîä-
òåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - "i logf g/j". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî
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ïîäòåðìà, è ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "åäí" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííûé
âûøå ïðîòîêîë. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä ïðîòîêîëà. Â íàøåì
ñëó÷àå - "a/b + c = d". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ýòîãî îïå-
ðàíäà. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ17, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû
õ11 è õ16. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîñëåäíèé îïåðàíä ïðîòîêîëà. Â íàøåì
ñëó÷àå - ïåðåìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì, íà êîòîðûé ïîäñòàíîâêà
S çàìåíÿåò ïåðåìåííóþ õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò òåðì ñîñòàâëåí èç ïåðåìåííîé.
Îíà ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - "j". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ21
èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðìå õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ïå-
ðåìåííîé X òåðìîâ, ïîäñòàâëÿåìûõ ïîäñòàíîâêîé S âìåñòî ïåðåìåííûõ ïðîòîêîëà,
ðàñïîëîæåííûõ ìåæäó åãî ïåðâûì è ïîñëåäíèì îïåðàíäàìè, ÷òî ñïèñîê õ9 ñîäåðæèò
òåðì "íå(èçâåñòíî(X))".

Îïðåäåëÿåòñÿ âõîæäåíèå õ22 ïåðåìåííîé õ21 â çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ23, îïåðàíäîì êîòîðîãî îíî ÿâëÿåòñÿ. Ïåðåìåííîé õ24
ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ23. Ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà "åäèíèöà" ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ õ23 èìååò åäèíèöó ïî îïåðàíäó õ22. Ýòà åäèíèöà ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ26. Â íàøåì ïðèìåðå - "1". Ðàññìàòðèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ
èç èñõîäíîé òåîðåìû äîáàâëåíèåì ê àíòåöåäåíòàì ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé õ21 ñèìâîëó
õ26. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè åå îïåðàòîðîì "íîðìòåîðå-
ìà". Òåîðåìà õ27 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà, à èñõîäíàÿ òåîðåìà ïîìå÷àåòñÿ â
íåì ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå". Õàðàêòåðèñòèêà "íåèçâîöåíêà" íîâîé òåîðåìû ïîëó÷à-
åòñÿ èç õàðàêòåðèñòèêè ñòàðîé èñêëþ÷åíèåì âñåõ ôèëüòðîâ, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåí-
íóþ õ21.

Âàðüèðîâàíèå àíòåöåäåíòà òåîðåìû ñ ïîñëåäóþùèì óïðîùåíèåì çàìåíÿ-
åìîé ÷àñòè

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀kcij(k < 0 & 0 < i & k − ÷èñëî & c − ÷èñëî & i − ÷èñëî & j − ÷èñëî → ¬(i − 1 =
0) & j + logi(−k) = logi(−c) & c < 0 ∨ k = c & i− 1 = 0↔ c = kij)

èç òåîðåìû

∀cijk(0 < i & 0 < k & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & k − ÷èñëî→ ¬(i− 1 = 0) & j + logi k =
logi c & 0 < c & c− ÷èñëî ∨ c = k & i− 1 = 0↔ c = kij)

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀a(a− ÷èñëî→ 0 < −a↔ a < 0)

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ −b = −a↔ b = a)

Â íàøåì ïðèìåðå õàðàêòåðèñòèêà èìååò âèä "íåèçâîöåíêà(ïåðâûéòåðì è(òèï(
îïèñàòü) óñëîâèå íå(èçâåñòíî(j)) èëè(è(èçâåñòíî(i) íå(êîíòåêñò(ñîìíîæèòåëü(õ6 k)
íå(èçâåñòíî(õ6)) íå(êîíòåêñò(âèä(õ6 ñòåïåíü(õ7 õ8)) èçâåñòíî(õ7))))) íå(êîíòåêñò(ñî-
ìíîæèòåëü(õ4 c) íå(èçâåñòíî(õ4)) íå(êîíòåêñò(âèä(õ4 ñòåïåíü(õ5 õ6)) èçâåñòíî(õ5))
)))) è(íå(èçâåñòíî(i)) çàãîëîâîê(k 1) íå(êîíòåêñò(ñîìíîæèòåëü(õ4 c) íå(çàãîëîâîê(õ4
1)) íå(êîíòåêñò(âèä(õ4 ñòåïåíü(i õ5)) åäèíèöà(1 õ5)))))))))".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ñîäåðæèò âñå
ïåðåìåííûå òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû,
ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ óòâåðæäå-
íèÿ õ10 ïî î.ä.ç. Âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ13 ñïèñêà õ11, íå ñîäåðæàùååñÿ â õ12
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è íå èñïîëüçóåìîå äëÿ ñîâïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. ïðî÷èõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ11. Â
íàøåì ïðèìåðå - "0 < k". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ
õ13. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðîùýêâ" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ15 óêàçàííóþ
âûøå ïåðâóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Íàïðàâëåíèå åå çàìåíû îïðåäåëÿåòñÿ ïî õà-
ðàêòåðèñòèêå "îáùíîðì". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ20 ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ àíòåöåäåíòà õ13 èñõîäíîé òåîðåìû ïðè ïîìîùè ïåðâîé äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ:

∀acij(0 < i & a < 0 & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & (−a)− ÷èñëî & a− ÷èñëî→ ¬(i− 1 =
0) & j + logi(−a) = logi c & 0 < c & c− ÷èñëî ∨ c = −a & i− 1 = 0↔ c = (−a)ij)

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ20 îïåðàòîðîì "íî-
ðìòåîð". Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì:

∀acij(a < 0 & 0 < i & a−÷èñëî & i−÷èñëî & j−÷èñëî→ ¬(i−1 = 0) & j +logi(−a) =
logi c & 0 < c & c− ÷èñëî ∨ c = −a & i− 1 = 0↔ c = −aij)

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû õ21. Âíóòðè
íåãî íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ24 îäíîìåñòíîé îïåðàöèè õ25. Â íàøåì ñëó÷àå - âõîæäå-
íèå ïîäòåðìà "−aij". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ìèíóñ" îïðåäåëÿåò ïî õ25 óêàçàí-
íóþ âûøå âòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå ïðèìåíåíèå ìîæåò
ïîçâîëèòü óáðàòü çíàê õ25 â çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû õ21. Ïîñëå ýòîãî îïåðàòîð
"òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ32 ïðåîáðàçîâàíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû
õ21 ïðè ïîìîùè âòîðîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

∀adij(a < 0 & 0 < i & a− ÷èñëî & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & aij − ÷èñëî & d− ÷èñëî→
¬(i− 1 = 0) & j + logi(−a) = logi(−d) & 0 < −d & (−d)− ÷èñëî ∨ −d = −a & i− 1 =
0↔ d = aij)

Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ32 îïåðàòîðàìè "ïîë-
íûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà". Â íàøåì ñëó÷àå èìååì:

∀adij(a < 0 & 0 < i & a − ÷èñëî & d − ÷èñëî & i − ÷èñëî & j − ÷èñëî → ¬(i − 1 =
0) & j + logi(−a) = logi(−d) & d < 0 ∨ a = d & i− 1 = 0↔ d = aij)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ33 - êâàíòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ33, ïåðåìåííîé õ36 - íàáîð åå êîðíåâûõ îïåðàíäîâ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò äëèíó 2. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîðíåâûõ
îïåðàíäîâ óòâåðæäåíèÿ õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî äëèíà òîæå ðàâíà 2. Ïåðåìåííîé
õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ36. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìå-
ñòî ïåðåìåííûõ õ38, ïåðåâîäÿùàÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ36 â ðàâåíñòâî âûðàæåíèé
õ37. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê òåîðåìå
õ33. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê ïåðåìåííûõ òåîðåìû õ40 âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê ïàðà-
ìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ10. Çàòåì òåîðåìà õ40 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Åé
ïåðåäàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà "íåèçâîöåíêà(. . .)" èñõîäíîé òåîðåìû.

Ðàçâÿçêà ñòàíäàðòèçèðóåìîãî îïåðàíäà îïåðàöèè, âîçíèêàþùåé â çàìåíÿ-
þùåé ÷àñòè

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abijk(¬(b− 1 = 0) & 0 < b & 0 < i & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & i− ÷èñëî & j− ÷èñëî &
k − ÷èñëî→ a + kij = 0↔ a = 0 & k = 0 ∨ j logb i− logb a = − logb(−k) & k < 0 &
0 < a ∨ j logb i− logb(−a) = − logb k & a < 0 & 0 < k)
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èç òåîðåìû

∀aijk(0 < i & a− ÷èñëî & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & k − ÷èñëî→ a + kij = 0↔
¬(1− i = 0) & (j − logi a = − logi(−k) & k < 0 & 0 < a ∨ j − logi(−a) = − logi k &
a < 0 & 0 < k) ∨ a = 0 & k = 0 ∨ k = −a & − i + 1 = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(¬(a− 1 = 0) & ¬(c− 1 = 0) & 0 < a & 0 < b & 0 < c & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî→ loga b/ loga c = logc b)

Â íàøåì ïðèìåðå õàðàêòåðèñòèêà èìååò âèä "íåèçâîöåíêà(âòîðîéòåðì è(òèï(îïèñàòü)
óñëîâèå íå(èçâåñòíî(j)) ñìíåèçâ(a) èçâåñòíî(i) íå(êîíòåêñò(ñîìíîæèòåëü(õ6 k) íå(èç-
âåñòíî(õ6)) íå(êîíòåêñò(âèä(õ6 ñòåïåíü(õ7 õ8)) èçâåñòíî(õ7))))) íå(êîíòåêñò(ñîìíî-
æèòåëü(õ4 a) íå(èçâåñòíî(õ4)) íå(êîíòåêñò(âèä(õ4 ñòåïåíü(õ5 õ6)) èçâåñòíî(õ5)))))))".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþùèé.
Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïîäòåðìîâ òåðìà õ11, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ
ñëîæíîñòü. Â ýòîì íàáîðå âûáèðàåòñÿ òåðì õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "logi a". Ïåðå-
ìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå âõîäèò â
òåðì õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå òåðìû ñïèñêà õ12 èìåþò çàãîëîâîê õ14. Ñïðàâî÷íèê
"îïåðàíäíîìåð" óñìàòðèâàåò, ÷òî îïåðàöèÿ õ14 èìååò ñíàäàðòèçèðóåìûé îïåðàíä.
Îí âûäàåò òðîéêó âèäà (i, A,B), ãäå i - ñèìâîëüíûé íîìåð ñòàíäàðòèçàèðóåìîãî îïå-
ðàíäà; A - øàáëîí îïåðàöèè, èìåþùèé âèä f(x1 . . . xn); B - êîíúþíêöèÿ ôèëüòðîâ,
óòî÷íÿþùèõ êîíòåêñò ñòàíäàðòèçàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå äàííàÿ òðîéêà èìååò âèä
(1, loga b, èñòèíà), ò.å. ñòàíäàðòèçèðóåìûì ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèå ëîãàðèôìà. Ïåðåìåí-
íîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ i. Íàõîäèòñÿ ðàçäåë õ17, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ14.
Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû ýòîãî ðàçäåëà; òåêóùàÿ òåîðåìà ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåí-
íîé õ20. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåí-
íîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ åå õàðàêòåðèñòèêà "ñòàíäëîãàðèôì(X, Y, N)", óêàçûâàþùàÿ
íà òîæäåñòâî äëÿ âàðüèðîâàíèÿ îïåðàíäà. Çäåñü X - èñõîäíàÿ âåðñèÿ îïåðàíäà, Y -
íîâàÿ âåðñèÿ, N - íàïðàâëåíèå çàìåíû. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì "ñòàíäëîãàðèôì(c,
a, ïåðâûéòåðì)". Íàïðàâëåíèå N ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ22. Ïåðåìåííîé õ23
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

∀bcd(¬(b− 1 = 0) & ¬(d− 1 = 0) & 0 < b & 0 < c & 0 < d & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî &
d− ÷èñëî→ logb c/ logb d = logd c)

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì òåîðåìû õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî
çàãîëîâêîì ñëóæèò ñèìâîë õ14. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì
òåîðåìû õ23. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð âñåõ âõîæäåíèé ñèìâîëà õ14 â
òåðì õ26, ïåðåìåííîé õ28 - ïåðâûé ýëåìåíò íàáîðà õ27. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàè-
âàåòñÿ çàãîëîâîê õ16-ãî (ò.å. ñòàíäàðòèçèðóåìîãî) îïåðàíäà îïåðàöèè õ28. Â íàøåì
ïðèìåðå - b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ29 íå âñòðå÷àåòñÿ â òåðìå õ25. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ó âñåõ îïåðàöèé ñïèñêà õ27 ñòàíäàðòèçèðóåìûé îïåðàíä ðàâåí õ29. Ïåðå-
ìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ23, ïåðåìåííîé õ31 - íàáîð
àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû.

Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ32 ïðåîáðàçóåìûõ âõîæäåíèé îïåðàöèè õ14 â òåðì õ11,
à òàêæå ïóñòîé íàêîïèòåëü õ33 çàìåíÿþùèõ ýòè âõîæäåíèÿ òåðìîâ. Ïåðåìåííîé õ34
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ25.

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òàêèå âõîæäåíèÿ õ35 ñèìâîëà õ14 â òåðì õ11, ÷òî ñîîòâåòñòâó-
þùèé ïîäòåðì õ36 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè S âìåñòî
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ïåðåìåííûõ õ34 â òåðì õ25. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè S ê òåðìó õ26. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðè-
ìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì õ30. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò ïîïîëíåíèÿ ñïèñêà õ31 óòâåðæäåíèÿìè èç îáëàñòè âõîæäåíèÿ õ35. Ïåðåìåííîé
õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ29 óòâåðæäåíèé ñïèñêà
õ30. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ39, íå âõîäÿùåå â õ42, ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ41. Åñëè ýòî íå òàê, òî ïåðåõîä ê ðàññìîòðåíèþ î÷åðåä-
íîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Èíà÷å - ñïèñîê õ31 ïîïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèÿìè õ42,
ñïèñîê õ32 - âõîæäåíèåì õ35, ñïèñîê õ33 - òåðìîì õ38, è ïðîäîëæåíèå ïðîñìîòðà
âõîæäåíèé õ35.

Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ32 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ35 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ11 âõîæäåíèé õ32 íà òåðìû õ33. Çàòåì ôîðìè-
ðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ31, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíò-
íîñòü óòâåðæäåíèé õ35 è õ10. Ñîõðàíÿåòñÿ îðèåíòàöèÿ èñõîäíîé òåîðåìû. Ñôîðìè-
ðîâàííàÿ èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ïåðå-
äàåòñÿ êîììåíòàðèé "íåèçâîöåíêà". Ïðè ðåãèñòðàöèè â ñïèñêå âûâîäà òåîðåìà ñî-
ïðîâîæäàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé "àëüòçíà÷åíèÿ(õ8)", ãäå õ8 - ïåðâûé îïåðàíä õàðàê-
òåðèñòèêè "íåèçâîöåíêà(. . .)" èñõîäíîé òåîðåìû, à òàêæå õàðàêòåðèñòèêîé "Íà÷à-
ëî(õ28)".

3.50 Õàðàêòåðèñòèêà "íåèçâïàðàì"
Õàðàêòåðèñòèêîé "íåèçâïàðàì(õ1 õ2)" ñíàáæàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, äàþùèå ÿâíîå
ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå çíà÷åíèé íåèçâåñòíîé õ1. õ2 - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïîïûòêà ðàçâåðòêè çàìåíÿþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ax(a− ÷èñëî & x− ÷èñëî→ a = cos x↔ (∃n(x = 2πn− arccos a & n− öåëîå) ∨
∃n(x = 2πn + arccos a & n− öåëîå) & 0 ≤ a + 1 & 0 ≤ −a + 1))

èç òåîðåìû

∀xa(a− ÷èñëî & x− ÷èñëî→ cos x = a↔ |a| ≤ 1 & ∃n(n− öåëîå &
(x = 2πn + arccos a ∨ x = 2πn− arccos a)))

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ12 - çàìåíÿþ-
ùèé òåðì. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåð-
æäåíèÿ õ12. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ11 è óñëîâèÿìè õ13.
Öåëè çàäà÷è - "ðåäàêöèÿ", "ðàçâåðòêà". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ15.
Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

0 ≤ −a+1 & 0 ≤ a+1 & ∃n((x = 2πn−arccos a ∨ x = 2πn+arccos a) & n−öåëîå)

Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ11, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýê-
âèâàëåíòíîñòü çàìåíÿåìîãî òåðìà òåîðåìû è óòâåðæäåíèÿ õ15. Îíà îáðàáàòû-
âàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".
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2. Ïîïûòêà ðàññìîòðåíèÿ íóëåâîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(0 < a+π/2 & 0 < −a+π/2 & a−÷èñëî & b−÷èñëî→ b = tg a↔ a = arctg b)

èç òåîðåìû

∀ab(a − ÷èñëî & ¬(cos a = 0) & b − ÷èñëî → tg a = b ↔ ∃n(n − öåëîå & a =
arctg b + πn))

Â íàøåì ïðèìåðå õàðàêòåðèñòèêà - "íåèçâïàðàì(a âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä õàðàêòåðèñòèêè, ïåðåìåííîé õ11
- íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
çàìåíÿþùåãî òåðìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â õ12 èìååòñÿ åäèíñòâåííîå óòâåðæäå-
íèå õ14, íå ÿâëÿþùååñÿ ýëåìåíòàðíûì. Â íàøåì ïðèìåðå - "∃n(n−öåëîå & a =
arctg b + πn)". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
óòâåðæäåíèÿ õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè èìåþò çàãîëîâîê "ñóùåñòâóåò", ïðè-
÷åì äëèíà èõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè ðàâíà 1, à ñðåäè ïîäêâàíòîðíûõ óòâåð-
æäåíèé èìååòñÿ òåðì "öåëîå(x)", ãäå x - ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ êâàíòîðà. Âû-
áèðàåòñÿ ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ õ16 ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ15, è âî âñåõ
îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèÿõ ýòîãî ñïèñêà ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ ïåðåîáîçíà÷àåòñÿ
íà õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - "n". Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ U ñïèñêà
õ15 è ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ17, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ñëóæàò ïàðû (t, A), òàêèå,
÷òî ñðåäè ïîäêâàíòîðíûõ óòâåðæäåíèé òåðìà U èìååòñÿ ðàâåíñòâî ïåðåìåí-
íîé õ8 òåðìó t, à A - îñòàòîê ïîäêâàíòîðíûõ óòâåðæäåíèé. Ïåðåìåííîé õ18
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ12, îòëè÷íûõ îò ïåðåìåííîé
õ8. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé b. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ íåïóñòîòà ñïèñêà õ18. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ
òåîðåìû, ñîäåðæàùèõ ïàðàìåòðû ñïèñêà õ18. Â íàøåì ñëó÷àå - åäèíñòâåííîå
óòâåðæäåíèå "b− ÷èñëî".

Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ20 è íà÷èíàåòñÿ ïðîñìîòð ïàð õ21 ñïèñêà õ17.
Ïóñòü õ21 - ïàðà (t, A). Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî óòâåðæäå-
íèé ñïèñêà A, íå èìåþùèõ ïàðàìåòðîâ, îòëè÷íûõ îò õ16. Ïåðåìåííîé õ23 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ19, ðåçóëüòàòà óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ12 ýëåìåíòà
õ14, ðåçóëüòàòà óäàëåíèÿ èç ñïèñêà A óòâåðæäåíèé õ22, ê êîòîðîìó äîáàâëÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ8 âûðàæåíèþ t. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ
îáúåäèíåíèå ðåçóëüòàòà óäàëåíèÿ èç õ11 óòâåðæäåíèé õ19 è ñïèñêà õ22. Çàòåì
ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ24 è óñëîâèÿìè õ23. Îíà èìååò öåëè
"ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ18", "ïàðàìåò-
ðû õ18". Â íàøåì ïðèìåðå ñïèñîê õ15 îäíîýëåìåíòíûé, ñïèñîê õ23 ñîñòîèò
èç óòâåðæäåíèé "b − ÷èñëî", "a = arctg b + πn", ñïèñîê õ24 - èç óòâåðæäåíèé
"a− ÷èñëî", "¬(cos a = 0)", "n− öåëîå". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ26.
Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

a− πn < π/2 & 0 ≤ a− πn ∨ πn− a < π/2 & 0 < πn− a.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", è ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâà-
èâàåòñÿ íàáîð åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Çàòåì ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå
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ñ ïîñûëêàìè õ22 è óñëîâèÿìè õ27. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîé-
îòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ8". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ29.
Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "a < πn + π/2 & πn − π/2 < a". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæå-
íèå "êëàññ(õ8 è(õ29 K))", ãäå K - ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ11 ýëåìåí-
òîâ ñïèñêà õ19. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì "seta(a − ÷èñëî & ¬(cos a = 0) & (a <
πn+π/2 & πn−π/2 < a))". Âûðàæåíèå õ30 óïðîùàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà
ïðåîáðàçîâàíèå, è ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ32. Â íàøåì ïðèìåðå
ïîëó÷àåì "((2n−1)π/2, (2n+1)π/2)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ32 ýëåìåí-
òàðíîå, ïîñëå ÷åãî îíî çàíîñèòñÿ â ñïèñîê õ20. Åñëè õ32 íå ýëåìåíòàðíîå ëèáî
íà îäíó èç çàäà÷ ïîëó÷åí "îòêàç", òî ïðèìåíåíèå ïðèåìà îòìåíÿåòñÿ.

Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà ýëåìåíòîâ õ21 ñïèñêà õ17 ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàè-
âàåòñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îáúåäèíåíèå âûðàæåíèé ñïèñêà õ20. Â íàøåì
ïðèìåðå îíî ñîâïàäàåò ñ ïðèâåäåííûì âûøå âûðàæåíèåì "((2n − 1)π/2, (2n +
1)π/2)". Åñëè áû çàãîëîâêîì õ21 áûë ñèìâîë "îáúåäèíåíèå", òî áûëà áû ïðåä-
ïðèíÿòà ïîïûòêà åãî óïðîùåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå,
èìåþùåé åäèíñòâåííóþ ïîñûëêó "öåëîå(õ16)". Ïðè ïîëó÷åíèè âûðàæåíèÿ, íå
èìåþùåãî ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîëà "îáúåäèíåíèå", îíî áûëî áû ïîäñòàâëåíî
âìåñòî õ21.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ21 îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îáúåäèíåíèå"
è ÷òî ïåðåìåííàÿ õ16 âñòðå÷àåòñÿ â ýòîì âûðàæåíèè. Ïåðåìåííîé õ22 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè íóëÿ âìåñòî öåëî÷èñëåííîé ïåðåìåííîé õ16
â âûðàæåíèå õ21. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, óñëîâèÿìè êîòîðîé ñëóæàò
óòâåðæäåíèÿ "ïðèíàäëåæèò(õ8 õ22)", "ïðèíàäëåæèò(õ8 õ21)", "íå(ðàâíî(õ16
0))", "öåëîå(õ16)". Åäèíñòåííàÿ åå ïîñûëêà - êîíñòàíòà "èñòèíà". Öåëè çà-
äà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "è", "íåèçâåñòíûå õ16 õ8". Â íà-
øåì ñëó÷àå óñëîâèÿ çàäà÷è ñóòü: "a ∈ ((0 · 2 − 1)π/2, (0 · 2 + 1)π/2)", "a ∈
((n · 2− 1)π/2, (n · 2+1)π/2)", "¬(n = 0)", "n−öåëîå". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïå-
ðåìåííîé õ25. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì êîíñòàíòó "ëîæü". Ïåðåìåííîé õ26
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð íàáîðîâ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
óòâåðæäåíèÿ õ25. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ ðàâåíñòâ "ðàâ-
íî(õ8 t)" ïî âñåì ïåðâûì ýëåìåíòàì t ïàð (t, A) ñïèñêà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå -
ðàâåíñòâî "a = arctg b + πn". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòà-
íîâêè íóëÿ âìåñòî õ16 â òåðì õ27. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ðåçóëüòàòà óäàëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ14 èç ñïèñêà õ12 ñ óòâåðæäåíèÿìè ñïèñêà
õ11, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ â ñïèñêå õ18. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ýëåìåí-
òû õ30 ñïèñêà õ26. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü,
÷òî õ28 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ29, õ30 è óòâåðæäåíèÿ õ27. Åñëè ýòî óäà-
åòñÿ, òî ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê àíòåöåäåíòàì
õ11 óòâåðæäåíèå "ïðèíàäëåæèò(õ8 õ11)", à ïåðåìåííîé õ31 - ýêâèâàëåíòíîñòü
çàìåíÿåìîãî òåðìà òåîðåìû êîíúþíêöèè îòëè÷íûõ îò õ14 óòâåðæäåíèé ñïèñêà
õ12 è óòâåðæäåíèÿ õ28. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ30 è
êîíñåêâåíòîì õ31. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

3. Ïîïûòêà óñìîòðåíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ äâå ñåðèè ñîâïàäàþò.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀x(x− ÷èñëî→ cos x = 1↔ ∃n(x = 2πn & n− öåëîå))
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èç òåîðåìû

∀ax(a− ÷èñëî & x− ÷èñëî→ a = cos x↔ (∃n(x = 2πn− arccos a & n− öåëîå) ∨
∃n(x = 2πn + arccos a & n− öåëîå)) & 0 ≤ a + 1 & 0 ≤ −a + 1)

Â íàøåì ïðèìåðå õàðàêòåðèñòèêà - "íåèçâïàðàì(x âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä õàðàêòåðèñòèêè. Â íàøåì ñëó÷àå
- ïåðåìåííàÿ "x". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåí-
íîé õ12 - íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåãî òåðìà. Ñðåäè óòâåðæäå-
íèÿ ñïèñêà õ12 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ13 ñ çàãîëîâêîì "èëè". Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñêà õ12 ïîñëå óäàëåíèÿ èç íåãî óòâåðæäåíèÿ õ13.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ8 íå âñòðå÷àåòñÿ â óòâåðæäåíèÿõ õ14. Ïåðåìåííîé õ15 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
åãî äëèíà ðàâíà 2, çàãîëîâîê êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ15 - "ñóùåñòâóåò",
è ýòî óòâåðæäåíèå ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ õ8. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê îòëè÷íûõ îò õ8 ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ15. Â íàøåì ñëó÷àå îí ñî-
ñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ16 íåïóñò. Ïå-
ðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé "êëàññ(õ8 A1)" è "êëàññ(õ8
A2)", ãäå A1, A2 - ïåðâûé è âòîðîé ýëåìåíòû ñïèñêà õ15. Ïåðåìåííîé õ18 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáúåäèíåíèÿ ñïèñêà âñåõ íå ñîäåðæàùèõ õ8 óòâåðæäåíèé
ñïèñêà õ11, óòâåðæäåíèé õ14 è åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ õ17. Â íàøåì ïðè-
ìåðå ïîëó÷àåòñÿ ñïèñîê "a − ÷èñëî", "0 ≤ a + 1", "0 ≤ −a + 1", "setx(∃n(x =
2πn− arccos a & n− öåëîå)) = setx(∃n(x = 2πn + arccos a & n− öåëîå))". Ðåøà-
åòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, åäèíñòâåííàÿ ïîñûëêà êîòîðîé - êîíñòàíòà "èñòèíà",
à óñëîâèÿ - óåâòåðæäåíèÿ õ18. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéî-
òâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ16". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îòâåò
çàäà÷è. Â íàøåì ïðèìåðå - "a = −1 ∨ a = 1". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàè-
âàåòñÿ òî èç óòâåðæäåíèé õ15, êîòîðîå êîðî÷å. Â íàøåì ïðèìåðå - "∃n(x =
2πn+arccos a & n−öåëîå)". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óòâåð-
æäåíèé õ14 è óòâåðæäåíèÿ õ22. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé
ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ê ñïèñêó õ11 êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ
õ21. Êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü çàìåíÿåìîãî òåðìà òåîðåìû è óòâåðæäå-
íèÿ õ23. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà", à çàòåì
- îïåðàòîðîì "íîðìäëÿëþáîãî". Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ:

∀x(x − ÷èñëî → cos x = −1 ↔ ∃n(x = 2πn + π & n − öåëîå)) & ∀x(x − ÷èñëî →
cos x = 1↔ ∃n(x = 2πn & n− öåëîå))

Êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ ðåãèñòðèðóþòñÿ â ñïèñêå âû-
âîäà (â íàøåì ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåì âòîðîé êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí).

4. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ñïðàâî÷íèê "îãðàíè÷èòåëü" äëÿ îãðàíè÷åíèÿ îòâåòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a − ÷èñëî & ¬(cos a = 0) & b − ÷èñëî & 0 ≤ a & 0 ≤ −a + π → tg a = b ↔
a = π + arctg b & b ≤ 0 ∨ a = arctg b & 0 ≤ b)

èç òåîðåìû
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∀ab(a − ÷èñëî & ¬(cos a = 0) & b − ÷èñëî → tg a = b ↔ ∃n(n − öåëîå & a =
arctg b + πn))

Â íàøåì ïðèìåðå õàðàêòåðèñòèêà - "íåèçâïàðàì(a âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä õàðàêòåðèñòèêè, ïåðåìåííîé õ11
- íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ12 - çàìåíÿþùèé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî
çàãîëîâîê - "ñóùåñòâóåò". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Â
íåì áåðåòñÿ âõîæäåíèå õ14 ïåðåìåííîé õ8, ÿâëÿþùååñÿ êîðíåâûì îïåðàíäîì
îäíîìåñòíîé îïåðàöèè õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - òàíãåíñà. Ñïðàâî÷íèê "îãðàíè-
÷èòåëü" îïðåäåëÿåò ïî õ16 íàáîð óòâåðæäåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ îïðåäåëÿ-
åò íåêîòîðûé òèïè÷íûé êîíòåêñò èñïîëüçîâàíèÿ îïåðàöèè õ16. Åäèíñòâåííàÿ
ïåðåìåííàÿ, âñòðå÷àþùàÿñÿ â òàêèõ óòâåðæäåíèÿõ, ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê àð-
ãóìåíò îïåðàöèè. Ñðåäè ýòèõ óòâåðæäåíèé âûáèðàåòñÿ íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå
õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 ≤ x & x ≤ π". Ýòî - îáû÷íàÿ ñèòóàöèÿ äëÿ ïëàíèìåò-
ðèè. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ21 ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ8 â óòâåðæäåíèå õ19
âìåñòî åãî åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Â íàøåì ñëó÷àå - "0 ≤ a & a ≤ π". Ïå-
ðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ21.
Íàáîð àíòåöåäåíòîâ ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäíàáîð õ23 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ
ïåðåìåííóþ õ8, è ïîäíàáîð õ24 óòâåðæäåíèé, íå ñîäåðæàùèõ åå. Ïåðåìåííîé
õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ23, õ22 è óòâåðæäåíèÿ õ12. Ðåøàåòñÿ
çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ24 è óñëîâèÿìè õ27. Åå öåëè - "ïîëíûé", "ÿâ-
íîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ðàâíî", "íåèçâåñòíûå õ8", "óïðîñòèòü". Â íàøåì ïðè-
ìåðå óñëîâèÿ çàäà÷è ñóòü "a − ÷èñëî", "¬(cos a = 0)", "∃n(n − öåëîå & a =
arctg b + πn)", "0 ≤ a", "a ≤ π". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ29. Â íà-
øåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "a = π + arctg b & b ≤ 0 ∨ a = arctg b & 0 ≤ b)".
Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöå-
äåíòû" îáúåäèíåíèÿ ñïèñêîâ õ11 è õ22 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ
õ29. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ30, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé
ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ13 è õ29. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñ-
êå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "ãëóá(õ8 âòîðîéòåðì)", ò.å. áóäåò
èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ñîçäàíèÿ ïðèåìà, ðàçðåøàþùåãî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
õ8.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿþùåé
÷àñòè

1. Ïîïûòêà óìåíüøåíèÿ ÷èñëà âõîæäåíèé ïàðàìåòðîâ ïóòåì çàíóëåíèÿ îïåðàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀x(x− ÷èñëî→ sin x = 0↔ ∃n(x = πn & n− öåëîå))

èç òåîðåìû

∀ax(a − ÷èñëî & x − ÷èñëî → sin x = a ↔ |a| ≤ 1 & ∃n(n − öåëîå & x =
πn + (−1)n arcsin a))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

arcsin 0 = 0
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Â íàøåì ïðèìåðå õàðàêòåðèñòèêà - "íåèçâïàðàì(x âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä õàðàêòåðèñòèêè, ïåðåìåííîé õ11
- íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ12 - çàìåíÿþùèé òåðì. Âíóòðè íåãî óñìàò-
ðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà ýòîãî êâàíòîðà. Âíóòðè ïîäêâàíòîðíîãî óòâåð-
æäåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ15 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïîäòåðìà "(−1)n arcsin a". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê
ýòîãî ïîäòåðìà, ïåðåìåííîé õ17 - ñàì ïîäòåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîäåð-
æèò ïåðåìåííóþ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè. Ñïðàâî÷íèê "íîëü îïðåäåëÿåò ïî
ñèìâîëó îïåðàöèè õ16 åå íóëåâîå çíà÷åíèå õ19 è óêàçàíèå íîìåðà i îïåðàí-
äà, ïî êîòîðîìó îíî ðàñïîëàãàåòñÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - ñîîòâåòñòâåííî, 0 è 2
(ââèäó êîììóòàòèâíîñòè îïåðàöèè, ýòî çíà÷åíèå áåðåòñÿ ïðîèçâîëüíûì). Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ20 ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàíäà (â ñëó÷àå êîììóòà-
òèâíîé îïåðàöèè - ëþáîãî îïåðàíäà). Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà - âõîæäåíèå àðê-
ñèíóñà. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ20. Â íàøåì
ñëó÷àå - "arcsin a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåîäíîáóêâåííûé è íå ñîäåðæèò ïåðå-
ìåííûõ ñïèñêà õ14. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "êîíñòöåëîå" íàõîäèò ïî ñèìâîëó õ22 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíè-
òåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàìåíÿþùèé òåðì ðàâåí õ19. Ïðîöåäóðà
"òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ20 ïðè ïîìî-
ùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Îí îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.51 Õàðàêòåðèñòèêà "íåèçâòåðìû"
Õàðàêòåðèñòèêîé "íåèçâòåðìû(õ1 õ2 õ3 õ4)" ñíàáæàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîäãî-
òàâëèâàþùèå âîçìîæíîñòü ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî ïîäâûðàæåíèÿ õ1 ñ
íåèçâåñòíûìè ïðè ïîìîùè íîðìàëèçàòîðà óðàâíåíèé õ2. õ3 - ñïèñîê ïåðåìåííûõ,
èäåíòèôèöèðóåìûõ ñ íåèçâåñòíûìè ïîäòåðìàìè, õ4 - íàïðàâëåíèå çàìåíû. Åñëè çà-
ìåíÿþùèé òåðì óñòîé÷èâ ê îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, òî ññûëêà íà íîðìàëèçàòîð õ2
ìîæåò îòñóòñòâîâàòü.

Äàííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñîïðîâîæäàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé "ñëåäòåîðåìà(A1A2)", ññû-
ëàþùåéñÿ íà òåîðåìó â áàçå òåîðåì - ýêâèâàëåíòíîñòü, êîòîðàÿ áóäåò äàëåå èñïîëü-
çîâàòüñÿ äëÿ ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îáîáùåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîäãîòàâëèâàþùåé âîçìîæíîñòü ðàçðåøåíèÿ îò-
íîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî ïîäâûðàæåíèÿ: âûäåëåíèå íåâûðîæäåííîãî èçâåñòíî-
ãî ïîäâûðàæåíèÿ ñ óíèêàëüíûì ïàðàìåòðîì è çàìåíà åãî íà íîâûé ïàðàìåòð.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(b− ÷èñëî & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ a sin b− c(cos b)2 = d↔
a sin b + c(sin b)2 = c + d)

èç òåîðåìû
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∀abce(b−÷èñëî & a−÷èñëî & c−÷èñëî & e−÷èñëî→ a sin b− c(cos b)2 = e− c↔
e = a sin b + c(sin b)2)

Õàðàêòåðèñòèêà èñõîäíîé òåîðåìû - "íåèçâòåðìû(sin b, êâàäðóðàâí, b, âòîðîé-
òåðì)". Õàðàêòåðèñòèêà "ñëåäòåîðåìà(. . .)" ññûëàåòñÿ íà ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ
ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - ïåðåìåííàÿ,
èäåíòèôèöèðóåìàÿ ñ íåèçâåñòíûì âûðàæåíèåì (â íàøåì ñëó÷àå - b). Âûáèðàåò-
ñÿ îòëè÷íûé îò õ11 ïàðàìåòð õ12 òåðìà õ10, èìåþùèé åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå
â õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - e.

Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ12 â òåðì õ10, ïåðåìåí-
íîé õ14 - ïîäòåðì ïî ýòîìó âõîæäåíèþ. Çàòåì ïðåäïðèíèìàåòñÿ öèêë ïîïûòîê
ðàñøèðèòü òåðì õ14 ïóòåì ïåðåõîäà ê åãî íàäòåðìàì. Ðàñøèðåíèå ïðîäîëæà-
åòñÿ, ïîêà íå âñòðå÷àåòñÿ òåðì, ñîäåðæàùèé ïåðåìåííóþ õ11. Åñëè òàêîé òåðì
èìååò àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíûé çàãîëîâîê s, ïðè÷åì íå ìåíåå äâóõ åãî îïå-
ðàíäîâ íå ñîäåðæàò ïåðåìåííîé õ11, òî â êà÷åñòâå õ14 áåðåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäè-
íåíèÿ îïåðàöèåé s âñåõ òàêèõ îïåðàíäîâ. Â ïðîöåññå ðàñøèðåíèÿ òåðìà õ14
êîððåêòèðóåòñÿ è âõîæäåíèå õ13, òàê ÷òî â èòîãå îíî îêàçûâàåòñÿ ëèáî âõî-
æäåíèåì ñàìîãî òåðìà õ14, ëèáî âõîæäåíèåì òîé îïåðàöèè s, ÷àñòü îïåðàíäîâ
êîòîðîé áûëà âûäåëåíà â òåðì õ14.

Ïî çàâåðøåíèè öèêëà ðàñøèðåíèÿ òåðìà õ14 ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò íåîä-
íîáóêâåííûé. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - "e−c". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï çíà÷åíèÿ îïåðàöèè - çàãî-
ëîâêà òåðìà õ14. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ18, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ d. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ15, óñëî-
âèÿìè êîòîðîé ñëóæàò ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ18 òåðìó õ14 è òåðì "õ17(õ18)".
Â íàøåì ïðèìåðå - "d = e− c" è "d−÷èñëî". Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå",
"ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ12". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ îòâåò. Â íàøåì ïðèìåðå - "e = c + d & d − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ22 ïðñè-
âàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îòâåòà. Â íåì âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî
õ23 ïåðåìåííîé õ12 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ24. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ïåðåìåííàÿ õ18, ïðè÷åì åñëè õ14 ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé ëèøü ÷àñòü îïåðàíäîâ
íåêîòîðîé îïåðàöèè s, òî ïåðåìåííàÿ õ18 äîïîëíÿåòñÿ îñòàëüíûìè îïåðàíäà-
ìè óêàçàííîé îïåðàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ27
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ24 âìåñòî ïåðåìåííîé õ12
â çàìåíÿþùèé òåðì òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "c + d = a sin b + (sin b)2".
Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ13 â òåðì õ10 íà
âûðàæåíèå õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - "a sin b − c(cos b)2 = d". Ïåðåìåííîé õ29
ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå íàáîðà ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè õ24 âìåñòî õ12 â
àíòåöåäåíòû òåîðåìû ñ ðåçóëüòàòîì îòáðàñûâàíèÿ â íàáîðå õ22 óòâåðæäåíèÿ
õ23.

Ñðåäè õàðàêòåðèñòèê òåîðåìû íàõîäèòñÿ ýëåìåíò "ñëåäòåîðåìà(A1A2)", êîòî-
ðûé ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ30. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ áëîêèðîâêà ïðèåìîâ, îñíî-
âàííûõ íà òåîðåìå ïî ññûëêå (A1, A2), è ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå. Åå ïî-
ñûëêè - óòâåðæäåíèÿ õ29, óñëîâèÿ - êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ õ27.
Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ðåäóöèðîâàíèå", "ïîïûò-
êàñïóñêà", "íåèçâåñòíûå õ11". Åñëè îòâåò íà íåå îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç",
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òî îí ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ27. Â íàøåì ïðèìåðå ïðîèñõîäèò ëèøü
ïåðåñòàíîâêà ÷àñòåé ðàâåíñòâà õ27.

Äàëåå âîññòàíàâëèâàåòñÿ èñõîäíàÿ áëîêèðîâêà ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà òåî-
ðåìàõ ÿ÷åéêè âûâîäà. Ïåðåìåííîé õ29 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîò-
êè ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" óòâåðæäåíèé õ29 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ
óòâåðæäåíèé õ27 è õ28. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ29, êîí-
ñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ27, õ28. Îðèåíòà-
öèÿ âûáèðàåòñÿ òà æå, ÷òî â èñõîäíîé òåîðåìå. Â ñïèñêå âûâîäà íîâàÿ òåîðåìà
ïîìå÷àåòñÿ êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé, à èñõîäíàÿ - ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîìåòêîé
"èñêëþ÷åíèå".

2. Îáîáùåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîäãîòàâëèâàþùåé âîçìîæíîñòü ðàçðåøåíèÿ îò-
íîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî ïîäâûðàæåíèÿ: èñêëþ÷åíèå îòðèöàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abde(b− ÷èñëî & a− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ a sin b + e(cos b)2 = d↔
a sin b− e(sin b)2 = d− e)

èç òåîðåìû

∀abcd(b− ÷èñëî & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ a sin b− c(cos b)2 = d↔
a sin b + c(sin b)2 = c + d)

Õàðàêòåðèñòèêè èñõîäíîé òåîðåìû - òå æå, ÷òî â ïðèìåðå ïðåäûäóùåãî ïðèåìà.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - ïåðåìåííàÿ,
èäåíòèôèöèðóåìàÿ ñ íåèçâåñòíûì âûðàæåíèåì (â íàøåì ñëó÷àå - b). Âûáèðàåò-
ñÿ îòëè÷íûé îò õ11 ïàðàìåòð õ12 òåðìà õ10, èìåþùèé åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå
â õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - c. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 ïàðàìåòðà õ12 â
òåðì õ10. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå íåïîñðåäñòâåííîé íàäîïå-
ðàöèè âõîæäåíèÿ õ13, ïåðåìåííîé õ15 - ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ14. Â íàøåì
ïðèìåðå - "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àðíîñòü ñèìâîëà õ15 ðàâíà 2. Ïåðå-
ìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå íåïîñðåäñòâåííîé íàäîïåðàöèè âõîæäå-
íèÿ õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîìåñòíàÿ, è ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ16. Â íàøåì ñëó÷àå - "ìèíóñ". Ñïðàâî÷íèê "çàìåíà-
çíàêà" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ15 ïàðó (g, n) ëèáî òðîéêó (g, n, h), òàêèå, ÷òî
âíåøíèé çíàê g (â ñëó÷àå òðîéêè - h) ìîæíî ïåðåíåñòè íà n - é îïåðàíä îïå-
ðàöèè õ15, ñ çàìåíîé åãî (òîëüêî â ñëó÷àå òðîéêè) íà g. Â íàøåì ïðèìåðå ïå-
ðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà (ìèíóñ 1). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûé ýëåìåíò
íàáîðà õ20 - ñèìâîë õ17. Â ñëó÷àå íåêîììóòàòèâíîé îïåðàöèè õ15 ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ13 åñòü n - é îïåðàíä îïåðàöèè õ14. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âû-
ðàæåíèå "õ17(õ12)". Â íàøåì ïðèìåðå - "−c". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï çíà÷åíèé îïå-
ðàöèè õ17. Â íàøåì ñëó÷àå - "÷èñëî". Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîäðàçáèåíèå íàáîðà
õ23 íà íàáîð õ26 ïîñûëîê, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ12, è íàáîð õ27 îñòàëüíûõ
ïîñûëîê. Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ28. Â íàøåì ïðèìåðå - e. Ïåðåìåííîé
õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ28 è õ22 ê íà-
áîðó õ26. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ
"õ25(õ28)"ê íàáîðà õ27. Çàòåì ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ30 è
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óñëîâèÿìè õ29. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü",
"íåèçâåñòíûå õ12". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ32. Â íàøåì ïðèìåðå -
"c = −e". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåð-
æäåíèÿ õ32. Â íåì âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ34 ïåðåìåííîé õ12 íåêîòîðîìó âûðà-
æåíèþ õ35. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ
õ35 âìåñòî ïåðåìåííîé õ12 â çàìåíÿþùèé òåðì òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå -
"a sin b+(−e)(sin b)2 = d− e". Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû
ïåðåìåííîé õ12 íà ïåðåìåííóþ õ28 â ïîäòåðìå ïî âõîæäåíèþ õ14. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "e(cos b)2". Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ
õ16 â òåðì õ10 íà õ39. Â íàøåì ïðèìåðå - "a sin b + e(cos b)2 = d". Ïåðåìåííîé
õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ30 è ðåçóëüòàòà óäàëåíèÿ ðàâåíñòâà
õ34 èç íàáîðà õ33. Â íàøåì ïðèìåðå - "e − ÷èñëî", "b − ÷èñëî", "a − ÷èñëî",
"d− ÷èñëî".

Ñðåäè õàðàêòåðèñòèê òåîðåìû íàõîäèòñÿ ýëåìåíò "ñëåäòåîðåìà(A1A2)", êîòî-
ðûé ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ42. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ áëîêèðîâêà ïðèåìîâ, îñíî-
âàííûõ íà òåîðåìå ïî ññûëêå (A1, A2), è ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå. Åå ïî-
ñûëêè - óòâåðæäåíèÿ õ41, óñëîâèÿ - êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ õ38.
Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ðåäóöèðîâàíèå", "ïîïûò-
êàñïóñêà", "íåèçâåñòíûå õ11". Åñëè îòâåò íà íåå îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç",
òî îí ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ38. Â íàøåì ïðèìåðå ïðîèñõîäèò ëèøü
âûíåñåíèå íàðóæó ìèíóñà ïåðåä e.

Äàëåå âîññòàíàâëèâàåòñÿ èñõîäíàÿ áëîêèðîâêà ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà òåî-
ðåìàõ ÿ÷åéêè âûâîäà. Ïåðåìåííîé õ41 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîò-
êè ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" óòâåðæäåíèé õ41 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ
óòâåðæäåíèé õ38 è õ40. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ41, êîí-
ñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ38, õ40. Îðèåíòà-
öèÿ âûáèðàåòñÿ òà æå, ÷òî â èñõîäíîé òåîðåìå. Â ñïèñêå âûâîäà íîâàÿ òåîðåìà
ïîìå÷àåòñÿ êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé, à èñõîäíàÿ - ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîìåòêîé
"èñêëþ÷åíèå".

3.52 Õàðàêòåðèñòèêà "íåðàâåíñòâà"
Õàðàêòåðèñòèêîé "íåðàâåíñòâà" ñíàáæàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ äâóõ íåðàâåíñòâ
ñ íåâûðîæäåííûìè ÷èñëîâûìè àòîìàìè.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Âûâîä èìïëèêàöèè èç ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(B = C) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & 0 ≤ −l(AB) + l(BC)→ 0 ≤ −∠(ACB) + ∠(BAC))

èç òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(B = C) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & 0 ≤ −l(AB) + l(BC)↔ 0 ≤ −∠(ACB) + ∠(BAC))
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Â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà áåðåòñÿ èìïëèêàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé äîáàâëå-
íèåì ê àíòåöåäåíòàì îäíîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà è ñîõðàíåíèåì â êîíñåêâåíòå
äðóãîé ÷àñòè.

3.53 Õàðàêòåðèñòèêà "íîðì"
Õàðàêòåðèñòèêîé "íîðì(N)" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, äëÿ êî-
òîðûõ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå â ïàêåòàõ ïðèâåäåíèÿ ê çàäàííûì çàãîëîâêàì òîæå
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äîïóñòèìîå. N - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé
÷àñòè

1. Ïîïûòêà ïðîâàðüèðîâàòü çàìåíÿåìóþ ÷àñòü òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcd(¬(c ∈ d) & d− set & b− ñëîâî→ {c; b} \ d = {; b} \ d ∪ {c})

èç òåîðåìû

∀adf (a− set & d− set & f − set & íåïåðåñåê(a, d)→ (a ∪ f) \ d = a ∪ (f \ d))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀cd(c− ñëîâî→ {; c} ∪ {d} = {d; c})

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê òåîðåìû - êâàíòîð îáùíîñòè, ïðè÷åì ÷èñëî ïåðå-
ìåííûõ êîðíåâîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè íå áîëåå 3. Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè òîæ-
äåñòâà âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà; ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî ýòîìó âõîæäåíèþ. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - âõîæäåíèå
òåðìà "a ∪ f". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" îïðåäåëÿåò ïî ñèì-
âîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî
ïåðåìåííûõ åå êîðíåâîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè íå áîëåå 3. Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "{; c} ∪ {d}". Îíà
äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà íå îáåñïå÷èâàåò îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè â
îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ18 ïðå-
îáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå îí èìååò âèä:

∀bcd({c}− set & d− set & {; b}− set & íåïåðåñåê({c}, d) & b− ñëîâî→ {c; b}\d =
{c} ∪ {; b} \ d)

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ18 îïåðàòîðàìè
"Ñïóñêîïåðàíäîâ" è "äåìîäèôèêàöèÿ". Â íàøåì ïðèìåðå õ19 ñîâïàäàåò ñ õ18.
Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïåðåáëîêèðîâêà ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà òåîðåìàõ òåêóùåé
ÿ÷åéêè âûâîäà: ïðèåìû, îñíîâàííûå íà èñõîäíûõ òåîðåìàõ ÿ÷åéêè, íå áëîêè-
ðóþòñÿ. Çàòåì ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîé îá-
ðàáîòêè òåîðåìû õ19 ïðîöåäóðàìè "Ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà". Äàëåå
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âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïîëíàÿ áëîêèðîâêà ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà òåîðåìàõ òåêó-
ùåé ÿ÷åéêè âûâîäà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê òåðìà õ20 - "äëÿëþáîãî", ïðè-
÷åì ÷èñëî ïåðåìåííûõ êîðíåâîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè ýòîãî òåðìà íå áîëåå
÷åì íà åäèíèöó áîëüøå ÷èñëà ïåðåìåííûõ êîðíåâîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè
èñõîäíîé òåîðåìû. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç ÷àñòåé òîæäåñòâà õ20 íåáåñïîâòîð-
íà, ïðè÷åì èñõîäíàÿ òåîðåìà íå ÿâëÿåòñÿ èñõîäíîé òåîðåìîé ÿ÷åéêè âûâîäà, òî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ïåðåìåííûõ êîðíåâîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè òåîðåìû
õ20 íå ïðåâîñõîäèò 2. Çàòåì õ20 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà óïðîñòèòü çàìåíÿåìóþ ÷àñòü òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ñ ïî-
ìîùüþ ñîêðàùàþùåãî òîæäåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcd(b− set & c− set & d− set & b ⊆ c & c ∩ d ⊆ b→ c \ d = b \ d ∪ c \ b)

èç òåîðåìû

∀adf (a− set & d− set & f − set & íåïåðåñåê(a, d)→ (a ∪ f) \ d = a ∪ (f \ d))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ac(c− set & a− set & a ⊆ c→ a ∪ (c \ a) = c)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê òåîðåìû - êâàíòîð îáùíîñòè, ïðè÷åì ÷èñëî ïåðå-
ìåííûõ êîðíåâîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè íå áîëåå 3. Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè òîæ-
äåñòâà âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà; ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî ýòîìó âõîæäåíèþ. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - âõîæäå-
íèå ïîäòåðìà "a ∪ f". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "Ñîêðàùåíèå" îïðåäåëÿåò
ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæä-
âûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ18 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 ïðè ïîìîùè
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀bcd(c-
	
set & d−set & b−set & íåïåðåñåê(c\b, d) & c−set & b ⊆ c→ c\d = c\b∪b\d)

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ18 îïåðàòîðàìè
"Ñïóñêîïåðàíäîâ" è "äåìîäèôèêàöèÿ". Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîâïàäàåò ñ õ18.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ19 èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì êâàíòîð îáùíîñòè. Ïðåäïðèíèìà-
åòñÿ ïåðåáëîêèðîâêà ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà òåîðåìàõ òåêóùåé ÿ÷åéêè âûâî-
äà: ïðèåìû, îñíîâàííûå íà èñõîäíûõ òåîðåìàõ ÿ÷åéêè, íå áëîêèðóþòñÿ. Çàòåì
ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîé îáðàáîòêè òåîðåìû
õ19 ïðîöåäóðàìè "ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà". Äàëåå âîññòàíàâëèâàåòñÿ
ïîëíàÿ áëîêèðîâêà ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà òåîðåìàõ òåêóùåé ÿ÷åéêè âûâîäà.
Òåîðåìà õ20 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.54 Õàðàêòåðèñòèêà "íîðìàëèçàöèÿ"
Õàðàêòåðèñòèêîé "íîðìàëèçàöèÿ(N)" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçà-
öèè. N - íàïðàâëåíèå çàìåíû.
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Ïðèìåíåíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîãî òåð-
ìà

1. Ïîäñòàíîâêà åäèíèöû âìåñòî ïåðåìåííîé - îïåðàíäà êîðíåâîé àññîöèàòèâíî-
êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè çàìåíÿåìîãî òåðìà, íå âõîäÿùåé â äðóãèå êîðíåâûå
îïåðàíäû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ a− a = 0)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a + b− a = b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - åå çàãîëî-
âîê. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí àññîöèàòèâåí è êîììóòàòèâåí. Âûáèðàåòñÿ êîðíåâîé
îïåðàíä òåðìà õ10, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïåðåìåííóþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå
- "b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïåðåìåííàÿ èìååò â õ10 åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå è
÷òî êîëè÷åñòâî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ10 áîëüøå 2. Ñïðàâî÷íèê "åäèíè-
öà" îïðåäåëÿåò åäèíèöó õ15 îïåðàöèè õ11. Â íàåøåì ïðèìåðå - 0. Ïåðåìåííîé
õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îòáðàñûâàíèÿ ó õ10 îïåðàíäà õ13. Â íàøåì ñëó-
÷àå - "a− a". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Îí
ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ÷àñòè - õ18 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåí-
íóþ õ13, à õ19 - èç îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Îïðåäåëÿåòñÿ íàáîð õ20 ðåçóëü-
òàòîâ ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèÿ íàáîð õ13 åäèíèöû õ15 âìåñòî ïåðåìåííîé
õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè óñìàòðèâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè èç
óòâåðæäåíèé õ19. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè åäèíèöû õ15 âìåñòî
ïåðåìåííîé õ13 â çàìåíÿþùóþ ÷àñòü òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ åãî îòíîñèòåëüíî óòâåðæäåíèé õ19 ïðè ïîìîùè íîðìà-
ëèçàòîðîâ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Çàòåì ôîðìèðóåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ19, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ16
è õ22.

2. Ïîïûòêà ðàâíîöåííîé ïåðåôîðìóëèðîâêè çàìåíÿåìîé ÷àñòè òîæäåñòâà îáùåé
ñòàíäàðòèçàöèè ëèáî ñâåðòêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abd(¬(a = 0) & ¬(b = 0) & d−÷èñëî & a−÷èñëî & b−÷èñëî→ d|b|/|ab| = d/|a|)

èç òåîðåìû

∀cdf (¬(c = 0) & ¬(f = 0) & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & f − ÷èñëî→ df/(cf) = d/c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ |a||b| = |ab|)

Îïèñûâàåìûé íèæå ïðèåì ïîëó÷èëñÿ áîëåå ãðîìîçäêèì, ÷åì îáû÷íî, òàê êàê
ñòàíäàðòèçàöèÿ òåîðåìû áûëà âûíåñåíà èç îïåðàòîðà "íîðìòåîðåìà" â äëèí-
íóþ öåïî÷êó ÿâíî ïåðå÷èñëÿåìûõ íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Îí îòðàáàòû-
âàëñÿ íà ìàòåðèàëå àëãåáðû ëîãèêè, ãäå íåïîñðåäñòâåííàÿ íîðìàëèçàöèÿ òåî-
ðåìû âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé ïðèâîäèëà ê ðàçðóøåíèþ ïðåäñòàâëÿþùèõ èí-
òåðåñ ñëåäñòâèé. Âåðîÿòíî, âñå-òàêè ñòîèò ïîïðîáîâàòü åãî óïðîñòèòü.
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Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 íåáåñïîâòîðíî, à õ11 áåñïîâòîðíî. Îïåðàòîð "âàð-
òåîð" îïðåäåëÿåò ñïèñîê ïàð (òåîðåìà - åå õàðàêòåðèñòèêè), êîòîðûå ìîãóò îêà-
çàòüñÿ ïîëåçíûìè äëÿ ðàâíîöåííûõ ïåðåôîðìóëèðîâîê òåðìîâ õ10 è õ11. Äëÿ
ýòîãî ïðèâëåêàþòñÿ ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" è "âàðïàðàì".
Âíóòðè çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 íåîäíîáóêâåííî-
ãî ïîäòåðìà, âíóòðè êîòîðîãî èìååòñÿ âõîæäåíèå ñ áîëåå ÷åì îäíèì îïåðàíäîì.
Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå òåðìà cf . Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë
ïî âõîæäåíèþ õ14. Â ñïèñêå õ12 âûáèðàåòñÿ òîæäåñòâî, èìåþùåå çàãîëîâêîì
îäíîé èç ñâîèõ ÷àñòåé ñèìâîë õ15. Â íàøåì ñëó÷àå - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíè-
òåëüíàÿ òåîðåìà. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ22 ïðåîáðàçî-
âàíèÿ âõîæäåíèÿ õ14 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå
îí èìååò âèä:

∀abd(¬(|a| = 0) & ¬(|b| = 0) & |a| − ÷èñëî & d − ÷èñëî & |b| − ÷èñëî & a −
÷èñëî & b− ÷èñëî→ d|b|/|ab| = d/|a|)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî èñõîäíàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ èñõîäíîé òåîðåìîé ÿ÷åéêè
âûâîäà, ëèáî äëèíà ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè òåîðåìû õ22 íå ïðåâîñõîäèò ìàê-
ñèìóìà èç 3 è äëèíû ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè èñõîäíîé òåîðåìû. Îïåðàòîð
"Âàðîòð" ïðîâåðÿåò, èìååò ëè çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ22 çàãîëîâîê òèïà
"îòðèöàíèÿ" (íàïðèìåð, "ìèíóñ"). Åñëè èìååò, òî ïåðåìåííàÿ õ23 ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïåðå÷èñëÿåò òåîðåó õ22 è òåîðåìó, ïîëó÷åííóþ èç ïðèìåíåíèåì äàííîãî
"îòðèöàíèÿ" ê îáåèì ÷àñòÿì. Èíà÷å ïåðåìåííîé õ23 ïåðåäàåòñÿ çíà÷åíèå õ22.
Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ23 îïåðàòîðîì
"Ñïóñêîïåðàíäîâ". Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîâïàäàåò ñ õ23. Ïåðåìåííîé õ26 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ24, à ïåðåìåííîé õ27 - çàìåíÿþùàÿ.

Åñëè çàãîëîâêîì òåðìîâ õ26 è õ27 ñëóæèò îäíà è òà æå àññîöèàòèâíî-êîììóòà-
òèâíàÿ îïåðàöèÿ, òî ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå îáùåãî èõ îïåðàíäà - ïåðåìåííîé,
íå âõîäÿùåé â ïðî÷èå îïåðàíäû.

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ25, ïåðåìåííîé
õ27 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåðìà õ27 íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé
ñòàíäàðòèçàöèè îòíîñèòåëüíî õ28. Â íàøåì ïðèìåðå õ27 íå èçìåíÿåòñÿ.

Åñëè íè îäèí èç êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ26 íå èçìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, òî ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ îäíîýëåìåíò-
íûé ñïèñîê, ñîñòîÿùèé èç òåðìà õ26. Èíà÷å - ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû T
ñïèñêà õ12, îòëè÷íûå îò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû è èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó
"ñâåðòêà(. . .)" ëèáî "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)". Ïðîöåäóðà "òîæäïðåîáð" (íå ïóòàòü
ñ "òîæäâûâîä") îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ òåðìà õ26 ïðè ïîìîùè
òåîðåìû T . Åñëè êîðíåâûå îïåðàíäû äàííîãî ðåçóëüòàòà íå èçìåíÿþòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, òî îí äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó õ29.

Âûáèðàåòñÿ êàêîé-ëèáî ýëåìåíò õ30 ñïèñêà õ29. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîâïàäàåò
ñ õ26, ò.å. ðàâåí "d|b|/|ab|". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà è òåîðåìû ñïèñêà
õ12 íå èçìåíÿþò òåðìà õ30. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî íåáåñïîâòîðíûõ ïåðå-
ìåííûõ â õ30 íå áîëüøå, ÷åì â õ10. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàð
(ïåðåìåííàÿ x - îïåðàöèÿ f òèïà "îòðèöàíèå"), òàêèõ, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå
ïåðåìåííîé x â õ30 ðàñïîëîæåíî íåïîñðåäñòâåííî ïîä îïåðàöèåé f . Ïåðåìåííîé
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õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ñîãëàñíî ñïèñêó õ31 âñåõ âõîæäåíèé âûðà-
æåíèé f(x) â õ30 íà ïåðåìåííóþ x, ïåðåìåííîé õ33 - íàáîð ðåçóëüòàòîâ çàìåíû
â óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ28 âûðàæåíèé f(x) íà x, à ïðî÷èõ âõîæäåíèé x - íà
f(x). Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð, ñîñòîÿùèé èç õ32 è âñåâîçìîæíûõ
ðåçóëüòàòîâ óïðîùåíèÿ õ32 îòíîñèòåëüíî õ33 ïðè ïîìîùè òåîðåì ñïèñêà õ12.
Â ýòîì íàáîðå âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ35. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò åãî îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "Ñïóñêîïåðàíäîâ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîðíåâûå
îïåðàíäû òåðìà õ36 íå èçìåíÿþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåçóëüòàò R çàìåíû ñîãëàñíî ñïèñêó õ31 â òåðìå õ27 âûðàæå-
íèé f(x) íà x, à ïðî÷èõ âõîæäåíèé x - íà f(x). Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ óïðîùåíèÿ òåðìà R ïðè ïîìîùè òåîðåì õ12. Ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ýëåìåíò õ38 íàáîðà õ37. Ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ òîìó ýëåìåíòó, êîòîðûé
ïîëó÷àåòñÿ èç òåðìà õ32 âû÷åðêèâàíèåì ÷àñòè îïåðàíäîâ íåêîòîðûõ îïåðàöèé.
Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè íàáîðà íàáîð õ33 îïåðàòî-
ðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ36, õ38. Çàòåì ñî-
çäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ40. Åå êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ðàâåíñòâî
òåðìîâ õ36 è õ38, ñ ñîõðàíåíèåì èñõîäíîé îðèåíòàöèè. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáîðàáîòêè äàííîé èìïëèêàöèè îïåðàòîðîì "ïîëíûåïîñûë-
êè". Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ó õ41 ñäâîåííûõ ïåðåìåííûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
÷èñëî ïåðåìåííûõ åå êîðíåâîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè íå ïðåâîñõîäèò 3. Åñ-
ëè â çàìåíÿþùåì òåðìå H èìïëèêàöèè õ41 ÷èñëî n îäíîáóêâåííûõ ïîäòåðìîâ
áîëüøå 3, ïðè÷åì ó òåðìà õ10 òàêèõ ïîäòåðìîâ ìåíüøå, ÷åì ó H, òî ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî n = 4, à ÷èñëî íåîäíîáóêâåííûõ ïîäòåðìîâ H íå áîëåå 3. Ïîñëå
ýòèõ ïðîâåðîê òåîðåìà õ41 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Îíà ñîïðîâîæäà-
åòñÿ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)" - òîé æå, ÷òî áûëà ó
èñõîäíîé òåîðåìû.

3. Ïîïûòêà îïðîêèíóòü òîæäåñòâî îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ïóòåì ñèëüíîãî óïðî-
ùåíèÿ çàìåíÿåìîãî òåðìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(¬(b = 0) & ¬(c = 0) & a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî→ (a/b)/c = a/(bc))

èç òåîðåìû

∀cdf (¬(c = 0) & ¬(f = 0) & c−÷èñëî & d−÷èñëî & f−÷èñëî→ (df)/(cf) = d/c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & ¬(b = 0)→ (a/b)b = a)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ11 íåîäíîáóêâåííûé. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ëîãè÷å-
ñêèå ñèìâîëû òåðìà õ10, è äëÿ êàæäîãî èç íèõ ïðåäïðèíèìàþòñÿ îáðàùåíèÿ
ê ñïðàâî÷íèêàì ïîèñêà òåîðåì "êîíñòíîðì", "òîæä", "ïîãëîùàåòñÿ", "ïîãëî-
ùàåò", "êîíñòâõîæä", "ñîêðàòèìî", "èñêëòåðì", "ñîêðàùìí". Ðåçóëüòàòû îá-
ðàùåíèé, ò.å. ïàðû (òåîðåìà - ñïèñîê õàðàêòåðèñòèê), íàêàïëèâàþòñÿ â ñïèñêå
õ12.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà íå èìååò õàðàêòåðèñòèêè "ñìòåîðåìà". Â
çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà,
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è çàãîëîâîê åãî ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - âõîæäå-
íèå ïîäòåðìà "df". Â ñïèñêå õ12 âûáèðàåòñÿ íåêîòîðàÿ ïàðà, è ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ åå òåîðåìà. Â íàøåì ñëó÷àå - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ
òåîðåìà. Òà ÷àñòü òîæäåñòâà õ17, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ15, ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê çàìåíÿåìàÿ. Ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò
õ22 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ14 ïîñðåäñòâîì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â
íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀abc(¬(c = 0) & ¬(b = 0) & c−÷èñëî & (a/b)−÷èñëî & b−÷èñëî & a−÷èñëî→
a/(cb) = (a/b)/c)

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ22 îïåðàòîðàìè
"Ñïóñêîïåðàíäîâ" è "äåìîäèôèêàöèÿ". Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîâïàäàåò ñ õ22.
Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ23, ïðè÷åì íàïðàâ-
ëåíèå çàìåíû - òàêîå æå, êàê â ñèõîäíîé òåîðåìå. Òàêèì îáðàçîì, â íàøåì
ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî õ25 - ëåâàÿ ÷àñòü. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ çà-
ìåíÿþùàÿ (â íàøåì ïðèìåðå - ïðàâàÿ) ÷àñòü òåîðåìû õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ26
èìååò íå áîëåå îäíîé íåáåñïîâòîðíîé ïåðåìåííîé. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåðìà õ25 íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè
îòíîñèòåëüíî ñïèñêà õ27 àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ23. Â íàøåì ïðèìåðå ëèøü
ìåíþòñÿ ìåñòàìè ñîìíîæèòåëè - ïîëó÷àåòñÿ "a/(bc). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîðíå-
âûå îïåðàíäû òåðìà íå èçìåíÿþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè
îòíîñèòåëüíî ñïèñêà õ27. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìû ñïèñêà õ12 íå óïðîùàþò
âûðàæåíèå õ26. Ïåðåìåííîé õ29 ïîî÷åðåäíî ïðèñâàèâàþòñÿ òåðì õ28 è (ïðè
îòñóòñòâèè ó äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñóùåñòâåííûõ ïîñûëîê) ðåçóëüòàò îá-
ðàáîòêè óòâåðæäåíèÿ õ28 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ27 îïåðàòîðîì "ñâåðòêà". Â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå áëîêèðîâêà ïðèåìîâ ñíà÷àëà ñíèìàåòñÿ, à çàòåì âîññòàíàâ-
ëèâàåòñÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ29 ñîâïàäàåò ñ õ28. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû
îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" âûðàæåíèé õ26 è õ29 ðàçëè÷àþòñÿ. Ïåðåìåííîé
õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè óòâåðæäåíèé õ27 ïðîöåäóðîé "íîðìàí-
òåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèé õ26 è õ29. Çàòåì ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ30, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âû-
ðàæåíèé õ26 è õ29. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "Ïîëíûåïî-
ñûëêè" è "íîðìòåîðåìà". Ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ31. Â íàøåì
ïðèìåðå îí ñîâïàäàåò ñ âûâîäèìîé òåîðåìîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ31 îò-
ëè÷åí îò êîíñòàíòû "èñòèíà" è íå èìååò ñäâîåííûõ ïåðåìåííûõ. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà íå ïðåîáðàçóåò ëåâóþ ÷àñòü êîíñåêâåíòà èìïëèêàöèè
õ31. Ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû "õàðàêòåðèçàòîð" îïðåäåëÿåòñÿ ñïèñîê õ32 õà-
ðàêòåðèñòèê òåîðåìû õ31. Â íàøåì ïðèìåðå - "íîðìàëèçàöèÿ(âòîðîéòåðì)",
"Âû÷(äðîáü(a b) ñîêðàùäðîáè ïåðâûòåðì)", "îáîùìíîæèòåëü", "ãðóïïèðîâ-
êè", "åäèíñòâñóù(âòîðîéòåðì)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå õ32 åñòü õîòÿ áû
îäíà èç õàðàêòåðèñòèê "íîðì(âòîðîéòåðì)", "íîðìàëèçàöèÿ(âòîðîéòåðì)", "ñî-
êðàù(âòîðîéòåðì)", "ãðóïïèðîâêè". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå âûâîäà è â ñïèñ-
êå õ12 íåò òåîðåìû, îòëè÷àþùåéñÿ îò õ31 ëèøü ïåðåîáîçíà÷åíèåì ñâÿçàííûõ
ïåðåìåííûõ, ïåðåñòàíîâêîé îïåðàíäîâ êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèé è ñèììåòðè÷-
íûõ îòíîøåíèé, à òàêæå èíâåðòèðîâàíèåì ïåðåìåííûõ, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ
êàê ïîä îïåðàöèåé òèïà "îòðèöàíèå", òàê è áåç íåå. Çàòåì õ31 ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

4. Ïîïûòêà ïðîâàðüèðîâàòü çàìåíÿåìóþ ÷àñòü òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè:
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ïðîñòåéøèå âàðüèðóåìûå òîæäåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdef (¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(d)− even) & ¬(÷èñëèòåëü(d)−
even) & e−÷èñëî & f −÷èñëî & c− rational & d− rational→ −(e−f)c(f − e)d =
(e− f)c+d)

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & b− rational & c− rational &
¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even)→ abac = ab+c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− rational & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & ¬(÷èñëèòåëü(a)− even) &
¬(çíàìåíàòåëü(a)− even)→ (b− c)a = −(c− b)a)

Âíóòðè çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåí-
íîãî ïîäòåðìà ñ çàãîëîâêîì õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - ïîäòåðìà "ab". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè òåîðåìû íå áîëåå 3. Ñïðàâî÷íèê ïî-
èñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" îïðåäåëÿåò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëü-
íóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîðíóþ èìïëèêà-
öèþ, èìåþùóþ íå áîëåå òðåõ ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå òîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðàÿ èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì
ñèìâîë õ12. Ýòà ÷àñòü äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çàìåíÿåìàÿ. Ñðåäè õàðàê-
òåðèñòèê äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû îòñóòñòâóåò ýëåìåíò "óïðîùåíèå(. . .)" ëèáî
"íîðìàëèçàöèÿ(. . .)", óêàçûâàþùèé íà ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèå çàìåíû.
Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ18 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ11 ïðè ïîìîùè òîæäåñòâà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀cdef ((e−f)−÷èñëî & d−÷èñëî & c−÷èñëî & d−rational & c−rational & ¬(çíà-
ìåíàòåëü(d)−even) & ¬(çíàìåíàòåëü(c)−even) & e−÷èñëî & f−÷èñëî & ¬(÷èñ-
ëèòåëü(d)− even)→ (−(f − e)d)(e− f)c = (e− f)d+c)

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ18 ïðîöåäóðàìè
"Ñïóñêîïåðàíäîâ" è "äåìîäèôèêàöèÿ". Ýòî íå èçìåíÿåò òåîðåìû. Åñëè çàìåíÿ-
åìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ19 íå áåñïîâòîðíà, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà êâàíòîðíîé
ïðèñòàâêè ýòîé òåîðåìû ìåíüøå 5. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïåðåáëîêèðîâêà ïðèåìîâ,
îñíîâàííûõ íà òåîðåìàõ òåêóùåé ÿ÷åéêè âûâîäà: ïðèåìû, îñíîâàííûå íà èñ-
õîäíûõ òåîðåìàõ ÿ÷åéêè, íå áëîêèðóþòñÿ. Çàòåì ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîé îáðàáîòêè òåîðåìû õ19 ïðîöåäóðàìè "Ïîëíûåïî-
ñûëêè" è "Íîðìòåîðåìà". Äàëåå âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïîëíàÿ áëîêèðîâêà ïðèå-
ìîâ, îñíîâàííûõ íà òåîðåìàõ òåêóùåé ÿ÷åéêè âûâîäà. Ïðîöåäóðå "Íîðìòåî-
ðåìà" ïåðåäàåòñÿ îäíîýëåìåíòûé ñïèñîê êîììåíòàðèåâ, ñîñòîÿùèé èç ñèìâîëà
"ñâåðòêà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ20 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, îöåíêà ñëîæíîñòè
êîíñåêâåíòà êîòîðîé íå ìåíåå îöåíêè ñëîæíîñòè êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðå-
ìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè òåîðåìû õ20 íå áîëåå ÷åì
íà åäèíèöó ïðåâîñõîäèò äëèíó êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè èñõîäíîé òåîðåìû. Åñëè
õîòÿ áû îäíà èç ÷àñòåé êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ20 íåáåñïîâòîðíà, òî ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî äëèíà êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè òåîðåìû õ20 íå ïåðâîñõîäèò 5 äëÿ ñëó÷àÿ
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èñõîäíîé òåîðåìû ñïèñêà âûâîäà è íå ïðåâîñõîäèò 3 äëÿ ïîëó÷åííîé â äàííîì
öèêëå âûâîäà. Çàòåì õ20 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Ïîïûòêà ïðîâàðüèðîâàòü çàìåíÿåìóþ ÷àñòü òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè:
ïðîñòåéøèå âàðüèðóþùèå òîæäåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdef (¬(d = 0) & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & f ≤ 0 &
de ≤ 0→ (−f)c(−e/d)c = (ef/d)c)

èç òåîðåìû

∀abcd(¬(d = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & 0 ≤ b &
0 ≤ ad→ bc(a/d)c = (ab/d)c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ −b(−c) = bc)

Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåð-
ìà. Â íàøåì ïðèìåðå - "ab". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî
ïîäòåðìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè òåîðåìû íå ìåíåå 4,
à çàìåíÿåìûé òåðì áåñïîâòîðåí. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè"
îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà åå êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè íå áîëåå 2. Íàõîäèòñÿ õàðàêòåðèñòè-
êà "íîðìàëèçàöèÿ(N)" äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, óêàçûâàþùàÿ åå íàïðàâëåíèå
çàìåíû. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû, ïåðåìåííîé õ19 - çàìåíÿþùàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêè ñëîæíîñòè ýòèõ
÷àñòåé ðàâíû è ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè çàìåíÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû íå
ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè òåðìà õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå çàãîëîâêè èìåþ-
ùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü ïîäòåðìîâ òåðìà õ18 âñòðå÷àþòñÿ â çàìåíÿåìîì
òåðìå èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå â òåðìå õ18 îäíîáóêâåííûõ
ïîäòåðìîâ, îáðàçîâàííûõ ëîãè÷åñêèìè ñèìâîëàìè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äîïîëíè-
òåëüíàÿ òåîðåìà íå áûëà óæå èñïîëüçîâàíà â òàêîì æå êà÷åñòâå ïðè âûâîäå (â
òåêóùåì öèêëå âûâîäà) èñõîäíîé òåîðåìû. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿ-
åò ðåçóëüòàò õ20 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

∀cdef (¬(d = 0) & (−e)− ÷èñëî & (−f)− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
0 ≤ −f & 0 ≤ (−e)d & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî→ (−f)c(−e/d)c = (ef/d)c)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû êâàíòîðíûõ ïðèñòàâîê òåîðåìû õ20 è èñõîäíîé òåîðå-
ìû ðàâíû. Òåîðåìà õ20 ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "Ñïóñêî-
ïåðàíäîâ", "äåìîäèôèêàöèÿ", "Ïîëíûåïîñûëêè", "íîðìòåîðåìà". Ïðè îáðà-
áîòêå ïîñëåäíèìè äâóìÿ îïåðàòîðàìè ïðåäïðèíèìàåòñÿ âðåìåííàÿ ïåðåáëîêè-
ðîâêà ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà òåîðåìàõ òåêóùåé ÿ÷åéêè âûâîäà: ïðèåìû, îñíî-
âàííûå íà èñõîäíûõ òåîðåìàõ ÿ÷åéêè, íå áëîêèðóþòñÿ. Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðó-
åòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïîëó÷àåò õàðàêòå-
ðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ".
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6. Ïîïûòêà óïðîñòèòü çàìåíÿåìóþ ÷àñòü òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ñ ïî-
ìîùüþ íîðìàëèçóþùåé äèñòðèáóòèâíîé ðàçâåðòêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdef (¬(çíàìåíàòåëü(f)− even) & 0 < de & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî &
f − rational→ dfef (de)c = (de)c+f )

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 < a→ abac = ab+c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a−÷èñëî& b−÷èñëî& c−rational& ¬(çíàìåíàòåëü(c)−even)→ acbc = (ab)c)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà òåîðåìû èìååò íå áîëåå òðåõ ïåðåìåí-
íûõ. Â çàìåíÿåìîì òåðìå ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî
ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - ab. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî
âõîæäåíèþ õ11. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "äèñòðèáðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò ïî
ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå
ó íåå õàðàêòåðèñòèêè "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò
ðåçóëüòàò õ18 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "Ñïóñêî-
ïåðàíäîâ", "äåìîäèôèêàöèÿ", "ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà". Ïðè îáðà-
áîòêå ïîñëåäíèìè äâóìÿ îïåðàòîðàìè ïðåäïðèíèìàåòñÿ âðåìåííàÿ ïåðåáëîêè-
ðîâêà ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà òåîðåìàõ òåêóùåé ÿ÷åéêè âûâîäà: ïðèåìû, îñíî-
âàííûå íà èñõîäíûõ òåîðåìàõ ÿ÷åéêè, íå áëîêèðóþòñÿ. Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðó-
åòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïîëó÷àåò õàðàêòå-
ðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ".

7. Ïîïûòêà óïðîñòèòü çàìåíÿåìóþ ÷àñòü òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ñ ïî-
ìîùüþ ñîêðàùàþùåãî òîæäåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bc(¬(bc− 1 = 0) & 0 < b & 0 < c & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ 1 = logbc b + logbc c)

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 < a & ¬(a− 1 = 0) & 0 < b &
0 < c→ loga(bc) = loga b + loga c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî & 0 < a & ¬(a− 1 = 0)→ loga a = 1)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà òåîðåìû èìååò íå áîëåå òðåõ ïåðåìåí-
íûõ. Â çàìåíÿåìîì òåðìå ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî
ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - loga(bc). Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë
ïî âõîæäåíèþ õ11. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "Ñîêðàùåíèå" îïðåäåëÿåò ïî
ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå
ó íåå õàðàêòåðèñòèêè "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò
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ðåçóëüòàò õ17 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "Ñïóñêî-
ïåðàíäîâ", "äåìîäèôèêàöèÿ", "ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà". Ïðè îáðà-
áîòêå ïîñëåäíèìè äâóìÿ îïåðàòîðàìè ïðåäïðèíèìàåòñÿ âðåìåííàÿ ïåðåáëîêè-
ðîâêà ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà òåîðåìàõ òåêóùåé ÿ÷åéêè âûâîäà: ïðèåìû, îñíî-
âàííûå íà èñõîäíûõ òåîðåìàõ ÿ÷åéêè, íå áëîêèðóþòñÿ. Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðó-
åòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïîëó÷àåò õàðàêòå-
ðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ" ëèáî "ñâåðòêà".

8. Ïîïûòêà óïðîñòèòü çàìåíÿåìóþ ÷àñòü òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ñ ïî-
ìîùüþ ðàçäåëÿþùåãî òîæäåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcf (¬(c− 1 = 0) & ¬(çíàìåíàòåëü(f)− even) & 0 < c & 0 < ab & a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & f − rational→ f · logc(a/b) = logc(a

f/bf ))

èç òåîðåìû

∀cde(¬(c − 1 = 0) & 0 < c & 0 < d & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî & e − ÷èñëî →
e · logc d = logc(d

e))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & c − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c) −
even) & ¬(b = 0)→ (a/b)c = ac/bc)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà òåîðåìû èìååò íå áîëåå òðåõ ïåðåìåí-
íûõ. Â çàìåíÿåìîì òåðìå ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî
ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - de. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî
âõîæäåíèþ õ11. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàçáèåíèå" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó
õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ó íåå õà-
ðàêòåðèñòèêè "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëü-
òàò õ17 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Ýòîò ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïåðàí-
äîâ", "äåìîäèôèêàöèÿ", "ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà". Ïðè îáðàáîòêå
ïîñëåäíèìè äâóìÿ îïåðàòîðàìè ïðåäïðèíèìàåòñÿ âðåìåííàÿ ïåðåáëîêèðîâêà
ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà òåîðåìàõ òåêóùåé ÿ÷åéêè âûâîäà: ïðèåìû, îñíîâàí-
íûå íà èñõîäíûõ òåîðåìàõ ÿ÷åéêè, íå áëîêèðóþòñÿ. Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïîëó÷àåò õàðàêòåðèñòèêó
"íîðìàëèçàöèÿ" ëèáî "ñîêðàù".

9. Ïîïûòêà óïðîñòèòü çàìåíÿåìóþ ÷àñòü òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ñ ïî-
ìîùüþ ïðîñòåéøåãî òîæäåñòâà, óìåíüøàþùåãî îöåíêó ñëîæíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bc(¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) & b− ÷èñëî & c− rational→ bc(−1)c = (−b)c)

èç òåîðåìû

∀abc(a−÷èñëî& b−÷èñëî& c−rational& ¬(çíàìåíàòåëü(c)−even)→ acbc = (ab)c)
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è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ (−1)a = −a)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà òåîðåìû èìååò íå áîëåå òðåõ ïåðåìåí-
íûõ. Â çàìåíÿåìîì òåðìå ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî
ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - ab. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõî-
æäåíèþ õ11. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî âñå âûðàæåíèÿ, âñòðå÷àþùèåñÿ â ýòèõ àíòåöåäåíòàõ, èìåþò íå áî-
ëåå îäíîé ïåðåìåííîé. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðîùñòàíä" îïðåäåëÿåò ïî
ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå
ó íåå õàðàêòåðèñòèêè "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)" ëèáî "óïðîùåíèå(. . .)". Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî ëèáî äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà èìååò åäèíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ, ïðè÷åì
ñðåäè åå àíòåöåäåíòîâ îòñóòñòâóåò ðàâåíñòâî, ëèáî â íåé âñòðå÷àåòñÿ ïîäòåðì
âèäà "ïåðå÷åíü(îòîáðàæåíèå(. . .))". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëü-
òàò õ18 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïå-
ðàíäîâ", "äåìîäèôèêàöèÿ", "ïîëíûåïîñûëêè" è "Íîðìòåîðåìà" (â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ êîììåíòàðèé "ñîêðàùäðîáè"). Ïðè îáðàáîòêå ïîñëåäíè-
ìè äâóìÿ îïåðàòîðàìè ïðåäïðèíèìàåòñÿ âðåìåííàÿ ïåðåáëîêèðîâêà ïðèåìîâ,
îñíîâàííûõ íà òåîðåìàõ òåêóùåé ÿ÷åéêè âûâîäà: ïðèåìû, îñíîâàííûå íà èñ-
õîäíûõ òåîðåìàõ ÿ÷åéêè, íå áëîêèðóþòñÿ. Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïîëó÷àåò õàðàêòåðèñòèêó "íîð-
ìàëèçàöèÿ" ëèáî "ñâåðòêà".

10. Ïîïûòêà óïðîñòèòü çàìåíÿåìóþ ÷àñòü òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ñ ïî-
ìîùüþ óñëîâíîãî òîæäåñòâà, èñêëþ÷àþùåãî ñëîæíîå âûðàæåíèå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abd(0 < ab & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ d|b|/(ab) = d/|a|)

èç òåîðåìû

∀abd(¬(a = 0) & ¬(b = 0) & d−÷èñëî & a−÷èñëî & b−÷èñëî→ d|b|/|ab| = d/|a|)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî & 0 ≤ a→ |a| = a)

Â çàìåíÿåìîì òåðìå ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî ïîä-
òåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - |ab|. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõî-
æäåíèþ õ11. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàçäïàðàì" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó
õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ó íåå õà-
ðàêòåðèñòèêè "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëü-
òàò õ17 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Ýòîò ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïåðàí-
äîâ", "äåìîäèôèêàöèÿ"è "íîðìòåîðåìà". Ïåðåä îáðàùåíèåì ê ïîñëåäíåìó îïå-
ðàòîðó ïðîöåäóðà "äåáëîê" ñíèìàåò áëîêèðîâêó ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà óæå
èìåþùèõñÿ â òåêóùåì ñïèñêå âûâîäà òåîðåìàõ. Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïîëó÷àåò õàðàêòåðèñòèêó
"íîðìàëèçàöèÿ" ëèáî "äåêîìïîçèöèÿ".
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11. Ïîïûòêà óïðîñòèòü çàìåíÿåìóþ ÷àñòü òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ñ ïî-
ìîùüþ òîæäåñòâà, ïðåîáðàçóþùåãî âûðàæåíèå ñ åäèíñòâåííîé íåáåñïîâòîðíîé
ïåðåìåííîé â âûðàæåíèå ñ åäèíñòâåííîé áåñïîâòîðíîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀fA(A− set & f −ôóíêöèÿ→ Val(ñóæåíèå(f, A)) = îáðàç(f, A ∩Dom(f)))

èç òåîðåìû

∀bfA(b− set & A− set & b ⊆ A & b ⊆ Dom(f) & f −ôóíêöèÿ→
îáðàç(ñóæåíèå(f, A), b) = îáðàç(f, b))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀f (f −ôóíêöèÿ→ îáðàç(f,Dom(f)) = Val(f))

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå
- "îáðàç". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "òîæä" îïðåäåëÿåò ïî õ11 óêàçàííóþ
âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ó íåå õàðàêòåðèñòèêè
"íîðìàëèçàöèÿ(. . .)". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ16 ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè îñíîâíîé òåîðåìû ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "Ïîë-
íûåïîñûëêè" è "Íîðìòåîðåìà". Ïîñëåäíåìó îïåðàòîðó ïåðåäàåòñÿ ýëåìåíò (ñì-
òåîð . . .), èíèöèèðóþùèé ïðèìåíåíèå ïðè ñòàíäàðòèçàöèè òåîðåìû òîæäåñòâ,
óæå ïîëó÷åííûõ â òåêóùåì öèêëå âûâîäà.

12. Ïîäñòàíîâêà åäèíèöû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀df (¬(f = 0) & d− ÷èñëî & f − ÷èñëî→ df/f = d)

èç òåîðåìû

∀cdf (¬(c = 0) & ¬(f = 0) & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & f − ÷èñëî→ df/(cf) = d/c)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿþùèé òåðì èìååò äëèíó 3 è ÷òî êîíñåêâåíò èìååò ðîâíî
òðè ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä çàìåíÿþùåãî
òåðìà, ïåðåìåííîé õ12 - âòîðîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè îïåðàíäû ñóòü ðàçëè÷-
íûå ïåðåìåííûå. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê çàìåíÿþùåãî òåðìà.
Â íàøåì ïðèìåðå - "äðîáü". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ åäèíèöà îïåðàöèè
õ13. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ17 ïîäñòàíîâêè â êîíñåêâåíò òåîðåìû åäèíèöû
õ15 âìåñòî òîãî îïåðàíäà çàìåíÿþùåãî òåðìà, ïî êîòîðîìó ýòî çíà÷åíèå ÿâ-
ëÿåòñÿ åäèíèöåé. Â íàøåì ïðèìåðå - âìåñòî âòîðîãî îïåðàíäà. Îïðåäåëÿåòñÿ
íàáîð õ19 ðåçóëüòàòîâ òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû òåîðåìû. Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ19 è êîíñåêâåíòîì õ17. Îíà îáðàáà-
òûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïîëó÷åííàÿ òåîðåìà, ïîìèìî õàðàêòåðè-
ñòèêè "íîðìàëèçàöèÿ", ñíàáæàåòñÿ òàêæå õàðàêòåðèñòèêîé "ñìòåîðåìà", ò.å.
óêàçàòåëåì, ÷òî îíà ñîçäàíà äëÿ ñïðàâî÷íèêîâ ïîèñêà òåîðåì.
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13. Ó÷åò âîçìîæíîé ïåðåãðóïïèðîâêè äëÿ êðàòíîé ïåðåìåííîé, èìåþùåé êàê âõî-
æäåíèå ïîä îäíîìåñòíîé îïåðàöèåé, òàê è âíå ýòîé îïåðàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ac(a− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ sin a cos c + sin(c− a) = sin c cos a)

èç òåîðåìû

∀bc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ − sin b cos c + sin(b + c) = sin c cos b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ sin(−a) = − sin a)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿå-
ìûé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ11 íå áîëåå 3. Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ îäèí èç ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îí èìååò áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ â òåðì õ11. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ12 â òåðì õ11, ÿâëÿþùååñÿ îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ14
îäíîìåñòíîé îïåðàöèè õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "sin b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò òàêîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ12 â òåðì õ11, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ îïå-
ðàíäîì îïåðàöèè õ15. Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ17
ïîäòåðìà, ðàâíîãî ïîäòåðìó õ14. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè"
îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî åå çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü èìååò çàãîëîâîê õ15. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä"
îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ23 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ17 â èñõîäíóþ òåîðåìó
ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå îí èìååò âèä:

∀ac((−a) − ÷èñëî & c − ÷èñëî & a − ÷èñëî → −(sin a) cos c + sin(−a + c) =
sin c cos(−a))

Òåîðåìà õ23 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ
ýëåìåíò (ñìòåîð . . .), èíèöèèðóþùèé ïðèìåíåíèå òîæäåñòâ, óæå ïîëó÷åííûõ â
òåêóùåì öèêëå âûâîäà.

14. Ïîïûòêà âàðüèðîâàíèÿ òîæäåñòâà òèïà ñîêðàùåíèÿ ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà äèñ-
òðèáóòèâíîé ðàçâåðòêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcdef (¬(c = 0) & ¬(f = 0) & b−÷èñëî & c−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî & f−
÷èñëî→ d(bf + ef)/(cf) = d(b + e)/c)

èç òåîðåìû

∀cdf (¬(c = 0) & ¬(f = 0) & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & f − ÷èñëî→ df/(cf) = d/c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & ab + ac = a(b + c))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿ-
þùàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü èìååò ïàðàìåòðû, íå âõîäÿùèå â
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çàìåíÿþùóþ. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ12, âõîäÿùàÿ â çàìåíÿåìóþ ÷àñòü è íå
âõîäÿùàÿ â çàìåíÿþùóþ. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ12 èìååò áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ â òåðì õ10. Âûáèðàåòñÿ íåêîòîðîå åå âõîæäå-
íèå õ13 â ýòîò òåðì è ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ14, îïåðàíäîì êîòîðîãî îíî
ÿâëÿåòñÿ. Â íàøåì ñëó÷àå - "df". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ14 ðàñïîëà-
ãàåòñÿ àññîöèàòèâíûé è êîììóòàòèâíûé ñèìâîë õ15, ïðè÷åì ÷èñëî îïåðàíäîâ
îïåðàöèè õ14 ðàâíî 2. Íàõîäèòñÿ îòëè÷íûé îò õ13 îïåðàíä õ16 îïåðàöèè õ14.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ16 ðàñïîëàãàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ17, èìåþùàÿ
åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â õ10. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííàÿ d. Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "äèñòðèáðàçâåðòêà" íàõîäèò ïî ñèìâîëó õ15 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáî-
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â
èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì:

∀abe(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî & ab + ae = a(b + e))

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ20, ïåðåìåí-
íîé õ22 - âõîæäåíèå òîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ15. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "a(b+e)". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ òîò îïåðàíä âõîæäåíèÿ
õ22, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ; ýòà ïåðåìåííàÿ (â íàøåì ñëó÷àå
"a" ) ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ26. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè â ïðîòèâîïîëîæíóþ ÷àñòü êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ20 ïåðåìåííîé
õ12 âìåñòî õ26. Â íàøåì ïðèìåðå - "fb + fe". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ13 â òåðì õ10 íà òåðì õ27. Â íàøåì ñëó÷àå -
"d(fb + fe)/(cf)". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â îò-
ëè÷íûé îò õ24 îïåðàíä îïåðàöèè õ22 ïåðåìåííîé õ12 âìåñòî ïåðåìåííîé õ26.
Â íàøåì ñëó÷àå - "b + e". Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ30 ïîäñòàíîâêè â çàìåíÿ-
þùóþ ÷àñòü èñõîäíîé òåîðåìû âìåñòî ïåðåìåííîé õ17 ðåçóëüòàòà ñîåäèíåíèÿ
îïåðàöèåé õ15 âûðàæåèé õ29 è õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "(b+e)d/c". Ïåðåìåííîé
õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ12 âìåñòî õ26
â àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ32 - îáúåäèíåíèå ñïèñêà
õ31 ñî ñïèñêîì àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòå-
öåäåíòàìè õ32, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ28 è õ30.
Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

15. Ïîïûòêà óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîãî òåðìà, ñîäåðæàùåãî äîïîëíèòåëüíûå ïåðå-
ìåííûå, äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ñëîæíîãî ïîíÿòèÿ íà "íåóäîáíîì" îïåðàíäå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abdeghi(¬(a = 0) & ¬(e + hgi/2 = 0) & ¬(hgi/2 − e = 0) & ¬(çíàìåíàòåëü(b) −
even) & a − ÷èñëî & d − ÷èñëî & e − ÷èñëî & g − ÷èñëî & h − ÷èñëî & i −
÷èñëî & b− rational & 0 ≤ g → d(hgi/2 − e)b/(a(gih2 − e2)b) = d/(a(e + hgi/2)b))

èç òåîðåìû

∀acdf(¬(a = 0) & ¬(c = 0) & ¬(f = 0) & a−÷èñëî & c−÷èñëî & d−÷èñëî & f−
÷èñëî→ (df/a)/(cf) = (d/a)/c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
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∀cdefg(¬(çíàìåíàòåëü(c) − even) & d − ÷èñëî & e − ÷èñëî & f − ÷èñëî & g −
÷èñëî & c− rational & 0 ≤ e→ (d + feg/2)c(feg/2 − d)c = (egf 2 − d2)c)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé õ10 - âõî-
æäåíèå íåêîòîðîãî îïåðàíäà êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå - (df/a)/(cf). Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïå-
ðàöèÿ õ10 èìååò ðîâíî äâà îïåðàíäà. Ñïðàâî÷íèê "îïåðàíäû" îïðåäåëÿåò ïî
ñèìâîëó îïåðàöèè õ12 íîìåð õ13 òîãî îïåðàíäà ýòîé îïåðàöèè, óïðîùåíèå êîòî-
ðîãî ÿâëÿåòñÿ â ýâðèñòè÷åñêîì ñìûñëå ïðèîðèòåòíûì ïî îòíîøåíèþ ê äðóãîìó
îïåðàíäó. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 ðàâíî 2 (ñëîæíûå ïîäòåðìû çíàìåíàòåëÿ, â îò-
ëè÷èå îò ÷èñëèòåëÿ, ïðè ñëîæåíèè äðîáíûõ âûðàæåíèé ïîëó÷àþò êðàòíûå âõî-
æäåíèÿ). Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ10, ïåðåìåí-
íîé õ15 - ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - (d/a)/c.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû òåðìà õ14 íå âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû òåðìà õ15,
íî âñå ïàðàìåòðû òåðìà õ15 ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè òåðìà õ14. Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà îïåðàöèè õ10, èìåþùåå íîìåð õ13. Â íàøåì
ïðèìåðå - îïåðàíäà cf . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäòåðì õ16 íåîäíîáóêâåííûé è ÷òî
åãî ïàðàìåòðû íå âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû òåðìà õ15. Ïåðåìåííîé õ17 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ16. Â íàøåì ñëó÷àå - "óìíîæåíèå". Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "óïðîùñòàíä" íàõîäèò ïî ñèìâîëó õ17 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíè-
òåëüíóþ òåîðåìó. Çàìåòèì, ÷òî âèä åå íåñêîëüêî íåîáû÷åí, òàê êàê âûâîäèëàñü
îíà ñïåöèàëüíî êàê âñïîìîãàòåëüíàÿ òåîðåìà ïðèåìîâ âûâîäà òåîðåì. Îïåðà-
òîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ22 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ16 â
èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ24 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ22 ïðîöåäóðîé "íîðìòåîðåìà". Ïðè
ýòîì áëîêèðîâêà ïðèåìîâ îòêëþ÷àåòñÿ. Òåîðåìà õ24 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñ-
êå âûâîäà è ñîïðîâîæäàåòñÿ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "óïðîùäðîáü(N)",
ãäå N - íàïðàâëåíèå ïåðåõîäà â èñõîäíîé òåîðåìå îò õ15 ê õ14.

16. Ïîïûòêà ñîõðàíåíèÿ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ïðè ïîäñòàíîâêå åäèíèöû âìåñòî
áåñïîâòîðíîé ïåðåìåííîé çàìåíÿåìîãî òåðìà, ÿâëÿþùåãîñÿ îïåðàíäîì íåêîì-
ìóòàòèâíîé îïåðàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ac(¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) & a− ÷èñëî & c− rational→ aac = ac+1)

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & b− rational & c− rational &
¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even)→ abac = ab+c)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ
õ11, èìåþùàÿ â õ10 åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå. Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ðàññìàòðè-
âàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 ýòîé ïåðåìåííîé â õ10, ÿâëÿþùååñÿ îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ
õ13 äâóìåñòíîé îïåðàöèè õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ íåêîììóòàòèâíà.
Îïðåäåëÿåòñÿ åå åäèíèöà õ16 è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 - òîò îïåðàíä, ïî êîòîðîìó
çíà÷åíèå õ16 ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòî-
ðîé ïîëó÷åíû èç àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ïîäñòàíîâêîé õ16 âìåñòî õ11,
à êîíñåêâåíò - òàêîé æå ïîäñòàíîâêîé èç êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðè ðåãèñòðàöèè â ñïèñêå âûâîäà
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ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå õàðàêòåðèñòèêè "íîðìàëèçàöèÿ". Ïðî÷èå õàðàêòåðèñòèêè
îòáðàñûâàþòñÿ.

17. Ïîïûòêà äèñòðèáóòèâíîé ñâåðòêè äëÿ ïîñëåäóþùåé íîðìàëèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cde(0 < d + e & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ d(d + e)c + e(d + e)c =
(d + e)c+1)

èç òåîðåìû

∀ac(0 < a & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ aac = ac+1)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & ab + ac = a(b + c))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
÷èñëî åãî îïåðàíäîâ ðàâíî 2, ïðè÷åì îäíîé èç ÷àñòåé ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ13,
âõîäÿùàÿ â äðóãîé îïåðàíä, îòëè÷íûé îò õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿþùèé
òåðì áåñïîâòîðíûé. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê çàìåíÿåìîé ÷à-
ñòè. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "äèñòðèáðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàí-
íóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëü-
òàò õ19 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ10 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Ýòîìó îïåðàòîðó ïåðåäàåòñÿ óêàçàíèå "íîâàÿïåðåìåííàÿ" íà áëîêèðîâêó ââîäà
íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðè óíèôèêàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 èìååò âèä:

∀cde(0 < d + e & (d + e)− ÷èñëî & c− ÷èñëî & (d + e)c − ÷èñëî & d− ÷èñëî &
e− ÷èñëî→ (d + e)cd + (d + e)ce = (d + e)c+1)

Òåîðåìà õ19 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

18. Ïîïûòêà äèñòðèáóòèâíîé ðàçâåðòêè äëÿ ñîêðàùåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cde(¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & c− rational→
− d(d + e)c + (d + e)c+1 = e(d + e)c)

èç òåîðåìû

∀ac(¬(çíàìåàòåëü(c)− even) & a− ÷èñëî & c− rational→ aac = ac+1)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ade(a− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ a(d + e)− ad = ae)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
÷èñëî åãî îïåðàíäîâ ðàâíî 2, ïðè÷åì îäíîé èç ÷àñòåé ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ13,
âõîäÿùàÿ â äðóãîé îïåðàíä, îòëè÷íûé îò õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿþùèé
òåðì áåñïîâòîðíûé. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê çàìåíÿåìîé ÷à-
ñòè. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "âû÷åðê" îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå
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äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿå-
ìîãî òåðìà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ21 - çàìåíÿþùèé òåðì. Â
çàìåíÿåìîì òåðìå íàõîäèòñÿ òàêîå âõîæäåíèå õ23 çàãîëîâêà çàìåíÿþùåãî òåð-
ìà, ÷òî çàìåíÿþùèé òåðì ïîëó÷åí èç ïîäòåðìà õ23 âû÷åðêèâàíèåì ÷àñòè îïå-
ðàíäîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íèêàêîé êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ23 íå îáëàäàåò òåì
æå ñâîéñòâîì. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà a(d + e). Îïåðà-
òîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ24 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ23 â
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîøè èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðà-
áàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

19. Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ çíà÷åíèÿ ïîäîïåðàöèè â êîíêðåòíîé òî÷êå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

arcsin 1/
√

2 = π/4

èç òåîðåìû

∀x(x− ÷èñëî & 0 ≤ 2x + π & 0 ≤ π − 2x→ arcsin sin x = x)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

sin π/4 =
√

2/2

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåîäíî-
áóêâåííûé è ÷òî ñàìûé ñëîæíûé åãî ïîäòåðì - îí ñàì. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê ñàìûõ ñëîæíûõ ñîáñòâåííûõ ïîäòåðìîâ òåðìà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îí îäíîýëåìåíòíûé; ýòîò ýëåìåíò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ14. Â íàøåì
ïðèìåðå õ14 - "sin x". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ14 èìååò åäèíñòâåííûé
êîðíåâîé îïåðàíä è ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû ìåíüøå
îöåíêè ñëîæíîñòè òåðìà õ14. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òåð-
ìà õ14 â òåîðåìó, âíóòðè åå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ14.

Îïðåäåëÿåòñÿ ðàçäåë, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ14, è ïðîñìàòðèâàþòñÿ
òåîðåìû ýòîãî ðàçäåëà, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé êîíñòàíòíûå ðàâåíñòâà, îäíà èç
÷àñòåé êîòîðûõ èìååò çàãîëîâîê õ16, à îöåíêà ñëîæíîñòè äðóãîé ÷àñòè ìåíüøå
îöåíêè ñëîæíîñòè äàííîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî ðàâåíñòâî - óêàçàííàÿ
âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò
õ23 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ15 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò
ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîé ïåðåäàåòñÿ ýëå-
ìåíò (ñìòåîð . . .), èíèöèèðóþùèé ïðèìåíåíèå òîæäåñòâ, óæå ïîëó÷åííûõ â òå-
êóùåì öèêëå âûâîäà.

20. Èñïîëüçîâàíèå óïðîùàþùåãî òîæäåñòâà äëÿ ñëîæíîé ïîäîïåðàöèè êîðíåâîé
ñëîæíîé îïåðàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀b(b− ÷èñëî & 0 ≤ b & 0 ≤ π − b→ arcsin cos b = π/2− b)

èç òåîðåìû
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∀x(x− ÷èñëî & 0 ≤ π + 2x & 0 ≤ π − 2x→ arcsin sin x = x)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀b(b− ÷èñëî→ sin(π/2− b) = cos b)

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåîäíî-
áóêâåííûé è ÷òî ñàìûé ñëîæíûé åãî ïîäòåðì - îí ñàì. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê ñàìûõ ñëîæíûõ ñîáñòâåííûõ ïîäòåðìîâ òåðìà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îí îäíîýëåìåíòíûé; ýòîò ýëåìåíò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ14. Â íàøåì
ïðèìåðå õ14 - "sin x". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ14 èìååò åäèíñòâåííûé
êîðíåâîé îïåðàíä è ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû ìåíüøå
îöåíêè ñëîæíîñòè òåðìà õ14. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òåð-
ìà õ14 â òåîðåìó, âíóòðè åå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ14.

Îïðåäåëÿåòñÿ ðàçäåë, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ14, è ïðîñìàòðèâàþòñÿ
òåîðåìû ýòîãî ðàçäåëà, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé (â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà) êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè ñ õàðàêòåðèñòèêîé "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)". Â íàøåì
ñëó÷àå íàõîäèòñÿ óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
çàìåíÿþùèé òåðì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû áåñïîâòîðåí, à êàæäûé åãî êîðíå-
âîé îïåðàíä - ïåðåìåííàÿ. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ25 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäå-
íèÿ õ15 ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå îí èìååò âèä:

∀b(b− ÷èñëî & 0 ≤ b & 0 ≤ 2π − 2b→ arcsin cos b = π/2− b)

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò åãî îáðàáîòêè òåîðåìû õ25 îïåðàòî-
ðîì "íîðìòåîðåìà". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè àí-
òåöåäåíòîâ òåîðåìû õ26 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû", ïîñëå ÷åãî ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ29 è òåì æå êîíñåêâåíòîì, ÷òî ó õ26. Îíà îáðà-
áàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ ýëåìåíò (ñìòåîð
. . .), èíèöèèðóþùèé ïðèìåíåíèå òîæäåñòâ, óæå ïîëó÷åííûõ â òåêóùåì öèêëå
âûâîäà.

21. Ïîïûòêà íàâåñèòü âíåøíþþ îïåðàöèþ äëÿ óñòðàíåíèÿ ïîâòîðíîãî âõîæäåíèÿ
ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀df (¬(cos f = 0) & d− ÷èñëî & f − ÷èñëî→ d + d(tg f)2 = d/(cos f)2)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ b(sin a)2 + b(cos a)2 = b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abnx(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & x − ÷èñëî & n − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(n) −
even) & ¬(cos x = 0)→ (a(sin x)n + b(cos x)n)/(cos x)n = a(tg x)n + b)
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Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ10 íå áåñïîâòîðíî, à õ11 áåñïîâòîðíî. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ïîäòåðìîâ òåðìà õ10, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Â íàøåì ïðèìåðå -
"sin a", "cos a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå õ13 íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ. Âûáè-
ðàåòñÿ çàãîëîâîê õ15 îäíîãî èç òåðìîâ ñïèñêà õ13. Â íàøåì ñëó÷àå - "ñèíóñ".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñêëåéêàëèí" îïðåäåëÿåò ïî õ15 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà-
÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå èìååì:

∀cdef (c − ÷èñëî & d − ÷èñëî & f − ÷èñëî & e − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(e) −
even) & ¬(cos f = 0)→ (c(sin f)e + d(cos f)e)/(cos f)e = c(tg f)e + d)

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ëåâîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà òåîðåìû
õ18. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå íåáåñïîâòîðíîãî îïåðàíäà õ23
ýòîé ÷àñòè, èìåþùåãî òîò æå çàãîëîâîê, ÷òî è âûðàæåíèå õ10. Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ23 - "c(sin f)e + d(cos f)e". Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ24 ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ10
è õ23. Îïðåäåëÿåòñÿ óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ10 è õ23 ïîäñòàíîâêà S âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ24. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïîäòåðìîâ òåðìà õ23,
èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Â íàøåì ñëó÷àå - "sin f", "cos f". Ïåðå-
ìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê çàãîëîâêîâ ýòèõ ïîäòåðìîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïîäñòàíîâêà S íå ïîäñòàâëÿåò âìåñòî êàêîé-ëèáî ïåðåìåííîé èç õ24 âûðàæå-
íèå, ñîäåðæàùåå ñèìâîë ñïèñêà õ27. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ28 ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè S ê ïðàâîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ18. Â íàøåì ïðèìåðå -
"d(tg f)2 +d". Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ29 çàìåíû âõîæäåíèÿ õ21 â êîíñåêâåíò
òåîðåìû õ18 íà òåðì õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "b/(cos f)e". Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëü-
òàò õ30 ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê òåðìó õ29. Â íàøåì ïðèìåðå - "d/(cos f)2".
Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòà-
íîâêè S ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ18. Çàòåì ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ31, êîíñåêâåíò êîòîðîé - ðàâåíñòâî âûðàæåíèé
õ28 è õ30. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

22. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèåìà ñ ôóíêöèîíàëüíîé
ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cd(c− set & c ⊆ Dom(d) & d−ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçà÷íî(λf (d(f), f ∈ c))→
card(c) = card(sete(∃f (f ∈ c & e = d(f)))))

èç òåîðåìû

∀ab(b− set & b ⊆ Dom(a) & a−ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(ñóæåíèå(a, b))→
card(b) = card(îáðàç(a, b)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ba(a − set & f − ôóíêöèÿ & a ⊆ Dom(f) → setx(∃y(y ∈ a & x = f(y))) =
îáðàç(f, a))
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Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàñïîëîæåííîå â çàìåíÿåìîé ÷àñòè âõîæäåíèå
íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà ñ çàãîëîâêîì õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - ïîäòåðìà
"îáðàç(a, b)". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îïðåäåëåíèå" íàõîäèò ïî ñèìâîëó
õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ñðåäè åå õàðàêòåðèñòèê èìååò-
ñÿ òåðì õ15 ñ çàãîëîâêîì "ôóíêïîäñò". Â íàøåì ñëó÷àå - òåðì "ôóíêïîäñò(f
ïåðâûéòåðì)". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ18 ïðåîáðàçîâàíèÿ
âõîæäåíèÿ õ11 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïðèìåíÿåìîé â íàïðàâ-
ëåíèè, óêàçàííîì õàðàêòåðèñòèêîé õ15. Â íàøåì ñëó÷àå îí èìååò âèä:

∀cd(c− set & c ⊆ Dom(d) & d−ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(ñóæåíèå(d, c))→
card(c) = card(sete(∃f (f ∈ c & e = d(f)))))

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ18, ïåðåìåííîé õ21 - âõî-
æäåíèå â õ20 êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî ñâÿçûâàþùàÿ
ïðèñòàâêà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé õ23. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 -
"∃f (f ∈ c & e = d(f))", õ23 - ïåðåìåííàÿ f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîä êâàíòîðîì
ñóùåñòâîâàíèÿ ðàñïîëîæåíà êîíúþíêöèÿ äâóõ óòâåðæäåíèé, îäíî èç êîòîðûõ
- ðàâåíñòâî òåðìà õ26 âèäà "çíà÷åíèå(õ27 õ23)", à äðóãîå - óòâåðæäåíèå âè-
äà "ïðèíàäëåæèò(õ23 õ29)". Çäåñü õ27, õ29 - ïåðåìåííûå. Â íàøåì ïðèìåðå
õ27 - d, õ29 - c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ29 - ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ êâàíòîðà õ21.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ27 â èñõîäíóþ òåîðåìó - ëè-
áî â åå ñâÿçûâàþùóþ ïðèñòàâêó, ëèáî èìååò âèä "ôóíêöèÿ(õ27)", ëèáî èìååò
âèä "ñîäåðæèòñÿ(õ29 îáëàñòü(õ27))", ëèáî èìååò âèä "ñóæåíèå(õ27 õ29)", ëè-
áî èìååò âèä "çíà÷åíèå(õ27 y)", ãäå y - ïåðåìåííàÿ, äëÿ êîòîðîé â êîíòåêñòå
ðàññìàòðèâàåìîãî âõîæäåíèÿ ñóùåñòâóåò óòâåðæäåíèå "ïðèíàäëåæèò(y õ29)".
Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "îòîáðàæåíèå(õ23 ïðèíàäëåæèò(õ23
õ29) çíà÷åíèå(õ27 õ23))". Â íàøåì ïðèìåðå - âûðàæåíèå "λf (d(f), f ∈ c)". Â
òåîðåìå õ18 ïðîèñõîäèò çàìåíà âñåõ âõîæäåíèé òåðìà "ñóæåíèå(õ27 õ29)" (â íà-
øåì ïðèìåðå - "ñóæåíèå(d c)") íà òåðì õ30. Çàòåì õ18 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà, ïðè÷åì â äàëüíåéøèõ âûâîäàõ íå ó÷àñòâóåò, íî â ðåçóëüòàò âêëþ÷àåòñÿ.

Ïðèìåíåíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿþùåãî òåð-
ìà

1. Ïîïûòêà ïîëó÷èòü òîæäåñòâî äëÿ ïðåôèêñíîé ðåêóðñèè èç òîæäåñòâà äëÿ êîí-
êàòåíàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(b− ñëîâî→ {; b} ∪ {a} = {a; b})

èç òåîðåìû

∀cd(c− ñëîâî & d− ñëîâî→ {; c} ∪ {; d} = {; d; c})

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab((a; b) = ïðåôèêñ(a, b)

Çäåñü "; d; c" îáîçíà÷àåò "êîíêàòåíàöèÿ(d c))", "a; b" - "êîíêàòåíàöèÿ(íàáîð(a)b)";
"{; b}" - "ïåðå÷åíü(b)".
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Â êîíñåêâåíòå òåîðåìû íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ11 ïîäòåðìà ñ çàãîëîâêîì "êîí-
êàòåíàöèÿ". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" íàõîäèò ïî ñèìâîëó
"êîíêàòåíàöèÿ" óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæä-
âûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ17 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 ïðè ïîìîùè
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀ab(b− ñëîâî & (a)− ñëîâî→ {; b} ∪ {a} = {a; b})

Òåîðåìà õ17 ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïåðàíäîâ",
"äåìîäèôèêàöèÿ" è "íîðìòåîðåìà".

2. Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè äëÿ ïîëó÷åíèÿ òîæäåñòâà,
óñòðàíÿþùåãî ñëîæíîå ïîäâûðàæåíèå ñ íåèçâåñòíûìè ïðè íàâåøèâàíèè âíåø-
íåé îïåðàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acd(¬(c = 0) & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & 0 ≤ a→ (ad/c)c = ad)

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ a→ (ab)c = abc)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & ¬(b = 0)→ (a/b)b = a)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà èìååò íå áîëåå òðåõ ïåðåìåííûõ è íå ñîïðîâîæäåíà
õàðàêòåðèñòèêîé ñ çàãîëîâêîì "ñìíåèçâ". Â çàìåíÿþùåé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîýëåìåíòíîãî ïîäòåðìà ñ çàãîëîâêîì õ12. Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "êîíñòâõîæä" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äî-
ïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" èñïîëüçóåò åå äëÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ âõîæäåíèÿ õ11. Ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Õà-
ðàêòåðèçàòîð, êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ óêàçàíèå "ñìõàðàêò(ñìíåèçâ)", îïðåäåëÿåò
õàðàêòåðèñòèêó "ñìíåèçâ(âòîðîéòåðì 1 è(èçâåñòíî(c)íå(èçâåñòíî(a)) íàòóðàëü-
íîå(d)))". Äðóãèõ õàðàêòåðèñòèê òåîðåìå íå ïåðåäàåòñÿ. Âûâåäåííàÿ òåîðåìà
èñïîëüçóåòñÿ ïðèåìàìè ïðîãðàììèðóþùåãî âûâîäà â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Íàïðèìåð, îíà èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîëó÷åíèè ýêâèâàëåíòíîñòåé äëÿ
óñòðàíåíèÿ íåèçâåñòíûõ ðàäèêàëîâ â óðàâíåíèÿõ.

3. Ïîïûòêà óïðîùåíèÿ çàìåíÿþùåãî òåðìà äëÿ ïîëó÷åíèÿ òåîðåìû ñïðàâî÷íèêà
"ïîãëîùàåòñÿ".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ac(c− set & a− set & a ⊆ c→ a ∪ c \ a = c)

èç òåîðåìû

∀bd(b− set & d− set→ d ∪ (b \ d) = b ∪ d)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bc(b− set & c− set & b ⊆ c→ b ∪ c = c)
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Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, ÿâëÿþùèéñÿ çàãîëîâêîì çà-
ìåíÿþùåé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé
õ13 - ñïèñîê åãî ïàðàìåòðîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê äâóõýëåìåíòíûé.
Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ14 ñïèñêà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïåðåìåííàÿ õ14 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ12. Ïåðåìåííîé õ15
ïðèñàèâàåòñÿ äðóãàÿ ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ13. Â íàøåì ñëó÷àå - d. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îíà èìååò ðîâíî 2 âõîæäåíèÿ â òåðì õ12. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïîãëî-
ùàåò" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ11 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ çàìåíÿþùåé ÷à-
ñòè èñõîäíîé òåîðåìû ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ21 - êâàíòîðíîå òîæäåñòâî, â îäíîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ
x, à äðóãàÿ èìååò âèä f(y, g(x, y)), ãäå y - ïåðåìåííàÿ, à ïîðÿäîê îïåðàíäîâ
ïðîèçâîëüíûé. Çàòåì õ21 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Ïîäñòàíîâêà åäèíèöû äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèåìà ñïðàâî÷íèêà "Èçìçíàêà".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀b(b− ÷èñëî→ −b = b · (−1))

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ −ab = (−a)b)

Òåîðåìà, âûâîäèìàÿ ïðèåìîì, íóæíà êàê äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ âûâîäà
òåîðåì. Îíà ñíàáæàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé "Èçìçíàêà", ïî êîòîðîé ñîçäàåòñÿ
ïðèåì ñïðàâî÷íèêà ïîèñêà òåîðåì "Èçìçíàêà".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿ-
þùàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ11 èìååò âèä f(g(x, y)), ãäå x, y - ïåðåìåííûå.
Íàõîäèòñÿ åäèíèöà e îïåðàöèè g. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ òà èç ïåðåìåí-
íûõ x, y, ïî êîòîðîé îïåðàöèÿ g èìååò åäèíèöó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ
a. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðà-
öèÿ õ17 àññîöèàòèâíà è êîììóòàòèâíà, ïðè÷åì ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà
õ10 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ îäèí èç ýòèõ îïåðàíäîâ. Â íàøåì
ñëó÷àå - "−a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ19 èìååò åäèíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ õ16.
Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîé êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ10. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííóþ "b".
Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè åäèíèöû e âìå-
ñòî ïåðåìåííîé õ16 â àíòåöåäåíòû òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ23 - ðåçóëüòàò òàêîé
æå ïîäñòàíîâêè â êîíñåêâåíò. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ22 è êîíñåêâåíòîì õ23, êîòîðàÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".
Ðåçóëüòàò ñîïðîâîæäàåòñÿ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "Èçìçíàêà".

Ïðèìåíåíèå äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ óïðîùåíèÿ àíòåöåäåí-
òà

1. Ïîïûòêà îáðàáîòàòü ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò ñîêðàùàþùåé ýêâèâàëåíòíî-
ñòüþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀cde(0 < e & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & 0 ≤ c− d→ max(ce, de) = ce)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & a ≤ b→ max(a, b) = b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abd(0 < d & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ b ≤ a↔ bd ≤ ad)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà èìååò åäèíñòâåííûé ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò, íî-
ìåð êîòîðîãî ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - 3. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ýòîãî àíòåöåäåíòà, ïåðåìåííîé õ14 - îí ñàì. Â
íàøåì ïðèìåðå - "a ≤ b". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäå-
íèÿ õ14. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "Ñîêðàù" îïðåäåëÿåò ïî õ15 óêàçàííóþ
âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ20
ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ13 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì
ïðèìåðå õ20 èìååò âèä:

∀cde(de−÷èñëî & ce−÷èñëî & d ≤ c & 0 < e & c−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî→
max(de, ce) = ce)

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ20
ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà. Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ22 è êîíñåêâåíòîì òåîðåìû õ20. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå
ðåçóëüòèðóþùåé òåîðåìû õ23 âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû åå êîíñåêâåíòà. Çàòåì
õ23 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëü-
íîé ýêâèâàëåíòíîñòè

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè äëÿ âàðüèðîâàíèÿ ýê-
âèâàëåíòíîñòè, ðàçäåëÿþùåé ïåðåìåííûå îäíîãî âûðàæåíèÿ â ðàçíûõ îïåðàí-
äàõ îòíîøåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdef (d − set & e − set & f − set → íåïåðåñåê(c, e ∩ (d ∪ f)) ↔ íåïåðåñåê(c, d ∩
e) & íåïåðåñåê(e, c ∩ f))

èç òåîðåìû

∀adf (a− set & d− set & f − set→ a ∩ (f ∪ (a ∩ d)) = a ∩ (d ∪ f))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀be(b− set & e− set→ b ∩ e = ∅ ↔ íåïåðåñåê(b, e))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - åå çàãîëîâîê.
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàçäåëèòåëü" îïðåäåëÿåò ïî õ11 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Íàïðàâëåíèå åå ïðèìåíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðè-
ñòèêîé "ðàçäåëåíèå(. . .)". Â íàøåì ïðèìåðå - "âòîðîéòåðì". Ðàññìàòðèâàåòñÿ
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âõîæäåíèå õ18 ñèìâîëà õ11, ðàñïîëîæåííîå â çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "b ∩ e". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ ýòîãî âõîæäåíèÿ ðàâíî 2. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò
ðåçóëüòàò õ19 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ18 â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè
ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀cdef ((f ∪ e ∩ c ∩ d) ∩ c − set & e − set & (e ∩ c) − set & d − set & f − set →
(e ∩ c) ∩ (d ∪ f) = ∅ ↔ íåïåðåñåê((f ∪ e ∩ c ∩ d) ∩ c, e))

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" óòâåðæäåíèå ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëü-
íîãî òîæäåñòâà

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, èñêëþ÷àþùåå ïåðå-
ìåííóþ, äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè òîæäåñòâà ïðèâåäåíèÿ ê çàäàííûì
çàãîëîâêàì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀c(c− ÷èñëî→ (sin c + cos c)2 = 2 sin c cos c + 1)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ (sin a)2 + (cos a)2 = 1)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ (a + b)2 = a2 + 2ab + b2)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - åå çàãîëî-
âîê, ïåðåìåííîé õ12 - çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè
òåðìà õ12 ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè òåðìà õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèìâîë õ11
àññîöèàòèâåí è êîììóòàòèâåí. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåò-
ðîâ çàìåíÿåìîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ14 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ çàìåíÿþùåé ÷àñòè.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 - ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà õ13.

Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ16 âñåõ ñèìâîëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ íàäîïåðàöèÿìè ñàìûõ
ñëîæíûõ ïîäòåðìîâ òåðìà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïëþñ" è "ñòåïåíü". Ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ òå îïåðàöèè f ñïèñêà õ16, êîòîðûå àíàëîãè÷íû âîçâåäåíèþ â
ñòåïåíü - âîçíèêëè èç ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ áèíàðíîé àññîöèàòèâíîé è
êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè g. Îïåðàöèè g äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó õ16, à â ñïèñîê
õ17 çàíîñÿòñÿ ïàðû (f - íîìåð îïåðàíäà, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ïîêàçàòåëü ñòå-
ïåíè). Â íàøåì ñëó÷àå ê ñïèñêó õ16 äîáàâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ "óìíîæåíèå", ñïè-
ñîê õ17 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïàðû (ñòåïåíü 2). Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ â äàííîì
ïðèåìå ñïèñîê õ17 íå èñïîëüçóåòñÿ, íî îí íåîáõîäèì äðóãîìó ïðèåìó, êîòîðûé
áóäåò ðàññìîòðåí ñðàçó ïîñëå äàííîãî è ó êîòîðîãî íà÷àëüíàÿ ÷àñòü ïðîãðàììû
òàêàÿ æå.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ16 íå áîëåå ÷åì òðåõýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ18
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ19, íå
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âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííàÿ b. Îïðåäåëÿåòñÿ òèï T çíà-
÷åíèé îïåðàöèè õ11, è ê ñïèñêó õ18 ïðèñîåäèíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå "T (õ19)".
Â íàøåì ïðèìåðå - "÷èñëî(b)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ õ21 ñ àíòåöåäåíòàìè
õ18, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé "õ11(õ10, õ19)" è
"õ11(õ12,õ19)". Â íàøåì ïðèìåðå îíà èìååò âèä:

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ (sin a)2 + (cos a)2 + b = 1 + b)

Âûáèðàåòñÿ ñèìâîë õ22 ñïèñêà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "óìíîæåíèå".
Â ðàçäåëå áàçû òåîðåì, ñâÿçàííîì ñ ñèìâîëîì õ22, âûáèðàåòñÿ óêàçàííàÿ âû-
øå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò õàðàêòåðèñòèêó âèäà
"íîðìçàãîëîâîê(A, N)" è ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè åå çàìåíÿåìîãî òåðìà íå ìåíü-
øå îöåíêè ñëîæíîñòè çàìåíÿþùåãî. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëü-
òàò ïðåîáðàçîâàíèÿ çàìåíÿåìîãî òåðìà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû òåîðåìîé õ21.
Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðìòåîðåìà".

2. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, èñêëþ÷àþùåå ïåðå-
ìåííóþ, äëÿ âûâîäà òîæäåñòâà ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè ñëîæíîãî âûðàæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀d(d− ÷èñëî→ (sin d)6 + (cos d)6 = −3(sin d)2(cos d)2 + 1)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ (sin a)2 + (cos a)2 = 1)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ (a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3)

Íà÷àëüíàÿ ÷àñòü ïðèåìà òàêàÿ æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Äëÿ óäîáñòâà
÷òåíèÿ ïîâòîðèì åå.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - åå çàãîëî-
âîê, ïåðåìåííîé õ12 - çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè
òåðìà õ12 ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè òåðìà õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèìâîë õ11
àññîöèàòèâåí è êîììóòàòèâåí. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåò-
ðîâ çàìåíÿåìîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ14 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ çàìåíÿþùåé ÷àñòè.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 - ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà õ13.

Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñàìûõ ñëîæíûõ ïîäòåðìîâ òåðìà õ10.
Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ16 âñåõ ñèìâîëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ íàäîïåðàöèÿìè ýòèõ ïîä-
òåðìîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïëþñ" è "ñòåïåíü". Ðàññìàòðèâàþòñÿ òå îïåðàöèè
f ñïèñêà õ16, êîòîðûå àíàëîãè÷íû âîçâåäåíèþ â ñòåïåíü - âîçíèêëè èç ìíî-
ãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ áèíàðíîé àññîöèàòèâíîé è êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè g.
Îïåðàöèè g äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó õ16, à â ñïèñîê õ17 çàíîñÿòñÿ ïàðû (f - íîìåð
îïåðàíäà, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ïîêàçàòåëü ñòåïåíè). Â íàøåì ñëó÷àå ê ñïèñ-
êó õ16 äîáàâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ "óìíîæåíèå", ñïèñîê õ17 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé
ïàðû (ñòåïåíü 2).

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ16 íå áîëåå ÷åì òðåõýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ18
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ19, íå
âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííàÿ b. Îïðåäåëÿåòñÿ òèï T çíà-
÷åíèé îïåðàöèè õ11, è ê ñïèñêó õ18 ïðèñîåäèíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå "T (õ19)".
Â íàøåì ïðèìåðå - "÷èñëî(b)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ õ21 ñ àíòåöåäåíòàìè
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õ18, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé "õ11(õ10, õ19)" è
"õ11(õ12,õ19)". Â íàøåì ïðèìåðå îíà èìååò âèä:

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ (sin a)2 + (cos a)2 + b = 1 + b)

Âûáèðàåòñÿ ñèìâîë õ22 ñïèñêà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "óìíîæåíèå". Â
ðàçäåëå áàçû òåîðåì, ñâÿçàííîì ñ ñèìâîëîì õ22, âûáèðàåòñÿ óêàçàííàÿ âûøå
äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà.

Äàëåå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ îò ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äîïîëíè-
òåëüíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ñâåðòêà(N)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê
õ17 îäíîýëåìåíòíûé, ñïèñîê õ15 - äâóõýëåìåíòíûé, ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ
çàìåíÿåìîãî òåðìà õ10 ðàâíî 2. Ðàññìàòðèâàåòñÿ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò õ26
ñïèñêà õ17. Ýòî - ïàðà, îáðàçîâàííàÿ ëîãè÷åñêèì ñèìâîëîì òèïà "ñòåïåíè" è
íîìåðîì åãî îïåðàíäà, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ïîêàçàòåëü ñòåïåíè. Ïåðåìåííîé
õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò äàííîé ïàðû. Â íàøåì ñëó÷àå - ñèìâîë "ñòå-
ïåíü". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáà êîðíåâûõ îïåðàíäà T1, T2 òåðìà õ10 èìåþò çàãîëî-
âîê õ27. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä òåðìà T1, ïåðåìåííîé
õ29 - ïåðâûé îïåðàíä òåðìà T2. Â íàøåì ïðèìåðå - sin a è cos a. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îáà òåðìà õ28, õ29 âõîäÿò â ñïèñîê õ15. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "(a+b)3". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îíà áåñïîâòîðíà. Â íåé íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ33 çàãîëîâêà õ11
òåðìà õ10. Â íàøåì ñëó÷àå - ñèìâîëà "ïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ õ33
èìååò ðîâíî äâà îïåðàíäà, ÿâëÿþùèåñÿ ïåðåìåííûìè õ34 è õ35. Ïåðåìåííîé
õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ õ34 è õ35 èìååò â íåé áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ. Ïðî-
âåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî çàãîëîâêîì òåðìà õ36 ñëóæèò ñèìâîë õ11. Ïåðåìåííîé õ37
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ36, ïåðåìåííîé õ38 - ñïèñîê òåõ
èç íèõ, êîòîðûå èìåþò çàãîëîâîê õ27. Â íàøåì ñëó÷àå õ38 ñîñòîèò èç òåðìîâ
a3, b3. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ38 äâóõýëåìåíòíûé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ
èç ïåðåìåííûõ õ34, õ35 ÿâëÿåòñÿ "îñíîâàíèåì" ñòåïåíè ñïèñêà õ38.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ40, íå âõîäÿùàÿ â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå - c. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé
õ11 íå âîøåäøèõ â ñïèñîê õ38 ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ37 è ïåðåìåííîé õ40. Â íà-
øåì ïðèìåðå èìååì "3a2b + 3ab2 + c". Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ43 îäíîáóêâåííûõ
ñëîâ, îáðàçîâàííûõ íîâûìè ïåðåìåííûìè, îòëè÷íûìè îò õ40 è íå âõîäÿùè-
ìè â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Äëèíà åãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ42 ïåðåìåí-
íûõ èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå ñïèñîê õ43 ñîñòîèò èç åäèíñòâåí-
íîãî òåðìà d. Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â çà-
ìåíÿþùåé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû ïåðåìåííûõ õ42 íà òåðìû õ43. Â íàøåì
ïðèìåðå ïîëó÷àåì òåðì "1". Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû
â òåðìå õ32 âõîæäåíèÿ õ33 íà òåðì õ44. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì "13". Ïåðå-
ìåííûì õ46 è õ47 ïðèñâàèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ43 âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ42 â êîðíåâûå îïåðàíäû òåðìà õ10. Â íàøåì ñëó÷àå - "(sin d)2"
è "(cos d)2". Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â òåðì õ41
âûðàæåíèé õ46 è õ47 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ34 è õ35. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì
"3((sin d)2)2(cos d)2 + 3(sin d)2((cos d)2)2 + c". Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ðà-
âåíñòâî âûðàæåíèé õ45 è õ48. Ñîñòàâëÿåòñÿ îáúåäèíåííûé ñïèñîê õ50 ðåçóëü-
òàòîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû òåðìîâ õ46 è õ47
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âìåñòî ïåðåìåííûõ õ34 è õ35, à òàêæå ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåí-
òû èñõîäíîé òåîðåìû òåðìîâ õ43 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ42. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà
îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ50 è åäèíñòâåííûì óñëîâèåì õ49. Öåëè çàäà÷è - "ïîë-
íûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "è", "íåèçâåñòíûå õ40". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ52. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

c = −3(sin d)2(cos d)4 − 3(sin d)4(cos d)2 + 1

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îòâåò èìååò âèä ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé õ40 íåêîòîðîìó
âûðàæåíèþ R. Ïåðåìåííîé õ53 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìîâ
õ46 è õ47 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ34 è õ35 â ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ11
âûðàæåíèé õ38. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì "((sin d)2)3 +((cos d)2)3". Ðåøàåòñÿ
çàäà÷à íà óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ R îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ50. Îòâåò ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ55. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì "−3(sin d)2(cos d)2 + 1".
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ50, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðà-
âåíñòâî âûðàæåíèé õ53 è õ55. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

3. Âàðüèðîâàíèå ïåðâîé îïåðàöèè â òîæäåñòâå äëÿ âçàèìíîãî óíè÷òîæåíèÿ äâóõ
ñëîæíûõ îïåðàöèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀b(b− ÷èñëî & 0 ≤ b + 1 & 0 ≤ −b + 1→ cos arcsin b =
√
−b2 + 1)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî & 0 ≤ a + 1 & 0 ≤ −a + 1→ sin arcsin a = a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî & 0 ≤ 2a + π & 0 ≤ π − 2a→ cos a =
√

1− (sin a)2)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàâíî 1,
ïðè÷åì ñàìûé ñëîæíûé ïîäòåðì ýòîé ÷àñòè åäèíñòâåííûé è ñîâïàäàåò ñ åå
êîðíåâûì îïåðàíäîì A. Íàõîäèòñÿ îöåíêà v ñëîæíîñòè ñàìîãî ñëîæíîãî ïîä-
òåðìà çàìåíÿåìîé ÷àñòè, îòëè÷íîãî îò A. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà áîëüøå îöåíêè
ñëîæíîñòè çàìåíÿþùåé ÷àñòè è ðàâíà îöåíêå ñëîæíîñòè êîðíåâîé îïåðàöèè
çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Â íàøåì ñëó÷àå
- "ñèíóñ". Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû âûáèðàåòñÿ òåîðåìà ðàçäåëà,
ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ13, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé êâàíòîðíóþ èìïëè-
êàöèþ ñ õàðàêòåðèñòèêîé "íîðìàëèçàöèÿ(N)" ëèáî "ñâåðòêà(N)". Ïåðåìåííîé
õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî â íåé âñòðå÷àåòñÿ ñèìâîë õ13, ïðè÷åì ýòà ÷àñòü èìååò åäèíñòâåííóþ ïåðå-
ìåííóþ. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ñèìâîëà õ13 â çàìåíÿåìóþ
÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî êîðíåâûì îïåðàíäîì ñëóæèò íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ
õ28. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå ïå-
ðåìåííîé a â çàìåíÿåìóþ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êîðíåâîé îïåðàíä îïåðàöèè õ13. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ
÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò âèä îäíîìåñòíîé
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îïåðàöèè õ30 îò ïåðåìåííîé õ28. Â íàøåì ïðèìåðå - âèä "cos a". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îïåðàöèè õ30 è õ13 ðàçëè÷íû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà òåðìà õ11 ìåíüøå
îöåíêè òåðìà õ29. Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû âûáèðàåòñÿ
âõîæäåíèå õ31 ñèìâîëà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ sin a.
Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ32 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ31
ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå îí èìååò âèä:

∀b(arcsin b− ÷èñëî & 0 ≤ 2 arcsin b + π & 0 ≤ π − 2 arcsin b & b− ÷èñëî &
0 ≤ b + 1 & 0 ≤ −b + 1→ cos arcsin b =

√
1− b2)

Òåîðåìà õ32 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ
ýëåìåíò (ñìòåîð . . .), èíèöèèðóþùèé ïðèìåíåíèå òîæäåñòâ, óæå ïîëó÷åííûõ â
òåêóùåì öèêëå âûâîäà.

4. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, óìåíüøàþùåå ñëîæ-
íîñòü, äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè ïåðåãðóïïèðîâî÷íîãî òîæäåñòâà îá-
ùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abdefh(¬(d = 0) & ¬(a− b = 0) & 0 < h & 0 < ab & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
d−÷èñëî & e−÷èñëî & f−÷èñëî & h−÷èñëî→ (b/a)e/hf/d = (b/a)e+(f loga/b h)/d)

èç òåîðåìû

∀abcde(¬(a = 0) & ¬(d− 1 = 0) & 0 < d & 0 < e & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ db+(c logd e)/a = dbec/a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 < ab→ 1/(a/b)c = (b/a)c)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - åå çàãîëî-
âîê. Â íàøåì ïðèìåðå - "ñòåïåíü". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ
÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà åå ñëîæíîñòè ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè çàìå-
íÿåìîé ÷àñòè. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "íîðì" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ11
óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó, èìåþùóþ õàðàêòåðèñòèêó "íîðìà-
ëèçàöèÿ". Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå
õ19 ñèìâîëà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "(a/b)c". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò
ðåçóëüòàò õ20 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ19 ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû.
Îí îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé
ïðîñòîé èìïëèêàöèè

1. Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ac(c− set & c ⊆ Dom(a) & a−ôóíêöèÿ→ îáðàç(a, c) ⊆ Val(a))

èç òåîðåìû
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∀f (f −ôóíêöèÿ→ îáðàç(f,Dom(f)) = Val(f))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀cdf (c − set & d − set & f − ôóíêöèÿ & c ⊆ Dom(f) & c ⊆ d & d ⊆ Dom(f) →
îáðàç(f, c) ⊆ îáðàç(f, d))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - åå çàãî-
ëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "îáðàç". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ìîíî-
òîííîçàâèñèò" íàõîäèò ïî ñèìâîëó õ11 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåî-
ðåìó. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ15 êàêîãî-ëèáî îïåðàíäà äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû, è îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò æ16 ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòî-
ãî âõîæäåíèÿ èñõîäíîé òåîðåìîé. Èìïëèêàöèÿ õ16 îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé
"íîðìòåîðåìà".

Àëüòåðíàòèâíîå ïðèìåíåíèå òîæäåñòâà ê åãî ñîáñòâåííîé çàìåíÿåìîé ÷à-
ñòè

1. Ïîëó÷åíèå ïåðåñòàíîâî÷íîãî òîæäåñòâà ïðè àëüòåðíàòèâíîé îáùåé ñòàíäàðòè-
çàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acde(¬(d − 1 = 0) & 0 < a & 0 < d & 0 < e & a − ÷èñëî & c − ÷èñëî & d −
÷èñëî & e− ÷èñëî→ ec logd a = ac logd e)

èç òåîðåìû

∀cde(¬(d − 1 = 0) & 0 < d & 0 < e & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî & e − ÷èñëî →
dc logd e = ec)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùàÿ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ çàìåíÿåìîé ÷àñòè, ïå-
ðåìåííîé õ13 - çàìåíÿþùåé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 íå âêëþ÷àåòñÿ â õ13. Â çàìå-
íÿåìîé ÷àñòè âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 äâóìåñòíîé àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâ-
íîé îïåðàöèè õ18, îäíèì èç îïåðàíäîâ êîòîðîé ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ17, íå èìå-
þùàÿ äðóãèõ âõîæäåíèé â òåðì õ10. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - âõîæäåíèå ïîäòåð-
ìà "c logd e", õ17 - ïåðåìåííàÿ c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ17 âõîäèò â çàìåíÿþùóþ
÷àñòü. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì - äðóãîé îïåðàíä îïåðàöèè õ14.
Â íàøåì ñëó÷àå - "logd e". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
òåðìà õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ. Âûáèðàåòñÿ
ïåðåìåííàÿ õ21 ñïèñêà õ20, íå âõîäÿùàÿ â çàìåíÿþùóþ ÷àñòü. Â íàøåì ñëó÷àå
- ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ20,
âõîäÿùàÿ â çàìåíÿþùèé òåðì. Â íàøåì ñëó÷àå - e. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âõîæäåíèå
ïåðåìåííîé õ22 â òåðì õ10 åäèíñòâåííîå. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ23, íå âõîäÿ-
ùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ19 ïåðåìåííîé õ22 íà õ23. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ18 ïåðåìåííîé õ17 è âûðàæåíèÿ õ24. Â
íàøåì ïðèìåðå - c logd a. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè
òåðìà õ25 âìåñòî ïåðåìåííîé õ17 â çàìåíÿþùóþ ÷àñòü òåîðåìû õ11. Â íàøåì
ñëó÷àå - "ec logd a". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â çà-
ìåíÿþùóþ ÷àñòü òåîðåìû ïåðåìåííîé õ23 è ïîäòåðìà õ14 âìåñòî ïåðåìåííûõ
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õ22 è õ17. Â íàøåì ñëó÷àå - "ac logd e". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåí-
ñòâî âûðàæåíèé õ26 è õ27. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ
çàìåíû ïåðåìåííîé õ22 íà õ23 â òåõ àíòåöåäåíòàõ èñõîäíîé òåîðåìû, êîòîðûå
ñîäåðæàëè ïåðåìåííóþ õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 < a" è "a−÷èñëî". Ñîçäàåò-
ñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ê àíòåöåäåíòàì
èñõîäíîé òåîðåìû óòâåðæäåíèé õ30, à êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî õ28. Îíà îáðàáà-
òûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Îáîáùåíèå ñîêðàùàþùåãî òîæäåñòâà ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà
"îáîáùñëàãàåìîå".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abd(a−÷èñëî & b−÷èñëî & ¬(b = 0) & ¬(d = 0) & d−÷èñëî→ (a/b)·(b/d) = a/d)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & ¬(b = 0)→ (a/b)b = a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abe(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ e · (a/b) = (ae)/b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàâíî 2, è
ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ10. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ10, ïåðåìåííîé õ14 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà
õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 - ñîáñòâåííûé ïîäñïèñîê ñïèñêà õ13. Ðàññìàðòèâàåò-
ñÿ òîò êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ10, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ
õ17, íå âõîäÿùóþ â ñïèñîê õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðàíä b. Ïåðåìåííîé õ18
ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîé êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "a/b".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ õ17. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"îáîáùñëàãàåìîå" íàõîäèò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåí-
íûõ ýòîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå èìååì:

∀cde(¬(d = 0) & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ e · (c/d) = (ce)/d)

Ñðåäè õàðàêòåðèñòèê äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íàõîäèòñÿ ýëåìåíò "îáîáùñëà-
ãàåìîå(N)". Â íàøåì ñëó÷àå N - "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ19, ïåðåìåííîé õ26 - çàìåíÿþùàÿ. Ïåðåìåííîé õ29
ïðèñâàèâàåòñÿ íåêîòîðûé êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ26, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé
ïåðåìåííóþ, ïåðåìåííîé õ33 - äðóãîé êîðíåâîé îïåðàíä. Â íàøåì ïðèìåðå õ29
- d, õ33 - "ce". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ òîò êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ25,
êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ. Â íàøåì ïðèìåðå õ32 - e. Âûáèðà-
åòñÿ ïàðàìåòð õ34 òåðìà õ33, îòëè÷íûé îò õ32. Â íàøåì ñëó÷àå - c. Íàõîäèò-
ñÿ óíèôèöèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêà S äëÿ òåðìîâ õ33 è õ10 âìåñòî ïåðåìåííûõ
õ32 è õ34 (â íàøåì ïðèìåðå - âìåñòî e, c). Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò çàìåíû îïåðàíäà õ33 òåðìà õ26 íà òåðì õ11. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì
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"a/d". Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ óíèôèöèðóþùåé
ïîäñòàíîâêè S ê òåðìó õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - "(a/b) · (b/d)". Ïåðåìåííîé õ39
ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ñ ðåçóëü-
òàòàìè ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ19. Ïîñëå îáðà-
áîòêè êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ38 íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè
îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ39 ïîëó÷àåòñÿ òåðì, êîòîðûé ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ïåðå-
ìåííîé õ38. Â íàøåì ïðèìåðå òåðì íå èçìåíÿåòñÿ. Òåðì õ37 îáðàáàòûâàåòñÿ
íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè; ðåçóëüòàò ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ïåðå-
ìåííîé õ37. Â íàøåì ïðèìåðå òåðì íå èçìåíÿåòñÿ. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ38 è õ37. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
îáðàáîòêè ñïèñêà õ39 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåò-
ðîâ ðàâåíñòâà õ40. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ41
è êîíñåêâåíòîì õ40. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè
"íîðìàëèçàöèÿ(âòîðîéòåðì)" è "ñìòåîðåìà". Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òåîðåìà áóäåò
èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî äëÿ ïðîãðàììèðóþùåãî âûâîäà â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû. Ïî íåé ñîçäàþòñÿ ïðèåìû ñïðàâî÷íèêîâ ïîèñêà òåîðåì.

2. Ïîäñòàíîâêà åäèíèöû â íîðìàëèçóþùåå òîæäåñòâî ïåðåñòàíîâî÷íîãî òèïà äëÿ
âûâîäà ïåðåñòàíîâî÷íîãî òîæäåñòâà ñ àòîìàðíîé îïåðàöèåé â çàìåíÿþùåé ÷à-
ñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(¬(a = 0) & ¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ 1/(a/b) = b/a)

èç òåîðåìû

∀abd(¬(a = 0) & ¬(b = 0) & a−÷èñëî & b−÷èñëî & d−÷èñëî→ d/(a/b) = bd/a)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàâíî 2,
è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ10. Ïåðåìåííîé õ13 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ10, ïåðåìåííîé õ14 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
òåðìà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 è õ14 ñîâïàäàþò è ÷òî òåîðåìà èìååò õàðàêòå-
ðèñòèêó "ãðóïïèðîâêè". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ14 ñîñòîèò èç òðåõ ýëåìåí-
òîâ. Â òåðìå õ11 íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ15 äâóìåñòíîé îïåðàöèè õ16. Â íàøåì
ïðèìåðå - "bd". Ñïðàâî÷íèê "åäèíèöà" îïðåäåëÿåò åäèíèöó õ18 îïåðàöèè õ16.
Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ òîò îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ15, ïî êîòîðîìó îïå-
ðàöèÿ õ16 èìååò åäèíèöó õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íà âõîæäåíèè õ20 ðàñïîëîæåíà
ïåðåìåííàÿ õ21. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè åäèíèöû õ18 âìåñòî ïåðåìåííîé õ21 â òåðì õ10. Â
íàøåì ïðèìåðå - "1/(a/b)". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû
âõîæäåíèÿ õ15 â òåðì õ11 íà òîò îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ15, êîòîðûé îòëè÷åí
îò õ20. Â íàøåì ñëó÷àå õ23 èìååò âèä "b/a". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè åäèíèöû õ18 âìåñòî ïåðåìåííîé õ21 â àíòåöå-
äåíòû òåîðåìû. Êîðíåâûå îïåðàíäû òåðìà õ22 îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòî-
ðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, ïîñëå ÷åãî èç ýòîãî òåðìà íîðìàëèçàòîð "óïðîùå-
äèíèöà" èñêëþ÷àåò èçáûòî÷íûå åäèíèöû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðåîáðàçîâàííûé
òåðì õ22 íå ñîâïàäàåò ñ õ23. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî òåðìîâ
õ22 è õ23, ïåðåìåííîé õ26 - ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ24 îïåðàòîðîì "íîð-
ìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ25. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èòîãîâàÿ
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èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ26 è êîíñåêâåíòîì õ25. Îíà ñíàáæàåòñÿ õàðàêòå-
ðèñòèêîé "ñìòåîðåìà", à òàêæå, âîçìîæíî, õàðàêòåðèñòèêàìè "íîðìàëèçàöèÿ"
è "ãðóïïèðîâêè".

3. Ïðèìåíåíèå ñîêðàùàþùåãî òîæäåñòâà ê íîðìàëèçóþùåìó òîæäåñòâó ïåðåñòà-
íîâî÷íîãî òèïà äëÿ ïîëó÷åíèÿ äðóãîãî ñîêðàùàþùåãî òîæäåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cd(¬(d = 0) & ¬(c = 0) & d− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ d/(d/c) = c)

èç òåîðåìû

∀abd(¬(a = 0) & ¬(b = 0) & a−÷èñëî & b−÷èñëî & d−÷èñëî→ d/(a/b) = bd/a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ae(¬(e = 0) & a− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ ae/e = a)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàâíî 2,
è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ10. Ïåðåìåííîé õ13 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ10, ïåðåìåííîé õ14 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
òåðìà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 è õ14 ñîâïàäàþò è ÷òî òåîðåìà èìååò õàðàê-
òåðèñòèêó "ãðóïïèðîâêè". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ14 ñîñòîèò èç òðåõ ýëå-
ìåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå
- "äðîáü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "êîíñòâõîæä" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó
õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó, îáëàäàþùóþ õàðàêòåðèñòèêîé
"íîðìàëèçàöèÿ(. . .)". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå çàìåíÿþùåé
÷àñòè. Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõî-
æäåíèÿ õ20 â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì
ïðèìåðå èìååì:

∀dcf (¬(df = 0) & ¬(cf = 0) & df−÷èñëî & cf−÷èñëî & d−÷èñëî & c−÷èñëî→
d/(df/(cf)) = c)

Òåîðåìà õ21 îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "ïîëíûåïîñûëêè". Â íàøåì ïðèìåðå
ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëüíîãî àíòåöåäåíòà "f − ÷èñëî". Ïåðå-
ìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòîò êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî â îäíîé ÷àñòè êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ïåðåìåí-
íàÿ õ24, à â äðóãîé - îòëè÷íûé îò íåå òåðì õ25. Â íàøåì ñëó÷àå õ24 - c, õ25
- d/(df/(cf)). Êîðíåâûå îïåðàíäû òåðìà õ25 îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðà-
ìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, ïîñëå ÷åãî èç ýòîãî òåðìà íîðìàëèçàòîð "óïðîùå-
äèíèöà" èñêëþ÷àåò èçáûòî÷íûå åäèíèöû. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ òåðì
"d/(d/c)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ25 èìååò ðîâíî äâà ïàðàìåòðà. Ïåðåìåí-
íîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî òåðìà õ25 òåðìó õ24, à ïåðåìåííîé õ27 - ðå-
çóëüòàò îáðàáîòêè àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ21 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû"
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ26. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ27 è êîíñåêâåíòîì õ26. Îíà ñíàáæàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè "ñì-
òåîðåìà" è "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)".
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4. Ïîäñòàíîâêà åäèíèöû â ñîêðàùàþùåå òîæäåñòâî ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀f (¬(f = 0) & f − ÷èñëî→ f/f = 1)

èç òåîðåìû

∀df (¬(f = 0) & d− ÷èñëî & f − ÷èñëî→ df/f = d)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ õ11. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé
òåðì, ïåðåìåííîé õ13 - ñïèñîê åãî ïåðåìåííûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê
äâóõýëåìåíòíûé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ11 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäå-
íèå â òåðì õ12. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 ýòîé ïåðåìåííîé â òåðì õ12.
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå, íåïîñðåäñòâåííûì îïåðàíäîì êîòî-
ðîãî ÿâëÿåòñÿ õ14. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ15.
Â íàøåì ñëó÷àå - "óìíîæåíèå". Íàõîäèòñÿ åäèíèöà õ18 îïåðàöèè õ16 îòíî-
ñèòåëüíî îïåðàíäà õ14. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè
â êîíñåêâåíò òåîðåìû åäèíèöû õ18 âìåñòî ïåðåìåííîé õ11, ïåðåìåííîé õ21 -
íàáîð ðåçóëüòàòîâ òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ21 è êîíñåêâåíòîì õ19, êîòîðàÿ îáðàáàòûâàåò-
ñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Îí
ñíàáæàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè "ñìòåîðåìà" è "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)".

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îáîáùåíèå óïðîùàþùåãî òîæäåñòâà ïóòåì äîìíîæåíèÿ âñåõ ÷ëåíîâ êîðíåâîé
àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè íà äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ b(sin a)2 + b(cos a)2 = b)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ (sin a)2 + (cos a)2 = 1)

Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå â áëîêå âûâîäà ïîìåòêè, ÷òî òåîðåìà óæå áûëà îáîá-
ùåíà. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - åå
çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïëþñ". Ñïðàâî÷íèê "ñòàíäôîðìà" îïðåäåëÿ-
åò ïî õ11 íàçâàíèå õ12 íîðìàëèçàòîðà ïðèâåäåíèÿ ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå, â
êîòîðîé êîðíåâîé îïåðàöèåé ñëóæèò ñèìâîë õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - íîðìà-
ëèçàòîð ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Ñïðàâî÷íèê "ñòàíääí" îïðåäåëÿåò
ïî íàçâàíèþ ñòàíäàðòíîé ôîðìû õ12 ïàðó õ13 âèäà (f, g), ãäå f - êîðíåâàÿ
àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ ñòàíäàðòíîé ôîðìû, g - åå âíóòðåííÿÿ
àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - ("ïëþñ", "óìíî-
æåíèå"). Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé ýëåìåíò ïàðû õ13 (â íàøåì
ñëó÷àå - "óìíîæåíèå"). Ñïðàâî÷íèê "åäèíèöà" îïðåäåëÿåò åäèíèöó e îïåðàöèè
õ14.

Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîðíåâûõ îïåðàíäîâ çàìåíÿåìîé ÷àñòè,
ïåðåìåííîé õ17 - íàáîð íàáîðîâ õ14-÷ëåíîâ (â íàøåì ïðèìåðå - ñîìíîæèòåëåé)
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âûðàæåíèé õ16. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå âñåõ íàáîðîâ õ17.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè ýëåìåíòîâ íàáîðà õ18 íåò ïåðåìåííîé, âñòðå÷àþùåéñÿ
â êàæäîì âûðàæåíèè ñïèñêà õ16 îäíîêðàòíî.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ19, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - b. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íàçâàíèå íîðìàëèçàòîðà îáùåé ñòàíäàð-
òèçàöèè âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "íîðìóìíîæåíèå".
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðîì
õ20 âûðàæåíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè ñîåäèíåíèè îïåðàöèåé õ14 âûðàæåíèÿ íà-
áîðà õ16 è ïåðåìåííîé õ19. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì ïàðó âûðàæåíèé "b(sin a)2",
"b(cos a)2". Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå îòëè÷íîé îò õ19 ïåðåìåííîé, âñòðå÷àþùåé-
ñÿ ïîä îäíîé è òîé æå êîììóòàòèâíîé îïåðàöèåé âî âñåõ òåðìàõ ñïèñêà õ21
îäíîâðåìåííî ñ õ19.

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðîì
õ20 âûðàæåíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè ñîåäèíåíèè õ11-÷ëåíîâ çàìåíÿþùåãî òåðìà
è ïåðåìåííîé õ19 ïîñðåäñòâîì îïåðàöèè õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 ñîñòîèò èç
åäèíñòâåííîãî òåðìà b. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ðåçóëüòàòîâ
ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ11 òåðìîâ íàáîðîâ õ21 è õ22, ñ ñîõðàíåíèåì òîé æå îðè-
åíòàöèè, ÷òî â èñõîäíîé òåîðåìå. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ñ òåìè íåîáõîäèìûìè äëÿ ñîïðîâîæäå-
íèÿ òåðìà õ23 óòâåðæäåíèÿìè, êîòîðûå ñîäåðæàò ïåðåìåííóþ õ19. Ïåðåìåííîé
õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ26 è êîíñåêâåíòîì õ23. Îíà
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû. Òåîðåìå õ27
ïåðåäàþòñÿ âñå õàðàêòåðèñòèêè èñõîäíîé òåîðåìû, èìåþùèå çàãîëîâêè "íîðìà-
ëèçàöèÿ", "ñòàíä", "ãðóïïèðîâêè". Êðîìå òîãî, åé ïåðåäàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà
"âàðïàðàì(õ19 e)".

2. Îáîáùåíèå óïðîùàþùåãî òîæäåñòâà ïóòåì ââîäà áåñïîâòîðíîãî âíåøíåãî ïà-
ðàìåòðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(¬(a = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ c→ |bc/a| = c|b/a|)

èç òåîðåìû

∀bc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ c→ |bc| = c|b|)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abe(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ e · (a/b) = (ae)/b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùàÿ. Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 äâóìåñòíîé îïåðàöèè
õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðàöèè bc. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâ-
êè" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïå-
ðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ åå çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò
çàãîëîâîê õ13. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ20 êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ19,
ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé äâóìåñòíóþ îïåðàöèþ îò ïåðåìåííûõ õ22 è õ23. Íàõî-
äèòñÿ åäèíèöà ýòîé îïåðàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 - "a/b"; ïåðåìåííàÿ õ22
- a, ïåðåìåííàÿ õ23 - b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äðóãîé êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ19
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ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - e. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
èñõîäíàÿ òåîðåìà íå èìååò àíòåöåäåíòà ñ çàãîëîâêîì "ðàâíî".

Åñëè ñèìâîë õ13 êîììóòàòèâåí, òî ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîèçâîëü-
íûé êîðíåâîé îïåðàíä îïåðàöèè õ12, èíà÷å - îïåðàíä, èìåþùèé òîò æå íîìåð,
÷òî è îïåðàíä õ19 îïåðàöèè õ20. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 - âõîæäåíèå îïåðàíäà
b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ26 ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ27, èìåþùàÿ
åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ10. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå îòëè÷íîãî îò õ26 îïåðàíäà îïåðàöèè õ12. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ
òà èç ïåðåìåííûõ õ22, õ23, ïî êîòîðîé îïåðàöèÿ õ20 íå èìååò åäèíèöû, ïåðå-
ìåííîé õ30 - òà, ïî êîòîðîé îíà èìååò åäèíèöó. Â íàøåì ñëó÷àå õ29 - a, õ30
- b. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâîê îòëè÷åí îò ñèìâîëà õ13 è ÷òî ÷èñëî åãî
êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ðàâíî 2. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ32 òîãî êîðíåâîãî
îïåðàíäà òåðìà õ31, êîòîðûé èìååò çàãîëîâîê õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - òåðìà
"ae". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ32 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé
õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà îïåðàöèè õ32, ðàâíîãî ïåðåìåííîé õ25
(ò.å. e), ïåðåìåííîé õ34 - âõîæäåíèå îïåðàíäà, ðàâíîãî ïåðåìåííîé õ29 (ò.å. a).
Åñëè îïåðàöèÿ õ13 íåêîììóòàòèâíà, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàíä õ34 îïåðà-
öèè õ32 èìååò òîò æå íîìåð, ÷òî è îïåðàíä õ20 îïåðàöèè õ19. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
âõîæäåíèå õ35 êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ31, îòëè÷íîãî îò õ32. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî íà ýòîì âõîæäåíèåå ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ30 (ò.å. b). Ïåðåìåííîé õ36
ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ31.

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíàÿ ïðîâåðêà íåèçáûòî÷íîñòè ââîäà íîâîãî ïà-
ðàìåòðà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà õ12 - îïåðàíä îïåðàöèè õ36, ïðîòè-
âîïîëîæíûì îïåðàíäîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ áåñïîâòîðíàÿ â çàìåíÿåìîé ÷àñòè
ïåðåìåííàÿ.

Åñëè ïðîâåðêà íåèçáûòî÷íîñòè äàëà ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò, âûáèðàåòñÿ ïå-
ðåìåííàÿ õ37, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - "a". Ïåðå-
ìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîäåäèíåíèÿ òåðìîâ õ12 è õ37 îïåðàöèåé
õ36, ïðè÷åì íîìåð îïåðàíäà õ37 ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì îïåðàíäà õ35 îïåðàöèè
õ31. Â íàøåì ïðèìåðå õ38 èìååò âèä bc/a. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ12 â òåðì õ10 íà õ38. Â íàøåì ñëó÷àå - "|bc/a|".
Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ27 è õ37 âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ29 è õ30 â ïîäòåðì õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - "b/a". Ïåðåìåííîé
õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà õ40 âìåñòî ïåðåìåííîé õ27 â
òåðì õ11. Â íàøåì ñëó÷àå - "c|b/a|". Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðå-
çóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé õ27, õ37 è ïîäòåðìà õ28 âìåñòî ïåðåìåííûõ
õ29, õ30 è õ25 â àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå -
"¬(a = 0)", "b−÷èñëî", "a−÷èñëî", "c−÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ îáúåäèíåíèå íàáîðà õ43 ñ íàáîðîì ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ40
âìåñòî ïåðåìåííîé õ27 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû.

Äàëåå ñíîâà ïðåäïðèíèìàåòñÿ àíàëèç íåèçáûòî÷íîñòè äîáàâëåííîé ïåðåìåííîé
õ37. Âûðàæåíèå õ39 îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè
è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïåðåìåííàÿ õ37 íå îêàçàëàñü â îäíîé è òîé æå
àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè ñ äðóãîé áåñïîâòîðíîé ïåðåìåííîé.
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Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ44, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðà-
âåíñòâî âûðàæåíèé õ41 è õ39. Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà - òà æå, ÷òî ó èñõîäíîé
òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ýòîé èìïëèêàöèè
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â òåîðåìå õ46 ïåðåìåííàÿ õ37
èìååò åäèíè÷íîå çíà÷åíèå äëÿ òîé îïåðàöèè, îïåðàíäîì êîòîðîé îíà ÿâëÿåò-
ñÿ. Çàòåì ýòà òåîðåìà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé
òåîðåìû.

3. Îáîáùåíèå óïðîùàþùåãî òîæäåñòâà ïóòåì ââîäà ôóíêöèîíàëüíîãî áåñïîâòîð-
íîãî âíåøíåãî ïàðàìåòðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abde(d−ôóíêöèÿ & êîíå÷íîå(e) & Dom(d) = e & Val(d) ⊆ R & b−ôóíêöèÿ &
Dom(b) = e & ¬(0 ∈ Val(b)) & Val(b) ⊆ R & a − ÷èñëî →

∑
f,f∈e ad(f)/b(f) =

a
∑

f,f∈e d(f)/b(f))

èç òåîðåìû

∀ade(a − ÷èñëî & d − ôóíêöèÿ & êîíå÷íîå(e) & Dom(d) = e & Val(d) ⊆ R →∑
f,f∈e(ad(f)) = a

∑
f,f∈e d(f))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abe(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ e · (a/b) = (ae)/b)

Íà÷àëî ïðîãðàììû ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Äëÿ
óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùàÿ. Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 äâóìåñòíîé îïåðàöèè
õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðàöèè ad(f). Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòà-
íîâêè" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ åå çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìå-
åò çàãîëîâîê õ13. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ20 êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà
õ19, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé äâóìåñòíóþ îïåðàöèþ îò ïåðåìåííûõ õ22 è õ23.
Íàõîäèòñÿ åäèíèöà E ýòîé îïåðàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 - "a/b"; ïåðåìåííàÿ
õ22 - a, ïåðåìåííàÿ õ23 - b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äðóãîé êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà
õ19 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - e. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà íå èìååò àíòåöåäåíòà ñ çàãîëîâêîì "ðàâíî".

Åñëè ñèìâîë õ13 êîììóòàòèâåí, òî ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîèçâîëü-
íûé êîðíåâîé îïåðàíä îïåðàöèè õ12, èíà÷å - îïåðàíä, èìåþùèé òîò æå íîìåð,
÷òî è îïåðàíä õ19 îïåðàöèè õ20. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 - âõîæäåíèå îïåðàíäà
d(f).

Äàëåå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ îò ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõî-
æäåíèþ õ26 ðàñïîëàãàåòñÿ ñèìâîë "çíà÷åíèå". Ïåðâûì îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ
õ26 ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ27, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ10. Â
íàøåì ïðèìåðå - "d". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â çàìåíÿþùåé ÷àñòè ïåðåìåííàÿ õ27
âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî êàê ïåðâûé îïåðàíä âûðàæåíèé "çíà÷åíèå(. . .)". Âòîðûì



370 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ26 ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ28. Â íàøåì ïðèìåðå - "f". Ïå-
ðåìåííàÿ õ27 ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé â òåðìå õ10, à ïåðåìåííàÿ õ28 - ñâÿçàííîé.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ27 â àíòåöåäåíòû ÿâëÿåòñÿ
îïåðàíäîì îäíîãî èç ñèìâîëîâ "ôóíêöèÿ", "îáëàñòü", "çíà÷åíèå", à êàæäîå
åå âõîæäåíèå â çàìåíÿþùèé òåðì - ïåðâûì îïåðàíäîì ñèìâîëà "çíà÷åíèå".
Íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ29 ñèìâîëà "îòîáðàæåíèå", âíóòðè êîòîðîãî ðàñïîëàãà-
åòñÿ âõîæäåíèå õ26. Â íàøåì ïðèìåðå ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ29 èìååò âèä
"λf (ad(f), f ∈ e)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ28 âõîäèò â ñâÿçûâàþùóþ ïðèñòàâêó ýòî-
ãî îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðåäïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñà-
òåëÿ èìååò çàãîëîâîê "ïðèíàäëåæèò", ïðè÷åì ïåðâûé îïåðàíä îòíîøåíèÿ ïðè-
íàäëåæíîñòè - ïåðåìåííàÿ õ28. Âòîðîé îïåðàíä ýòîãî îòíîøåíèÿ ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ30. Â íàøåì ñëó÷àå - "e". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îïåðàíä
îïåðàöèè õ12, îòëè÷íûé îò õ26. Åñëè E - åäèíèöà äëÿ ïåðâîãî îïåðàíäà òåð-
ìà õ20, òî ïåðåìåííûì õ32 è õ33 ïðèñâàèâàþòñÿ ïåðåìåííûå õ23 è õ22, èíà÷å
- õ22 è õ23. Â íàøåì ïðèìåðå - "a, b". Ïðîâåðÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ó òåîðåìû
àíòåöåäåíòà âèäà "ðàâíî(îáëàñòü(õ27)õ30)". Â íàøåì ïðèìåðå - "Dom(d) = e".

Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâîê îòëè÷åí îò õ13, ïðè÷åì ÷èñëî êîðíåâûõ îïå-
ðàíäîâ ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà
òåðìà õ34, èìåþùåãî çàãîëîâîê õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "ae". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ35 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå îïåðàíäà îïåðàöèè õ35, ðàâíîãî ïåðåìåííîé õ25 (ò.å. e), ïåðåìåí-
íîé õ37 - âõîæäåíèå îïåðàíäà, ðàâíîãî ïåðåìåííîé õ32 (ò.å. a). Åñëè îïåðàöèÿ
õ13 íåêîììóòàòèâíà, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàíä õ37 îïåðàöèè õ35 èìååò òîò
æå íîìåð, ÷òî è îïåðàíä õ20 îïåðàöèè õ19. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ38
êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ34, îòëè÷íîãî îò õ35. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íà ýòîì âõî-
æäåíèåå ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ33 (ò.å. b). Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàãîëîâîê òåðìà õ34.

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíàÿ ïðîâåðêà íåèçáûòî÷íîñòè ââîäà íîâîãî ïà-
ðàìåòðà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà õ12 - îïåðàíä îïåðàöèè õ40, ïðîòèâî-
ïîëîæíûì îïåðàíäîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå "çíà÷åíèå(õ42 . . .)" ñ áåñ-
ïîâòîðíîé â çàìåíÿåìîé ÷àñòè ïåðåìåííîé õ42.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ40, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - b. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ39
ïîäòåðìà õ12 è òåðìà "çíà÷åíèå(õ40 õ28)", ïðè÷åì ïîñëåäíèé òåðì ðàçìåùà-
åòñÿ íà òîì æå ìåñòå, ÷òî è îïåðàíä õ38 âõîæäåíèÿ õ34. Â íàøåì ñëó÷àå -
"ad(f)/b(f)". Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ12
â òåðì õ10 íà òåðì õ41. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

∑
f,f∈e ad(f)/b(f). Ïåðåìåííîé

õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìîâ "çíà÷åíèå(õ27 õ28)" è "çíà-
÷åíèå(õ40 õ28)" âìåñòî ïåðåìåííûõ õ32 è õ33 â ïîäòåðì õ20. Â íàøåì ïðèìåðå
- "d(f)/b(f)". Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ44 îäíîâðåìåííîé çàìåíû â òåðìå õ11
âñåõ âõîæäåíèé òåðìà "çíà÷åíèå(õ27 õ28)" íà òåðì õ43, à âñåõ âõîæäåíèé òåð-
ìîâ "çíà÷åíèå(õ27 X)", ãäå X - îòëè÷íàÿ îò õ28 ïåðåìåííàÿ, ñâÿçàííàÿ â õ11,
íà ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â õ43 ïåðåìåííîé X âìåñòî õ28. Â íàøåì ïðèìå-
ðå èìååì: a ·

∑
f,f∈e(d(f)/b(f)). Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòà-

òîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû òåðìîâ "çíà÷åíèå(õ27
õ28)", "çíà÷åíèå(õ40 õ28)" è ïîäòåðìà õ31 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ32, õ33 è õ25.
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Êàæäîå óòâåðæäåíèå H íàáîðà õ45, èìåþùåå ñâîèì ïàðàìåòðîì ïåðåìåííóþ
õ28, çàìåíÿåòñÿ íà êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ "äëÿëþáîãî(õ28 åñëè ïðèíàäëå-
æèò(õ28 õ30)òî H)". Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå íàáîðà àíòå-
öåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ñïèñêà õ46 è óòâåðæäåíèé "ôóíêöèÿ(õ40)", "ðàâ-
íî(îáëàñòü(õ40) õ30)".

Äàëåå ñíîâà ïðåäïðèíèìàåòñÿ àíàëèç íåèçáûòî÷íîñòè äîáàâëåííîé ïåðåìåííîé
õ40. Âûðàæåíèå õ42 îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè
è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ðåçóëüòàòå ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ õ40 íå îêàçàëàñü
â îäíîé è òîé æå àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè ñ äðóãîé áåñïîâòîðíîé
ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé.

Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî òåðìîâ õ44 è õ42, ñ ñîõðàíåíèåì îðè-
åíòàöèè ðàâåíñòâà, ïðèíÿòîé â èñõîäíîé òåîðåìå. Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ47 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëü-
íî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ48. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ49 è
êîíñåêâåíòîì õ48, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñ-
õîäíîé òåîðåìû.

4. Îáîáùåíèå óïðîùàþùåãî òîæäåñòâà ïóòåì ââîäà áåñïîâòîðíîãî äîïîëíèòåëü-
íîãî ïàðàìåòðà îïåðàíäà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(¬(b = 0) & 0 < a & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ |c/(ab)| = |c/b|/a)

èç òåîðåìû

∀ac(0 < a & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ |c/a| = |c|/a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ade(¬(a = 0) & ¬(e = 0) & a−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî→ d/(ae) = (d/e)/a)

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðåäûäóùèõ äâóõ ïðèåìîâ.
Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ
÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþùàÿ. Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå õ12 äâóìåñòíîé îïåðàöèè õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðàöèè c/a. Ñïðà-
âî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ
âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ åå çàìåíÿåìàÿ
÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò çàãîëîâîê õ13. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå
õ20 êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ19, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé äâóìåñòíóþ îïåðà-
öèþ îò ïåðåìåííûõ õ22 è õ23. Íàõîäèòñÿ åäèíèöà ýòîé îïåðàöèè. Â íàøåì
ïðèìåðå õ19 - "d/e"; ïåðåìåííàÿ õ22 - d, ïåðåìåííàÿ õ23 - e. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
äðóãîé êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ19 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ õ25. Â íà-
øåì ïðèìåðå - a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà íå èìååò àíòåöåäåíòà ñ
çàãîëîâêîì "ðàâíî".

Åñëè ñèìâîë õ13 êîììóòàòèâåí, òî ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîèçâîëü-
íûé êîðíåâîé îïåðàíä îïåðàöèè õ12, èíà÷å - îïåðàíä, èìåþùèé òîò æå íîìåð,
÷òî è îïåðàíä õ20 îïåðàöèè õ19. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 - âõîæäåíèå îïåðàíäà
b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ26 ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ27, èìåþùàÿ
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åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ10. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå îòëè÷íîãî îò õ26 îïåðàíäà îïåðàöèè õ12. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ
òà èç ïåðåìåííûõ õ22, õ23, ïî êîòîðîé îïåðàöèÿ õ20 íå èìååò åäèíèöû, ïåðå-
ìåííîé õ30 - òà, ïî êîòîðîé îíà èìååò åäèíèöó. Â íàøåì ñëó÷àå õ29 - d, õ30 -
e. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.

Äàëåå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ îò ïðåäûäóùèõ ïðèåìîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâ-
êîì òåðìà õ31 ñëóæèò ñèìâîë õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ31 - "d/(ae)". Ïåðåìåííîé
õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ òîò êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ31, êîòîðûé ðàñïîëîæåí òàê
æå, êàê îïåðàíä õ20 îïåðàöèè õ19. Â íàøåì ñëó÷àå - d. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî
âõîæäåíèþ õ32 ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ29. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå îïåðàíäà îïåðàöèè õ31, îòè÷íîãî îò õ32. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ33. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí êîììóòàòèâåí. Åñëè
õ28 - âõîæäåíèå îïåðàöèè õ34, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî íå èìååò îïåðàíäà -
áåñïîâòîðíîé â òåðìå õ10 ïåðåìåííîé.

Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ35. Â íàøåì ïðèìåðå - b. Åñëè ïî âõîæäåíèþ
õ28 ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ, áåñïîâòîðíàÿ â òåðìå õ10, òî ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå
ñîäåðæàùåãî ýòó ïåðåìåííóþ àíòåöåäåíòà, íå èñïîëüçóåìîãî äëÿ ñîïðîâîæäå-
íèÿ òåðìà õ10 ïî î.ä.ç. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ
îïåðàöèåé õ34 ïåðåìåííîé õ35 è ïîäòåðìà õ28. Â íàøåì ïðèìåðå - "ba". Ïå-
ðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ10 âõîæäåíèÿ õ28 íà
òåðì õ36. Â íàøåì ñëó÷àå - "|c/(ba)|". Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ27 è õ35 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29 è õ30 â ïîäòåðì õ20. Â
íàøåì ïðèìåðå - "c/b". Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè
òåðìà õ38 âìåñòî ïåðåìåííîé õ27 â òåðì õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "|c/b|/a". Ïå-
ðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ27, õ35 è
ïîäòåðìà õ28 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29, õ30 è õ25 â àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ41, ñîäåðæàùèå ñâÿçàííûå
â òåðìå õ10 ïåðåìåííûå, ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè íå ñîäåðæàùèõ òàêèõ ïåðåìåí-
íûõ óòâåðæäåíèé äàííîãî ñïèñêà. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêà õ41 ñ íàáîðîì ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìà õ38 âìåñòî ïåðåìåííîé
õ27 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû.

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ àíàëèç íåèçáûòî÷íîñòè äîáàâëåííîé ïåðåìåííîé õ35. Âû-
ðàæåíèå õ36 îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè è ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïåðåìåííàÿ õ35 íå îêàçàëàñü â îäíîé è òîé æå
àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè ñ äðóãîé áåñïîâòîðíîé ïåðåìåííîé.

Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ42, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðà-
âåíñòâî âûðàæåíèé õ37 è õ39. Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà - òà æå, ÷òî â èñõîäíîé
òåîðåìå. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Åñëè ó ïîëó÷åííîé
òåîðåìû õ44 äëèíà ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè áîëüøå, ÷åì ó èñõîäíîé, òî ïðîâå-
ðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ñäâîåííûõ ïåðåìåííûõ. Çàòåì òåîðåìà õ44 ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

5. Îáîáùåíèå óïðîùàþùåãî òîæäåñòâà ïóòåì ââîäà ôóíêöèîíàëüíîãî áåñïîâòîð-
íîãî äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà îïåðàíäà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀abcd(a−ôóíêöèÿ & êîíå÷íîå(c) & Dom(a) = c & Val(a) ⊆ R & b−ôóíêöèÿ &
Dom(b) = c & ¬(d = 0) & ¬(0 ∈ Val(b)) & d− ÷èñëî & Val(b) ⊆ R→∑

f,f∈c a(f)/(b(f)d) =
∑

f,f∈c a(f)/b(f)/d)

èç òåîðåìû

∀acd(¬(d = 0) & d− ÷èñëî & a−ôóíêöèÿ & êîíå÷íîå(c) & Dom(a) = c &
Val(a) ⊆ R→

∑
f,f∈c a(f)/d =

∑
f,f∈c a(f)/d)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ade(¬(a = 0) & ¬(e = 0) & a−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî→ d/(ae) = (d/e)/a)

Íà÷àëî ïðîãðàììû ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùèõ ïðèåìîâ. Äëÿ
óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùàÿ. Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 äâóìåñòíîé îïåðàöèè
õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðàöèè a(f)/d. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòà-
íîâêè" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ åå çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìå-
åò çàãîëîâîê õ13. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ20 êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà
õ19, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé äâóìåñòíóþ îïåðàöèþ îò ïåðåìåííûõ õ22 è õ23.
Íàõîäèòñÿ åäèíèöà E ýòîé îïåðàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 - "(d/e)/a"; ïåðå-
ìåííàÿ õ22 - d, ïåðåìåííàÿ õ23 - e. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äðóãîé êîðíåâîé îïåðàíä
òåðìà õ19 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà íå èìååò àíòåöåäåíòà ñ çàãîëîâêîì "ðàâíî".

Åñëè ñèìâîë õ13 êîììóòàòèâåí, òî ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîèçâîëü-
íûé êîðíåâîé îïåðàíä îïåðàöèè õ12, èíà÷å - îïåðàíä, èìåþùèé òîò æå íîìåð,
÷òî è îïåðàíä õ19 îïåðàöèè õ20. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 - âõîæäåíèå îïåðàíäà
a(f).

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ26 ðàñïîëàãàåòñÿ ñèìâîë "çíà÷åíèå". Ïåðâûì
îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ26 ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ27, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå
âõîæäåíèå â òåðì õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â çàìåíÿþ-
ùåé ÷àñòè ïåðåìåííàÿ õ27 âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî êàê ïåðâûé îïåðàíä âûðàæåíèé
"çíà÷åíèå(. . .)". Âòîðûì îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ26 ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ28. Â
íàøåì ïðèìåðå - "f". Ïåðåìåííàÿ õ27 ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé â òåðìå õ10, à ïåðå-
ìåííàÿ õ28 - ñâÿçàííîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ27
â àíòåöåäåíòû ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì îäíîãî èç ñèìâîëîâ "ôóíêöèÿ", "îáëàñòü",
"çíà÷åíèå", à êàæäîå åå âõîæäåíèå â çàìåíÿþùèé òåðì - ïåðâûì îïåðàíäîì
ñèìâîëà "çíà÷åíèå". Íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ29 ñèìâîëà "îòîáðàæåíèå", âíóòðè
êîòîðîãî ðàñïîëàãàåòñÿ âõîæäåíèå õ26. Â íàøåì ïðèìåðå ïîäòåðì ïî âõîæäå-
íèþ õ29 èìååò âèä "λf (a(f)/d, f ∈ c)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ28 âõîäèò â ñâÿçû-
âàþùóþ ïðèñòàâêó ýòîãî îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðåäïî-
ñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ èìååò çàãîëîâîê "ïðèíàäëåæèò", ïðè÷åì ïåðâûé
îïåðàíä îòíîøåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè - ïåðåìåííàÿ õ28. Âòîðîé îïåðàíä ýòîãî
îòíîøåíèÿ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ30. Â íàøåì ñëó÷àå - "c". Ïåðåìåííîé
õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îïåðàíä îïåðàöèè õ12, îòëè÷íûé îò õ26. Åñëè E - åäèíèöà
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äëÿ ïåðâîãî îïåðàíäà òåðìà õ20, òî ïåðåìåííûì õ32 è õ33 ïðèñâàèâàþòñÿ ïå-
ðåìåííûå õ23 è õ22, èíà÷å - õ22 è õ23. Â íàøåì ïðèìåðå - "d, e". Ïðîâåðÿåòñÿ
ñóùåñòâîâàíèå ó òåîðåìû àíòåöåäåíòà âèäà "ðàâíî(îáëàñòü(õ27)õ30)". Â íàøåì
ïðèìåðå - "Dom(a) = c".

Äàëåå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâîê ðàâåí õ13. Ïåðåìåí-
íîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà îïåðàöèè õ34, êîòîðûé ðàñïî-
ëîæåí òàê æå, êàê îïåðàíä õ20 îïåðàöèè õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå
îïåðàíäà d. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ35 ðàñïîëàãàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ32.
Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîãî îïåðàíäà îïåðàöèè õ34, ïå-
ðåìåííîé õ37 - ñèìâîë, ðàñïîëîæåííûé ïî âõîæäåíèþ õ36. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îïåàðöèÿ õ37 êîììóòàòèâíà.

Åñëè ïî âõîæäåíèþ õ31 ðàñïîëàãàåòñÿ ñèìîë õ37, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ
õ31 íå èìååò îïåðàíäà âèäà "çíà÷åíèå(X, . . .)", ãäå ïåðåìåííàÿ X áåñïîâòîðíà
â òåðìå õ10.

Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ38. Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ïåðåìåííîé õ39 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ37 òåðìà "çíà÷åíèå(õ38 õ28)" è
ïîäòåðìà õ31. Â íàøåì ïðèìåðå - "b(f)d". Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ31 â òåðì õ10 íà òåðì õ39. Â íàøåì ñëó÷àå -∑

f,f∈c a(f)/(b(f)d). Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåð-
ìîâ "çíà÷åíèå(õ27 õ28)" è "çíà÷åíèå(õ38 õ28)" âìåñòî ïåðåìåííûõ õ32 è õ33 â
ïîäòåðì õ20. Â íàøåì ñëó÷àå - "a(f)/b(f)". Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ42 îäíî-
âðåìåííîé çàìåíû â òåðìå õ11 âñåõ âõîæäåíèé òåðìà "çíà÷åíèå(õ27 õ28)" íà
òåðì õ41, à âñåõ âõîæäåíèé òåðìîâ "çíà÷åíèå(õ27 X)", ãäå X - îòëè÷íàÿ îò õ28
ïåðåìåííàÿ, ñâÿçàííàÿ â õ11, íà ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â õ41 ïåðåìåííîé X
âìåñòî õ28. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

∑
f,f∈c a(f)/b(f)/d. Ïåðåìåííîé õ44 ïðè-

ñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìîâ "çíà÷åíèå(õ27 õ28)", "çíà÷å-
íèå(õ38 õ28)" è ïîäòåðìà õ31 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ32, õ33 è õ35 â àíòåöåäåíòû
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Êàæäîå ñîäåðæàùåå ïåðåìåííóþ õ28 óòâåðæäåíèå U
ñïèñêà õ44 çàìåíÿåòñÿ íà "äëÿëþáîãî(õ28 åñëè ïðèíàäëåæèò(õ28 õ30)òî U)".

Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåî-
ðåìû, ñïèñêà õ44 è óòâåðæäåíèé "ôóíêöèÿ(õ38)", "ðàâíî(îáëàñòü(õ38)õ30)".

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ àíàëèç íåèçáûòî÷íîñòè äîáàâëåííîé ïåðåìåííîé õ38. Âûðà-
æåíèå õ42 îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè è ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî â ðåçóëüòàòå ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ õ38 íå îêàçàëàñü â îäíîé è
òîé æå àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè ñ äðóãîé áåñïîâòîðíîé ôóíêöè-
îíàëüíîé ïåðåìåííîé.

Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ42 è õ40, ñ ñîõðàíåíè-
åì îðèåíòàöèè ðàâåíñòâà â èñõîäíîé òåîðåìå. Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" ñïèñêà õ45 îòíîñèòåëüíî
ïàðàìåòðîâ ðàâåíñòâà õ46. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåí-
òàìè õ47 è êîíñåêâåíòîì õ46. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùå-
íèå èñõîäíîé òåîðåìû.



3.54. Õàðàêòåðèñòèêà "íîðìàëèçàöèÿ" 375

6. Îáîáùåíèå óïðîùàþùåãî òîæäåñòâà ïóòåì ââîäà ïîâòîðíîãî äîïîëíèòåëüíîãî
ïàðàìåòðà îïåðàíäà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàñìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdefg(¬(b = 0) & 0 < adfg & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
e−÷èñëî& f−÷èñëî& g−÷èñëî& 0 ≤ befg → (ae/(bd))c = (ef/(bg))c/(df/(ag))c)

èç òåîðåìû

∀abcdef (¬(b = 0) & 0 < adf & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & 0 ≤ bef → (ae/(bd))c = (ef/b)c/(df/a)c)

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀ade(¬(a = 0) & ¬(e = 0) & a−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî→ d/(ae) = (d/e)/a)

∀abe(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ e · (a/b) = ae/b)

Íà÷àëî ïðîãðàììû ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùèõ ïðèåìîâ. Äëÿ
óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùàÿ. Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 äâóìåñòíîé îïåðàöèè
õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðàöèè ef/b. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòà-
íîâêè" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ âûøå ïåðâóþ äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ åå çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà èìååò çàãîëîâîê õ13. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ20 êîðíåâîãî îïåðàíäà
òåðìà õ19, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé äâóìåñòíóþ îïåðàöèþ îò ïåðåìåííûõ õ22 è
õ23. Íàõîäèòñÿ åäèíèöà E ýòîé îïåðàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 - "(d/e)/a"; ïå-
ðåìåííàÿ õ22 - d, ïåðåìåííàÿ õ23 - e. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äðóãîé êîðíåâîé îïåðàíä
òåðìà õ19 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà íå èìååò àíòåöåäåíòà ñ çàãîëîâêîì "ðàâíî".

Åñëè ñèìâîë õ13 êîììóòàòèâåí, òî ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîèçâîëü-
íûé êîðíåâîé îïåðàíä îïåðàöèè õ12, èíà÷å - îïåðàíä, èìåþùèé òîò æå íîìåð,
÷òî è îïåðàíä õ19 îïåðàöèè õ20. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 - âõîæäåíèå òåðìà ef .
Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ26.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ27 - ñèìâîë êîììóòàòèâíîé
îïåðàöèè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ28 îïåðàíäà îïåðàöèè õ26, ïðåäñòàâëÿ-
þùåå ñîáîé ïåðåìåííóþ õ29, èìåþùóþ áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ â çàìåíÿåìóþ
÷àñòü õ10. Â íàøå ñëó÷àå - ïåðåìåííàÿ f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âõîæäå-
íèå ïåðåìåííîé õ29 â òåðì õ10 ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì îïåðàöèè õ27, ÿâëÿþùåéñÿ,
â ñâîþ î÷åðåäü, îïåðàíäîì îïåðàöèè õ13, îòëè÷íûì îò òîãî, ïî êîòîðîìó ýòà
îïåðàöèÿ èìååò åäèíèöó E. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" îïðåäå-
ëÿåò ïî ñèìâîëó õ27 óêàçàííóþ âûøå âòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðå-
ìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýòîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå
- e · (a/b). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò çàãîëîâîê õ27. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâà-
èâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå - ae/b.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò çàãîëîâîê õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ïåðåìåííûõ
òåðìà õ35 ðàâíî 3, ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ - 2. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâà-
åòñÿ íåîäíîáóêâåííûé îïåðàíä òåðìà õ35. Äðóãîé îïåðàíä - ïåðåìåííàÿ õ39.
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Â íàøåì ïðèìåðå - e. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ36
ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî èç íèõ, êîòîðûé èìååò
çàãîëîâîê õ27. Â íàøåì ïðèìåðå - ae. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îäíèì èç îïåðàíäîâ âõî-
æäåíèÿ õ40 ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ39, à äðóãèì - íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ44. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ36,
îòëè÷íûé îò õ40, ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ41. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäå-
íèþ õ41 ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ45. Â
íàøåì ïðèìåðå - b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ45 âõîäèò â ïîäòåðì õ37. Ïå-
ðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ òîò îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ36, ïî êîòîðîìó îïåðàöèÿ
õ13 èìååò åäèíèöó. Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðàíä b. Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâà-
åòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ12, îòëè÷íîãî îò õ26. Â íàøåì ïðèìåðå
- çíàìåíàòåëü b. Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ òà èç ïåðåìåííûõ õ23, õ22 -
îïåðàíäîâ òåðìà õ20 - ïî êîòîðîé îïåðàöèÿ õ13 íå èìååò åäèíèöû. Â íàøåì
ïðèìåðå - d.

Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì ïåðâîé äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò çàãîëîâîê õ13. Ïåðåìåííîé õ50 ïðèñâàèâàåòñÿ
òîò êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ49, êîòîðûé ðàñïîëîæåí òàê æå, êàê îïåðàíä õ20
îïåðàöèè õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðàíä d. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ
õ50 ðàñïîëàãàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ48. Ïåðåìåííîé õ51 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîé êîð-
íåâîé îïåðàíä òåðìà õ49, ïåðåìåííîé õ52 - çàãîëîâîê ýòîãî îïåðàíäà. Â íàøåì
ïðèìåðå õ51 - "ae". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèìâîë õ52 êîììóòàòèâåí.

Ïðîâåðÿåòñÿ íåèçáûòî÷íîñòü ââîäà äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé: åñëè ïî âõî-
æäåíèþ õ47 ðàñïîëàãàåòñÿ îïåðàöèÿ õ52, èìåþùàÿ ñâîèì îïåðàíäîì ïåðåìåí-
íóþ, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïåðåìåííàÿ íå ðàñïîëàãàåòñÿ â çàìåíÿåìîì òåðìå
õ10 òàê æå, êàê áóäåò ðàñïîëîæåíà äîïîëíèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ53, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðåìåííàÿ g. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå âõîæäåíèÿ v1 â çàìåíÿåìûé
òåðì õ10 ïåðåìåííîé õ29, è îïðåäåëÿþòñÿ âõîæäåíèÿ v2, îïåðàíäîì êîòîðûõ
ñëóæèò v1, âõîæäåíèÿ v3, îïåðàíäîì êîòîðûõ ñëóæèò v2, è âñåâîçìîæíûå îò-
ëè÷íûå îò v2 âõîæäåíèÿ v4 îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ v3. Ïåðåìåííîé õ54 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê âõîæäåíèé v4. Â íàøåì ïðèìåðå õ54 - âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ b, a.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàçëè÷íûå âõîæäåíèÿ ñïèñêà õ54 íå ïîä÷èíåíû äðóã äðóãó.
Ïåðåìåííîé õ56 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèé õ54 ïîäòåðìîâ t
íà òåðìû "õ52(õ53, t)". Â íàøåì ïðèìåðå - çàìåíû b íà gb è a íà ga. Ïåðåìåííîé
õ57 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ïîäòåðìå õ37 ïåðåìåííûõ õ44 è õ45 íà
õ29 è õ53. Â íàøåì ñëó÷àå - "f/g". Ïåðåìåííîé õ58 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè òåðìà õ57 âìåñòî ïåðåìåííîé õ29 â òåðì õ11. Â íàøåì ïðèìåðå
- "(ae/(bd))c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àíòåöåäåíòû ïåðâîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.
âûðàæåíèÿ õ19, à àíòåöåäåíòû âòîðîé - óòâåðæäåíèÿ õ35. Ïåðåìåííîé õ59 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìà õ57 âìåñòî ïåðåìåííîé õ29 â
àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ60 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âû-
ðàæåíèé õ58 è õ56, îðèåíòèðîâàííîå òàê æå, êàê â èñõîäíîé òåîðåìå. Ñïèñîê
õ59 ïîïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèÿìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.
ðàâåíñòâà õ60, è îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëü-
íî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ60. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ59 è
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êîíñåêâåíòîì õ60. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

7. Îáîáùåíèå óïðîùàþùåãî òîæäåñòâà ïóòåì ââîäà âíåøíåé äâóìåñòíîé îïåðà-
öèè íàä ñëîæíîé îäíîìåñòíîé îïåðàöèåé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(b− ÷èñëî & a− ÷èñëî & c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even)→ |a|c|b| =
|acb|)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ |a||b| = |ab|)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even)→ |ab| = |a|b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 - "|a||b|". Â òåðìå õ10 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12
îäíîìåñòíîé îïåðàöèè õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "|a|". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå ïåð-
âûé îïåðàíä - ïåðåìåííàÿ õ14, èìåþùàÿ â õ10 åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì äâóìåñòíîé îïåðàöèè, äðóãîé îïåðàíä
êîòîðîé - ïåðåìåííàÿ, áåñïîâòîðíàÿ â õ10. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðå-
ñòàíîâêè" îïðåäåëÿåò ïî õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïî
åå õàðàêòåðèñòèêå "ñîêðàù" íàõîäèòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü õ20 ýòîé òåîðåìû. Â
íàøåì ïðèìåðå - |ab|. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâîê - õ13. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
êîðíåâîé îïåðàíä õ21 îïåðàöèè õ20, è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé äâóìåñòíóþ îïåðàöèþ îò äâóõ ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ õ23 è õ24. Â íàøåì
ñëó÷àå - a è b. Íàõîäèòñÿ åäèíèöà E îïåðàöèè õ21. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèâàèâà-
åòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò
ðîâíî äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîðíåâàÿ îïåðàöèÿ òåðìà õ25
èìååò òó æå åäèíèöó E, ÷òî è îïåðàöèÿ õ21. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ êîðíåâûì îïåðàíäîì òåðìà õ25. Â íàøåì ïðèìåðå -
"b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ29 ñîâïàäàåò ñ õ23 ëèáî ñ õ24, ïðè÷åì èìåííî ñ òîé èç
ïåðåìåííûõ õ23, õ24, ïî êîòîðîé îïåðàöèÿ õ21 èìååò åäèíèöó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ28 - òîò êîðíåâîé îïåðàíä, ïî êîòîðîìó êîðíåâàÿ îïåðàöèÿ òåðìà õ25 èìååò
åäèíèöó.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ30, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "c". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ïåðåìåííûõ õ23, õ24. Åñëè õ29
ðàâíî õ23, òî ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ïåðåìåííûõ õ30, õ14, èíà÷å
- ïàðà õ14, õ30. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ33 çàìåíû â òåðìå õ25 ïåðåìåííûõ
õ31 íà õ32, à òàêæå ðåçóëüòàò õ34 òàêîé æå çàìåíû â òåðìå õ20. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ33 - "|a|c", õ34 - "|ac|". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû
ïîäòåðìà õ12 òåðìà õ10 íà õ33, ïåðåìåííîé õ36 - ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè êîð-
íåâîãî îïåðàäà òåðìà õ34 âìåñòî ïåðåìåííîé õ14 â òåðì õ11. Â íàøåì ïðèìåðå
õ35 èìååò âèä "|a|c|b|", õ36 - âèä "|acb|". Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðà-
âåíñòâî âûðàæåíèé õ35 è õ36, îðèåíòàöèÿ êîòîðîãî òàêàÿ æå, êàê â èñõîäíîé
òåîðåìå. Íàõîäèòñÿ îáúåäèíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè êîðíåâîãî îïåðàíäà
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òåðìà õ34 âìåñòî ïåðåìåííîé õ14 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû ñ ðåçóëüòà-
òàìè ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ õ31 íà õ32 â àíòåöåäåíòàõ äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè åãî îïåðàòîðîì
"íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ ðàâåíñòâà õ37. Çàòåì ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ42 è êîíñåêâåíòîì õ37. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "ïîëíûåïîñûëêè" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå
èñõîäíîé òåîðåìû.

8. Èñïîëüçîâàíèå "çàíóëÿþùåãî" òîæäåñòâà äëÿ îáîáùåíèÿ ïî äèñòðèáóòèâíîñòè,
äàþùåãî ïðèåì ïîäáîðà ïðèìåðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & a = 0 & b = 0→ ca + db = 0)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ a · 0 = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab + ac = a(b + c))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îäíî-
áóêâåííûé è ñîñòîèò èç ëîãè÷åñêîãî ñèìâîëà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - "0".
Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò
äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà, îäíèì èç êîòîðûõ ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ15. Ïåðåìåííîé
õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîé îïåðàíä. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - a, õ16 - "0". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ16 êîíñòàíòíûé. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê
òåðìà õ12. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "äèñòðèáðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò ïî õ17
óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Õàðàêòåðèñòèêà "äèñòðèáðàçâåðò-
êà" óêàçûâàåò íà åå îðèåíòàöèþ. Â íàøåì ïðèìåðå - ñïðàâà íàëåâî. Îïåðàòîð
"òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ23 ïðåîáðàçîâàíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè èñõîä-
íîé òåîðåìû ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä:

∀cd((c + d)− ÷èñëî & 0− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ 0 · c + 0 · d = 0)

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòöåäåíòîâ òåîðåìû õ23, ïåðåìåííîé õ25
- åå êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè íàáîðà õ24
îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ25. Ïåðåìåí-
íîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" èìïëèêàöèè ñ
àíòåöåäåíòàìè õ26 è êîíñåêâåíòîì õ25. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀cd(c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ c · 0 + d · 0 = 0)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò èìïëèêàöèè õ27 - ðàâåíñòâî, ó êîòîðîãî â îäíîé
÷àñòè ðàñïîëîæåí ñèìâîë õ11. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü ðà-
âåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð âõîæäåíèé òåðìà õ16 (â íàøåì
ïðèìåðå -íóëÿ) â òåðì õ31. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Âûáèðàåòñÿ ñïèñîê õ33
ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â òåîðåìó õ27 è èìåþùèé òó æå äëèíó, ÷òî è íàáîð
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õ32. Â íàøåì ïðèìåðå õ33 - a, b. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çà-
ìåíû â òåðìå õ31 âõîæäåíèé õ32 íà ïåðåìåííûå õ33. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì
"ca + db". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðàâåíñòâ ïåðåìåííûõ ñïèñêà
õ33 òåðìó õ16. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, ààíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþò-
ñÿ îáúåäèíåíèåì àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ñî ñïèñêîì õ35, à êîíñåêâíò
- ðàâåíñòâî òåðìà õ34 òåðìó õ11. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âû-
âîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "ïîäáîðçíà÷åíèé(õ33)".

9. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ïóòåì äîìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé
íà íîâóþ ïåðåìåííóþ è ïåðåìåùåíèÿ åå âíóòðü çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdef (¬(f = 0) & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(d)− even) &
e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & c− rational & d− rational→ efd/f c = efd−c)

èç òåîðåìû

∀abd(¬(d = 0) & ¬(çíàìåíàòåëü(a)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) &
d− ÷èñëî & a− rational & b− rational→ db/da = db−a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abe(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ e · (a/b) = ae/b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - åå çàãî-
ëîâîê. Â íàøåì ñëó÷àå - "äðîáü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè"
îïðåäåëÿåò ïî õ11 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Õàðàêòåðèñòèêà
"íîðìàëèçàöèÿ" óêàçûâàåò íà çàìåíÿåìóþ ÷àñòü õ17 äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Â íàøåì ñëó÷àå - "e · (a/b)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ÷àñòü èìååò îäíèì èõ ñâîèõ
îïåðàíäîâ ïåðåìåííóþ õ20 (â íàøåì ñëó÷àå - e). Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâà-
åòñÿ âõîæäåíèå äðóãîãî îïåðàíäà, ïðè÷åì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì ýòîãî
îïåðàíäà ñëóæèò ñèìâîë õ11. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåð-
ìà õ17. Â íàøåì ñëó÷àå - "óìíîæåíèå". Íàõîäèòñÿ åäèíèöà E îïåðàöèè õ21,
ïðè÷åì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ õ17 èìååò ýòó åäèíèöó äëÿ îïåðàíäà õ20.
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ23,
çàãîëîâêîì õ25 êîòîðîãî ñëóæèò êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå -
"ae". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îäíèì èç îïåðàíäîâ îïåðàöèè õ24 ñëóæèò ïåðåìåííàÿ
õ20.

Ïðîâåðÿåòñÿ íåèçáûòî÷íîñòü ââîäà íîâîé ïåðåìåííîé: ðàññìàòðèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ10, ðàñïîëîæåííîãî òàê æå, êàê îïåðàíä
õ24 òåðìà õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó âõîæäåíèþ íå ðàñïîëîæåíà áåñïî-
âòîðíàÿ â õ10 ïåðåìåííàÿ ëèáî îïåðàöèÿ ñ çàãîëîâêîì õ25, èìåþùàÿ ñâîèì
îïåðàíäîì áåñïîâòîðíóþ â õ10 ïåðåìåííóþ.

Äàëåå îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ26 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäå-
íèÿ õ19 â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì
ïðèìåðå èìååì:
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∀cdef (¬(f c = 0) & fd−÷èñëî & f c−÷èñëî & e−÷èñëî & ¬(f = 0) & ¬(çíàìåíà-
òåëü(c) − even) & ¬(çíàìåíàòåëü(d) − even) & f − ÷èñëî & c − rational & d −
rational→ efd−c = fde/f c)

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè èìïëèêàöèè õ26 îïåðàòî-
ðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû õ27 - ðàâåíñòâî, ïðè-
÷åì åñëè õ10 áåñïîâòîðíî, òî è çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ27 áåñïîâòîðíà.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íè îäèí èç àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ27 íå èìååò áîëåå 4 âõî-
æäåíèé ïåðåìåííûõ. Ïðè íåîáõîäèìîñòè îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà â òåîðåìå õ27
èçìåíÿåòñÿ òàê, ÷òîáû îíà ñîâïàëà ñ îðèåíòàöèåé ðàâåíñòâà â èñõîäíîé òåîðå-
ìå. Çàòåì òåîðåìà õ27 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé
òåîðåìû.

10. Îáîáùåíèå óïðîùàþùåãî òîæäåñòâà ïóòåì ââîäà èçâëåêàåìîãî ïàðàìåòðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcde(¬(a = 0) & ¬(d− 1 = 0) & 0 < d & 0 < e & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ db+c logd e/a = db · ec/a)

èç òåîðåìû

∀accde(¬(a = 0) & ¬(d− 1 = 0) & 0 < d & 0 < e & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî &
d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ dc logd e/a = ec/a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 < a→ abac = ab+c)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿ-
þùàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü èìååò ïàðàìåòðû, íå âõîäÿùèå â
çàìåíÿþùóþ. Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 íåîäíîáóê-
âåííîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - dc logd e/a. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàãîëîâîê ýòîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - "ñòåïåíü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà
òåîðåì "èçâëå÷ïàðàì" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíè-
òåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû (â íàøåì ïðèìåðå - "abac", ïåðåìåííîé õ20 - çàìåíÿþùàÿ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê çàìåíÿþùåé ÷àñòè - ñèìâîë õ13. Ïåðåìåííîé õ23
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ êîðíåâûì îïåðàíäîì òåðìà õ20, ïåðå-
ìåííîé õ22 - âõîæäåíèå äðóãîãî îïåðàíäà. Ïåðåìåííûì õ26, õ27 ïðèñâàèâàþòñÿ
ïåðåìåííûå - îïåðàíäû âõîæäåíèÿ õ22. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 - a, õ26 - b, õ27 -
c. Îïðåäåëÿåòñÿ åäèíèöà E îïåðàöèè õ22 (â íàøåì ñëó÷àå - ñèìâîëà "ïëþñ").
Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ òà èç ïåðåìåííûõ õ26, õ27, ïî êîòîðîé îïåðàöèÿ
õ22 èìååò åäèíèöó, ïåðåìåííîé õ30 - äðóãàÿ èç íèõ. Â íàøåì ïðèìåðå õ29 - c,
õ30 - b. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ19. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ31 àññîöèàòèâíî è êîììóòàòèâíî, ïðè÷åì
÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ19 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå òîãî èç íèõ, íà êîòîðîì ðàñïîëîæåí ñèìâîë õ13. Â íàøåì ïðèìåðå
- "ab". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäòåðì õ32 ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì çàìåíû âõîæäå-
íèÿ õ22 â òåðì õ20 íà ïåðåìåííóþ õ30. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâîé
îïåðàíä òåðìà õ19, îòëè÷íûé îò õ32. Â íàøåì ïðèìåðå - "ac". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
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÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ12 ðàâíî 2. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî õ12 - êî-
ðåíü òåðìà õ10, ëèáî çàãîëîâêîì òåðìà õ10 ñëóæèò ñèìâîë õ31, à õ12 - êîðíåâîé
îïåðàíä òåðìà õ10.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ âõîæäåíèÿ õ35 è õ36 êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ12 (âîçìîæ-
íî, ñ èçìåíåíèåì ïîðÿäêà). Åñëè òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ñêëåéêà(x
N)", îçíà÷àþùóþ, ÷òî îò êðàòíâõ âõîæäåíèé ïåðåìåííîé x îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïåðåõîä ê åäèíñòâåííîìó åå âõîæäåíèþ, ïðè÷åì N ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò â ïîäòåðì
õ35. Â íàøåì ïðèìåðå õ35 - îïåðàíä d. Åñëè õ13 íåêîììóòàòèâíî, òî ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî íîìåð îïåðàíäà õ35 òåðìà õ12 ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì îïåðàíäà õ21 òåðìà
õ20. Åñëè ïî âõîæäåíèþ õ36 ðàñïîëîæåíà îïåðàöèÿ õ22, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
òåðì õ36 íå èìååò ñâîèì îïåðàíäîì áåñïîâòîðíóþ â õ10 ïåðåìåííóþ. Â íàøåì
ïðèìåðå õ36 èìååò âèä "c logd e/a". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ37, íå âõîäÿùàÿ â
èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ñëó÷àå - b. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ22 òåðìîâ õ37 è õ36, ïðè÷åì åñëè ýòà îïåðàöèÿ íåêîììó-
òàòèâíà, òî õ37 ðàñïîëàãàåòñÿ íà òîì îïåðàíäå, ïî êîòîðîìó èìååòñÿ åäèíèöà.
Â íàøåì ïðèìåðå õ38 èìååò âèä "clogde/a + b". Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ36 â òåðì õ10 íà òåðì õ38. Â íàøåì ïðèìåðå -
"dc logd e/a+b". Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ35,
õ37 è õ36 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ23, õ29 è õ30 â òåðì õ34. Â íàøåì ïðèìåðå èìå-
åì "db". Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ31
òåðìîâ õ40 è õ11. Â íàøåì ñëó÷àå - "dbec/a". Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ39 è õ41, ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè èñõîäíîé òåîðå-
ìû. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé
òåîðåìû è ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ35, õ37 è õ36 âìåñòî ïåðåìåííûõ
õ23, õ29 è õ30 â àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ,
àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ43 è óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå
äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. âûðàæåíèÿ õ39. Êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ðàâåíñòâî
õ42. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðì-
òåîðåìà". Çàòåì îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé
òåîðåìû, ïðè÷åì åé ïåðåäàåòñÿ òîëüêî õàðàêòåðèñòèêà "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)".

11. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà òèïà ñîêðàùåíèÿ ïóòåì äîìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íà
ñòåïåíè ñàìûõ ñëîæíûõ ñîìíîæèòåëåé ñëàãàåìûõ çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî & 0 ≤ c & 0 ≤ d →
b(sin a)c(cos a)d+2 + b(sin a)c+2(cos a)d = b(sin a)c(cos a)d)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ b(sin a)2 + b(cos a)2 = b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ10 èìååò ïàðàìåòðû, íå âõîäÿùèå â õ11.
Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå
- "ïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèìâîë õ12 àññîöèàòèâåí è êîììóòàòèâåí. Ïåðå-
ìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàùåíèÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ñòàíäôîðìà"
íà ñèìâîëå õ12 - íàçâàíèå ñòàíäàðòíîé ôîðìû ñ êîðíåâîé îïåðàöèåé õ12. Â
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íàøåì ñëó÷àå - "ñòàíäïëþñ". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðà-
ùåíèÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ñòàíääí" íà ñèìâîëå õ13 - ïàðà, îáðàçîâàííàÿ êîðíåâîé
îïåðàöèåé ñòàíäàðòíîé ôîðìû è âíóòðåííåé åå àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé
îïåðàöèåé. Â íàøåì ñëó÷àå õ14 - ïàðà ("ïëþñ", "óìíîæåíèå"). Ïåðåìåííîé
õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé ýëåìåíò ïàðû õ14 (ò.å. "óìíîæåíèå"). Ñïðàâî÷íèê
"äèñòðèáóòèâíî" ïðîâåðÿåò, ÷òî îïåðàöèÿ õ15 äèñòðèáóòèâíà îòíîñèòåëüíî õ12.
Ñïðàâî÷íèê "ñòåïåíü" îïðåäåëÿåò, ÷òî äëÿ àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîãî ñèì-
âîëà õ15 ñóùåñòâóåò îïåðàöèÿ g òèïà "ñòåïåíè", è âûäàåò ïàðó (g, i), ãäå i -
íîìåð öåëî÷èñëåííîãî îïåðàíäà îïåðàöèè g, èãðàþùåãî ðîëü ïîêàçàòåëÿ ñòåïå-
íè. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò äàííîé ïàðû, ïåðåìåííîé
õ18 - âòîðîé åå ýëåìåíò. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïîäòåðìîâ çàìå-
íÿåìîãî òåðìà, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ îöåíêó ñëîæíîñòè. Â íàøåì ïðèìåðå
- "sin a, cos a". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ õ10, ïåðåìåííîé õ21 - õ11. Ýòè
ïåðåìåííûå áóäóò èãðàòü ðîëü íàêîïèòåëåé íîâûõ âåðñèé çàìåíÿåìîãî è çàìå-
íÿþùåãî òåðìîâ. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû.

Äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ýëåìåíòû õ24 ñïèñêà õ19. Äëÿ ïðèìå-
ðà âîçüìåì ñëó÷àé, êîãäà õ24 - "sin a". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ25, íå âõîäÿùàÿ
â èñõîäíóþ òåîðåìó è â òåðì õ20. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííàÿ "c". Ïåðåìåííîé
õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò "âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü õ25" âûðàæåíèÿ õ24. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "(sin a)c". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ
îïåðàöèåé õ12 ðåçóëüòàòîâ ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ15 êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåð-
ìà õ20 ñ òåðìîì õ26. Â íàøåì ïðèìåðå - "b(sin a)2(sin a)c + b(cos a)2(sin a)c". Ïå-
ðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ õ22 ñ
óòâåðæäåíèÿìè "öåëîå(õ25)" è "ìåíüøåèëèðàâíî(0 õ25)". Ïåðåìåííîé õ29 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè âû-
ðàæåíèÿ õ27 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ28. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â êàæäûé êîðíåâîé
îïåðàíä âûðàæåíèÿ õ29 ïîäòåðì õ24 âõîäèò îäíîêðàòíî. Çàòåì õ20 çàìåíÿåòñÿ
íà õ29, õ21 - íà ðåçóëüòàò îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè
ðåçóëüòàòà ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ15 âûðàæåíèÿ õ21 è õ26. Ïåðåìåííîé õ22
ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê õ28. Çàòåì - ïåðåõîä ê î÷åðåäíîìó ýëåìåíó ñïèñêà
õ19.

Ïî çàâåðøåíèè óêàçàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåí-
òàìè õ22, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ20 è õ21. Îðè-
åíòàöèÿ ðàâåíñòâà òàêàÿ æå, êàê â èñõîäíîé òåîðåìå. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáà-
òûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé
òåîðåìû.

12. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ê îáåèì åãî
÷àñòÿì îïåðàöèè òèïà "âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cd(¬(sin d = 0) & ¬(cos d = 0) & ¬(çíàìåíàòåëü(c) − even) & d − ÷èñëî & c −
rational→ (tg d)c(ctg d)c = 1)

èç òåîðåìû

∀c(¬(sin c = 0) & ¬(cos c = 0) & c− ÷èñëî→ 1 = tg c ctg c)
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è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & c−rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)−even)→
acbc = (ab)c)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿå-
ìûé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî çàìåíÿåìûé òåðì èìååò ïàðàìåòð, íå âõîäÿùèé â
çàìåíÿþùèé, ëèáî îáà òåðìà áåñïîâòîðíû, èìåþò îäèíàêîâûå ïàðàìåòðû, êàæ-
äûé ñèìâîë îïåðàöèè çàìåíÿþùåãî òåðìà âñòðå÷àåòñÿ â çàìåíÿåìîì, à ÷èñëî
âõîæäåíèé òàêèõ ñèìâîëîâ â çàìåíÿþùèé òåðì ìåíüøå ÷èñëà èõ âõîæäåíèé â
çàìåíÿåìûé.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ çàìåíÿåìîãî òåðìà ðàâíî 2, ïðè-
÷åì ýòè îïåðàíäû - íå ïåðåìåííûå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê
òåðìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæåíèå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàçä-
ïàðàì" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðå-
ìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå çàìåíÿåìîãî òåðìà. Â íàøåì
ñëó÷àå - "(ab)c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ18 ðàâíî 2.
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ18. Â íàøåì ñëó÷àå -
"ñòåïåíü". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî õ19 íå âñòðå÷àåòñÿ â âûðàæåíèè õ11, ëèáî
ýòî âûðàæåíèå èìååò õîòÿ áû äâà ïàðàìåòðà, à âûðàæåíèå õ10 - åäèíñòâåííûé
ïàðàìåòð. Îïðåäåëÿåòñÿ åäèíèöà E îïåðàöèè õ19. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàíä õ21
âõîæäåíèÿ õ18, èìåþùèé çàãîëîâîê õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - ab. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îïåðàöèÿ õ18 èìååò åäèíèöó ïî äðóãîìó îïåðàíäó õ22. Ïåðåìåííîé õ23
ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îí èìååò çàãîëîâîê õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé êîðíåâîé îïåðàíä A òåðìà
õ23 èìååò çàãîëîâîê õ19, ïðè÷åì òîò îïåðàíä òåðìà A, ïî êîòîðîìó îïåðàöèÿ
õ19 èìååò åäèíèöó, ñîâïàäàåò ñ ïåðåìåííîé ïî âõîæäåíèþ õ22.

Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ24 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ21 â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Îí îáðàáàòû-
âàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

13. Îáîáùåíèå óïðîùàþùåãî òîæäåñòâà òèïà ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâû-
ìè ïîêàçàòåëÿìè ïóòåì ðàçäåëåíèÿ ïîêàçàòåëåé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acd(¬(çíàìåíàòåëü(c) − even) & 0 < cos d & a − ÷èñëî & d − ÷èñëî & c −
rational & 0 ≤ a− c→ (cos d)a(tg d)c = (sin d)c(cos d)a−c)

èç òåîðåìû

∀cd(¬(cos d = 0) & ¬(çíàìåíàòåëü(c) − even) & d − ÷èñëî & c − rational →
(cos d)c(tg c)d = (sin d)c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 < a→ abac = ab+c)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿ-
þùèé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ10 ðàâíî 2. Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê çàìåíÿåìîãî òåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå
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- "óìíîæåíèå". Ñïðàâî÷íèê "ñòåïåíü" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 ïàðó õ13,
ïåðâûé ýëåìåíò êîòîðîé - ñòåïåííàÿ îïåðàöèÿ, ïîëó÷àåìàÿ èç àññîöèàòèâíî-
êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè õ12, à âòîðîé - íîìåð îïåðàíäà, ïðåäñòàâëÿþùåãî
ñîáîé öåëî÷èñëåííûé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíî-
ñòè òåðìà õ11 ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè òåðìà õ10. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò ïàðû õ13. Â íàøåì ñëó÷àå - "ñòåïåíü". Ïåðåìåííîé
õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ10. Â íàøåì ñëó÷àå -
"(cos d)c, (tg d)c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáà ýòè îïåðàíäà èìåþò çàãîëîâîê õ14. Ïå-
ðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé îïåðàíä ïàðû õ13. Ïåðåìåííîé õ17 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä ïåðâîãî òåðìà ïàðû õ15, èìåþùèé íîìåð õ16 (ò.å.
ïîêàçàòåëü ñòåïåíè). Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ17.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî ïåðåìåííàÿ è ÷òî òàêàÿ æå ïåðåìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ êîðíå-
âûì îïåðàíäîì ñ íîìåðîì õ16 ó âòîðîãî òåðìà ïàðû õ15. Â íàøåì ïðèìåðå
õ18 - c. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "èçâëå÷ïàðàì" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ14
óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå åå êîíñåêâåíòà (ðàâåíñòâà). Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
òîãî îïåðàíäà ðàâåíñòâà õ22, çàãîëîâêîì êîòîðîãî ñëóæèò ñèìâîë õ12, à ïåðå-
ìåííîé õ24 - òîãî îïåðàíäà, çàãîëîâêîì êîòîðîãî ñëóæèò ñèìâîë õ14. Â íàøåì
ïðèìåðå õ23 - âõîæäåíèå òåðìà "abac", õ24 - òåðìà "ab+c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ23 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ
åãî ïåðâûé îïåðàíä. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâîê ðàâåí õ14. Ïåðåìåííîé õ26
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - ïåðâûé îïåðàíä òåðìà õ25, ïåðåìåííîé õ27 - ïåðå-
ìåííàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ åãî âòîðûì îïåðàíäîì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âòîðîé îïåðàíä
õ28 òåðìà õ23 èìååò çàãîëîâîê õ14, ïðè÷åì åãî ïåðâûé îïåðàíä - ïåðåìåííàÿ
õ26, à âòîðîé îïåðàíä - íåêîòîðàÿ îòëè÷íàÿ îò õ27 ïåðåìåííàÿ õ29. Â íàøåì
ïðèìåðå õ26 - a, õ27 - b, õ29 - c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûì îïåðàíäîì òåðìà õ24
ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ26, à çàãîëîâîê åãî âòîðîãî îïåðàíäà - "ïëþñ". Ïåðåìåííîé
õ30 ïðñèâàèâàåòñÿ ýòîò âòîðîé îïåðàíä. Â íàøåì ïðèìåðå - "b+ c". Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ òåðìà õ30 ðàâíî 2, ïðè÷åì îäíèì èç îïåðàíäîâ ñëóæèò
ïåðåìåííàÿ õ27, à äðóãèì - õ29.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ33, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - a. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñóììà âûðàæåíèé õ33 è "ìèíóñ(õ18)".
Âûáèðàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä õ35 òåðìà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "(cos d)c".
Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä òåðìà õ35, ïåðåìåííîé õ37 -
íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ36, õ34 è õ18 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ26,
õ27 è õ29 â àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò îáúåäèíåíèÿ íàáîðà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû è ñïèñêà
õ37 ñ óòâåðæäåíèÿìè "÷èñëî(õ33)" è "ìåíüøåèëèðàâíî(0 õ34)". Ïåðåìåííîé
õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ10 âòîðîãî êîðíåâîãî îïåðàí-
äà ïîäòåðìà õ35 íà ïåðåìåííóþ õ33. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì "(cos d)a(tg d)c".
Ñîçäàåòñÿ òåðì A, ïîëó÷åííûé ñîåäèíåíèåì òåðìîâ õ34 è õ36 îïåðàöèåé õ14,
ïðè÷åì õ34 ðàñïîëàãàåòñÿ íà ïîçèöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé "ïîêàçàòåëþ ñòåïåíè".
Â íàøåì ñëó÷àå ýòîò òåðì èìååò âèä "(cos d)a−c". Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ12 òåðìîâ A è õ11. Â íàøåì ñëó÷àå -
"(cos d)a−c(sin d)c". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ38, êîíñå-
êâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ39 è õ40. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".
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14. Èñêëþ÷åíèå îïåðàöèè òèïà "îòðèöàíèå", åñëè îíà âñòðå÷àåòñÿ íàä âñåìè âõî-
æäåíèÿìè çàäàííîé ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ce(e− set & e ⊆ R & c− ÷èñëî→ card(e) = card(seta(a + c ∈ e & a− ÷èñëî)))

èç òåîðåìû

∀ce(e− set & e ⊆ R & c− ÷èñëî→ card(e) = card(seta(a− c ∈ e & a− ÷èñëî)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Â íåé óñìàòðèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå õ11 îäíîìåñòíîé îïåðàöèè õ13 îò ïåðåìåííîé õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "−c".
Ñïðàâî÷íèê "îòðèöàíèå" óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî õ13 - îïåðàöèÿ òèïà "îòðèöàíèå",
ò.å. åå äâóêðàòíîå ïðèìåíåíèå âîçâðàùàåò èñõîäíûé ðåçóëüòàò. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî â òåðìå õ10 ïåðåìåííàÿ õ12 âõîäèò òîëüêî êàê îïåðàíä îïåðàöèè õ13. Ïå-
ðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ15 - çàìåíÿþùèé
òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî ïåðåìåííàÿ õ12 âõîäèò â òåðì õ15 òîëüêî ïîä îïå-
ðàöèåé õ13, ëèáî êàæäûé àíòåöåäåíò, ñïèñîê ïàðàìåòðîâ êîòîðîãî îòëè÷åí îò
åäèíñòâåííîé áåñïîâòîðíîé â íåì ïåðåìåííîé õ12, ñîäåðæèò ýòó ïåðåìåííóþ
òîëüêî ïîä îïåðàöèåé õ13. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ
ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû âûðàæåíèÿ "õ13(õ12)" âìåñòî ïåðåìåííîé õ12. Ïå-
ðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â êîíñåêâåíò. Ñî-
çäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16 è êîíñåêâåíòîì õ17. Ýòà èìïëèêàöèÿ
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà", ïîñëå ÷åãî
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

15. Ïîïûòêà îòáðàñûâàíèÿ èçáûòî÷íîãî îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abAB(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà→
b(aâåêòîð(AB)) = (ab)âåêòîð(AB))

èç òåîðåìû

∀abAB(¬(a = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà→
b(aâåêòîð(AB)) = (ab)âåêòîð(AB))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Â ýòîì íàáîðå âû-
áèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ10, èìåþùåå âèä "¬(x = t)" è íå èñïîëüçóåìîå äëÿ
ñîïðîâîæäåíèå êîíñåêâåíòà ïî î.ä.ç. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî x - ïåðåìåííàÿ, íå âõî-
äÿùàÿ â òåðì t. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ
ïî î.ä.ç. îñòàëüíûõ àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêà óòâåðæäåíèé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. àíòåöåäåíòîâ,
îòëè÷íûõ îò õ10, ñî ñïèñêîì îòëè÷íûõ îò õ10 àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê õ16 ðàâåíñòâà x = t. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à
íà äîêàçàòåëüñòâî êîíñåêâåíòà èç ïîñûëîê õ17. Åé ïåðåäàþòñÿ êîììåíòàðèè
"ëîæü", "òåîðâûâîä" è "(ñìòåîð . . .)". Ïîñëåäíèé êîììåíòàðèé àêòèâèðóåò èñ-
ïîëüçîâàíèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è òåîðåì, óæå ñîõðàíåííûõ â ñïèñêå âûâîäà.
Åñëè ïîëó÷àåòñÿ îòâåò "èñòèíà", òî ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16
è òåì æå êîíñåêâåíòîì, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.



386 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

Ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòîâ

1. Ïîïûòêà ðåàëèçàöèè ñóùåñòâåííîãî àíòåöåäåíòà òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòè-
çàöèè ïóòåì ïîäáîðà ïðèìåðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ad(a− set & d− set→ a ∪ (a ∩ d) = a)

èç òåîðåìû

∀bc(b− set & c− set & b ⊆ c→ b ∪ c = c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bc(b− set & c− set→ b ∩ c ⊆ b)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò òåîðåìû, êîòîðûé ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "b ⊆ c". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ êîðíåâîå âõîæäåíèå â ýòîò àíòåöåäåíò, ëèáî, åñëè åãî çàãîëîâêîì ñëóæèò
ñèìâîë "íå", âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ11. Ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì "ñâîéñòâà", "ïðèìåð"
íàõîäÿò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð
"âûâîäïîñûëêè" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ15 çàìåùåíèÿ àíòåöåäåíòà õ10 ïðè ïî-
ìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ñïèñîê åå àíòåöåäåíòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå
èìååì:

∀ad(a ∩ d− set & a− set & a− set & d− set→ (a ∩ d) ∪ a = a)

Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè èìïëèêàöèè õ15 îïåðàòî-
ðàìè "Ñïóñêîïåðàíäîâ", "äåìîäèôèêàöèÿ". Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîâïàäàåò ñ
õ16. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ16, ïåðåìåííîé õ18
- íàáîð åå àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ðåçóëüòàòîâ îá-
ðàáîòêè îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà õ17 íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè
îòíîñèòåëüíî õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè ðåçóëüòàòû ðàçëè÷íû. Ïåðåìåííîé õ20
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" ñïèñêà õ18
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ19. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ20, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ20. Îíà îáðàáàòû-
âàåòñÿ îïåðàòîðîì "äåìîäèôèêàöèÿ" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Âàðüèðîâàíèå àíòåöåäåíòîâ

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè ïåðåãðóïïèðîâî÷íóþ ýêâèâà-
ëåíòíîñòü îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè äëÿ âàðüèðîâàíèÿ àíòåöåäåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(a− set & b− set & c− set & a \ b ⊆ c→ a \ (b ∪ c) = ∅)

èç òåîðåìû

∀de(d− set & e− set & d ⊆ e→ d \ e = ∅)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
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∀bce(b− set & c− set & e− set→ b ⊆ c ∪ e↔ b \ c ⊆ e)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò òåîðåìû, êîòîðûé ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "d ⊆ e". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ êîð-
íåâîå âõîæäåíèå â ýòîò àíòåöåäåíò, ëèáî, åñëè åãî çàãîëîâêîì ñëóæèò ñèìâîë
"íå", âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî
âõîæäåíèþ õ11. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðîùýêâ" íàõîäèò ïî ñèìâîëó
õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà èìååò õà-
ðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(N)" è "ãðóïïèðîâêà(M)", ãäå M 6= N . Ïåðåìåí-
íîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
â ñìûñëå íàïðàâëåíèÿ M . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåí
ñèìâîë õ12. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" ïðèñâàèâàåò ïåðåìåííîé õ21 ðåçóëüòàò ïðå-
îáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ10 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

∀abc(a− set & (b ∪ c)− set & a \ b ⊆ c & b− set & c− set→ a \ (b ∪ c) = ∅)

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ21, ïåðåìåííîé õ23 - íàáîð
åå àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû (îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ M), ïåðåìåííîé õ25 - ïàðàìåòðû
òåðìà õ24. Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ26 ñïèñêà õ23, äëÿ êîòîðîãî óñìàòðèâàåòñÿ,
÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ25
â òåðì õ24. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 - "a \ b ⊆ c". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" ñïèñêà, ïîëó÷åííîãî èç
õ23 îòáðàñûâàíèåì ýëåìåíòà õ26. Îáðàáîòêà âûïîëíÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïàðà-
ìåòðîâ òåðìà õ22. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ óòâåð-
æäåíèÿ õ26 ê ñïèñêó õ28. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè
íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè òåðìà õ22 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ28.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ õ22. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ29 è êîíñåêâåíòîì õ22, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

2. Ïîïûòêà äåêîìïîçèöèè ñëîæíîãî ïîäâûðàæåíèÿ àíòåöåäåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cd(c− set & c ⊆ Dom(d) & d−ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(d)→
card(c) = card(îáðàç(d, c)))

èç òåîðåìû

∀ab(b− set & b ⊆ Dom(a) & a−ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(ñóæåíèå(a, b))→
card(b) = card(îáðàç(a, b)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀af (âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) & a ⊆ Dom(f)→ âçàèìíîîäíîçíà÷íî(ñóæåíèå(f, a)))

Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ñóùåñòâåííîãî àíòåöåäåíòà òåîðå-
ìû. Â íàøåì ïðèìåðå - àíòåöåäåíòà "âçàèìíîîäíîçíà÷íî(ñóæåíèå(a, b))". Ïå-
ðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ìàñêèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ ïîäâûðàæå-
íèé óòâåðæäåíèÿ õ12. Â íåì âûáèðàåòñÿ âûðàæåíèå õ15. Â íàøåì ïðèìåðå -
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"ñóæåíèå(a, b)". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ15.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê èìååò õîòÿ áû äâà ýëåìåíòà è ñîäåðæèò âñå ïàðà-
ìåòðû àíòåöåäåíòà õ12. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê àíòåöåäåíòà
õ12. Â íàøåì ñëó÷àå - "âçàèìíîîäíîçíà÷íî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ17 - íå îòðèöà-
íèå. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñâîéñòâà" îïðåäåëÿåò ïî õ17 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ21 - ñïèñîê ìàêñèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ åãî
ïîäâûðàæåíèé. Â ñïèñêå õ21 âûáèðàåòñÿ âûðàæåíèå õ22. Â íàøåì ïðèìåðå -
"ñóæåíèå(f, a)". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ22.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí âêëþ÷àåò âñå ïàðàìåòðû òåðìà õ20 è èìååò íå ìåíåå äâóõ
ýëåìåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ìàêñìèìàëüíûõ ïî âêëþ÷å-
íèþ ïîäâûðàæåíèé àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå
- "f, a,Dom(f)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî ñïèñîê îáðàçóåò äåêîìïîçèöèþ ïî ïåðå-
ìåííûì òåðìà õ22. Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ25 óíè-
ôèêàöèè â èñõîäíîé òåîðåìå àíòåöåäåíòà õ12 ñ êîíñåêâåíòîì äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû è çàìåíû åãî íà ãðóïïó àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Èì-
ïëèêàöèÿ õ25 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

Ââîä óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ

1. Âûâîä èç òîæäåñòâà òèïà "çàíóëåíèÿ" òîæäåñòâà äëÿ ãðóïïèðîâêè âíóòðü óñëîâ-
íîãî âûðàæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ a · (0 ïðè b, èíà÷å c) = (0 ïðè b, èíà÷å ac))

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ a · 0 = 0)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà êîí-
ñòàíòíàÿ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà áåñïîâòîðíàÿ, íå èìååò ñóùåñòâåííûõ ïîñûëîê, à ÷èñëî åå êîðíåâûõ îïå-
ðàíäîâ ðàâíî 2. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "äâîè÷íîå".
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íåêîíñòàíòíûé êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ11. Â
íàøåì ïðèìåðå - "a". Âûáèðàþòñÿ äâå íîâûõ ïåðåìåííûõ x, y. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - b, c. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ îòëè÷íûé îò õ13 êîðíåâîé îïåðàíä
òåðìà õ11. Ïåðåìåííîé õ16 ïîî÷åðåäíî ïðèñâàèâàþòñÿ âûðàæåíèå "âàðèàíò(x
õ15 y)" è "âàðèàíò(x y õ15)". Äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ áóäåò âûâîäèòüñÿ îòäåëü-
íàÿ òåîðåìà. Â íàøåì ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâûé ñëó÷àé. Ïåðåìåííîé
õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåùåíèÿ â òåðìå õ11 îïåðàíäà õ15 íà òåðì õ16.
Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "a(0 ïðè b, èíà÷å c)". Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëü-
òàò R çàìåíû â òåðìå õ11 îïåðàíäà õ15 íà ïåðåìåííóþ y. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ac. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ18 âûðàæåíèþ,
ïîëó÷àþùåìóñÿ èç õ16 çàìåíîé ïåðåìåííîé y íà òåðì R. Â íàøåì ïðèìåðå
èìååì: a(0 ïðè b, èíà÷å c) = (0 ïðè b, èíà÷å ac). Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àí-
òåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû
óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. óñëîâíûõ âûðàæåíèé
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ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ19. Êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ðàâåíñòâî õ19. Ýòà èìïëè-
êàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "àëü-
òîïåðàíä(âòîðîéòåðì)".

Èçâëå÷åíèå ýêâèâàëåíòíîñòè èç òîæäåñòâà

1. Èçâëå÷åíèå èç òîæäåñòâà äëÿ îáðàòíîé îïåðàöèè ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ äâóõ
âñòðå÷íûõ ðàâåíñòâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀afx(a ∈ Val(f) & x ∈ Dom(f) & f −ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)→
x = îáðôóíêöèÿ(f)(a)↔ a = f(x))

èç òåîðåìû

∀fx(x ∈ Dom(f) & f −ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)→
îáðôóíêöèÿ(f)(f(x)) = x)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "x". Ïåðåìåííîé õ12 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ11 èìååò â íåé
åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 òîãî êîðíåâîãî îïå-
ðàíäà òåðìà õ12, êîòîðûé ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ12
èìååò âèä "çíà÷åíèå(îáðôóíêöèÿ(f) çíà÷åíèå(f, x))", òàê ÷òî õ13 - âõîæäåíèå
ïîäòåðìà "çíà÷åíèå(f, x)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò ïîäòåðì. Âûáè-
ðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ15, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå -
ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ13
â òåðì õ12 íà ïåðåìåííóþ õ15. Â íàøåì ñó÷àå - "çíà÷åíèå(îáðôóíêöèÿ(f),a)".
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ16 è õ10. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "îáðôóíêöèÿ(f)(a) = x". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöå-
äåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Îí ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäíàáîð õ19 óòâåðæäåíèé, ñîäåð-
æàùèõ ïåðåìåííóþ õ11, è íàáîð õ20 óòâåðæäåíèé, íå ñîäåðæàùèõ åå. Â íàøåì
ïðèìåðå õ19 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "x ∈ Dom(f)". Âûáèðàåòñÿ
ïåðåìåííàÿ õ21, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó è îòëè÷íàÿ îò õ15. Â íàøåì
ïðèìåðå - "b". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ14
ïåðåìåííîé õ11 íà õ21. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì "f(b)". Ïåðåìåííîé õ23 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ òàêîé æå çàìåíû â óòâåðæäåíèÿõ íàáîðà õ19. Â
íàøåì ñëó÷àå - åäèíñòâåííîå óòâåðæäåíèå "b ∈ Dom(f)". Ïåðåìåííîé õ24 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé õ21
íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ23 è ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ15, õ22. Â íàøåì
ïðèìåðå - "∃b(a = f(b) & b ∈ Dom(f))". Óòâåðæäåíèå õ24 îáðàáàòûâàåòñÿ çàäà-
÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå ñ öåëüþ "óïðîñòèòü"îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ20. Ðåçóëü-
òàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ26. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì "a ∈ Dom(f)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ26 ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ26 ê ñïèñêó õ18. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ27, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü
óòâåðæäåíèÿ õ17 ðàâåíñòâó âûðàæåíèé õ15 è õ14. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðà-
òîðîì "íîðìòåîðåìà" è çàíîñèòñÿ â ñïèñîê âûâîäà.
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2. Èçâëå÷åíèå èç òîæäåñòâà äëÿ ïîâòîðíîé îïåðàöèè ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abd(¬(çíàìåíàòåëü(b) − even) & ¬(÷èñëèòåëü(b) − even) & a − ÷èñëî & d −
÷èñëî & b− rational→ d = ab ↔ a = d1/b)

èç òåîðåìû

∀abc(a−÷èñëî& b−÷èñëî& c−÷èñëî& b−rational& c−rational& ¬(çíàìåíàòåëü(b)−
even) & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even)→ (ab)c = abc)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & ¬(b = 0)→ (a/b) · b = a)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà èìååò
õàðàêòåðèñòèêó "îáîáùìíîæèòåëü" è íå èìååò ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ. Ïå-
ðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çà-
ìåíÿþùàÿ ÷àñòü èìååò îò æå çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå - "ñòåïåíü". Ïåðåìåí-
íîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ10, êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ ïî âõîæäåíèþ
õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "c". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãî-
ãî êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "ab". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïî ýòîìó âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåí ñèìâîë õ13. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå òîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ11, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îïåðàöèþ õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàíäû
âõîæäåíèÿ õ17 - ïåðåìåííûå õ16 è õ22. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå äðóãîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ
õ18 ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îäíèì îïåðàíäîì âõîæäå-
íèÿ õ15 ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ22, à äðóãèì - õ23. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ
íîìåð îïåðàíäà õ17 òåðìà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì îïå-
ðàíäà õ14 òåðìà õ10 è ñ íîìåðîì îïåðàíäà õ22 âõîæäåíèÿ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå
ýòîò íîìåð ðàâåí 2. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ õ19 êîììóòàòèâíà. Íàõîäèòñÿ
åäèíèöà õ28 îïåðàöèè õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íîìåð îïåðàíäà îïåðàöèè õ13, ïî
êîòîðîìó îíà èìååò äàííóþ åäèíèöó, ðàâåí õ26. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"êîíñòâõîæä" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ19 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ åå êîíñåêâåíò, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé
ðàâåíñòâî. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ33 îïåðàíäà ðàâåíñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿ
ïåðåìåííîé. Ýòà ïåðåìåííàÿ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ34. Äðóãîé îïåðàíä
ðàâåíñòâà èìååò çàãîëîâîê õ19, à åãî îïåðàíäàìè ñëóæàò îòëè÷íàÿ îò õ34 ïå-
ðåìåííàÿ õ37 è òåðì õ38. Â íàøåì ïðèìåðå õ34 - "a", õ37 - "b", õ38 - "a/b".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ38 ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ õ37.

Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ22 è
õ28 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ37 è õ34 â àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïå-
ðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â òåðì õ38. Â
íàøåì ïðèìåðå - "1/b". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ43, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ
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òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - "d". Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëü-
òàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìà õ42 âìåñòî ïåðåìåííîé õ16 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé
òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåð-
ìîâ õ22,õ42 è õ43 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ16, õ22 è õ23 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé
òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ44, õ47 è õ41.
Ïåðåìåííîé õ50 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ42 è õ43 âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ22 è õ23 â ïîäòåðì õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "d1/b". Ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ48, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü
ðàâåíñòâà òåðìîâ õ49 è õ43 ðàâåíñòâó òåðìîâ õ23 è õ50. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòè-
êîé "ãëóá(. . .)".

3. Èçâëå÷åíèå èç òîæäåñòâà ñîêðàùåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(Âåêòîð(a) & Âåêòîð(b) & Âåêòîð(c)→ b = a + c↔ a = b− c)

èç òåîðåìû

∀c(Âåêòîð(c)→ c− c = âåêòîð0)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð0". Ïåðåìåí-
íîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò ðîâíî äâà
êîðíåâûõ îïåðàíäà. Îäèí èç íèõ - ïåðåìåííàÿ õ15, äðóãîé - òåðì õ16, èìåþùèé
åäèíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà íå èìååò
îòëè÷íûõ îò õ15 ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê çàìå-
íÿåìîãî òåðìà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïëþñâåêò". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèìâîë
õ17 àññîöèàòèâåí è êîììóòàòèâåí, ïðè÷åì ñèìâîë õ11 ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé îïå-
ðàöèè õ17. Âûáèðàþòñÿ äâå ïåðåìåííûõ X, Y , íå âõîäÿøèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó.
Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, b. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî
ïåðåìåííîé Y ðåçóëüòàòà ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ17 òåðìîâ õ15, X. Â íàøåì
ïðèìåðå - "c + a = b". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé
X ðåçóëüòàòà ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ17 ïåðåìåííîé Y è òåðìà õ16. Â íàøåì
ïðèìåðå - "a = b−c". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâ
õ20 è õ21. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîïîëíåíèÿ ñïèñêà àíòåöå-
äåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû óòâåðæäåíèÿìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ
òåðìà õ22 ïî î.ä.ç. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ23 è êîíñåêâåíòîì
õ22. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

4. Èçâëå÷åíèå èç òîæäåñòâà ñîêðàùåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ãðóïïèðîâêè âñåõ
÷ëåíîâ ðàâåíñòâà â îäíîé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ac(Âåêòîð(a) & Âåêòîð(c)→ a = c↔ a− c = âåêòîð0)

èç òåîðåìû
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∀c(Âåêòîð(c)→ c− c = âåêòîð0)

Íà÷àëî äàííîãî ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðåäûäóùåãî. Äëÿ óäîáñòâà ÷òå-
íèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë õ11. Â íàøåì ïðèìåðå -
"âåêòîð0". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îí èìååò ðîâíî äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà. Îäèí èç íèõ - ïåðåìåííàÿ õ15, äðóãîé -
òåðì õ16, èìåþùèé åäèíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ
òåîðåìà íå èìååò îòëè÷íûõ îò õ15 ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàãîëîâîê çàìåíÿåìîãî òåðìà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïëþñâåêò". Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî ñèìâîë õ17 àññîöèàòèâåí è êîììóòàòèâåí, ïðè÷åì ñèìâîë õ11 ÿâëÿåòñÿ
åäèíèöåé îïåðàöèè õ17. Âûáèðàþòñÿ äâå ïåðåìåííûõ X,Y , íå âõîäÿøèõ â èñ-
õîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, b.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïåðå-
ìåííûõ õ15 è X, ïåðåìåííîé õ21 - ðàâåíñòâî åäèíèöå õ11 ðåçóëüòàòà ñîåäèíåíèÿ
îïåðàöèåé õ17 ïåðåìåííîé X è òåðìà õ16. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâè-
âàëåíòíîñòü ðàâåíñòâ õ20 è õ21, ïåðåìåííîé õ23 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê àí-
òåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ
òåðìà õ22 ïî î.ä.ç. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ23 è êîíñåêâåíòîì
õ22, êîòîðàÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òåîðåìå

1. Ïåðåñòàíîâêà ìåñòàìè äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé â òîæäåñòâå äëÿ îáðàòíîé îïåðà-
öèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀af (a ∈ Val(f) & f −ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)→
f(îáðôóíêöèÿ(f)(a)) = a)

èç òåîðåìû

∀fx(x ∈ Dom(f) & f −ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)→
îáðôóíêöèÿ(f)(f(x)) = x)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - x. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàè-
âàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ x èìååò â íåì åäèíñòâåí-
íîå âõîæäåíèå. Âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 êîðíåâîãî îïåðàíäà õ14, â êîòîðîì
âñòðå÷àåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - f(x). Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ
õ15, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ñëó÷àå - a. Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ12 âõîæäåíèÿ õ13 íà ïåðåìåííóþ
õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "îáðôóíêöèÿ(f)(a)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ16 ïåðåìåííîé õ11, ïåðåìåííîé õ18 - ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòîò ñïèñîê ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ19 óòâåðæäå-
íèé, ñîäåðæàùèõ õ11, è ïîäñïèñîê õ20 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Âûáèðàåòñÿ
ïåðåìåííàÿ õ21, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó è îòëè÷íàÿ îò õ15. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "b". Îïðåäåëÿþòñÿ ðåçóëüòàò õ22 ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ21
âìåñòî ïåðåìåííîé õ11 â òåðì õ14, à òàêæå íàáîð õ23 ðåçóëüòàòîâ òàêîé æå
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ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ19. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé õ21 íà êîíúþíêöèþ
óòâåðæäåíèé õ23 è ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ15, õ22. Â íàøåì ñëó÷àå îí èìååò
âèä "∃b(a = f(b) & b ∈ Dom(f))". Óòâåðæäåíèå õ24 óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëü-
íîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå è ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ26. Â
íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì "a ∈ Val(f)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ26 ýëå-
ìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê íàáîðó õ18
óòâåðæäåíèÿ õ26.

Îïðåäåëÿþòñÿ ðåçóëüòàò õ28 ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ16 âìåñòî ïåðåìåííîé
õ11 â òåðì õ14, à òàêæå íàáîð õ29 ðåçóëüòàòîâ òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â óòâåð-
æäåíèÿ ñïèñêà õ27. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 èìååò âèä "f(îáðôóíêöèÿ(f)(a))", õ29
ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "f−ôóíêöèÿ", "âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)", "a ∈ Val(f)".
Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ28 è õ15. Óòâåðæäåíèÿ
õ29 îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ
ðàâåíñòâà õ30. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ29 è êîíñåêâåí-
òîì õ30. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

2. Ïîïûòêè âàðüèðîâàíèÿ îòðèöàíèé â òîæäåñòâå áåñïîâòîðíîãî òèïà äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(b− ÷èñëî & Âåêòîð(a)→ −(−b)a = ba)

èç òåîðåìû

∀ab(b− ÷èñëî & Âåêòîð(a)→ (−b)a = −ba)

Çäåñü ìèíóñ îáîçíà÷àåò âåêòîðíóþ îïåðàöèþ "ìèíóñâåêò", óìíîæåíèå - óìíî-
æåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî "óìíîæâåêò".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð îïåðàíäîâ êîíñåêâåíòà (ò.å. ïàðà ÷àñòåé
ðàâåíñòâà). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè ïàðàìåòðîâ òåðìîâ ïàðû õ10 ðàâíû è äâóõ-
ýëåìåíòíû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé èç òåðìîâ õ10 áåñïîâòîðåí. Ïåðåìåííîé
õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íàïðàâëåíèå çàìåíû, ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèÿþ ñòàí-
äàðòèçàöèè èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïåðâûéòåðì". Ïåðåìåííîé
õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû (â ñìñûñëå õ11), ïåðåìåííîé õ13 -
çàìåíÿþùàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - "−(ba)", õ13 - "(−b)a". Îïåðàòîð "âàðîòð"
ïåðå÷èñëÿåò âñåâîçìîæíûå âàðèàíòû íàâåøèâàíèÿ îïåðàöèè f òèïà "îòðèöà-
íèÿ" íà ïåðåìåííûå òåðìà õ13, êîòîðûå âõîäÿò â õ13 òîëüêî ïîä îïåðàöèåé f .
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òåîðåì, ïîëó÷åííûõ óêàçàííûì îáðàçîì
èç èñõîäíîé òåîðåìû, ïðè÷åì òàêèõ, ÷òî èõ ïðèìåíåíèå â íàïðàâëåíèè òåðìà
õ13 äàåò îáùóþ ñòàíäàðòèçàöèþ. Åñëè çàãîëîâîê òåðìà õ13 - îïåðàöèÿ òèïà
"îòðèöàíèå", òî äîïîëíèòåëüíî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ðàññìîòðåòü ðàâåí-
ñòâî òåðìîâ, ïîëó÷åííûõ èç õ12 è õ13 ïåðåõîäîì ê èõ "îòðèöàíèÿì". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî, ïðèìåíÿåìîå â íàïðàâëåíèè òåðìà õ13, äàåò
îáùóþ ñòàíäàðòèçàöèþ, è åñëè ýòî òàê, òî îíî çàíîñèòñÿ â ñïèñîê õ14. Â íàøåì
ïðèìåðå õ14 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé èìïëèêàöèè:

∀ab(b− ÷èñëî & Âåêòîð(a)→ −(−b)a = ba)
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Äàëåå èìïëèêàöèè íàáîðà õ14 ðåãèñòðèðóþòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ àòîìàðíûõ ïîäâûðàæå-
íèé ñ çàäàííûì çàãîëîâêîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & Âåêòîð(c)→ b(ac) = (ab)c)

èç òåîðåìû

∀abAB(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & A − òî÷êà & B − òî÷êà → b(aâåêòîð(AB)) =
(ab)âåêòîð(AB))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(Âåêòîð(a)↔ ∃AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & a = âåêòîð(AB)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Â òåðìå õ10 ðàññìàòðèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå õ13 àòîìàðíîãî îòíîñèòåëüíî õ12 ïîäâûðàæåíèÿ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå
- âûðàæåíèÿ "âåêòîð(AB)". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
òåðìà õ14, ïåðåìåííîé õ16 - êîíñåêâåíò òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ ïå-
ðåìåííàÿ ñïèñêà õ15 âñòðå÷àåòñÿ â òåðìå õ16 è â ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòàõ
òåîðåìû òîëüêî âíóòðè ïîäòåðìà, ðàâíîãî õ14. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàãîëîâîê òåðìà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð". Ñïðàâî÷íèê "òèï" îïðåäåëÿ-
åò òèï õ19 çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ17. Â íàøåì ñëó÷àå - "Âåêòîð".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïàðàìîïèñàíèå" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ19 óêà-
çàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ñëó÷àå -

∀c(Âåêòîð(c)↔ ∃de(d− òî÷êà & e− òî÷êà & c = âåêòîð(de)))

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ20. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê ëåâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè õ23 - ñèìâîë õ19. Ïåðåìåííîé
õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïðàâîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ
õ24 ðàñïîëîæåí êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - êîðíåâîé îïåðàíä ëåâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè. Â íàøåì
ïðèìåðå - "c". Ñðåäè óòâåðæäåíèé õ25 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ27 ñ ïåðåìåííîé
õ26 â ëåâîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê ïðàâîé ÷àñòè - õ17, è ïåðåìåí-
íîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòà ïðàâàÿ ÷àñòü. Â íàøåì ñëó÷àå - "âåêòîð(de)". Ïå-
ðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ28. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ýòè ïàðàìåòðû âêëþ÷àþòñÿ â ñâÿçûâàþùóþ ïðèñòàâêó êâàíòîðà õ24. Óñìàò-
ðèâàåòñÿ, ÷òî òåðì õ14 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè S âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ29 â òåðì õ28. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì ñïèñêà õ25, îòëè÷íûì îò õ27. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "A−òî÷êà", "B−òî÷êà". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, â êîòîðûõ êàêàÿ-ëèáî ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ15
âñòðå÷àåòñÿ íå âíóòðè ïîäòåðìà, ðàâíîãî õ14. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ
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îáúåäèíåíèå íå âîøåäøèõ â ñïèñîê õ32 àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ñî ñïèñ-
êîì õ31. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèÿ õ32 ñóòü ñëåäñòâèÿ óòâåðæäåíèé õ33.
Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ òåðìà õ16 ïåðåä íà÷àëîì
ñïèñêà íå âîøåäøèõ â õ32 àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Â êàæäîì òåðìå
ñïèñêà õ34 âñå âõîæäåíèÿ ïîäòåðìà õ14 çàìåíÿþòñÿ íà ïåðåìåííóþ õ26. Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ïåðâûé ýëåìåíò ñïèñêà
õ34, à àíòåöåäåíòàìè - îñòàëüíûå ýëåìåíòû ýòîãî ñïèñêà. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðå-
ãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èíäóêòèâíîå îáîáùåíèå òîæäåñòâà

1. Ââîä öåëî÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà äëÿ îáîáùåíèÿ òîæäåñòâà, â êîòîðîì ïðèáàâ-
ëåíèå ê àðãóìåíòó êîíñòàíòíîãî òåðìà íå èçìåíÿåò çíà÷åíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òîæäåñòâà

∀ab(¬(cos b = 0) & b− ÷èñëî & a− öåëîå→ tg(b + aπ) = tg b)

èç òîæäåñòâà

∀b(¬(cos b = 0) & b− ÷èñëî→ tg(b + π) = tg b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé. Â çàìåíÿåìîì òåðìå ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 ñèìâîëà "ïëþñ",
èìåþùåãî ðîâíî 2 ñëàãàåìûõ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî
ñëàãàåìîãî, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ (îíà ïðèñâàèâàåòñÿ ïå-
ðåìåííîé õ15), ïåðåìåííîé õ14 - âõîæäåíèå äðóãîãî ñëàãàåìîãî. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ïåðåìåííàÿ õ15 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðìå õ10. Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - b; õ16 - π.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ16 êîíñòàíòíîå. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ12 â òåðì õ10 íà ïåðåìåííóþ õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî òåðìû õ17 è õ11, ïîñëå îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä", ñîâïàäàþò. Âûáè-
ðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ18, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - a.
Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ14 â òåðì õ10 íà
ïðîèçâåäåíèå âûðàæåíèé õ18 è õ16. Â íàøåì ñëó÷àå - "tg(b + aπ)". Ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ê àíòåöåäåíòàì èñ-
õîäíîé òåîðåìû óòâåðæäåíèÿ "öåëîå(õ18)", à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ðàâåíñòâî
âûðàæåíèÿ õ20 âûðàæåíèþ õ11. Ïîñëå îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"
îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïåðåõîä îò âûíåñåíèÿ íàðóæó ìèíóñà ê âûíåñåíèþ íàðóæó ñòåïåíè ìèíóñ åäè-
íèöû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− öåëîå→ sin(a(−1)b) = (−1)b sin a)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ sin(−a) = − sin a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
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∀a(a− ÷èñëî→ (−1)a = −a)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ11. Â íàøåì ñëó÷àå -
"ìèíóñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 - îäíîìåñòíàÿ îïåðàöèÿ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä ýòîé îïåðàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå - "sin a". Îïå-
ðàòîð "ñðàâíòåðìîâ" îïðåäåëÿåò âõîæäåíèå õ14 â òåðì õ13 è âõîæäåíèå õ15 â
òåðì õ10, òàêèå, ÷òî õ13, õ10 îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî âíóòðè ïîäòåð-
ìîâ õ14, õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - âõîæäåíèå ïåðåìåííîé a, õ15 - âõîæäåíèå
ïîäòåðìà "−a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 - âõîæäåíèå ïåðåìåííîé, è ýòà ïåðåìåí-
íàÿ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ16. Ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ17 èìååò âèä õ12(õ16). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òå-
êóùàÿ òåîðåìà íå èìååò ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåî-
ðåì "èçìçíàêà" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà òîæå íå èìååò ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ. Ïå-
ðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îäèí èç îïåðàíäîâ ðàâåíñòâà õ20 èìååò çàãîëîâîê õ12. Ïå-
ðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîãî îïåðàíäà, à ïåðåìåííîé õ23 -
åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè îïå-
ðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ22 âñòðå÷àåòñÿ êîíñòàíòíûé òåðì õ25. Â íàøåì ñëó÷àå -
"−1". Ñïðàâî÷íèê "ñòåïåíü" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ23 àññîöèàòèâíîé è êîì-
ìóòàòèâíîé îïåðàöèè ïàðó (g, i), ãäå g - ñîîòâåòñòâóþùàÿ õ23 îïåðàöèÿ òèïà
"âîçâåäåíèÿ â öåëî÷èñëåííóþ ñòåïåíü", à i - íîìåð îïåðàíäà, ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî ïîêàçàòåëþ ñòåïåíè. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ27, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäè-
íåíèÿ îïåðàöèåé g òåðìîâ õ25 è õ27, ïðè÷åì õ27 èãðàåò ðîëü ïîêàçàòåëÿ ñòå-
ïåíè. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 èìååò âèä "(−1)b". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ15 â òåðì õ10 íà ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðà-
öèåé õ23 òåðìîâ õ28 è õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "sin((−1)ba)". Ïåðåìåííîé õ30
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ23 òåðìîâ õ28 è õ13. Â íàøåì
ñëó÷àå - "(−1)b sin a". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþò-
ñÿ äîáàâëåíèåì ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû óòâåðæäåíèÿ "öåëîå(õ27)",
à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ29 è õ30. Ýòà èìïëèêàöèÿ îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

3. Ïåðåõîä îò èñêëþ÷åíèÿ ìèíóñà ê èñêëþ÷åíèþ ñòåïåíè ìèíóñ åäèíèöû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− öåëîå→ cos(a(−1)b) = cos a)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ cos(−a) = cos a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ (−1)a = −a)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé. Îïåðàòîð "ñðàâíòåðìîâ" îïðåäåëÿåò âõîæäåíèå õ12 â òåðì õ11 è âõî-
æäåíèå õ13 â òåðì õ10, òàêèå, ÷òî õ11, õ10 îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî
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âíóòðè ïîäòåðìîâ õ12, õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - âõîæäåíèå ïåðåìåííîé a,
õ13 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "−a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 - âõîæäåíèå ïåðåìåííîé,
è ýòà ïåðåìåííàÿ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ14. Ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ17 èìååò âèä õ16(õ14), ãäå
õ16 - ñèìâîë îäíîìåñòíîé îïåðàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå - "ìèíóñ". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî òåêóùàÿ òåîðåìà íå èìååò ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà
òåîðåì "èçìçíàêà" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ16 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëü-
íóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà òîæå íå èìååò ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ.
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îäèí èç îïåðàíäîâ ðàâåíñòâà õ19 èìååò çàãîëîâîê õ16.
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîãî îïåðàíäà, à ïåðåìåííîé õ22
- åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè îïå-
ðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ21 âñòðå÷àåòñÿ êîíñòàíòíûé òåðì õ24. Â íàøåì ñëó÷àå -
"−1". Ñïðàâî÷íèê "ñòåïåíü" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ22 àññîöèàòèâíîé è êîì-
ìóòàòèâíîé îïåðàöèè ïàðó (g, i), ãäå g - ñîîòâåòñòâóþùàÿ õ22 îïåðàöèÿ òèïà
"âîçâåäåíèÿ â öåëî÷èñëåííóþ ñòåïåíü", à i - íîìåð îïåðàíäà, ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî ïîêàçàòåëþ ñòåïåíè. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ26, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäè-
íåíèÿ îïåðàöèåé g òåðìîâ õ24 è õ26, ïðè÷åì õ26 èãðàåò ðîëü ïîêàçàòåëÿ ñòå-
ïåíè. Â íàøåì ïðèìåðå õ27 èìååò âèä "(−1)b". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ13 â òåðì õ10 íà ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé
õ22 òåðìîâ õ27 è õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "cos((−1)ba)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ,
àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðå-
ìû óòâåðæäåíèÿ "öåëîå(õ26)", à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé
õ28 è õ11. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

4. Ââîä ñòåïåííîãî âûðàæåíèÿ ñ íàòóðàëüíûì ïîêàçàòåëåì äëÿ ñàìîãî ñëîæíîãî
ïîäòåðìà çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdef (¬(a = 0) & ¬(d− 1 = 0) & 0 < d & 0 < e & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − íàòóðàëüíîå→
db+c(logd e)f /a = dbec(logd e)f−1/a)

èç òåîðåìû

∀abcde(¬(a = 0) & ¬(d− 1 = 0) & 0 < d & 0 < e & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ db+c logd e/a = dbec/a)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé. Çàìåíÿåìûé òåðì èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè,
êîòîðûé ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - logd e. Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïîäòåðìà õ13 â õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ÿâëÿåò-
ñÿ îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ15 àññîöèàòèâíîé è êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè õ16. Â
íàøåì ñëó÷àå - óìíîæåíèÿ. Ñïðàâî÷íèê "ñòåïåíü" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ16
ïàðó (g, i), ãäå g - ñîîòâåòñòâóþùàÿ õ16 îïåðàöèÿ òèïà "âîçâåäåíèÿ â öåëî÷èñ-
ëåííóþ ñòåïåíü", à i - íîìåð îïåðàíäà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîêàçàòåëþ ñòåïåíè.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî g íåêîììóòàòèâíî. Íàõîäèòñÿ ïåðåìåííàÿ õ20, ÿâëÿþùàÿñÿ
îòëè÷íûì îò õ14 îïåðàíëîì îïåðàöèè õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ10. Âûáèðàåòñÿ
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ïåðåìåííàÿ õ22, íå âñòðå÷àþùàÿñÿ â èñõîäíîé òåîðåìå. Â íàøåì ñëó÷àå - f .
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé g òåðìîâ õ13 è
õ22, ïðè÷åì õ22 èãðàåò ðîëü ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 èìååò
âèä "(logd e)f". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â õ10 âõîæäå-
íèÿ õ14 íà òåðì õ23. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì "db+c(logd e)f /a". Ïåðåìåííîé õ25
ïðèñâàèâàåòñÿ ñóììà õ22 è ìèíóñ åäèíèöû. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ16 âûðàæåíèÿ õ20 è ðåçóëüòàòà ñîåäèíåíèÿ îïå-
ðàöèåé g òåðìîâ õ13, õ25. Çäåñü ðîëü ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè èãðàåò õ25. Â íàøåì
ñëó÷àå èìååì "c(logd e)f−1". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòà-
íîâêè âûðàæåíèÿ õ26 âìåñòî ïåðåìåííîé õ20 â òåðì õ11. Â íàøåì ïðèìåðå
- "dbec(logd e)f−1/a". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ24 è
õ27, ïåðåìåííîé õ29 - íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé
òåîðåìû âûðàæåíèÿ õ26 âìåñòî ïåðåìåííîé õ20, ïîïîëíåííûé óòâåðæäåíèåì
"íàòóðàëüíîå(õ22)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ29 è êîíñåêâåí-
òîì õ28. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò íå èìååò àíòåöåäåíòîâ ñ áîëåå ÷åì äâóìÿ ïàðàìåò-
ðàìè, ïîñëå ÷åãî îí ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ïðåîáðàçîâàíèå òîæäåñòâà ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è

1. Ïîïûòêà ðàçðåøèòü íîðìàëèçóþùåå òîæäåñòâî ñ íåñêîëüêèìè ñëîæíûìè ÷èñ-
ëåííûìè îïåðàöèÿìè îòíîñèòåëüíî îäíîé èç íèõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ (sin a)2 = 1− (cos a)2)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ (sin a)2 + (cos a)2 = 1)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ11 - ñïèñîê ïîäòåðìîâ
óòâåðæäåíèÿ õ10, èìåþùèõ íàèáîëüøóþ îöåíêó ñëîæíîñòè. Â íàøåì ïðèìåðå -
"sin a", "cos a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèêå õ11 íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ. Ïåðåìåí-
íîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ9 - ðàâåíñòâî
âåùåñòâåííûõ ëèáî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ13 ñïèñêà õ11. Â
íàøåì ïðèìåðå - "sin a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ13 èìååò åäèíñòâåííîå âõî-
æäåíèå â òåðìå õ10; ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòî âõîæäåíèå. Âûáèðàåòñÿ
ïåðåìåííàÿ õ15, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ñëó÷àå - b. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
íàäòåðì õ18 âõîæäåíèÿ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "(sin a)2". Ïðîâåðÿåòñÿ ÷òî îí
íå èìååò âõîæäåíèé îòëè÷íûõ îò õ13 òåðìîâ ñïèñêà õ11. Ïåðåìåííîé õ20, â çà-
âèñèìîñòè îò òèïà çíà÷åíèé êîðíåâîé îïåðàöèè âûðàæåíèÿ õ18, ïðèñâàèâàåòñÿ
ñèìâîë "÷èñëî" ëèáî "êîìïëåêñíîå". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò çàìåíû ïîäòåðìà õ18 òåðìà õ10 íà ïåðåìåííóþ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå -
"b + (cos a)2 = 1". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ12 è óñëîâèÿìè
õ21, "õ20(õ15)". Öåëè åå - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "è". "íåèçâåñò-
íûå õ15". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ îòâåò. Ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
îòâåòà âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ25 íåèçâåñòíîé õ15 íåêîòîðîìó òåðìó t. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò òåðì îòëè÷åí îò òåðìà õ18. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"1 − (cos a)2". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ18 òåð-
ìó t. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñòèííîñòü ïðî÷èõ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îòâåòà õ23
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óñìàòðèâàåòñÿ èç ïîñûëîê õ12. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ12 è êîíñåêâåíòîì õ26. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà
ñ õàðàêòåðèñòèêîé "âàðòåîð(âòîðîéòåðì)". Åñëè ñïèñîê õ11 ñîòîèò òîëüêî èç
äâóõ òåðìîâ, ïðè÷åì r - òåðì, îòëè÷íûé îò õ13, òî äîáàâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà
"âàðüèð(âòîðîéòåðì õ13 r)".

2. Ïîïûòêà ïåðåãðóïïèðîâêè ÷ëåíîâ òîæäåñòâà è ïðèâåäåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ê çà-
äàííîìó çàãîëîâêó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ (sin a)2 = (− cos a + 1)(1 + cos a))

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ (sin a)2 + (cos a)2 = 1)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11 - íàáîð
ïîäòåðìîâ êîíñåêâåíòà, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ýòîò íàáîð èìååò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 ñîñòîèò èç
âûðàæåíèé "sin a", "cos a". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåí-
òîâ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì õ15 ñèìâîë àññîöèàòèâíîé è
êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïëþñ". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâà-
èâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï
çíà÷åíèé îïåðàöèè õ15. Â íàøåì ñëó÷àå - "÷èñëî". Ñïðàâî÷íèê "ïåðåãðóïïè-
ðîâêà" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ17 òðîéêó (A, B, C), îçíà÷àþùóþ, ÷òî âîçìîæíà
ïåðåãðóïïèðîâêà A - ÷ëåíîâ îïåðàíäîâ ðàâåíñòâà èç îäíîé ÷àñòè â äðóãóþ ñ èç-
ìåíåíèåì çíàêà B; C - åäèíèöà îïåðàöèè A. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì òðîéêó
(ïëþñ, ìèíóñ, 0). Ñïðàâî÷íèê "çàãîëîâêè" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó A íàáîð S
íàçâàíèé òàêèõ íîðìàëèçàòîðîâ ïðèâåäåíèÿ ê çàäàííûì çàãîëîâêàì, êîòîðûå
îáû÷íî ïðèìåíÿþòñÿ ê âûðàæåíèÿì, èìåþùèì ñâîèì çàãîëîâêîì äàííûé ñèì-
âîë. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå õ15 - ÷ëåíîâ ïîäòåðìà õ13 ñ
B-îòðèöàíèÿìè õ15 - ÷ëåíîâ ïîäòåðìà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 ñîñòîèò èç
òåðìîâ "(sin a)2", "(cos a)2", "−1". Âûáèðàþòñÿ òàêèå ýëåìåíò õ23 ñïèñêà õ22 è
ýëåìåíò õ24 ñïèñêà õ11, ÷òî õ24 âõîäèò â õ23. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 - "(sin a)2",
õ24 - "sin a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ24 íå âõîäèò â îñòàëüíûå òåðìû ñïèñêà õ22.
Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ15 B - îòðèöà-
íèé îòëè÷íûõ îò õ23 âûðàæåíèé ñïèñêà õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - "−(cos a)2 +1".
Èç ñïèñêà S âûáèðàåòñÿ íàçâàíèå õ27 íîðìàëèçàòîðà ïðèâåäåíèÿ ê çàäàííûì
çàãîëîâêàì. Â íàøåì ïðèìåðå - "âèäóìíîæåíèå". Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ28 ïðè-
ìåíåíèÿ ê âûðàæåíèþ õ26 íîðìàëèçàòîðà õ27 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ12. Íîð-
ìàëèçàòîðó ïåðåäàþòñÿ êîììåíòàðèè "ãðóïïèðîâêà", "ïîâòîð÷èñëî". Â íàøåì
ïðèìåðå ïîëó÷àåì "(− cos a+1)(1+cos a)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ28 èìååò çàãîëî-
âîê, äëÿ äîñòèæåíèÿ êîòîðîãî ïðåäíàçíà÷åí íîðìàëèçàòîð õ27 (ñ òî÷íîñòüþ äî
îòáðàñûâàíèÿ êîðíåâûõ îäíîìåñòíûõ îïåðàöèé, äîïóñòèìûõ ñîãëàñíî ôîðìà-
òó íîðìàëèçàòîðà). Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ12, êîíñåêâåíòîì
êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ23 è õ28. Îíà ðåãèñòèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà è ñíàáæàåòñÿ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "íîðìçàãîëîâîê(õ27 âòî-
ðîéòåðì)".
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3. Ïîïûòêà ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñàìîãî ñëîæíîãî ïîäâûðàæåíèÿ ðà-
âåíñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcd(0 < bc & c|d & b−öåëîå & c−öåëîå & d−öåëîå & âçàèìíîïðîñòû(d/|c|, |b|)→
íîä(d, bc) = |c|)

èç òåîðåìû

∀bcd(0 < bc & c|d & b−öåëîå & c−öåëîå & d−öåëîå & âçàèìíîïðîñòû(d/|c|, |b|)→
bc/íîä(d, bc) = |b|)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿå-
ìûé. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïîäâûðàæåíèé òåðìà õ11, èìåþùèõ
ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - "íîä(d, bc)". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî òåðìû õ13 è õ11 ðàçëè÷íû. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïîäâû-
ðàæåíèé òåðìà õ10, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Â íàøåì ïðèìåðå îí
ñîñòîèò èç òåðìà "|b|". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî îöåíêà ñëîæíîñòè òåðìà õ10 ìåíü-
øå îöåíêè ñëîæíîñòè òåðìà õ13, ëèáî ýòè îöåíêè ðàâíû, ïðè÷åì õ14 ñîñòîèò
èç åäèíñòâåííîãî òåðìà, áîëåå êîðîòêîãî, ÷åì õ13, è ïðè ýòîì ïîëó÷àåìîãî èç
õ13 èñêëþ÷åíèåì ÷àñòè îïåðàíäîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â òåðìå õ11 èìååòñÿ åäèí-
ñòâåííîå âõîæäåíèå òåðìà õ13. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, íå
âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî èç õ11 çàìåíîé ïîäòåðìà õ13 íà õ18,
âûðàæåíèþ õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "bc/a = |b|". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð òèïîâ çíà÷åíèé âûðàæåíèé ñ òåì æå çàãîëîâêîì, ÷òî ó òåðìà õ13. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "íàòóðàëüíîå", "öåëîå", "ðàöèîíàëüíîå", "÷èñëî". Ïåðåìåííîé
õ21 ïðèñàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "P (õ18)", ãäå P - íà÷àëî ñïèñêà õ20. Â íàøåì
ïðèìåðå õ21 èìååò âèä "íàòóðàëüíîå(a)". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ïîñëå ÷åãî ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ
ïîñûëêàìè õ22 è óñëîâèÿìè õ19, õ21. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿ-
ìîéîòâåò", "ðàâíî", "íåèçâåñòíûå a", "óïðîñòèòü". Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííî õ24. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "a = |c|". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ24
- ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ18 â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè òåðìà õ25 ìåíü-
øå îöåíêè ñëîæíîñòè òåðìà õ13. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ õ27 ñ àíòåöåäåíòàìè
õ22, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ13 è õ25. Èñõîäíàÿ
òåîðåìà èñêëþ÷àåòñÿ èç äàëüíåéøåãî âûâîäà, à òåîðåìà õ27 ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà êàê åå îáîáùåíèå.

Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì

1. Ñêëåéêà äâóõ èìïëèêàöèé, îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî àëüòåðíàòèâíûìè àíòåöåäåí-
òàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abAB(¬(a = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà→
b(a · âåêòîð(AB)) = (ab)âåêòîð(AB))
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èç òåîðåìû

∀abAB(0 < a & a−÷èñëî& b−÷èñëî& A−òî÷êà& B−òî÷êà→ b(a·âåêòîð(AB)) =
(ab)âåêòîð(AB))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abAB(a < 0 & a−÷èñëî& b−÷èñëî& A−òî÷êà& B−òî÷êà→ b(a·âåêòîð(AB)) =
(ab)âåêòîð(AB))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ11 - íàáîð àíòåöåäåí-
òîâ. Â ñïèñêå âûâîäà âûáèðàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, îòëè÷íàÿ îò èñ-
õîäíîé è íå ïîìå÷åííàÿ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå" â ñâîåì áëîêå âûâîäà. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî òåêóùàÿ õàðàêòåðèñòèêà "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)" âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè
õàðàêòåðèñòèê äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò òàêóþ æå
äëèíó, ÷òî è íàáîð õ11. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò òàêóþ æå äëèíó, êàê è õ10. Ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âñòðå÷àþùèåñÿ â èñõîäíîé òåîðåìå. Â íàøåì ïðèìåðå
èìååì:

∀cdef (c < 0 & c−÷èñëî & d−÷èñëî & e−òî÷êà & f−òî÷êà→ d(c ·âåêòîð(ef)) =
(cd)âåêòîð(ef))

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ17, ïåðåìåííîé õ19 - ñïè-
ñîê ïåðåìåííûõ ýòîãî êîíñåêâåíòà. Óñìàòðèâàåòñÿ, íåêîòîðîå ïåðåîáîçíà÷åíèå
áåç îòîæäåñòâëåíèé ïåðåìåííûõ õ19 ïåðåâîäèò òåðì õ18 â òåðì õ10. Ïåðåìåí-
íîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ òàêîãî æå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåí-
íûõ â àíòåöåäåíòàõ òåîðåìû õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - íàáîð "a < 0", "a−÷èñëî",
"b−÷èñëî", "A−òî÷êà", "B−òî÷êà". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷å-
íèå ñïèñêîâ õ11 è õ22, ïåðåìåííîé õ24 - èñêëþ÷åíèå àíòåöåäåíòîâ õ23 èç ñïèñêà
õ11, ïåðåìåííîé õ25 - èñêëþ÷åíèå àíòåöåäåíòîâ õ23 èç ñïèñêà õ22. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî ñïèñîê õ24 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ A, ñïèñîê õ25 - èç
åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ B. Â íàøåì ïðèìåðå A - "0 < a", B - "a < 0". Ïå-
ðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé A, B. Ïåðåìåííîé õ27
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè óòâåðæäåíèÿ õ26 îïåðàòîðîì "íîðìèëè"
îòíîñèòåëüíî ñïèñêà óòâåðæäåíèé õ23. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì "¬(a = 0)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ27 ýëåìåíòàðíî, è ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè,
ïîëó÷àåìûìè äîáàâëåíèåì õ27 ê ñïèñêó õ23. Êîíñåêâåíòîì åå ÿâëÿåòñÿ óòâåð-
æäåíèå õ10. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðå-
ãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû. Êàê èñõîäíàÿ,
òàê è äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìû èç ñïèñêà âûâîäà èñêëþ÷àåòñÿ.

2. Ñêëåéêà äâóõ èìïëèêàöèé ñ îäèíàêîâûìè àíòåöåäåíòàìè, êîíñåêâåíòû êîòî-
ðûõ îòëè÷àþòñÿ çàìåíîé êîíñòàíòíîãî ïîäâûðàæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcf (b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & f − ÷èñëî & 0 ≤ c− b & 0 ≤ f − c & a− boolean→
[b, c] ∪ [c, f ] = [b, f ])
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èç òåîðåìû

∀bcf (b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & f − ÷èñëî & 0 ≤ c− b & 0 ≤ f − c→
[b, c) ∪ [c, f) = [b, f))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bcf (b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & f − ÷èñëî & 0 ≤ c− b & 0 ≤ f − c→
[b, c] ∪ [c, f ] = [b, f ])

Ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð â äàííîì ñëó÷àå ñêðûâàåò óêàçàòåëè íà òèï ïðîìåæóò-
êà. Â ïåðâîé èç ïðèâåäåííûõ òðåõ òåîðåì ïîñëåäíèé îïåðàíä âûðàæåíèé äëÿ
ïðîìåæóòêîâ ðàâåí a, ò.å. ïðàâûé êîíåö ïðîìåæóòêà ìîæåò êàê ïðèíàäëåæàòü,
òàê è íå ïðèíàäëåæàòü ïðîìåæóòêàì (íî äëÿ âñåõ ïðîìåæóòêîâ - îäèíàêîâî).
Âî âòîðîé òåîðåìå ïîñëåäíèå îïåðàíäû âûðàæåíèé äëÿ ïðîìåæóòêîâ ðàâíû 0,
â òðåòüåé - ðàâíû 1. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâûé êîíåö ïðîìåæóòêà ëèáî îòáðàñû-
âàåòñÿ, ëèáî îòíîñèòñÿ ê ïðîìåæóòêó.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ11 - íàáîð àíòåöåäåí-
òîâ. Â ñïèñêå âûâîäà âûáèðàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, îòëè÷íàÿ îò èñ-
õîäíîé è íå ïîìå÷åííàÿ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå" â ñâîåì áëîêå âûâîäà. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî òåêóùàÿ õàðàêòåðèñòèêà "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)" âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè
õàðàêòåðèñòèê äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ õ11.
Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî êâàíòîðíûå ïðèñòàâêè îñíîâíîé è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåì ñîâïàäàþò.
Îïåðàòîð "ðàçëòåðìîâ" îïðåäåëÿåò íàáîð õ17 âñåõ ïàð (v1, v2) âõîæäåíèé v1 â
òåðì õ10 è âõîæäåíèé v2 â òåðì õ16, èìåþùèõ ðàâíûå óêàçàòåëè âõîæäåíèé
è ðàâíûå íàáîðû âíåøíèõ îïåðàöèé, òàêèõ, ÷òî ïîäòåðìû ïî v1 è v2 èìåþò
ðàçëè÷íûå çàãîëîâêè. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 ñîñòîèò èç òðåõ ïàð, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ñðàâíåíèþ êîíöîâ òðåõ ðàññìàòðèâàåìûõ â êîíñåêâåíòå ïðîìåæóòêîâ.
Ïåðâûé ýëåìåíò êàæäîé ïàðû - âõîæäåíèå íóëÿ, âòîðîé - âõîæäåíèå åäèíèöû.
Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò ïåðâîé ïàðû, õ19 - âòîðîé ýëå-
ìåíò ïåðâîé ïàðû (îíà îòíîñèòñÿ ê ïðîìåæóòêó â ïðàâîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà).
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûå ýëåìåíòû ïðî÷èõ ïàð ñóòü âõîæäåíèÿ ïîäòåðìîâ, ðàâ-
íûõ ïîäòåðìó õ20 ïî âõîæäåíèþ õ18, à âòîðûå ýëåìåíòû - ïîäòåðìîâ, ðàâíûõ
ïîäòåðìó õ21 ïî âõîæäåíèþ õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðìû õ20 è õ21 êîíñòàíò-
íûå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òèï çíà÷åíèÿ ïîäòåðìà õ18 îòëè÷åí îò òèïà çíà÷åíèÿ
åãî íåïîñðåäñòâåííîãî íàäòåðìà. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ22, íå âõîäÿùàÿ â
èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ10 ïîäòåðìîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà âõîæäå-
íèÿõ - ïåðâûõ ýëåìåíòàõ ïàð íàáîðà õ17 - íà ïåðåìåííóþ õ22. Ïåðåìåííîé õ25
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû
óòâåðæäåíèÿ "ïðèíàäëåæèò(õ22 ïåðå÷åíü(íàáîð(õ20 õ21)))". Â íàøåì ïðèìå-
ðå - "a ∈ {0, 1}". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ25 è êîíñåêâåíòîì
õ24. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñ-
êå âûâîäà. Èñõîäíàÿ è äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìû â ðåçóëüòàò öèêëà âûâîäà íå
âêëþ÷àþòñÿ, íî â äàëüíåéøèõ âûâîäàõ ó÷àñòâóþò, òàê êàê ìîãóò ïîíàäîáèòüñÿ
äëÿ äðóãèõ ñêëååê.
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3. Ñêëåéêà äâóõ îòëè÷àþùèõñÿ àëüòåðíàòèâíûìè àíòåöåäåíòàìè òîæäåñòâ ñ ðàç-
ëè÷àþùèìèñÿ ïðàâûìè ÷àñòÿìè è îäèíàêîâûìè ëåâûìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(¬(a = 0) & ¬(b = 0) & a−÷èñëî& b−÷èñëî& c−÷èñëî→ |c/(ab)| = |c/b|/|a|)

èç òåîðåìû

∀abc(¬(b = 0) & 0 < a & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ |c/(ab)| = |c/b|/a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(¬(b = 0) & a < 0 & a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî→ |c/(ab)| = −|c/b|/a)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ11 - íàáîð àíòåöåäåí-
òîâ. Â ñïèñêå âûâîäà âûáèðàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, îòëè÷íàÿ îò èñ-
õîäíîé è íå ïîìå÷åííàÿ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå" â ñâîåì áëîêå âûâîäà. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî òåêóùàÿ õàðàêòåðèñòèêà "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)" âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè
õàðàêòåðèñòèê äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò òàêóþ æå
äëèíó, ÷òî è íàáîð õ11. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé
õ18 - çàìåíÿþùèé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû òåðìà õ18 - ïîäìíîæåñòâî ïà-
ðàìåòðîâ òåðìà õ17. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

∀def (¬(e = 0) & d < 0 & d−÷èñëî & e−÷èñëî & f−÷èñëî→ |f/(de)| = −|f/e|/d)

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ19, ïåðåìåííîé õ21 - çà-
ìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýòîãî êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû âûðàæåíèé õ21 è
õ17 ðàâíû. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ òåðìà õ21, ïåðå-
âîäÿùàÿ åãî â òåðì õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî S ïåðåîáîçíà÷àåò ïåðåìåííûå, íå
îòîæäåñòâëÿÿ èõ. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîä-
ñòàíîâêè S ê çàìåíÿþùåìó òåðìó òåîðåìû õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "−|c/b|/a)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" òåðìîâ õ18 è õ25
ðàçëè÷íû. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ26 ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöå-
äåíòàì òåîðåìû õ19. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ õ11 è
õ26, ïåðåìåííîé õ28 - ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ11 è õ27, ïåðåìåííîé õ29 - ðàçíîñòü
ñïèñêîâ õ26 è õ27. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ28 è õ29 îäíîýëåìåíòû è ñîñòîÿò èç
íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé A, B. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 < a", "a < 0". Ïåðåìåííîé
õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé A è B, ïåðåìåííîé õ31 - ðåçóëüòàò
îáðàáîòêè óòâåðæäåíèÿ õ30 íîðìàëèçàòîðîì "íîðìèëè" îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê
õ27. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì "¬(a = 0)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ31
ýëåìåíòàðíîå. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ17 óñëîâ-
íîìó âûðàæåíèþ "âàðèàíò(B õ25 õ18)". Â íàøåì ïðèìåðå îíî èìååò âèä:

|c/(ab)| = (−|c/b|/a ïðè a < 0, èíà÷å |c/b|/a)

Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì óòâåð-
æäåíèÿ õ31 ê ñïèñêó õ27, à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò õ32. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".



404 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

Ñîçäàíèå êâàçèïðîòîêîëîâ

1. Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó ïðèâåäåíèÿ ê çàäàííûì çàãîëîâêàì äëÿ äåêîìïî-
çèöèè ñëîæíîãî âûðàæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñîçäàíèå êâàçèïðîòîêîëà

∀abcde(b = d + e & 0 < (d + e)c→ loga((d + e)c) = loga(bc))

ïî òåîðåìå

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 < a & ¬(a− 1 = 0) & 0 < b &
0 < c→ loga(bc) = loga b + logac)

Ðàññìàòðèâàåìûé êâàçèïðîòîêîë ñîçäàåò ïðèåì, âûïîëíÿþùèé ïîïûòêó ðàçëî-
æåíèÿ íà ìíîæèòåëè ñóììû d + e - ñîìíîæèòåëÿ âûðàæåíèÿ ïîä ëîãàðèôìîì.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿå-
ìàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêè ñëîæíîñòè îáåèõ ÷àñòåé îäèíàêîâû. Â òåðìå õ11
âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 äâóìåñòíîé îïåðàöèè, îïåðàíäàìè êîòîðîé ñëóæàò
ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå õ14 è õ15. Â íàøåì ïðèìåðå ýòà îïåðàöèÿ - "bc"; ïåðå-
ìåííàÿ õ14 - b; ïåðåìåííàÿ õ15 - c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííûå õ14 è õ15 èìå-
þò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðìå õ11. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ïîäòåðìîâ òåðìà õ10, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Â íàøåì ïðèìåðå -
"loga b" è "loga c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ16 äâóõýëåìåíòíûé, ïðè÷åì êàæ-
äûé åãî òåðì áåñïîâòîðåí è ñîäåðæèò ðîâíî îäíó èç ïåðåìåííûõ õ14, õ15. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ11 áåñïîâòîðíûé. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë
ïî âõîæäåíèþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæåíèå". Ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà
"íîðìçàãîëîâîê" îïðåäåëÿåòñÿ íàçâàíèå õ21 íîðìàëèçàòîðà ïðèâåäåíèÿ âûðà-
æåíèé ê çàãîëîâêó õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "âèäóìíîæåíèå". Ïðîñìàòðèâàþòñÿ
ïðîòîêîëû áàçû òåîðåì, ðàñïîëîæåííûé â òîì åå ðàçäåëå, ê êîòîðîìó îòíîñèò-
ñÿ ñèìâîë õ17. Âûáèðàåòñÿ ïðîòîêîë õ25, èìåþùèé çàãîëîâîê "âèäîáúåêòà",
ïåðâûì îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò ñèìâîë õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - "âèäîáúåê-
òà(âèäóìíîæåíèå êîíòåêñò(âèä(ôèêñ ïëþñ(a b))))". Ýòîò ïðîòîêîë îïðåäåëÿåò
âèä âûðàæåíèé, ê êîòîðûì îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð õ21. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ ïðîòîêîëà õ25 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ
âòîðîé èç íèõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâîê - "êîíòåêñò", ïðè÷åì â íåì âû-
äåëÿåòñÿ âõîæäåíèå õ27 òåðìà "âèä(ôèêñ t)". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ
òåðì "t". Â íàøåì ïðèìåðå - "ïëþñ(a b)". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ïàðàìåòðîâ òåðìà õ28. Â íàøåì ìïðèìåðå - "a, b". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó è èìåþùèõ òàêóþ
æå äëèíó, êàê ñïèñîê õ29. Â íàøåì ïðèìåðå - "d, e". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ28 ïåðåìåííûõ õ29 íà õ30. Â íàøåì ïðèìåðå
- "d + e". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðå-
ìû, ïåðåìåííîé õ33 - ñïèñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî
î.ä.ç. òåðìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "c − ÷èñëî", "b − ÷èñëî", "¬(a − 1 = 0)",
"0 < bc", "0 < a", "a−÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ33 íåïóñò. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îïåðàöèÿ õ17 àññîöèàòèâíà è êîììóòàòèâíà. Âûáèðàåòñÿ àíòåöåäåíò õ34,
íå âõîäÿùèé â ñïèñîê õ33 è ñîäåðæàùèé ïåðåìåííóþ õ14 ëèáî õ15. Â íàøåì
ïðèìåðå - 0 < b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî íå óäà-
åòñÿ âûâåñòè õ34 èç õ33. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèþ
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õ11 âûðàæåíèÿ, ïîëó÷åííîãî èç õ11 çàìåíîé ïåðâîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ13
íà òåðì õ31. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì: "loga((d+e)c) = loga(bc)". Ïåðåìåííîé
õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð, ñîñòîÿùèé èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà - ðàâåíñòâà òåð-
ìîâ õ14 è õ31. Â íàøåì ïðèìåðå - "b = d+e". Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå ñîäåðæàùèå
ïîäòåðì õ13 óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ33. Ïåðâûå îïåðàíäû ïîäòåðìîâ õ13 ó íèõ
çàìåíÿþòñÿ íà õ31, ïîñëå ÷åãî òàêèå óòâåðæäåíèÿ äîáàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó õ37.
Â íàøåì ïðèìåðå äîáàâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò "0 < (d + e)c". Íàêîíåö,
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ37 è êîíñåêâåíòîì õ36. Îíà ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè "ñòàíäðàâíî" è "îïåðàòîð(õ21)".
Äðóãèõ õàðàêòåðèñòèê íå ââîäèòñÿ.

2. Ñòàíäàðòèçàöèÿ îïåðàíäà ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðà ñòàíäàðòíîé ôîðìû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñîçäàíèå êâàçèïðîòîêîëà

∀abcdefgn(g = (a + b)nc/d + e→ f (a+b)nc/d+e = f g)

ïî òåîðåìå

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & b− rational & c− rational &
¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even)→ abac = ab+c)

Ðàññìàòðèâàåìûé êâàçèïðîòîêîë ñîçäàåò ïðèåì, âûïîëíÿþùèé ðàñêðûâàíèå
ñêîáîê â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì. Â íàøåì ïðèìåðå - "ab+c".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí áåñïîâòîðíûé. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé
òåðì, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê åãî ïàðàìåòðîâ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 âêëþ÷àåòñÿ â õ13. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

(a) Ñàìûé ñëîæíûé ïîäòåðì òåðìà õ10 - îí ñàì. Ñïèñîê S ñàìûõ ñëîæíûõ
ïîäòåðìîâ òåðìà õ11 - íå ìåíåå ÷åì äâóõýëåìåíòíûé. Â íàøåì ïðèìåðå
îí ñîñòîèò èç òåðìîâ ab, ac. Òåðì õ10 èìååò ñâîèì êîðíåâûì îïåðàíäîì
âûðàæåíèå f(x, y), ãäå x, y - ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. Â íàøåì ïðèìåðå -
"b + c". Íè îäèí èç òåðìîâ ñïèñêà S íå ñîäåðæèò îäíîâðåìåííî îáåèõ
ïåðåìåííûõ x, y. Òîãäà ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ10,
ïåðåìåííîé õ15 - íîìåð êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ10, ðàâíîãî f(x, y),
ïåðåìåííîé õ16 - ñèìâîë f .

(b) Ïðåäûäóùèé ñëó÷àé íå èìååò ìåñòà. Òåðì õ11 èìååò êîðíåâîé îïåðàíä
âèäà f(x, y), ãäå x, y - ïåðåìåííûå, êàæäàÿ èç êîòîðûõ áåñïîâòîðíà â õ11.
Òîãäà ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ11, ïåðåìåííîé õ15
- íîìåð êîðíåâîãî îïåðàíä òåðìà õ11, ðàâíîãî f(x, y), ïåðåìåííîé õ16 -
ñèìâîë f .

Â íàøåì ïðèìåðå èìååò ìåñòî ñëó÷àé à), ïðè÷åì õ14 - "ñòåïåíü", õ15 - 2, õ16 -
"ïëþñ". Ñïðàâî÷íèê "ñòàíäôîðìà" îïðåäåëÿåò ïî õ16 íàçâàíèå õ25 ñòàíäàðò-
íîé ôîðìû ñ êîðíåâîé îïåðàöèåé õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "ñòàíäïëþñ".
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Íà÷èíàåòñÿ ïðîñìîòð âñåõ òåîðåì T òîãî ðàçäåëà, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèì-
âîë õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "ýëåìåíòàðíàÿàëãåáðà". Â ïðîöåññå ïðîñìîòðà íà-
õîäèòñÿ êâàçèïðîòîêîë ñ õàðàêòåðèñòèêàìè "ñòàíäõàðàêò", "îïåðàòîð(õ25)".
Ýòîò êâàçèïðîòîêîë çàäàåò øàáëîí äëÿ óêàçàíèÿ âèäà òåðìîâ, îáåñïå÷èâàþùå-
ãî íåâûðîæäåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå õ25. Ïåðåìåííîé õ26
ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà (êâàçèïðîòîêîë - åãî õàðàêòåðèñòèêè). Â íàøåì ïðèìåðå
- ("(a + b)nc/d + e", ("òåîðåìàïðèåìà", "ñòàíäõàðàêò", "îïåðàòîð(ñòàíäïëþñ)",
"óêàçàòåëü(åäèíèöà(1 c d n) åäèíèöà(0 e))", "ñì(íàòóðàëüíîå(n) èëè(íå(çàãî-
ëîâîê(c 1)) íå(çàãîëîâîê(d 1)) íå(çàãîëîâîê(n 1))))" )).

Ïðîñìîòð ðàçäåëà ïðîäîëæàåòñÿ äàæå ïîñëå îáíàðóæåíèÿ íåîáõîäèìîãî êâà-
çèïðîòîêîëà. Â ïðîöåññå ïðîñìîòðà òåîðåì T ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íè äëÿ îäíîé èç
íèõ íå âûïîëíåíî íè îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(a) T - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(N)"
ëèáî "äåêîìïîçèöèÿ(M)". Â ïåðâîì ñëó÷àå ïóñòü M - íàïðàâëåíèå, ïðîòè-
âîïîëîæíîå N . Çàìåíÿåìûé (â ñìûñëå íàïðàâëåíèÿ M) òåðì A òåîðåìû
T èìååò çàãîëîâîê õ14 è áåñïîâòîðåí. Ïàðàìåòðû çàìåíÿþùåãî òåðìà B
âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû çàìåíÿåìîãî. Íàèáîëåå ñëîæíûé ïîäòåðì òåð-
ìà A - îí ñàì. Ñïèñîê P íàèáîëåå ñëîæíûõ ïîäòåðìîâ òåðìà B íå ìåíåå
÷åì äâóõýëåìåíòíûé. Òåðì A èìååò êîðíåâîé îïåðàíä âèäà g(z, v), ãäå g
îòëè÷íî îò õ16; z, v - ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. Íè îäèí èç òåðìîâ ñïèñêà P
íå ñîäåðæèò îäíîâðåìåííî îáå ýòè ïåðåìåííûå. Íîìåð êîðíåâîãî îïåðàíäà
g(z, v) òåðìà A ðàâåí õ15.

(b) T - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(N)".
Çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü A òåîðåìû T èìååò çàãîëîâîê õ14 è êîðíåâîé îïåðàíä
âèäà g(z, v), ãäå g îòëè÷íî îò õ16, à êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ z, v èìååò åäèí-
ñòâåííîå âõîæäåíèå â A. Íîìåð êîðíåâîãî îïåðàíäà g(z, v) òåðìà A ðàâåí
õ15.

Ïî çàâåðøåíèè ïðîñìîòðà òåîðåì ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé ýëå-
ìåíò ïàðû õ26. Â íàøåì ïðèìåðå - "(a+b)nc/d+e". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâà-
åòñÿ àðíîñòü ñèìâîëà õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ðàâíà 1 ëèáî 2. Â ïåðâîì ñëó÷àå
ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì õ14(õ27), âî âòîðîì - ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ
îïåðàöèåé õ14 òåðìà õ27 è íîâîé ïåðåìåííîé, ïðè÷åì òåðì õ27 ïîìåùàåòñÿ íà
ïîçèöèè õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ29 èìååò âèä "f (a+b)nc/d+e".

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ30, íå âõîäÿùàÿ â òåðì õ29. Â íàøåì ïðèìåðå - g.
Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî òåðìîâ õ30 è õ27, ïåðåìåííîé õ33 -
ðàâåíñòâî òåðìà õ29 ðåçóëüòàòó çàìåíû â õ29 ïîäòåðìà õ27 íà ïåðåìåííóþ õ30.
Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ åäèíñòâåííûì àíòåöåäåíòîì õ32
è êîíñåêâåíòîì õ33. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè
"òåîðåìàïðèåìà", "îïåðàíä", "ñòàíäðàâíî", "îïåðàòîð(õ25)". Ê íèì äîáàâëÿ-
þòñÿ âñå òåðìû "ñì(. . .)", "óêàçàòåëü(. . .)" èç âòîðîãî ýëåìåíàò ïàðû õ26.

3.55 Õàðàêòåðèñòèêà "íîðìçàãîëîâîê"

Õàðàêòåðèñòèêîé "íîðìçàãîëîâîê(P N)" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà, êîòîðûå ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ íîðìàëèçàòîðà P ïðåîáðàçîâàíèÿ ê çàäàííûì çàãîëîâêàì. N - íà-
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ïðàâëåíèå çàìåíû.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ çàìåíÿåìîé
÷àñòè

1. Ïîïûòêà ïðîâàðüèðîâàòü çàìåíÿåìóþ ÷àñòü òîæäåñòâà ïðèâåäåíèÿ ê çàäàííûì
çàãîëîâêàì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(¬(a = 0) & ¬(c− 1 = 0) & 0 < c & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & ÷èñëèòåëü(b)−
even & b− rational→ b logc |a| = logc(a

b))

èç òåîðåìû

∀cde(¬(c − 1 = 0) & 0 < c & 0 < d & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî & e − ÷èñëî →
e logc d = logc(d

e))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− rational & ÷èñëèòåëü(b)− even→ |a|b = ab)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
÷èñëî ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè òåîðåìû íå ïðåâîñõîäèò 3. Â çàìåíÿå-
ìîé ÷àñòè âûäåëÿåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Ïåðåìåííîé
õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - âõîæäåíèå "de", õ12
- ñèìâîë "ñòåïåíü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" îïðåäåëÿåò ïî
õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò íå
áîëåå äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè
êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ12. Â íàøåì
ïðèìåðå - "|a|b". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ íàïðàâëåíèå çàìåíû, ïðè êî-
òîðîì ÷àñòü õ16 îêàçûâàåòñÿ çàìåíÿåìîé. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò
ðåçóëüòàò õ18 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìî-
ùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, îðèåíòèðîâàííîé â íàïðàâëåíèè õ17. Â íàøåì
ïðèìåðå ïîëó÷àåì:

∀abc(¬(c− 1 = 0) & 0 < c & 0 < |a| & c− ÷èñëî & |a| − ÷èñëî & b− ÷èñëî &
a− ÷èñëî & b− rational & ÷èñëèòåëü(b)− even→ b logc |a| = logc(a

b))

Òåîðåìà õ18 ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïåðàíäîâ",
"äåìîäèôèêàöèÿ" è "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ïåðåìåííûõ êâàí-
òîðíîé ïðèñòàâêè ó ðåçóëüòàòà íå ïðåâîñõîäèò òàêîãî ÷èñëà ó èñõîäíîé òåîðå-
ìû, è ýòîò ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀b(b− ÷èñëî→ 1 + sin(b) = 2(sin(b/2 + π/4)2))

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ sin a + sin b = 2 sin((a + b)/2) cos((a− b)/2))
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è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

sin(π/2) = 1.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà òåîðåìû èìååò íå áîëåå òðåõ ïåðåìåííûõ. Âíóòðè çàìå-
íÿåìîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî òåðìà. Ïåðå-
ìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - "sin a", õ12
- "ñèíóñ". Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû èñïîëüçóþòñÿ ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "ñîêðàùäðîáè" è "êîíñòöåëîå". Â íàøåì ïðèìåðå òàêèì îáðà-
çîì îïðåäåëÿåòñÿ óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Îïåðàòîð "òîæä-
âûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ17 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 ïðè ïîìîùè
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

∀b(π/2− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ 1 + sin b = 2 sin((π/2 + b)/2) cos((π/2− b)/2))

Òåîðåìà õ17 ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïåðàíäîâ",
"äåìîäèôèêàöèÿ", "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò - êâàíòîðíàÿ
èìïëèêàöèÿ, äëèíà êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè êîòîðîé íå áîëüøå, ÷åì ó èñõîäíîé
òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïîïûòêà ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè äëÿ ïîëó÷åíèÿ òîæäåñòâà îá-
ùåé ñòàíäàðòèçàöèè, èñêëþ÷àþùåãî ïåðåìåííóþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bd(b− ÷èñëî & d− ÷èñëî & 0 ≤ d + b2 → d = (b +
√

d + b2)(−b +
√

d + b2))

èç òåîðåìû

∀bc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ c→ c− b2 = (b +
√

c)(−b +
√

c))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a + (b− a) = b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà òåîðåìû èìååò íå áîëåå òðåõ ïåðåìåííûõ. Âíóòðè çàìå-
íÿåìîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî òåðìà. Ïåðå-
ìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - "c− b2a", õ12 -
"ïëþñ". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïîãëîùàåòñÿ" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12
óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

∀bd(b−÷èñëî & d+b2−÷èñëî & (−b2)−÷èñëî & d−÷èñëî→ d = (b+
√

d + b2)(−b+√
d + b2))

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîé îáðàáîòêè òåîðå-
ìû õ17 îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïåðàíäîâ", "äåìîäèôèêàöèÿ" è "íîðìòåîðåìà".
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ19 (â òîì æå íà-
ïðàâëåíèè çàìåíû, ÷òî è äëÿ èñõîäíîé òåîðåìû), ïåðåìåííîé õ22 - çàìåíÿþùàÿ.
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Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû òåðìà õ21 - ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî ïàðàìåò-
ðîâ òåðìà õ22, ïðè÷åì îöåíêà ñëîæíîñòè òåðìà õ21 ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè
òåðìà õ22. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî äëèíà êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè òåîðåìû õ19
íå áîëüøå, ÷åì ó èñõîäíîé òåîðåìû. Çàòåì òåîðåìà õ19 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

4. Ïîïûòêà ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè ïðè ïîìîùè òîæäåñòâà, èñ-
êëþ÷àþùåãî ïåðåìåííóþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀de(d − ÷èñëî & e − ÷èñëî & 0 ≤ e → (
√

d +
√

e + d2 +
√
−d +

√
e + d2)2 =

2
√

e + 2
√

e + d2)

èç òåîðåìû

∀bc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ c→ (b +
√

c)2 = c + 2b
√

c + b2)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀cde(c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & 0 ≤ d +
√

e + d2 & 0 ≤ e + d2 &
0 ≤ −d +

√
e + d2 → (d +

√
e + d2)c(−d +

√
e + d2)c = ec)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà òåîðåìû èìååò íå áîëåå òðåõ ïåðåìåííûõ. Âíóòðè çà-
ìåíÿåìîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî òåðìà. Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - "b · 2

√
c",

õ12 - "óìíîæåíèå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "èñêëïàðàìåòð" îïðåäåëÿåò ïî
ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåí-
êè ñëîæíîñòè ïîäòåðìà õ11 è êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñîâïàäàþò.
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 ïðè
ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

∀de(
√
−d +

√
e + d2 − ÷èñëî & d +

√
e + d2 − ÷èñëî & 0 ≤ d +

√
e + d2 &

1/2 − ÷èñëî & d − ÷èñëî & e − ÷èñëî & 0 ≤ e + d2 & 0 ≤ −d +
√

e + d2 →
(
√
−d +

√
e + d2 +

√
d +
√

e + d2)2 = (d +
√

e + d2) +
√

e · 2 + (
√
−d +

√
e + d2)2)

Ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ17 äîáàâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñî-
ïðîâîæäåíèÿ åå êîíñåêâåíòà ïî î.ä.ç. Ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õàðàêòå-
ðèçàòîð ñîçäàåò äëÿ íåãî õàðàêòåðèñòèêó "óìåíüøñëîæí(M)", ãäå M - íàïðàâ-
ëåíèå çàìåíû, ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèþ èñõîäíîé òåîðåìû.

5. Ïîïûòêà ïîäñòàíîâêè åäèíèöû â ñâÿçêó äâóõ áåñïîâòîðíûõ ïåðåìåííûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ace(¬(c = 0) & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ (e + ac)/c = a + c/e)

èç òåîðåìû

∀abce(¬(b = 0) & ¬(c = 0) & a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & e − ÷èñëî →
(ac + be)/(bc) = a/b + e/c)
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Â ýòîì ïðèìåðå õàðàêòåðèñòèêà èìååò âèä "íîðìçàãîëîâîê(âèäóìíîæåíèå ïåð-
âûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé. Âíóòðè õ10 ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 ïîäòåðìà âèäà f(x, y), ãäå
x, y - ïåðåìåííûå. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë f , ïåðåìåííîé õ17
- îäíà èç ïåðåìåííûõ x, y, ïåðåìåííîé õ18 - äðóãàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 -
âõîæäåíèå òåðìà "a/b", õ13 - ñèìâîë "äðîáü", õ17 - a, õ18 - b. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ïåðåìåííûå õ17, õ18 èìåþò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ10. Íàõîäèòñÿ
åäèíèöà õ19 îïåðàöèè f . Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ òà èç ïåðåìåííûõ õ17,
õ18, ïî êîòîðîé îïåðàöèÿ õ12 èìååò åäèíèöó õ19. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû òåîðåìû åäèíèöû õ19 âìåñòî
ïåðåìåííîé õ20, ïåðåìåííîé õ22 - ðåçóëüòàò òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â êîíñåêâåíò
òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ21 è êîíñåêâåíòîì õ22. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Ïîïûòêà ìîäèôèöèðîâàòü òîæäåñòâî ïðèâåäåíèÿ ê çàäàííûì çàãîëîâêàì ïó-
òåì çàáëàãîâðåìåííîãî "âûíåñåíèÿ çà ñêîáêè" îáùèõ ÷àñòåé îïåðàíäîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdef (¬(d = 0) & ¬(e = 0) & ¬(f = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî &
d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî→ ab/(df) + ac/(ef) = a(be + cd)/(def))

èç òåîðåìû

∀abce(¬(b = 0) & ¬(c = 0) & a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & e − ÷èñëî →
(ac + be)/(bc) = a/b + e/c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abcdef (¬(d = 0) & ¬(e = 0) & ¬(f = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî &
d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî→ ab/(df) + ac/(ef) = a(b/d + c/e)/f)

Òåîðåìà âûâîäèòñÿ äëÿ ïðèåìà ñëîæåíèÿ äðîáíûõ âûðàæåíèé, êîòîðûé çà-
áëàãîâðåìåííî âûâîäèò çà ðàìêè âû÷èñëåíèé îáùèå ìíîæèòåëè ÷èñëèòåëåé è
çíàìåíàòåëåé.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ11 -
çàãîëîâîê ýòîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïëþñ". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâà-
åòñÿ íàçâàíèå íîðìàëèçàòîðà ïðèâåäåíèÿ ê çàäàííûì çàãîëîâêàì, óêàçàííîå â
õàðàêòåðèñòèêå òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "âèäóìíîæåíèå". Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê çàãîëîâêîâ, ê êîòîðìû ïðèâîäèò òåðìû îïåðàòîð õ12. Â
íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæåíèå", "ñòåïåíü", "äðîáü".

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñâåðòêè" ïåðå÷èñëÿåò ïî ñèìâîëó õ11 âñïîìîãà-
òåëüíûå òåîðåìû, îäíà èç êîòîðûõ áóäåò âûáðàíà â êà÷åñòâå óêàçàííîé âû-
øå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Òåêóùàÿ òàêàÿ òåîðåìà ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåí-
íîé õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû õ17 ðàâåí õ11.
Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû õ17. Â
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íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "äðîáü". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí âõîäèò â ñïèñîê õ13.
Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû
õ17, èìåþùèõ â íåé áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå
a, f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ25 íåïóñò. Äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé ñïèñêà õ25
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ïîÿâëÿåòñÿ â çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû õ17 òîëüêî êàê
îïåðàíä îäíîé è òîé æå àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè, èìåþùåé åäè-
íèöó. Â íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü
òåîðåìû õ17 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåñòíóþ îïåðàöèþ, â êîòîðîé âûäåëÿåò-
ñÿ âõîæäåíèå õ28 ñèìâîëà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "b/d + c/e". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî âñå ðàñïîëîæåííûå âíå õ28 ïåðåìåííûå çàìåíÿþùåé ÷àñòè ïðèíàäëåæàò
ñïèñêó õ25, à âíóòðè õ28 íåò ïåðåìåííûõ ýòîãî ñïèñêà.

Â ïðîöåññå ïðîñìîòðà òåîðåì õ17 îòáèðàåòñÿ òà èç íèõ, äëÿ êîòîðîé äëèíà ñïèñ-
êà õ25 - íàèáîëüøàÿ. Â ðåçóëüòàòå, ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà, ïåðåìåííîé õ14
îêàçûâàåòñÿ ñîïîñòàâëåíà îòîáðàííàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, ïåðåìåííîé õ15
- óêàçàííîå âûøå âõîæäåíèå õ28 â ýòó òåîðåìó (îíî áóäåò ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ
òåêóùåé òåîðåìîé). Ïðî÷èå ïåðåìåííûå ñòàíîâÿòñÿ ïîñëå ïðîñìîòðà íå îïðå-
äåëåííûìè.

Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ17 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ15 â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Îí îáðàáàòû-
âàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà ïîëó÷åíèÿ òîæäåñòâà, èñêëþ÷àþùåãî ñëîæíóþ îïåðàöèþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcdf (b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî & f − ÷èñëî & 0 ≤ c → cfd2 − b2 =
(b + dcf/2)(dcf/2 − b))

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a2 − b2 = (a− b)(a + b))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abcd(¬(c = 0) & a− ÷èñëî & d− ÷èñëî & 0 ≤ a & b− ÷èñëî & c− rational &
¬(çíàìåíàòåëü(c)− even)→ (bad/c)c = bcad)

Ïîëó÷àåìàÿ çäåñü òåîðåìà èñïîëüçóåòñÿ êàê äîïîëíèòåëüíàÿ ïðè âûâîäå òåî-
ðåì. Èìåííî, ñ åå ïîìîùüþ âûâîäèòñÿ òåîðåìà ïðèåìà, èñêëþ÷àþùåãî èððà-
öèîíàëüíîñòü â çíàìåíàòåëå.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ñòàðòîâàÿ â ñïèñêå âûâîäà. Âíóòðè çàìåíÿåìîé ÷à-
ñòè âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - âõîæäåíèå òåðìà a2, õ12
- "ñòåïåíü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñìíåèçâ" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12
óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ åå
õàðàêòåðèñòèêà "ñìíåèçâ(N . . .)". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò
õ17 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïðè-
ìåíÿåìîé â íàïðàâëåíèè N . Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì:
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∀bcdf (dcf/2 − ÷èñëî & b− ÷èñëî & ¬(2 = 0) & c− ÷èñëî & f − ÷èñëî & 0 ≤ c &
d− ÷èñëî & 2− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(2)− even)→ d2cf − b2 =
(dcf/2 − b)(dcf/2 + b))

Òåîðåìà õ17 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "óïðîùåíèå(. . .)". Íàïðàâëå-
íèå çàìåíû îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðèçàòîðîì. Î÷åâèäíî, îíî áóäåò îáðàòíûì
íàïðàâëåíèþ èñõîäíîé òåîðåìû.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Ïîïûòêà ïîëó÷åíèÿ òîæäåñòâà, óñòðàíÿþùåãî êðàòíûå âõîæäåíèÿ ñëîæíîé
îïåðàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcf (¬(a = 0) & ¬(c = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & f − ÷èñëî→
(f + bc)/(ac) = (b + f/c)/a)

èç òåîðåìû

∀ace(¬(c = 0) & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ (e + ac)/c = a + e/c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ade(¬(a = 0) & ¬(e = 0) & a−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî→ d/(ae) = (d/e)/a)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå -
ñèìâîë "äðîáü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" îïðåäåëÿåò ïî ñèì-
âîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáå ÷àñòè
ðàâåíñòâà â åå êîíñåêåíòå èìåþò îäèí è òîò æå çàãîëîâîê õ12. Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îäíîé èç ýòèõ ÷àñòåé, ïåðåìåííîé õ17 - äðóãîé. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ16 - ïðàâàÿ ÷àñòü, õ17 - ëåâàÿ. Âíóòðè âõîæäåíèÿ õ16 ðàñïîëîæå-
íî îòëè÷íîå îò íåãî âõîæäåíèå õ18 ñèìâîëà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå
ïîäòåðìà "d/e". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ïîäòåðìå õ17 èìååò ëèøü îäíî âõîæäåíèå
ñèìâîëà õ12. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäå-
íèÿ õ18 ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû, ïðèìåíÿåìîé â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè.
Â íàøåì ïðèìåðå - â íàïðàâëåíèè "âòîðîéòåðì", ïðè÷åì õ19 èìååò ñëåäóþùèé
âèä:

∀abcf (¬(a = 0) & ¬(c = 0) & a − ÷èñëî & f + bc − ÷èñëî & c − ÷èñëî & b −
÷èñëî & f − ÷èñëî→ (f + bc)/(ac) = (b + f/c)/a)

Òåîðåìà õ19 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà. Åå åäèíñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñ çàãîëîâêîì "åäèíñòâñóù"
îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðèçàòîðîì.

2. Ïîïûòêà ââåñòè âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ äëÿ íåîäíîñèìâîëüíîãî àðãó-
ìåíòà ñëîæíîé îïåðàöèè çàìåíÿåìîãî òåðìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀b(b− ÷èñëî→ sin b = 2 sin(b/2) cos(b/2))

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ sin(2a) = 2 sin a cos a)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èõ îöåíêè ñëîæíîñòè ñîâïàäàþò. Ïåðåìåííîé õ12 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü ïîäâûðàæåíèé òåðìà õ10.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò äëèíó 1, è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî åäèí-
ñòâåííûé ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - "sin(2a)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíå-
âûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ13 ðàâíî 1. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò êîðíåâîé
îïåðàíä. Â íàøåì ïðèìåðå - "2a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåîäíîáóêâåííûé. Ïå-
ðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îí îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò ýëåìåíò. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ17, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ñïèñîê õ18 àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû ðàçáèâàåòñÿ
íà ïîäñïèñîê õ19 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ16, è ïîäñïèñîê õ20
îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ñïðàâî÷íèê "òèï" îïðåäåëÿåò òèï õ22 çíà÷åíèé âû-
ðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì îïåðàíäà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "÷èñëî". Óòâåðæäåíèå
"õ22(õ17)" ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê ñïèñêó õ20. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûë-
êè êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ20, à óñëîâèÿ - óòâåðæäåíèÿ õ19, ïîïîëíåííûå
ðàâåíñòâîì âûðàæåíèé õ17 è õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâîì "b = 2a". Öåëè
çàäà÷è - "ïîëíûéÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ16". Îò-
âåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ25. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "a = b/2".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ25 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ16 íåêî-
òîðîìó òåðìó õ26. Â íàøåì ïðèìåðå - òåðìó "b/2". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè õ26 âìåñòî õ16 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé
òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â õ10 âñåõ âõîæäå-
íèé ïîäòåðìà õ14 íà ïåðåìåííóþ õ17. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè õ26 âìåñòî õ16 â çàìåíÿþùóþ ÷àñòü õ11. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ29 è õ30. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" ñïèñêà õ27, ïîïîëíåííîãî
óòâåðæäåíèåì "õ22(õ17)". Îáðàáîòêà âåäåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ ðàâåí-
ñòâà õ31. Íàêîíåö, ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ32 è êîíñåêâåíòîì
õ31, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Åñëè õàðàêòåðèñòèêà èñõîäíîé
òåîðåìû - "íîðìçàãîëîâîê(P N)", òî íîâàÿ òåîðåìà ñîïðîâîæäàåòñÿ õàðàêòå-
ðèñòèêîé "íîðìçàãîëîâîê(P âòîðîéòåðì)".

Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ýêñèâàëåíò-
íîñòè

1. Ïîïûòêà ïîëó÷èòü ýêâèâàëåíòíîñòü ñâåðòêè äâóõ óòâåðæäåíèé â áåñïîâòîðíîå
óòâåðæäåíèå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀c(c− ÷èñëî→ ¬(sin c = 0)↔ ¬(− cos c + 1 = 0) & ¬(cos c + 1))

èç òåîðåìû
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∀a(a− ÷èñëî→ (sin a)2 = (− cos a + 1)(1 + cos a))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ab = 0↔ a = 0 ∨ b = 0)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿ-
þùèé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èõ îöåíêè ñëîæíîñòè ñîâïàäàþò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
óòâåðæäåíèå õ10 áåñïîâòîðíî, à õ11 - íåáåñïîâòîðíî è èìååò áîëåå îäíîãî êîð-
íåâîãî îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ11. Â íàøåì
ïðèìåðå - "óìíîæåíèå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàçäåëèòü" íàõîäèò ïî
ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà
èìååò õàðàêòåðèñòèêó "è" ëèáî "èëè". Â ñëó÷àå õàðàêòåðèñòèêè "èëè" äîïîë-
íèòåëüíàÿ òåîðåìà ïðåîáðàçóåòñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòü îòðèöàíèÿ åå èñõîäíîãî
çàìåíÿåìîãî òåðìà êîíúþíêöèè îòðèöàíèé äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ åå èñõîäíî-
ãî çàìåíÿþùåãî òåðìà. Îðèåíòàöèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñîõðàíÿåòñÿ. Â
íàøåì ïðèìåðå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ¬(ab = 0)↔ ¬(a = 0) & ¬(b = 0))

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû, ïåðåìåííîé õ20 - íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ åå çàìåíÿþùåé ÷àñòè. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ20 ýëåìåíòàðíû. Âûáèðàåòñÿ ðàñïîëî-
æåííîå â çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû âõîæäåíèå õ21 ñèìâîëà
õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "ab". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä"
ïðèñâàèâàåò ïåðåìåííîé õ22 ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ21 ïðè ïî-
ìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

∀c(− cos c + 1 − ÷èñëî & 1 + cos c − ÷èñëî & c − ÷èñëî → ¬((sin c)2 = 0) ↔
¬(− cos c + 1 = 0) & ¬(1 + cos c = 0))

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ22 îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ23 - êâàíòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, îäèí èç
îïåðàíäîâ êîòîðîé - êîíúþíêöèÿ. Çàòåì õ23 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.56 Õàðàêòåðèñòèêà "íîðìêðä"
Õàðàêòåðèñòèêîé "íîðìêðä" ñíàáæàåòñÿ ðàâåíñòâî ëèáî êîíúþíêöèÿ ðàâåíñòâ, ñî-
äåðæàùèõ ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû - îáîçíà÷åíèÿ îòäåëüíûõ êîîðäèíàò îáúåêòîâ. Íàïðè-
ìåð, îáîçíà÷åíèå "êðä(a, K, i)" äëÿ i - é êîîðäèíàòû âåêòîðà a â ñèñòåìå êîîðäèíàò
K.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Âûðàæåíèå íåâûðîæäåííîãî àòîìà ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ â ïîñûëêàõ, çàäàþùèõ
çíà÷åíèÿ äðóãèõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdABK(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K) & Òðåõìåðí(K) &
l(AB) = a & −êðä(B, K, 1)+êðä(A, K, 1) = b & −êðä(B, K, 2)+êðä(A, K, 2) =
c & − êðä(B, K, 3) + êðä(A, K, 3) = d→ a2 = b2 + c2 + d2)
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èç òåîðåìû

∀ABK(A − òî÷êà & B − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K) & Òðåõìåðí(K) → l(AB)2 =
(−êðä(B, K, 1)+êðä(A, K, 1))2+(−êðä(B, K, 2)+êðä(A, K, 2))2+(−êðä(B, K, 3)+
êðä(A, K, 3))2)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îí èìååò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ.

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå ýëåìåíòû A ñïèñêà õ10, âõîäÿùèå â êîíñåêâåíò â âèäå
A − B, ãäå B - òîæå ýëåìåíò ñïèñêà õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íè A, íè B äðó-
ãèõ âõîæäåíèé â òåîðåìå íå èìåþò. Òàêèå ïàðû A, B çàìåíÿþòñÿ â ñïèñêå õ10
íà èõ ðàçíîñòè A− B. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 îêàçûâàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç âûðà-
æåíèé "l(AB)", "−êðä(B, K, 1) + êðä(A, K, 1)", "−êðä(B, K, 2) + êðä(A, K, 2)",
"−êðä(B, K, 3) + êðä(A, K, 3)".

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ
òåîðåìó, èìåþùèé òó æå äëèíó, ÷òî ñïèñîê õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåí-
íûå a, b, c, d. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà ðåçóëüòàòîâ
çàìåí â àíòåöåäåíòàõ òåîðåìû âûðàæåíèé ñïèñêà õ10 íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïå-
ðåìåííûå ñïèñêà õ11 ñî ñïèñêîì ðàâåíñòâ ýòèõ âûðàæåíèé ñîîòâåòñòâóþùèì
ïåðåìåííûì. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â êîíñåêâåíòå
õ9 âûðàæåíèé õ10 íà ïåðåìåííûå õ11. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ13 è êîíñåêâåíòîì õ14, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Îíà ñîïðî-
âîæäàåòñÿ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "èçâëå÷ïàðàì(âòîðîéòåðì)".

2. Âûâîä èìïëèêàöèè, ïåðåõîäÿùåé îò ðàâåíñòâà îáúåêòîâ ê ðàâåíñòâó èõ îòäåëü-
íûõ êîîðäèíàò.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcgK(g − ÷èñëî & Âåêòîð(a) & Òðåõìåðí(K) & b ∈ {1, 2, 3} & ga = c→
g · êðä(a, K, b) = êðä(c, K, b))

èç òåîðåìû

∀abgK(g − ÷èñëî & Âåêòîð(a) & Òðåõìåðí(K) & b ∈ {1, 2, 3} → g · êðä(a, K, b) =
êðä(ga,K, b))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - âõîæäå-
íèå òîãî îïåðàíäà ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, çàãîëîâîê õ12 êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
íàçâàíèåì îòäåëüíîé êîîðäèíàòû ñîãëàñíî ñïðàâî÷íèêó "êðä". Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ11 - âõîæäåíèå òåðìà "êðä(ga,K, b)". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåð-
âûé êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "ga". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
òåðì õ13 íåîäíîáóêâåííûé. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ14, íå âõîäÿùàÿ â èñõîä-
íóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ13 è õ14, ïåðåìåííîé õ16 - ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðâîãî
îïåðàíäà òåðìà õ10 íà ïåðåìåííóþ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "êðä(c, K, b)". Ïå-
ðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ðàâåíñòâà õ15 ê ñïèñêó õ8,
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ïåðåìåííîé õ18 - ðåçóëüòàò çàìåíû â êîíñåêâåíòå òåîðåìû ïîäòåðìà õ10 íà
òåðì õ16. Íàêîíåö, ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ17 è êîíñåêâåíòîì
õ18. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà, ïðè÷åì èç ïðåäëàãàåìûõ õàðàêòåðè-
çàòîðîì õàðàêòåðèñòèê îòáèðàåòñÿ òîëüêî "íîðìêðä".

3. Ïåðåõîä îò ðàâåíñòâà äëÿ ðàçíîñòè êîîðäèíàò ê ðàâåíñòâó, âûðàæàþùåìó îäíó
êîîðäèíàòó ÷åðåç äðóãóþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcd(b−òî÷êà& c−òî÷êà& ïðÿìêîîðä(d) & ââåðõ(âåêòîð(bc), d) & Òðåõìåðí(d)→
êðä(c, d, 3) = l(bc) + êðä(b, d, 3))

èç òåîðåìû

∀bcd(b−òî÷êà& c−òî÷êà& ïðÿìêîîðä(d) & ââåðõ(âåêòîð(bc), d) & Òðåõìåðí(d)→
−êðä(b, d, 3) + êðä(c, d, 3) = l(bc))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ9 -
âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ðàâåíñòâî âèäà A − B = C.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì âûðàæåíèÿ A ñëóæèò íàçâàíèå õ14 îòäåëüíîé
êîîðäèíàòû. Â íàøåì ïðèìåðå A èìååò âèä "êðä(c, d, 3)", õ14 - ñèìâîë "êðä".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå B òîæå èìååò çàãîëîâîê õ14. Ïåðåìåííîé õ15 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî A = B + C. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé
òàêèå æå, êàê ó èñõîäíîé òåîðåìû, à êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî õ15. Îíà îáðàáàòû-
âàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà, ïðè÷åì èç
ïðåäëàãàåìûõ õàðàêòåðèçàòîðîì õàðàêòåðèñòèê îòáèðàåòñÿ òîëüêî "íîðìêðä".

Ñêëåéêà òåîðåì

1. Ñêëåéêà íåñêîëüêèõ èìïëèêàöèé, ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èõ äðóãà âàðüèðîâàíèåì
ïîäâûðàæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aABK(A−òî÷êà & B−òî÷êà & Òðåõìåðí(K) & a ∈ {1, 2, 3} → −êðä(A, K, a)+
êðä(B, K, a) = êðä(âåêòîð(AB), K, a))

èç òåîðåìû

∀ABK(A− òî÷êà & B− òî÷êà & Òðåõìåðí(K)→ −êðä(A, K, 1) + êðä(B, K, 1) =
êðä(âåêòîð(AB), K, 1))

è äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåìû

∀ABK(A− òî÷êà & B− òî÷êà & Òðåõìåðí(K)→ −êðä(A, K, 2) + êðä(B, K, 2) =
êðä(âåêòîð(AB), K, 2))

∀ABK(A− òî÷êà & B− òî÷êà & Òðåõìåðí(K)→ −êðä(A, K, 3) + êðä(B, K, 3) =
êðä(âåêòîð(AB), K, 3))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ9 - åå
êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì t âèäà "íàáîð(A1 . . . AnB)", ãäå
A1, . . . , An - àíòåöåäåíòû òåîðåìû, B - åå êîíñåêâåíò.



3.56. Õàðàêòåðèñòèêà "íîðìêðä" 417

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ îòëè÷íûå îò òåêóùåé òåîðåìû òåîðåìû T èç ñïèñêà âûâîäà,
èìåþùèå òó æå äëèíÿ, ÷òî è òåêóùàÿ òåîðåìà, â ÷èñëî õàðàêòåðèñòèê êîòî-
ðûõ âõîäèò ñèìâîë "íîðìêðä". Äëÿ êàæäîé òàêîé òåîðåìû ôîðìèðóåòñÿ òåðì
t′ âèäà "íàáîð(A′

1 . . . A′
mB′)", ãäå A′

1, . . . , A
′
m - àíòåöåäåíòû òåîðåìû T , B′ - åå

êîíñåêâåíò. Îïåðàòîð "Óñìçàìåíà" îïðåäåëÿåò ñïèñîê S íåêîðíåâûõ âõîæäåíèé
â òåðì t íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ p, ïðè çàìåíå êîòîðûõ íà íåêîòîðîå âûðàæåíèå
p′ ïîëó÷àåòñÿ òåðì t′. Â ðåçóëüòàòå ïðîñìîòðà ïåðåìåííîé õ11 îêàçûâàåòñÿ ïðè-
ñâîåí ñïèñîê S - îäèí è òîò æå äëÿ âñåõ îòîáðàííûõ òåîðåì T ; ïåðåìåííîé õ12 -
âûðàæåíèå p; ïåðåìåííîé õ13 - íàáîð âûðàæåíèé p′ (ðàçëè÷íûõ äëÿ ðàçëè÷íûõ
òåîðåì T ); ïåðåìåííîé õ14 - íàáîð ýëåìåíòîâ ñïèñêà âûâîäà äëÿ îòîáðàííûõ
òåîðåì T . Íàïîìíèì, ÷òî ýòè ýëåìåíòû ñóòü ÷åòâåðêè (âåñ ýëåìåíòà - òåîðåìà
- õàðàêòåðèñòèêè - áëîê âûâîäà).

Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð îòîáðàííûõ òåîðåì T , èçâëå÷åííûõ èç
ñïèñêà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - äâå óêàçàííûå âûøå äîïîëíèòåëüíûå òåîðåìû.
Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðà-
áîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" óòâåðæäåíèÿ "ïðèíàäëåæèò(õ16 ïåðå÷åíü(íàáîð(p,
p′1, . . . , p

′
k)))", ãäå p′1, . . . , p

′
k - ýëåìåíòû ñïèñêà õ13. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâà-

åòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ10 âñåõ âõîæäåíèé ñïèñêà õ11 íà ïåðåìåííóþ
õ16. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

A− òî÷êà, B − òî÷êà,Òðåõìåðí(K),−êðä(A, K, a) + êðä(B, K, a) =
êðä(âåêòîð(AB), K, a)

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîñëåäíèé ýëåìåíò íàáîðà õ19, ïåðåìåííîé õ22 -
ðåçóëüòàò çàìåíû â íàáîðå õ19 ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà íà óòâåðæäåíèå õ17. Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ22 è êîíñåêâåíòîì õ21, ðåãèñòðèðóåìàÿ
â ñïèñêå âûâîäà. Ïðè ýòîì â áëîê âûâîäà èñõîäíîé òåîðåìû è âñåõ òåîðåì T ,
îòîáðàííûõ â ñïèñîê õ14, çàíîñèòñÿ ñèìâîë "èñêëþ÷åíèå".

Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

1. Ïðåîáðàçîâàíèå ñîîòíîøåíèé äëÿ êîîðäèíàò â ñîîòíîøåíèÿ äëÿ èõ ðàçðÿäîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABK(Âåêòîð(A) & Âåêòîð(B) & Òðåõìåðí(K)→ êðä(A, K, 1) + êðä(B, K, 1) =
êðä(A + B, K, 1))

èç òåîðåìû

∀AKabc(Òðåõìåðí(K) & Âåêòîð(A) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) → êðä(A, K, 1) =
a & êðä(A, K, 2) = b & êðä(A, K, 3) = c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abcdefABK(ñèñòêîîðä(K) & Âåêòîð(A) & Âåêòîð(B) & êîîðä(A, K) = (a, b, c)
& êîîðä(B, K) = (d, e, f)→ êîîðä(A + B, K) = (a + d, b + e, c + f))
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - íàáîð êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð õàðàê-
òåðèñòèê "îïðåäåëåíèå(. . .)" èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - õàðàêòå-
ðèñòèêè "îïðåäåëåíèå(êðä(A, K, 1))", "îïðåäåëåíèå(êðä(A, K, 2))", "îïðåäåëå-
íèå(êðä(A, K, 3))". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ðàâåíñòâ â àí-
òåöåäåíòàõ, ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðûõ - íàçâàíèå êîîðäèíàò. Â íàøåì ïðèìåðå õ11
ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ðàâåíñòâà "êðä(A, K) = (a, b, c)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñïèñîê õ11 îäíîýëåìåíòåí, è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî åãî ïàðàìåòðû âêëþ÷àþò âñå ïåðåìåííûå òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ12, ïåðåìåííîé õ14 - ïðàâàÿ. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî çàãîëîâîê ñèìâîëà õ14 - "íàáîð". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
çàãîëîâêîâ êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "a, b, c". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî õ15 - ñïèñîê ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ èç ïå-
ðåìåííûõ ñïèñêà õ15 âõîäèò â åäèíñòâåííûé àíòåöåäåíò òåîðåìû. Ñîñòàâëÿåòñÿ
ñïèñîê õ16 âñåõ òàêèõ ðàâåíñòâ íàáîðà õ9, ó êîòîðûõ â îäíîé ÷àñòè ðàñïîëîæåíà
ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ15, à â äðóãîé - òàêîé òåðì t, ÷òî "îïðåäåëåíèå(t)" âñòðå-
÷àåòñÿ â ñïèñêå õ10. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 ñîñòîèò èç ðàâåíñòâ "êðä(A, K, 1) =
a", "êðä(A, K, 2) = b", "êðä(A, K, 3) = c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû íàáîðîâ õ15
è õ16 ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê, ýëåìåíòû êîòîðîãî ñóòü
òåðìû t, äëÿ êîòîðûõ â íàáîðå õ16 âñòðå÷àåòñÿ èõ ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé ñïèñ-
êà õ15. Ýëåìåíòû íàáîðà õ17 óïîðÿäî÷åíû ñîãëàñíî óïîðÿäî÷åíèþ ïåðåìåííûõ
õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 ñîñòîèò èç âûðàæåíèé "êðä(A, K, 1)", "êðä(A, K, 2)",
"êðä(A, K, 3)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ13. Â íàøåì
ïðèìåðå - "êîîðä". Íàõîäèòñÿ ðàçäåë, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ18 (â íà-
øåì ïðèìåðå - "ñèñòåìûêîîðäèíàò"), è ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû õ23 ýòîãî
ðàçäåëà, îáëàäàþùèå õàðàêòåðèñòèêîé ñ çàãîëîâêîì "çíà÷ïàðàì", "÷èñëîïðåä"
ëèáî "êîîðä".

Â íàøåì ïðèìåðå õ23 - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåííîé
õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð åå àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ25 - ñïèñîê ðàâåíñòâ
íàáîðà õ24, ó êîòîðûõ çàãîëîâêîì ëåâîé ÷àñòè ñëóæèò ñèìâîë õ18, à çàãî-
ëîâêîì ïðàâîé - ñèìâîë "íàáîð". Â íàøåì ïðèìåðå õ25 ñîñòîèò èç ðàâåíñòâ
"êîîðä(A, K) = (a, b, c)", "êîîðä(B, K) = (d, e, f)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ25
íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ õ25. Â
íàøåì ïðèìåðå - "(a, b, c)" è "(d, e, f)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðìû íàáîðà õ26 èìå-
þò îäèíàêîâûå êîëè÷åñòâà êîðíåâûõ îïåðàíäîâ. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð çàãîëîâêîâ êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìîâ õ26, çàïèñàííûõ ïîäðÿä. Â íàøåì
ïðèìåðå - "a, b, c, d, e, f". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ27 - íàáîð ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ.

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïåðåìåí-
íîé õ29 - ðåçóëüòàò îòáðàñûâàíèÿ èç ñïèñêà åå àíòåöåäåíòîâ óòâåðæäåíèé õ25.
Ïåðåìåííûì õ30, õ31 ïðèñâàèâàþòñÿ ñïèñêè ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû è èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ30 - "a, b, c, d, e, f, A, B, K", õ31 -
"a, b, c, A,K".

Íà÷èíàåòñÿ ïðîñìîòð ðàâåíñòâ õ32 ñïèñêà õ25. Äëÿ òåêóùåãî òàêîãî ðàâåíñòâà
ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â íàáîð õ30 è
èìåþùèõ òàêóþ æå äëèíó, êàê ó ñïèñêà õ31. Ñïèñîê õ33 äîáàâëÿåòñÿ ê êîíöó
ñïèñêà õ30. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííûõ õ31
íà ïåðåìåííûå õ33 â òåðìå õ12 (â íàøåì ïðèìåðå - â ðàâåíñòâå "êðä(A, K) =
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(a, b, c)"). Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ34. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ32 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè S â òåðì
õ34 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ35. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåí-
íûõ, â êîòîðûå ïîäñòàíîâêîé S ïåðåâîäÿòñÿ ïåðåìåííûå õ33. Ïåðåìåííîé õ38
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ðåçóëüòàòàì ïå-
ðåîáîçíà÷åíèÿ â òåðìàõ ñïèñêà õ17 ïåðåìåííûõ õ31 íà õ33. Ïåðåìåííîé õ39
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ðåçóëüòàòàì ïå-
ðåîáîçíà÷åíèÿ â îòëè÷íûõ îò õ12 òåðìàõ ñïèñêà õ18 ïåðåìåííûõ õ31 íà õ33.
Çàòåì ê ñïèñêó õ29 ïðèñîåäèíÿþòñÿ ýëåìåíòû ñïèñêà õ39, à ê òåðìó õ28 ïðè-
ìåíÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé õ38 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ37. Äàëåå - ïåðåõîä
ê î÷åðåäíîìó ðàâåíñòâó õ32 ñïèñêà õ25.

Â íàøåì ïðèìåðå, ïîñëå óêàçàííîãî öèêëà ïðîñìîòðà ñïèñêà õ25, çíà÷åíèåì ïå-
ðåìåííîé õ28 ñòàíîâèòñÿ òåðì "êîîðä(A+B, K) = (êðä(A, K, 1)+êðä(B, K, 1),
êðä(A, K, 2)+êðä(B, K, 2), êðä(A, K, 3)+êðä(B, K, 3))", çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé
õ29 - ñïèñîê "ñèñòêîîðä(K)", "Âåêòîð(A)", "Âåêòîð(B)", "Òðåõìåðí(K)". Ñïè-
ñîê õ30 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ a, b, c, d, e, f, A, B, K, g, h, i, j, k, l, m, n, p, q.

Äàëåå òåðì õ28 - ðàâåíñòâî äëÿ íàáîðà êîîðäèíàò - ïðåîáðàçóåòñÿ â êîíúþíê-
öèþ ðàâåíñòâ äëÿ îòäåëüíûõ êîîðäèíàò. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé
åãî îêîí÷àòåëüíûé âèä:

"êðä(A+B, K, 1) = êðä(A, K, 1)+êðä(B, K, 1) & êðä(A+B, K, 2) = êðä(A, K, 2)+
êðä(B, K, 2) & êðä(A + B, K, 3) = êðä(A, K, 3) + êðä(B, K, 3)"

Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ29 è êîíñåêâåíòîì õ28. Îíà îáðàáà-
òûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Åñëè åå êîíñåêâåíò - êîíúþíêöèÿ, òî èì-
ïëèêàöèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî èìïëèêàöèé äëÿ îòäåëüíûõ êîíúþíêòèâ-
íûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà, è êàæäàÿ èç íèõ ñíîâà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà". Çàòåì ðåçóëüòàòû ðåãèñòðèðóþòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.57 Õàðàêòåðèñòèêà "íîðìîòð"

Õàðàêòåðèñòèêîé "íîðìîòð(x N)" ñíàáæàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü
êîòîðîé åñòü ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå ñ çàãîëîâêîì "îòðèöàíèå", çàìåíÿþùàÿ -
ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå áåç îòðèöàíèÿ, ïðè÷åì ãëóáèíà âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé x
â çàìåíÿåìîå è çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèÿ (áåç ó÷åòà îòðèöàíèÿ) ðàâíà 1, à ÷èñëî åå
âõîæäåíèé â êàæäîå èç ýòèõ óòâåðæäåíèé òîæå ðàâíî 1. N - óêàçàòåëü íàïðàâëåíèÿ
çàìåíû.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Êîíòðàïîçèöèÿ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè äëÿ èñêëþ÷åíèÿ îòðèöàíèÿ â êîíñå-
êâåíòå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abde(∀c(d(c) & a(c) < b(c)→ ¬e(c))↔ ∀c(d(c) & e(c)→ b(c) ≤ a(c)))

èç òåîðåìû
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∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ¬(a < b)↔ b ≤ a)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ó òåîðåìû íåò ñóùåñòâåííûõ ïîñûëîê. Ïåðåìåííîé õ10 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâîê - ñèìâîë "íå". Ïå-
ðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàþòñÿ
ïàðàìåòðû çàìåíÿåìîãî òåðìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíè ñîâïàäàþò ñ ïàðàìåòðàìè
çàìåíÿþùåãî. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ13, íå âõîäÿùàÿ â ñïèñîê õ12. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè
â êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ10 âìåñî ïåðåìåííûõ f ñïèñêà õ12 òåðìîâ "f(13)".
Â íàøåì ïðèìåðå õ15 èìååò âèä a(c) < b(c)". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â òåðì õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - b(c) ≤ a(c)".
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ïåðåìåííûõ F, G, îòëè÷íûõ îò õ13 è íå
âõîäÿùèõ â ñïèñîê õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå d, e. Ïåðåìåííîé õ18
ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì F (13), ïåðåìåííîé õ19 - òåðì G(13). Â íàøåì ïðèìåðå -
òåðìû d(c), e(c). Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü êâàíòîðíîé
èìïëèêàöèè ñ àíòåöåäåíòàìè õ18, õ15 è êîíñåêâåíòîì "íå(õ19)" êâàíòîðíîé
èìïëèêàöèè ñ àíòåöåäåíòàìè õ18, õ19 è êîíñåêâåíòîì õ16. Ñâÿçûâàþùàÿ ïðè-
ñòàâêà ýòèõ èìïëèêàöèé ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé õ13. Ïåðåìåííîé
õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ áåç àíòåöåäåíòîâ, êîíñåêâåíòîì êî-
òîðîé ñëóæèò òåðì õ20. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé
õàðàêòåðèñòèêîé "èìïëèêàíò(âòîðîéòåðì)".

2. Ïåðåáðîñêà îòðèöàíèÿ â êîíñåêâåíòå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ¬(b ≤ a)↔ a < b)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ¬(a < b)↔ b ≤ a)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà íå èìååò ñóùåñòâåííûõ ïîñûëîê. Ïåðåìåííîé õ10
ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâîê - ñèìâîë "íå".
Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëåìåí-
òàðåí è ÷òî ïàðàìåòðû òåðìîâ õ10, õ11 îäèíàêîâû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
òåìè æå àíòåöåäåíòàìè, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû. Êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ýê-
âèâàëåíòíîñòü îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ11 êîðíåâîìó îïåðàíäó óòâåðæäåíèÿ
õ10. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.58 Õàðàêòåðèñòèêà "îáîáùïîäñò"

Õàðàêòåðèñòèêîé "îáîáùïîäñò)" ñíàáæàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ õàðàêòåðèñòèêîé "ôóíê-
ïåðåõ(. . .)", ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷èòü îáîáùåíèå òåîðåìû, îïðåäåëÿþùåé ðàññìàòðè-
âàåìóþ ôóíêöèîíàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó. Íàïîìíèì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà "ôóíêïå-
ðåõ(i)" îçíà÷àåò, ÷òî òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé îïðåäåëåíèÿ ôóíê-
öèîíàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè (íàïðèìåð, ïåðâîîáðàçíîé). Ïðè ýòîì i - íîìåð îïåðàíäà
êîíñåêâåíòà, íà êîòîðîì ðàñïîëîæåíà õàðàêòåðèçóåìàÿ ôóíêöèÿ.
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Âàðüèðîâàíèå àíòåöåäåíòà

1. Ïîïûòêà ðåàëèçàöèè îáîáùàåìîãî àíòåöåäåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bgh(¬(b = 0) & ¬(g = 0) & b−÷èñëî & g−÷èñëî & h−÷èñëî→ ïåðâîîáðàçíàÿ(
λx(sin(h + bx/g), x− ÷èñëî), λd(−g cos(h + bd/g)/b, d− ÷èñëî)))

èç òåîðåìû

∀abcgh(¬(b = 0) & ¬(g = 0) & b−÷èñëî & g−÷èñëî & h−÷èñëî & ïåðâîîáðàçíàÿ(
a, c)→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(h + bx/g), x− ÷èñëî), λd(gc(h + bd/g)/b, d− ÷èñëî)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(sin x, x− ÷èñëî), λb(− cos b, b− ÷èñëî))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïåð-
âîîáðàçíàÿ". Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà ñ òåì æå
çàãîëîâêîì õ9. Îïðåäåëÿåòñÿ ðàçäåë õ11, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ9. Â
íàøåì ïðèìåðå - "èíòåãðàëû". Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû äàííîãî ðàçäåëà,
èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "ôóíêïåðåõ(i)". è íå èìåþùèå õàðàêòåðèñòèê "åäí",
"îáîáùâõîæä". Â íàøåì ïðèìåðå - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà.
Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû ëèáî, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèåé, êàê â íàøåì ïðèìå-
ðå, âõîæäåíèå åå ëåâîãî êðàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ18 ðàñïîëîæåí
ñèìâîë õ9. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå i - ãî îïåðàíäà âõîæäåíèé
õ18. Â íàøåì ïðèìåðå i = 1 è õ19 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "λx(sin x, x− ÷èñëî)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ19 ðàñïîëîæåí îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïå-
ðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà ýòîãî îïèñàòåëÿ. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå" (ò.å. âûðàæåíèå, îïðå-
äåëÿþùåå åãî çíà÷åíèå) ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè. Åñëè
äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ. òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà íå
èìååò àíòåöåäåíòà ñ çàãîëîâêîì õ9. Ïðîöåäóðà "âûâîäïîñûëêè" óíèôèöèðó-
åò àíòåöåäåíò õ10 ñ êîíñåêâåíòîì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû è çàìåíÿåò åãî íà
îáðàáîòàííûå óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêîé àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû. Ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà. Åìó ïåðåäàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà "åäí". Êðîìå òîãî, õàðàêòåðè-
çàòîð ââîäèò õàðàêòåðèñòèêó "ôóíêïåðåõ(. . .)".

2. Âàðüèðîâàíèå àíòåöåäåíòà ñ ïîìîùüþ òåîðåìû, èìåþùåé õàðàêòåðèñòèêó "êîí-
òðîëüâûâîäà".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀befghj(¬(b = 0) & ¬(g = 0) & b− ÷èñëî & g − ÷èñëî & h− ÷èñëî &
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(e(g(−h + tg x)/b)/(cos x)2, x− ÷èñëî), f)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(e(x), x− ÷èñëî), λx(gf(arctg(h + bx/g))/b, x− ÷èñëî)))

èç òåîðåìû
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∀abcgh(¬(b = 0) & ¬(g = 0) & b− ÷èñëî & g − ÷èñëî & h− ÷èñëî &
ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c)→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(h + bx/g), x− ÷èñëî),
λd(gc(h + bd/g)/b, d− ÷èñëî)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bc(ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(b(tg x)/(cos x)2, x− ÷èñëî), c)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(b, λd(c(arctg d), d− ÷èñëî)))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïåð-
âîîáðàçíàÿ". Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà ñ çàãîëîâ-
êîì õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c". Â ñïèñêå âûâîäà âûáèðàåò-
ñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé è èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòè-
êó õ13 ñ çàãîëîâêîì "êîíòðîëüâûâîäà". Â íàøåì ïðèìåðå - õàðàêòåðèñòèêó
"êîíòðîëüâûâîäà(b x arctg x)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà ýòà - êâàíòîðíàÿ èì-
ïëèêàöèÿ, ó êîòîðîé çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà ðàâåí õ9. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàè-
âàåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, ïîëó÷àåìàÿ èç äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äîáàâ-
ëåíèåì àíòåöåäåíòà õ13. Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ15 ïðå-
îáðàçîâàíèÿ èñõîäíîé òåîðåìû ïóòåì "âûâîäà" åå àíòåöåäåíòà õ10 ïðè ïîìîùè
òåîðåìû õ14. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè èìïëèêàöèè
õ15 îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì:

∀befghj(¬(b = 0) & ¬(g = 0) & b − ÷èñëî & g − ÷èñëî & h − ÷èñëî & êîíòðîëü-
âûâîäà(e, j, arctg(j)) & ïåðâîîáðàçíàÿ(λa(e(tg a)/(cos a)2, a− ÷èñëî), f)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(e(h + bx/g), x− ÷èñëî), λd(gf(arctg(h + bd/g)/b, d− ÷èñëî))))

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ àíòåöåäåíò èìïëèêàöèè õ16, èìåþùèé çàãîëî-
âîê "êîíòðîëüâûâîäà", à ïåðåìåííîé õ19 - ðåçóëüòàò îòáðàñûâàíèÿ ó èìïëè-
êàöèè õ16 ýòîãî àíòåöåäåíòà. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîí-
ñåêâåíòà òåîðåìû õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò èìååò çàãîëîâîê õ9.
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðâîãî îïåðàíäà êîíñåêâåíòà õ20.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåí îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå".
Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ. Â
íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå òåðìà e(h+ bx/g). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ
õ22 ðàñïîëîæåí ñèìâîë "çíà÷åíèå". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ
- ïåðâûé îïåðàíä òåðìà "çíà÷åíèå(. . .)". Â íàøåì ïðèìåðå - "e". Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî ýòà æå ïåðåìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì îïåðàíäîì òåðìà õ18. Ïåðåìåííîé
õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - âòîðîé îïåðàíä òåðìà õ18. Â íàøåì ïðèìåðå
- ïåðåìåííàÿ "j". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âòî-
ðîãî îïåðàíäà òåðìà õ22 âìåñòî ïåðåìåííîé õ24 â òåðì õ18. Â íàøåì ïðèìåðå
ïîëó÷àåòñÿ "arctg(h+bx/g)". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ ñâÿçû-
âàþùåé ïðèñòàâêè îïèñàòåëÿ õ21. Â íàøåì ñëó÷àå - x. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâà-
èâàåòñÿ àíòåöåäåíò èìïëèêàöèè õ19, èìåþùèé çàãîëîâîê õ9. Â íàøåì ïðèìåðå
- "ïåðâîîáðàçíàÿ(λa(e(tg a)/(cos a)2, a − ÷èñëî), f)". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàè-
âàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðâîãî îïåðàíäà òåðìà õ27. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó âõî-
æäåíèþ ðàñïîëîæåí îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ29
ñèìâîëà "çíà÷åíèå" â ïîñëåäíèé îïåðàíä äàííîãî îïèñàòåëÿ. Â íàøåì ïðèìåðå
- âõîæäåíèå òåðìà "e(tg a)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ29
- ïåðåìåííàÿ õ23. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âòîðûõ îïåðàíäîâ
òåðìîâ õ22 è õ29. Â íàøåì ïðèìåðå - "h + bx/g = tg a".
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Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò àíòåöåäåíòû òåîðå-
ìû õ19, à åäèíñòâåííûì óñëîâèåì - ðàâåíñòâî õ30. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé",
"ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "îäç", "íåèçâåñòíûå õ26". Îòâåò çàäà-
÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ33. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "¬ cos a =
0) & a − ÷èñëî & x = g(−h + tg a)/b". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îòâåòà. Ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ35 ñ ïåðå-
ìåííîé õ26 â ëåâîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "x = g(−h + tg a)/b".
Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà, ïåðåìåííîé õ37 - ðå-
çóëüòàò çàìåíû â òåîðåìå õ19 âòîðîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ29 íà òåðì õ36,
à âõîæäåíèÿ õ21 - íà òåðì "îòîáðàæåíèå(õ26 ÷èñëî(õ26) çíà÷åíèå(õ23 õ26))".
Â òåîðåìå õ37 âñå ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå îïèñàòåëåé "îòîáðàæåíèå", îòëè÷íûå
îò õ26, ïåðåîáîçíà÷àþòñÿ íà õ26. Çàòåì õ37 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà è
ñíàáæàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé, ïîëó÷åííîé èç òåðìà õ18 çàìåíîé åãî ïîñëåäíåãî
îïåðàíäà íà òåðì õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - õàðàêòåðèñòèêîé "êîíòðîëüâûâîäà(õ5
õ10 arctg(h+bd/g))". Õàðàêòåðèçàòîðó ðàçðåøàåòñÿ äîáàâëÿòü õàðàêòåðèñòèêè
ñ çàãîëîâêàìè "ôóíêïåðåõ", "óïðîùèíòåãðàë".

3.59 Õàðàêòåðèñòèêà "îáùíîðì"

Õàðàêòåðèñòèêîé "îáùíîðì(N)" ñíàáæàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü îáùåé ñòàíäàðòèçà-
öèè óòâåðæäåíèÿ, íå èìåþùåãî âèäà äèçúþíêöèè ëèáî êîíúþíêöèè. Çàìåíÿþùåå
óòâåðæäåíèå - ýëåìåíòàðíîå. N - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Âûâîä ýêâèâàëåíòíîñòè èç ýêâèâàëåíòíîñòè.

(a) Ïîïûòêà ïåðåõîäà ê îòðèöàíèÿì â ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçà-
öèè, ïðè êîòîðîì óòâåðæäåíèå â çàìåíÿåìîé ÷àñòè ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ
áåç îòðèöàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ |a| ≤ 0↔ a = 0)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ 0 < |a| ↔ ¬(a = 0))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëå-
ìåíòàðåí. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé
õ12 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ12 íåïóñò, à õ11 ýëå-
ìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ10. Â
íàøåì ïðèìåðå - "¬(0 < |a|)". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
óïðîùåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ13 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ12 ïðè ïîìîùè âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"|a| ≤ 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ15 è íå èìååò çàãîëîâêà "íå".
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ12, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëó-
æèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèÿ õ15 îòðèöàíèþ óòâåðæäåíèÿ õ11. Ýòà
èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.
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(b) Ïåðåõîä ê îòðèöàíèÿì â ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ñ êâàí-
òîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ â çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ∀c(a < c & c− ÷èñëî→ b ≤ c)↔ b ≤ a)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ∃c(c < b & a < c & c− ÷èñëî)↔ a < b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî åå çàãîëîâîê - êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ çàìåíÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòîò ñïèñîê íåïóñò è ÷òî óòâåðæäåíèå õ11 ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ11. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîä êâàíòîðîì õ10, ïåðåìåííîé õ15
- ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà ýòîãî êâàíòîðà. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò îòáðàñûâàíèÿ èç ñïèñêà õ14 âñåõ óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ
äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ êîíñåêâåíòà ïî î.ä.ç. Â ñïèñêå õ17 âûáèðàåòñÿ óòâåð-
æäåíèå õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - "c < b". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî
îòðèöàíèå. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ óòâåðæäå-
íèÿ õ18 èç ñïèñêà õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò è ÷òî âñå åãî ýëåìåíòû íå
èìåþò çàãîëîâêà "íå". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëè-
êàöèÿ ñî ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêîé õ15, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ
óòâåðæäåíèÿ õ20, à êîíñåêâåíòîì - óòâåðæäåíèå õ19. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ12, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü
èìïëèêàöèè õ21 óòâåðæäåíèþ õ13. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(c) Ïåðåíåñåíèå â àíòåöåäåíòû îòðèöàíèÿ äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà çàìåíÿåìîé
÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & 0 ≤ a− b→ b < a↔ ¬(a = b))

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a < b ∨ b < a↔ ¬(a = b))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî åå çàãîëîâîê - ñèìâîë "èëè". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþ-
ùèé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëåìåíòàðåí. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâà-
åòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí
èìååò äëèíó 2 è ñîñòîèò èç ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Ïåðåìåí-
íîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò íàáîðà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "a < b".
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäå-
íèÿ õ13, à óñëîâèåì - îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ14. Åäèíñòâåííàÿ öåëü ýòîé
çàäà÷è - "óïðîñòèòü". Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ16. Ñî-
çäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ13 è
óòâåðæäåíèå õ16, à êîíñåêâåíòîì - ýêâèâàëåíòíîñòü îòëè÷íîãî îò õ14 ýëå-
ìåíòà ñïèñêà õ12 óòâåðæäåíèþ õ11. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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(d) Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, âûïîëíÿþùåé ñâåðò-
êó êîíúþíêöèè, ýêâèâàëåíòíîñòåé, ïîëó÷åííûõ ïåðåíåñåíèåì âñåõ êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ, êðîìå îäíîãî, â àíòåöåäåíòû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(¬(b = 0) & a − ÷èñëî & c − ÷èñëî & ÷èñëèòåëü(b) − even & b −
rational & 0 ≤ ac→ ab = ac ↔ a = c)

èç òåîðåìû

∀abc(¬(b = 0) & a−÷èñëî & c−÷èñëî & ÷èñëèòåëü(b)−even & b−rational→
ab = ac & 0 ≤ ac↔ a = c)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî åå çàãîëîâîê - ñèìâîë "è". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþ-
ùèé òåðì, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ10. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî âñå îíè ýëåìåíòàðíû. Âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ14 ñïèñêà õ13.
Â íàøåì ñëó÷àå - "ab = cb". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äî-
áàâëåíèÿ ê ñïèñêó àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ13, îòëè÷íûõ
îò óòâåðæäåíèÿ õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 íå âõîäèò â ñïèñîê óòâåðæäå-
íèé, îïðåäåëÿþùèõ î.ä.ç. äëÿ ñïèñêà õ16. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ16, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåð-
æäåíèé õ14 è õ11. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(e) Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, ñâîðà÷èâàþùåé
äèçúþíêöèþ ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé A1, . . . , An â ýëåìåíòàðíîå óòâåð-
æäåíèå B, ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè äëÿ äèçúþíêöèè Ai è
B.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a < b ∨ a ≤ b↔ a ≤ b)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a < b ∨ a = b↔ a ≤ b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî åå çàãîëîâîê - ñèìâîë "èëè". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþ-
ùèé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëåìåíòàðåí. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ10. Â ñïèñêå õ12 âûáèðàåò-
ñÿ ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "a < b". Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ14, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü äèçú-
þíêöèè óòâåðæäåíèé õ13 è õ11 óòâåðæäåíèþ õ11. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

(f) Ïîïûòêà ïåðåíåñåíèÿ îòðèöàíèÿ ñóùåñòâåííîãî àíòåöåäåíòà â äèçúþíê-
òèâíûå ÷ëåíû çàìåíÿþùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ a & 0 ≤ c→ −cb + ab = 0↔
a = c ∨ b = 0)
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èç òåîðåìû

∀abc(¬(a = c) & a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & 0 ≤ a & 0 ≤ c →
−cb + ab = 0↔ b = 0)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ12
- íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Â ýòîì ñïèñêå âûáèðàåòñÿ ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò
õ15, èìåþùèé âèä îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå - "¬(a = c)".
Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â íàáîðå õ12 àíòåöåäåíòà
õ15 íà åãî ðàâåíñòâî. Â íàøåì ïðèìåðå - íà "a = c". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà
äîêàçàòåëüñòâî ñ ïîñûëêàìè õ16 è óñëîâèåì õ10. Åñëè ïîëó÷åí îòâåò "èñ-
òèíà", òî ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèÿ õ10
äèçúþíêöèè çàìåíÿþùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè è óêàçàííîãî ðàâåíñòâà.
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷åíû èñêëþ÷åíèåì èç
íàáîðà õ12 óòâåðæäåíèÿ õ15, à êîíñåêâåíò - óòâåðæäåíèå õ18. Îíà îáðà-
áàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(g) Ïîïûòêà èçâëå÷ü èç ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ýêâèâàëåíò-
íîñòü äëÿ óñèëåíèÿ, èñïîëüçóþùóþ ðàâåíñòâî èç ïîñûëîê.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abde(a−set & d−set & e−set & íåïåðåñåê(a, d) & b = d∪e→ a ⊆ b↔ a ⊆ e)

èç òåîðåìû

∀ade(a− set & d− set & e− set & íåïåðåñåê(a, d)→ a ⊆ d ∪ e↔ a ⊆ e)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìå-
íÿåìûé. Â õ10 è õ11 íàõîäÿòñÿ òàêèå íàèìåíüøèå ïîäòåðìû, ÷òî ýòè òåðìû
îòëè÷àþòñÿ òîëüêî âíóòðè äàííûõ ïîäòåðìîâ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâà-
åòñÿ âõîæäåíèå ïîäòåðìà â õ10, ïåðåìåííîé õ13 - â õ11. Â íàøåì ïðèìåðå
õ12 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà e, õ13 - ïîäòåðìà d ∪ e. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî
âõîæäåíèþ õ12 ðàñïîëîæåí ïðåäèêàòíûé ñèìâîë. Ïåðåìåííîé õ14 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ12, ïåðåìåííîé õ15 - ïî âõîæäåíèþ
õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 áåñïîâòîðíî è ÷òî õ14 ïîëó÷àåòñÿ èç õ15 âû÷åð-
êèâàíèåì ÷àñòè îïåðàíäîâ íåêîòîðûõ îïåðàöèé, à òàêæå çàìåíîé ÷àñòè
íåêîíñòàíòíûõ ïîäòåðìîâ íà ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì
õ15 èìååò ïàðàìåòðû, íå âõîäÿùèå â òåðì õ14. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ
õ16, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ13 â òåðì õ11 íà õ16.
Â íàøåì ïðèìåðå - "a ⊆ b". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ,
àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé
òåîðåìû ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ16 è õ15, à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ýêâè-
âàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ10 è õ17. Îðèåíòàöèÿ - òà æå, ÷òî â èñõîäíîé
òåîðåìå. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(h) Ïåðåíåñåíèå â àíòåöåäåíòû âñåõ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿåìîé ÷à-
ñòè, êðîìå ñàìîãî ñëîæíîãî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bce(¬(b = 0) & c−÷èñëî & e−÷èñëî & ÷èñëèòåëü(b)−even & b− rational &
ce ≤ 0→ cb = eb ↔ c = −e)
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èç òåîðåìû

∀bce(¬(b = 0) & c−÷èñëî & e−÷èñëî & ÷èñëèòåëü(b)−even & b−rational→
cb = eb & ce ≤ 0↔ c = −e)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îíà èìååò çàãîëîâîê "è". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé
òåðì, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâà-
èâàåòñÿ îöåíêà ñëîæíîñòè òåðìà õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè
òåðìà õ11 ìåíüøå õ14. Â ñïèñêå õ13 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ15, îöåíêà
ñëîæíîñòè êîòîðîãî ðàâíà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "cb = eb". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè äðóãèõ ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ13 ìåíüøå õ14. Ïåðåìåí-
íîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ12 îòëè÷íûõ îò õ15
ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ13. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16, êîíñå-
êâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü õ15 è õ11. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(i) Ïåðåíåñåíèå â êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû çàìåíÿåìîé ÷àñòè àíòåöåäåíòà, ÿâ-
ëÿþùåãîñÿ ñëåäñòâèåì çàìåíÿþùåé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− öåëîå & 0 < a↔ a− íàòóðàëüíîå)

èç òåîðåìû

∀a(a− öåëîå→ 0 < a↔ a− íàòóðàëüíîå)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìå-
íÿåìûé. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îí îäíîýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿåìîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ14 - åäèíñòâåííûé
àíòåöåäåíò òåîðåìû. Ïðè ðàçáëîêèðîâàííûõ ïðèåìàõ ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14
- ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ13. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ïðîâåðî÷íûé îïåðà-
òîð. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ áåç àíòåöåäåíòîâ, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëó-
æèò ýêâèâàëåíòíîñòü êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ14 è õ11 óòâåðæäåíèþ
õ10. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(j) Ïåðåíåñåíèå â àíòåöåäåíòû êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà çàìåíÿåìîé ÷àñòè äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè óñèëåíèÿ îäíîìåñòíîãî ïðåäèêàòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(0 < a & a− ÷èñëî→ a− öåëîå↔ a− íàòóðàëüíîå)

èç òåîðåìû

∀a(a− öåëîå & 0 < a↔ a− íàòóðàëüíîå)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çà-
ãîëîâîê - ñèìâîë "è". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì,
ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõ-
ýëåìåíòíûé è ÷òî çàìåíÿþùèé òåðì õ11 èìååò äëèíó 2. Ïåðåìåííîé õ14
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ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Âûáè-
ðàåòñÿ ýëåìåíò õ15 ñïèñêà õ13, èìåþùèé äëèíó 2 è êîðíåâîé îïåðàíä õ14.
Â íàøåì ïðèìåðå - "a− öåëîå". Ðàññìàòðèâàåòñÿ ýëåìåíò õ16 ñïèñêà õ13,
îòëè÷íûé îò õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 < a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 íå ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîáîõîäèìûì äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. òåðìà õ16. Ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ
õ16 ïî î.ä.ç. Â íàøåì ïðèìåðå - "a − ÷èñëî". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àí-
òåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ12, õ17 è óòâåðæäåíèå õ16.
Êîíñåêâåíòîì åå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ15 è õ11. Èì-
ïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

(k) Ïåðåõîä îò ýêâèâàëåíòíîñòè äèçúþíêöèè ê ýêâèâàëåíòíîñòè îòðèöàíèÿ
êîíúþíêöèè îòðèöàíèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀c(c− ÷èñëî→ ¬(sin(2c) = 0)↔ ¬(sin c = 0) & ¬(cos c = 0))

èç òåîðåìû

∀c(c− ÷èñëî→ sin(2c) = 0↔ sin c = 0 ∨ cos c = 0)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî
çàãîëîâîê - ñèìâîë "èëè". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé
òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëåìåíòàðåí. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõ-
ýëåìåíòíûé è ñîñòîèò èç ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îöåíêè ñëîæíîñòè òåðìà õ11 è òåðìîâ ñïèñêà õ12 îäèíàêîâû. Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïîäòåðìîâ òåðìà õ11, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ
ñëîæíîñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îäíîýëåìåíòíûé. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ,
àíòåöåäåíòû êîòîðîé òàêèå æå, êàê ó èñõîäíîé òåîðåìû, à êîíñåêâåíòîì
ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ11 êîíúþíêöèè îòðè-
öàíèé óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ12. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Âûâîä èìïëèêàöèè èç ýêâèâàëåíòíîñòè.

(a) Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè èìïëèêàöèè äëÿ
ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà áåç èñïîëüçîâàíèÿ êîíòðàïîçèöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ m + n− öåëîå)

èç òåîðåìû

∀mn(n− ÷èñëî & m− öåëîå→ m + n− öåëîå↔ n− öåëîå)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëå-
ìåíòàðíûé. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé
õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåð-
âîì èç íèõ ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ10, à ïåðåìåí-
íîé õ14 - 0. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå
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óòâåðæäåíèÿ õ10, à ïåðåìåííîé õ14 - 1. Â íàøåì ïðèìåðå áåðåòñÿ ïåðâûé
ñëó÷àé, ò.å. õ13 - "öåëîå(m + n)". Âíóòðè òåðìà õ13 áåðåòñÿ âõîæäåíèå
õ15 ñèìâîëà õ16, ïî êîòîðîìó ñïðàâî÷íèê "ëåãêîâèäåòü" îïðåäåëÿåò ñó-
ùåñòâîâàíèå ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà äëÿ îáðàáîòêè óòâåðæäåíèÿ õ13. Â
íàøåì ïðèìåðå õ16 - ñèìâîë "öåëîå", ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð - "óñìöåëîå".
Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê S - îáúåäèíåíèå àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû è êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ òåðìà õ11 â ñëó÷àå õ14 = 0 è îòðèöàíèÿ òåðìà õ11 â ñëó÷àå
õ14 = 1. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ïðîöåäóðîé
"íîðìàíòåöåäåíòû" ñïèñêà S îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ13. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî â ýòîì ðåçóëüòàòå îòñóòñòâóþò êîíñòàíòà "ëîæü" è ðàâåí-
ñòâà ïåðåìåííûõ íå ñîäåðæàùèì ýòèõ ïåðåìåííûõ òåðìàì. Ïåðåìåííîé
õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ18 è êîíñåêâåíòîì õ13.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð íà òåêóùèé ìîìåíò íå ñïîñîáåí
óñìîòðåòü èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ õ13 èç ïîñûëîê õ18. Ïðîöåäóðà "Èñ-
êëàíò" ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó îòáðîñèòü àíòåöåäåíòû èìïëèêàöèè õ19,
áåç êîòîðûõ åå èñòèííîñòü ñîõðàíÿåòñÿ. Îíà èñïîëüçóåò çàäà÷ó íà äîêàçà-
òåëüñòâî è îòìåíÿåò íà âðåìÿ åå ðåøåíèÿ áëîêèðîâêè ïðèåìîâ. Ðåçóëüòàò
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Äîïóñêàþòñÿ òîëüêî õàðàêòåðèñòèêè ñ
çàãîëîâêàìè "ñïóñê", "Ñïóñê", "ëåãêîâèäåòü".

(b) Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü
êîòîðîé èìååò âèä êîíúþíêöèè, èìïëèêàöèè äëÿ ïðèåìà âûâîäà êîíúþíê-
òèâíîãî ÷ëåíà (ñ íîðìàëèçàöèåé òåîðåìû).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(C ∈ îòðåçîê(AB) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà→ l(AB) =
l(AC) + l(BC))

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà→ C ∈ îòðåçîê(AB)↔ C − òî÷êà & l(AB) =
l(AC) + l(BC))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çà-
ãîëîâîê - ñèìâîë "è". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì,
ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ10. Â ýòîì íàáîðå âûáèðàåò-
ñÿ ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå õ14, îöåíêà ñëîæíîñòè êîòîðîãî íå ìåíüøå
îöåíêè ñëîæíîñòè óòâåðæäåíèÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - óòâåðæäåíèå
"l(AB) = l(AC)+ l(BC)". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâ-
ëåíèÿ ê ñïèñêó õ12 óòâåðæäåíèÿ õ11. Äàëåå ê õ15 äîáàâëÿþòñÿ óòâåðæäå-
íèÿ ñïèñêà õ13, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. óòâåðæäåíèÿ
õ14. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ15 è êîíñåêâåíòîì õ14. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âû-
âîäà.

(c) Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü
êîòîðîé èìååò âèä êîíúþíêöèè, èìïëèêàöèè äëÿ ïðèåìà âûâîäà êîíúþíê-
òèâíîãî ÷ëåíà (áåç íîðìàëèçàöèè òåîðåìû).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀d(d− ÷èñëî & sin d ≤ 0 & cos d ≤ 0 & ¬(sin(2d) = 0)→ cos d < 0)

èç òåîðåìû

∀d(d− ÷èñëî & sin d ≤ 0 & cos d ≤ 0→ 0 < sin(2d)↔ sin d < 0 & cos d < 0)

Äî ìîìåíòà ôîðìèðîâàíèÿ èòîãîâîé èìïëèêàöèè äåéñòâèÿ ñîâïàäàþò ñ
ïðåäûäóùèì ïðèåìîì. Çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé õ14 çäåñü ÿâëÿåòñÿ óòâåð-
æäåíèå "cos d < 0". Äàëåå ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðà-
áîòêè ñïèñêà õ15 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåò-
ðîâ òåðìà õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå õ16 íåò ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé
òåðìó, íåñîäåðæàùåìó ýòó ïåðåìåííóþ. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöå-
äåíòàìè õ16 è êîíñåêâåíòîì õ14, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäûäóùèé ïðèåì â àíàëîãè÷íîé ñèòóàöèè íå ïðåîáðàçóåò
íåðàâåíñòâî äëÿ ñèíóñà äâîéíîãî óãëà â îòðèöàíèå ðàâåíñòâà. Òàêèì îá-
ðàçîì, äàííûé ïðèåì, õîòÿ è íå îáðàùàåòñÿ ê îïåðàòîðó "íîðìòåîðåìà",
âûïîëíÿåò áîëåå ñèëüíóþ ñòàíäàðòèçàöèþ.

(d) Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü
êîòîðîé èìååò âèä êîíúþíêöèè, èìïëèêàöèè ñ çàìåíÿþùåé ÷àñòüþ â êîí-
ñåêâåíòå (ñ ïðåäîáðàáîòêîé àíòåöåäåíòîâ).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀d(sin d < 0 & cos d < 0 & d− ÷èñëî→ 0 < sin(2d))

èç òåîðåìû

∀d(d− ÷èñëî & sin d ≤ 0 & cos d ≤ 0→ 0 < sin(2d)↔ sin d < 0 & cos d < 0)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çà-
ãîëîâîê - ñèìâîë "è". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì,
ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè
ýëåìåíòàðíû. è ÷òî îöåíêà ñëîæíîòñè òåðìà õ10 íå ìåíüøå îöåíêè ñëîæ-
íîñòè òåðìà õ11. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè êîí-
êàòåíàöèè ñïèñêîâ õ12 è õ13 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëü-
íî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ11. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ14 è
êîíñåêâåíòîì õ11, êîòîðàÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(e) Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü
êîòîðîé èìååò âèä êîíúþíêöèè, èìïëèêàöèè ñ çàìåíÿþùåé ÷àñòüþ â êîí-
ñåêâåíòå (áåç ïðåäîáðàáîòêè àíòåöåäåíòîâ).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü âûâîä òåîðåìû

∀a(0 < a & a− öåëîå→ a− íàòóðàëüíîå)

èç òåîðåìû

∀a(a− öåëîå & 0 < a↔ a− íàòóðàëüíîå)

Îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïðèåìà ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî îòñóòñòâóåò îá-
ðàùåíèå ê îïåðàòîðó "íîðìàíòåöåäåíòû", à ñðåäè õàðàêòåðèñòèê èòîãîâîé
òåîðåìû âûáèðàþòñÿ ëèøü òå, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòî-
ðàìè.
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(f) Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü
êîòîðîé èìååò âèä êîíúþíêöèè, èìïëèêàöèè ñ êîíúþíêòèâíûì ÷ëåíîâ
çàìåíÿåìîé ÷àñòè â êîíñåêâåíòå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀n(n− íàòóðàëüíîå→ 0 ≤ n− 1)

èç òåîðåìû

∀n(n− öåëîå & 0len− 1↔ n− íàòóðàëüíîå)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çà-
ãîëîâîê - ñèìâîë "è". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì,
ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè
ýëåìåíòàðíû. è ÷òî îöåíêà ñëîæíîòñè òåðìà õ10 íå ìåíüøå îöåíêè ñëîæ-
íîñòè òåðìà õ11. Ñðåäè óòâåðæäåíèé õ13 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ14,
èìåþùåå åäèíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 ≤ n−1". Ñïðà-
âî÷íèê "ëåãêîâèäåòü" îïðåäåëÿåò ñóùåñòâîâàíèå ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà,
óñìàòðèâàþùåãî èñòèííîñòü óòâåðæäåíèé âèäà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå -
"óñììåíüøåèëèðàâíî". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïî-
ëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ê ñïèñêó õ12 óòâåðæäåíèÿ õ11, à êîíñåêâåíòîì ñëó-
æèò óòâåðæäåíèå õ14. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(g) Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü
êîòîðîé èìååò âèä êîíúþíêöèè, èìïëèêàöèè äëÿ ïðèåìà óñìîòðåíèÿ îò-
ðèöàíèÿ çàìåíÿþùåé ÷àñòè èç îòðèöàíèÿ êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà çàìåíÿ-
åìîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & < −l(AB) + l(AC) & A− òî÷êà & B − òî÷êà→
¬(C ∈ îòðåçîê(AB)))

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ¬(A = B)→ C ∈ îòðåçîê(AB)↔
C − òî÷êà & òî÷êàëó÷à(A, B, C) & l(AC) ≤ l(AB))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çà-
ãîëîâîê - ñèìâîë "è". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì,
ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ10. Ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ ýëå-
ìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå õ14, îöåíêà ñëîæíîñòè êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò
îöåíêè ñëîæíîñòè òåðìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(AC) ≤ l(AB)". Ïå-
ðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ12 îòðèöà-
íèå óòâåðæäåíèÿ õ14. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè
ñïèñêà õ15 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåð-
ìà õ11. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16, êîíñåêâåíòîì êîòî-
ðîé ñëóæèò îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ11. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"Íîðìòåîðåìà", ñ ïåðåäà÷åé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå
êîììåíòàðèÿ "îòðë", áëîêèðóþùåãî êîíòðàïîçèöèè. Ðåçóëüòàò ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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(h) Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé ïðîñòîé
èìïëèêàöèè äëÿ èäåíòèôèöèðóþùåãî îïåðàòîðà (ïðÿìîé õîä).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aA(¬(a = A) & a− òî÷êà & A− òî÷êà→ òî÷êàëó÷à(A, a, a))

èç òåîðåìû

∀aA(a− òî÷êà & A− òî÷êà→ òî÷êàëó÷à(A, a, a)↔ ¬(a = A))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëå-
ìåíòàðåí. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé
õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ11 ýëåìåíòàð-
íî. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ10. Â íàøåì
ïðèìåðå - "òî÷êàëó÷à". Íàêîïèòåëü õ14 çàïîëíÿåòñÿ ñïðàâî÷íèêîì "Ñì"
çàãîëîâêàìè èäåíòèôèöèðóþùèõ îïåðàòîðîâ, çàêðåïëåííûõ çà ñèìâîëîì
õ13. Â íàøåì ïðèìåðå ýòè çàãîëîâêè ñóòü "òî÷êèëó÷à", "òî÷êàëó÷à". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî íàêîïèòåëü õ14 íåïóñò. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöå-
äåíòû êîòîðîé - óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ12 è óòâåðæäåíèå õ11, à êîíñåêâåíò
- õ10. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

(i) Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé ïðîñòîé
èìïëèêàöèè äëÿ èäåíòèôèöèðóþùåãî îïåðàòîðà (îáðàòíûé õîä).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & ¬(B = C) & ∠(ABC) = π & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà→ B ∈ îòðåçîê(AC))

èç òåîðåìû

∀ABC(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) & ¬(B = C) →
∠(ABC) = π ↔ B ∈ îòðåçîê(AC))

Îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïðèåìà ëèøü â òîì, ÷òî òåðìû õ10 è õ11 ìå-
íÿþòñÿ ìåñòàìè: õ13 - çàãîëîâîê òåðìà õ11; àíòåöåäåíòû ñîñòàâëÿþòñÿ èç
õ12 è õ10, à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò õ11.

(j) Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü
êîòîðîé åñòü ðàâåíñòâî, òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀de(d− set & e− set & d ⊆ e→ d \ e = ∅)

èç òåîðåìû

∀de(d− set & e− set→ d \ e = ∅ ↔ d ⊆ e)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëå-
ìåíòàðåí. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé
õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Ñíà÷àëî ïåðåìåí-
íîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì õ10 è ïåðåìåííîé õ14 - 0, à çàòåì ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå òåðìà õ10 è ïåðåìåííîé õ14 - 1. Â íàøåì
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ïðèìåðå õ13 - òåðì "d \ e = ∅", õ14 = 0. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê óòâåð-
æäåíèÿ õ13 - ñèìâîë "ðàâíî". Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê S, îáðàçîâàííûé óòâåð-
æäåíèÿìè õ12, à òàêæå êîíúþíêòèâíûìè ÷ëåíàìè óòâåðæäåíèÿ õ11 â ñëó-
÷àå õ14 = 0 è îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ11 â ñëó÷àå õ14 = 1. Ïåðåìåííîé
õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà S ïðîöåäóðîé "íîðìàíòå-
öåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 íå
ñîäåðæèò óòâåðæäåíèé ñ çàãîëîâêîì "èëè", à òàêæå ðàâåíñòâ ïåðåìåííîé
âûðàæåíèþ, íå ñîäåðæàùåìó ýòîé ïåðåìåííîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íîðìà-
ëèçàòîðû îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè íå ïðåîáðàçóþò îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà õ13
â îäíî è òî æå âûðàæåíèå. Òîãäà ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ15 è êîíñåêâåíòîì õ13, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà..

(k) Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü
êîòîðîé åñòü ðàâåíñòâî, òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå & âçàèìíîïðîñòû(m, n)→ íîä(m,n) = 1)

èç òåîðåìû

∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ âçàèìíîïðîñòû(m, n)↔ íîä(m,n) = 1)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëå-
ìåíòàðåí. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé
õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ11 ýëåìåíòàð-
íî. Åñëè åãî çàãîëîâîê - ñèìâîë "íå", òî ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
óòâåðæäåíèå ïîä îòðèöàíèåì, èíà÷å õ13 ñîâïàäàåò ñ õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ13 - ñèìâîë "ðàâíî". Åñëè çàãîëîâîê õ11 - ñèì-
âîë "íå", òî ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ10,
èíà÷å - óòâåðæäåíèå õ10. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - ðàâåíñòâî "íîä(m, n) =
1". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî õ14 - ðàâåíñòâî, ëèáî ñóùåñòâóåò ïðîâåðî÷-
íûé îïåðàòîð äëÿ îáðàáîòêè óòâåðæäåíèÿ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 -
"âçàèìíîïðîñòû(m, n)". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîò-
êè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ13
ñïèñêà, ïîëó÷àåìîãî äîáàâëåíèåì ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû óòâåðæäåíèÿ
õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â õ15 íåò ðàâåíñòâ ïåðåìåííîé âûðàæåíèþ, íå ñî-
äåðæàùåìó ýòó ïåðåìåííóþ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íîðìàëèçàòîðû îáùåé ñòàí-
äàðòèçàöèè íå ïðåîáðàçóþò îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà õ13 â îäíî è òî æå âûðà-
æåíèå. Òîãäà ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ15 è êîíñåêâåíòîì
õ13, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(l) Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè èìïëèêàöèè äëÿ
ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà ñ óñëîæíåííûì àíòåöåäåíòîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− set & ¬(card(a) = 0)→ ¬(a = ∅))

èç òåîðåìû

∀a(a− set→ card(a) = 0↔ a = ∅)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëå-
ìåíòàðåí. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé
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õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ
ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì õ11, à ïåðåìåííîé õ14 - 0. Âî âòîðîì
- ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå òåðìà õ11, à ïåðåìåííîé õ14 -
1. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - "¬(a = ∅)", õ14 = 1. Ïðîâåðÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå
ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà P äëÿ óòâåðæäåíèÿ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "óñì-
íåïóñòî". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ â ñëó÷àå õ14 = 0 óòâåðæäåíèå
õ10, èíà÷å - îòðèöàíèå õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "¬(card(a) = 0)". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè õ18 èìååòñÿ ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð, îòëè÷íûé îò
P . Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê S, ïîëó÷åííûé äîáàâëåíèåì ê ñïèñêó õ12 óòâåð-
æäåíèÿ õ18. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà S
îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ13. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî â õ19 íåò ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé âûðàæåíèþ, íå ñîäåðæàùå-
ìó ýòîé ïåðåìåííîé. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû íå
óñìàòðèâàþò èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ õ13 èç ïîñûëîê õ19. Ïåðåìåííîé
õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ19 è êîíñåêâåíòîì õ13,
êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(m) Èçâëå÷åíèå ïðîñòîé èìïëèêàöèè èç ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçà-
öèè, îäíà èç ÷àñòåé êîòîðîé åñòü ðàâåíñòâî, ôèêñèðóþùåå çíà÷åíèå ïåðå-
ìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀f (f −ôóíêöèÿ→ îáðàç(f, ∅) = ∅)

èç òåîðåìû

∀bf (b− set & b ⊆ Dom(f) & f −ôóíêöèÿ→ b = ∅ ↔ îáðàç(f, b) = ∅)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëå-
ìåíòàðåí. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé
õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 ýëåìåíòàðíî. Åñëè çàãî-
ëîâîê õ11 - ñèìâîë "íå", òî ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå
ïîä îòðèöàíèåì, èíà÷å - óòâåðæäåíèå õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - "b = ∅".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê õ13 - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâà-
åòñÿ óòâåðæäåíèå õ10, åñëè çàãîëîâîê õ11 îòëè÷åí îò "íå", èíà÷å - îòðè-
öàíèå óòâåðæäåíèÿ õ10. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ëåâîé
÷àñè ðàâåíñòâà õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â
ïðàâóþ ÷àñòü. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê S, ïîëó÷åííûé äîáàâëåíèåì ê ñïèñêó
õ12 óòâåðæäåíèÿ õ13. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè
ñïèñêà S îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåð-
ìà õ14. Ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå òåñòèðóåòñÿ
íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ñïèñêà õ16. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåí-
òàìè õ16 è êîíñåêâåíòîì õ14. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåî-
ðåìà", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ îïöèÿ íà èñïîëüçîâàíèå ïðè óïðîùåíèè òåêó-
ùåé òåîðåìû äðóãèõ òåîðåì, óæå çàíåñåííûõ â ñïèñîê âûâîäà. Ðåçóëüòàò
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(n) Èçâëå÷åíèå êîíñòàíòíîãî òîæäåñòâà èç ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàð-
òèçàöèè, îäíà èç ÷àñòåé êîòîðîé åñòü ðàâåíñòâî, ôèêñèðóþùåå çíà÷åíèå
ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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|0| = 0

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ |a| = 0↔ a = 0)

Íà÷àëî ñîâïàäàåò ñ äåéñòâèÿìè ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Çíà÷åíèåì ïåðåìåí-
íîé õ13 ñëóæèò ðàâåíñòâî a = 0. Ïîñëå òîãî, êàê ïîëó÷åí ðåçóëüòàò ïðèìå-
íåíèÿ ïðîöåäóðû "Íîðìòåîðåìà", âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êîíñòàíòó "èñòèíà". Òîãäà ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðà-
áîòêè èìïëèêàöèè ñ àíòåöåäåíòàìè õ16 è êîíñåêâåíòîì õ14 îïåðàòîðîì
"íîðìäëÿëþáîãî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîëó÷åíî ðàâåíñòâî áåç ïåðåìåííûõ.
Â íàøåì ïðèìåðå - "|0| = 0". Îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà îáðàáàòûâàþòñÿ
íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Åñëè ïîñëå ýòîãî îíè íå ñîâïàëè,
òî ðàâåíñòâî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(o) Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè èìïëèêàöèè äëÿ
ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíòðàïîçèöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ade(a− set & d− set & e− set & a ⊆ d∪ e & ¬(a ⊆ e)→ ¬(íåïåðåñåê(a, d)))

èç òåîðåìû

∀ade(a− set & d− set & e− set & íåïåðåñåê(a, d)→ a ⊆ d ∪ e↔ a ⊆ e)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëå-
ìåíòàðåí. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé
õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 ýëåìåíòàðíî. Âûáèðàåòñÿ
ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò P , è ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî îòðè-
öàíèå. Â íàøåì ñëó÷àå õ16 - "¬(íåïåðåñåê(a, d))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ
îáðàáîòêè õ16 èìååòñÿ ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð. Â íàøåì ïðèìåðå - "óñìíå-
íåïåðåñåê". Ïåðåìåííîé õ20 ïîî÷åðåäíî ïðèñâàèâàåòñÿ ñíà÷àëà ïàðà, îá-
ðàçîâàííàÿ òåðìîì õ10 è îòðèöàíèåì òåðìà õ11, à çàòåì - ïàðà, îáðà-
çîâàííàÿ îòðèöàíèåì òåðìà õ10 è òåðìîì õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ïàðà
"a ⊆ d ∪ e", "¬(a ⊆ e)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ýòîé ïàðå íåò ðàâåíñòâà. Ñî-
ñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê S, ïîëó÷àåìûé äîáàâëåíèåì óòâåðæäåíèé ïàðû õ20 ê
ðåçóëüòàòó èñêëþ÷åíèÿ èç ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû óòâåðæäåíèÿ P .
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà S ïðîöåäóðîé
"íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñïèñîê õ21 íå ñîäåðæèò êîíñòàíòû "ëîæü", à òàêæå íå ñîäåðæèò ðàâåíñòâà
ïåðåìåííîé âûðàæåíèþ, íå ñîäåðæàùåìó ýòîé ïåðåìåííîé. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîðû íå óñìàòðèâàþò èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ õ16
èç ïîñûëîê õ21. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåí-
òàìè õ21 è êîíñåêâåíòîì õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à
íà äîêàçàòåëüñòâî íå óñìàòðèâàåò, ÷òî P - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ21, ïî-
ïîëíåííûõ íåîáõîäèìûìè äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ èõ ïî î.ä.ç. óòâåðæäåíèÿìè.
Òîãäà õ22 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(p) Ïîëó÷åíèå ïðîñòîé èìïëèêàöèè äëÿ ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà èç ýêâèâà-
ëåíòíîñòè äëÿ ñâåðòêè äèçúþíêöèè ïóòåì ïåðåíåñåíèÿ äèçúþíêòèâíîãî
÷ëåíà â àíòåöåäåíòû.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & a < b→ a ≤ b)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a < b ∨ a = b↔ a ≤ b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìå-
åò çàãîëîâîê "èëè". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëåìåíòàðíûé. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëå-
ìåíòíûé è ñîñòîèò èç ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé. Ïåðåìåííîé õ13 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Â ñïèñêå õ12
âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ14, íå ÿâëÿþùååñÿ ðàâåíñòâîì. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "a < b". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü óòâåð-
æäåíèÿ õ13 è óòâåðæäåíèå õ14, à êîíñåêâåíò - õ11. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

(q) Ïåðåõîä îò ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ óêàçàíèÿ íà òèï îáúåêòà ê èìïëèêàöèè,
óñìàòðèâàþùåé îòðèöàíèå ïîäòèïà äàííîãî òèïà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cd(c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & ¬(d = 0)→ ¬(c + di− öåëîå))

èç òåîðåìû

∀cd(c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ c + di− ÷èñëî↔ d = 0)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëå-
ìåíòàðåí. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îí ýëåìåíòàðåí. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäå-
íèÿ õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "÷èñëî". Ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà "ðîäîáú-
åêòà" ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 - íàçâàíèå òèïà îáúåêòà. Îïðåäåëÿåòñÿ òîò
ðàçäåë, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "ýëåìåíòàð-
íàÿàëãåáðà". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ñèìâîëîâ, îòíå-
ñåííûõ ê äàííîìó ðàçäåëó. Â ýòîì ñïèñêå âûáèðàåòñÿ ñèìâîë õ15, ÿâëÿþ-
ùèéñÿ íàçâàíèåì òèïà îáúåêòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - "öåëîå". Ïðè ïîìîùè
ñïðàâî÷íèêà "ðîä" íàõîäèòñÿ ñïèñîê õ16 âñåõ íàäòèïîâ òèïà õ15. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "ðàöèîíàëüíîå", "÷èñëî", "êîìïëåêñíîå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
òèï õ12 âõîäèò â ñïèñîê õ16. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå
òåðìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "¬(d = 0)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ îáðàáîò-
êè óòâåðæäåíèÿ õ17 èìååòñÿ ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð. Â íàøåì ïðèìåðå -
"óñìíå0". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê àíòåöå-
äåíòàì òåîðåìû óòâåðæäåíèÿ õ17. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ18, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò óòâåðæäåíèå "¬(P (t))", ãäå P - ñèìâîë
õ15, t - êîðíåâîé îïåðàíä çàìåíÿìîé ÷àñòè òåîðåìû. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðå-
ãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ñïåöèàëüíàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ òåîðåìû

1. Ãðóïïèðîâêà â ëåâûõ ÷àñòÿõ âñåõ íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ 0 < a− b ∨ 0 < b− a↔ ¬(a− b = 0))

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a < b ∨ b < a↔ ¬(a = b))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâà-
èâàåòñÿ èñõîäíàÿ òåîðåìà, ïîñëå ÷åãî íà÷èíàåòñÿ öèêë ïðåîáðàçîâàíèé òåðìà
õ11. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âõîäÿùèå â õ11 ñèìâîëû äâóìåñòíûõ îòíîøåíèé, äëÿ
êîòîðûõ ñïðàâî÷íèê "ïåðåãðóïïèðîâêà" äîïóñêàåò âîçìîæíîñòü ïåðåãðóïïè-
ðîâêè ÷ëåíîâ èç îäíîé ÷àñòè â äðóãóþ. Ôàêòè÷åñêè ýòîò ñïðàâî÷íèê âûäàåò
òðîéêó (A, B, C), ãäå A - àññîöèàòèâíàÿ è êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ, îïåðàí-
äû êîòîðîé ïåðåíîñÿòñÿ èç îäíîé ÷àñòè â äðóãóþ, B - çíàê, èçìåíÿåìûé ïðè
ïåðåíåñåíèè, C - åäèíèöà îïåðàöèè A. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî äâóìåñòíîãî îòíî-
øåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ãðóïïèðîâêà âñåõ "íåíóëåâûõ" (îòëè÷íûõ îò C) A-÷ëåíîâ
â ïåðâîì îïåðàíäå. Åñëè ðåçóëüòàò õ11 âñåõ òàêèõ ïåðåãðóïïèðîâîê îòëè÷åí îò
èñõîäíîé òåîðåìû, òî îí ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "Ïîë-
íûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà", ïîñëå ÷åãî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ïðèìåíåíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîãî òåð-
ìà

1. Ïîïûòêà îïðîêèíóòü ýêâèâàëåíòíîñòü îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ïóòåì ñèëüíîãî
óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîãî òåðìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ade(a− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ d = e− a↔ e = a + d)

èç òåîðåìû

∀bcd(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ c = d↔ b + c = b + d)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ a− a = 0)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿìîå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè
àíòåöåäåíòîâ íåò ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé íå ñîäåðæàùåìó åå âûðàæåíèþ. Ïåðå-
ìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ññûëîê íà äîïîëíèòåëüíûå òåîðåìû, êîòî-
ðûå ïî ñèìâîëàì òåðìà õ10 íàõîäÿò ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì "êîíñòíîðì",
"òîæä", "óïðîùèìï", "èñêëòåðì", "ïîãëîùàåò", "Ñîêðàùåíèå", "óïðîùñòàíä".
Âíòóðè çàìåíÿåìîé ÷àñòè âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåð-
ìà. Â íàøåì ïðèìåðå - ïîäòåðìà "b+c". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë
ïî ýòîìó âõîæäåíèþ. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïëþñ". Â ñïèñêå õ11 âûáèðàåòñÿ
òåîðåìà õ16, ïðè÷åì ïåðåìåííûì õ18 è õ19 ïðèñâàèâàåüñÿ âõîæäåíèÿ ÷àñòåé
ðàâåíñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿ åå êîíñåêâåíòîì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ18
ðàñïîëîæåí ñèìâîë õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëü-
íàÿ òåîðåìà. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ
âõîæäåíèÿ õ13 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðè



438 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

îáðàùåíèè åìó ïåðåäàåòñÿ îïöèÿ "ìîäèôèêàòîð", ðàçðåøàþùàÿ ââåäåíèå äî-
ïîëíèòåëüíîãî îïåðàíäà - íîâîé ïåðåìåííîé, äîáàâëÿåìîé ê îïåðàíäàì â îáå-
èõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà â ïðåîáðàçóþùåé òåîðåìå. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî ôàêòè÷åñêè êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
a− a + e = e. õ21 èìååò âèä:

∀ade(e − ÷èñëî & a − ÷èñëî & − a + e − ÷èñëî & d − ÷èñëî → −a + e = d ↔
0 + e = a + d).

Òåîðåìà õ21 ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "äåìîäèôèêàöèÿ",
"ïîëíåïîñûëêè" è "Íîðìòåîðåìà". Ïîñëåäíåìó îïåðàòîðó ðàçðåøàåòñÿ èñïîëü-
çîâàòü òåîðåìû, óæå èìåþùèåñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïå-
ðåìåííîé õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ23 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, ïàðàìåòðû àíòå-
öåäåíòîâ êîòîðîé âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå,
÷òî íè îäèí àíòåöåäåíò íå èìååò áîëåå äâóõ ïàðàìåòðîâ. Çàòåì òåîðåìà õ23
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà îáðàùåíèÿ â êîíñòàíòó ëèáî ïåðåìåííóþ äâóìåñòíîé îïåðàöèè èç çà-
ìåíÿåìîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bx(0 < x & 0 < b− 1 & b− ÷èñëî & x− ÷èñëî→ logb x < 0↔ x < 1)

èç òåîðåìû

∀axy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & 0 < x & 0 < y & 0 < a− 1 & a− ÷èñëî→
loga x < loga y ↔ x < y)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî & 0 < a & ¬(a− 1 = 0)→ loga 1 = 0)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè àí-
òåöåäåíòîâ íåò ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé âûðàæåíèþ, íå ñîäåðæàùåìó ýòîé ïå-
ðåìåííîé. Âíóòðè çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíî-
áóêâåííîãî ïîäòåðìà, ïðè÷åì ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî ýòîìó
âõîæäåíèþ. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - "loga y", õ12 - ñèìâîë "ëîãàðèôì". Ñïðà-
âî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì "êîíñòíàáîð" è "êîíñòâõîæä" îïðåäåëÿþò ïî ñèìâîëó
õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ10, èìåþùèõ â íåì áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò
õ19 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Åìó
ïåðåäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ îïöèÿ (ôèêñ õ17), îçíà÷àþùàÿ, ÷òî âìåñòî ïåðåìåí-
íûõ ñïèñêà õ17 ïîäñòàíîâêà ïðè óíèôèêàöèè íå âûïîëíÿåòñÿ. Â íàøåì ïðèìåðå
õ18 èìååò âèä:

∀ax(x− ÷èñëî & 1− ÷èñëî & 0 < x & 0 < 1 & 0 < a− 1 & a− ÷èñëî &
0 < a & ¬(a− 1 = 0)→ loga x < 0↔ x < 1)

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîé îáðàáîòêè òåîðå-
ìû õ18 îïåðàòîðàìè "ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà". Çàòåì òåîðåìà õ19
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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3. Ïîïûòêà ïîëó÷åíèÿ èç ýêâèâàëåíòíîñòè òèïà "íàâåøèâàíèÿ îïåðàöèè íà îáå
÷àñòè äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ" ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ñëîæíîé îïå-
ðàöèè ñ íåèçâåñòíûìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aefgh(¬(g = 0) & a−÷èñëî & e−÷èñëî & f−÷èñëî & h−÷èñëî & ÷èñëèòåëü(g)−
even & g − rational & 0 ≤ e→ ehf g = ag & 0 ≤ af ↔ a = feh/g)

èç òåîðåìû

∀abc(¬(b = 0) & a − ÷èñëî & c − ÷èñëî & ÷èñëèòåëü(b) − even & b − rational →
ab = cb & 0 ≤ ac↔ a = c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abcd(¬(c = 0) & a− ÷èñëî & d− ÷èñëî & 0 ≤ a & b− ÷èñëî & c− rational &
¬(çíàìåíàòåëü(c)− even)→ (bad/c)c = bcad)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî åãî
êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ðàâíî 2, ïðè÷åì ýòè îïåðàíäû ñóòü ïåðåìåííûå õ11 è õ12.
Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - a, õ12 - c. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà çàìåíÿåìîãî òåðìà, èìåþùåãî òîò æå çàãîëîâîê, ÷òî
òåðì õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå ðàâåíñòâà ab = cb. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ14 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå îäíîãî èç îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ14, ïåðåìåííîé õ16 - ñèìâîë ïî ýòîìó
âõîæäåíèþ. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - cb, õ16 - "ñòåïåíü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåî-
ðåì "ñìíåèçâ" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ16 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ åå õàðàêòåðèñòèêà "ñìíåèçâ(. . .)".

Â íàøåì ïðèìåðå - "ñìíåèçâ(âòîðîéòåðì 1 è(òèï(îïèñàòü)óñëîâèå èçâåñòíî(c)
íå(èçâåñòíî(a)) íàòóðàëüíîå(d) èëè(íàòóðàëüíîå(c) èçâåñòíî(b))))". Íàïîìíèì,
÷òî õàðàêòåðèñòèêà "ñìíåèçâ(N i F )" óêàçûâàåò íà òîæäåñòâî, óïðîùàþùåå
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ çàäàííûé êîðíåâîé îïåðàíä ïðåîáðàçóåìîãî âûðà-
æåíèÿ. N - íàïðàâëåíèå çàìåíû, i - íîìåð êîðíåâîãî îïåðàíäà, F - êîíúþíêöèÿ
ôèëüòðîâ, óòî÷íÿþùèõ êîíòåêñò.

Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ22 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ15 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîé ïðîöåäóðå
ïåðåäàþòñÿ óñòàíîâêè (ïåðåì x (x)) äëÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ x êîíñåêâåíòà äîïîë-
íèòåëüíîé òåîðåìû. Íà ìîìåíò âûäà÷è ïðîöåäóðîé "òîæäâûâîä" î÷åðåäíîãî
ðåçóëüòàòà òàêàÿ óñòàíîâêà áóäåò èìåòü âèä (ïåðåì x t), ãäå t - òåðì, êîòîðûé
áûë ïîäñòàâëåí âìåñòî x ïðè óíèôèêàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 èìååò âèä:

∀aefgh(¬(g = 0) & a − ÷èñëî & feh/g − ÷èñëî & ÷èñëèòåëü(g) − even & g −
rational& e−÷èñëî& h−÷èñëî& 0 ≤ e & f−÷èñëî& ¬(çíàìåíàòåëü(g)−even)→
ag = f geh & 0 ≤ a(feh/g)↔ a = feh/g)

Ïðè ýòîì ýëåìåíòû (ïåðåì . . .) ïðåîáðàçóþòñÿ â (ïåðåì a e), (ïåðåì b f), (ïåðåì
c g), (ïåðåì d h).



440 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè èìïëèêàöèè õ22 îïåðàòî-
ðîì "íîðìòåîðåìà". Îí ñîâïàäàåò ñ óêàçàííûì âûøå ðåçóëüòàòîì âûâîäà. Îä-
íàêî, ïåðåä ðåãèñòðàöèåé åãî â ñïèñêå âûâîäà ïðåäïðèíèìàåòñÿ íåêîòîðàÿ ðà-
áîòà ïî ñîçäàíèþ õàðàêòåðèñòèê äàííîé òåîðåìû. Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðÿåòñÿ
îòñóòñòâèå â ñïèñêå âûâîäà òåîðåìû, îòëè÷àþùåéñÿ îò õ23 ëèøü ïåðåîáîçíà÷å-
íèåì ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð âòîðûõ ýëåìåíòîâ óñòà-
íîâîê "ïåðåì", ïåðåìåííîé õ25 - íàáîð ïîñëåäíèõ ýëåìåíòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå
õ24 - a, b, c, d, õ25 - e, f, g, h (âî âòîðîì ñëó÷àå èìåþòñÿ â âèäó îäíîáóêâåííûå
òåðìû). Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â ôèëüòðû F
õàðàêòåðèñòèêè õ19 òåðìîâ õ25 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ24. Â íàøåì ïðèìåðå ïî-
ëó÷àåòñÿ "è(òèï(îïèñàòü) óñëîâèå èçâåñòíî(g) íå(èçâåñòíî(e)) íàòóðàëüíîå(h)
èëè(íàòóðàëüíîå(g) èçâåñòíî(f)))".

Ñîçäàåòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ28, è ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà "íåèçâêîíòåêñòû".
Íàïîìíèì, ÷òî îáðàùåíèå ê íåé èìååò âèä "íåèçâêîíòåêñòû(Õ1 Õ2 Õ3 Õ4 Õ5)",
ãäå Õ1,Õ2 - òåðìû, Õ3 - íàáîð ôèëüòðîâ, îïèñûâàþùèé âíåøíèé êîíòåêñò äëÿ
çàäà÷è ñ íåèçâåñòíûìè. Õ4 - ñïèñîê ïåðåìåííûõ òåîðåìû. Âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ
Õ5 ïåðå÷èñëÿåò äîïîëíÿþùèå Õ3 íàáîðû ôèëüòðîâ, óêàçûâàþùèå íà êîíòåê-
ñòû, â êîòîðûõ òåðì Õ1 èìååò áîëüøóþ ñëîæíîñòü îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ,
÷åì òåðì Õ2. Â íàøåì ïðèåìå Õ1,Õ2 - çàìåíÿþùèé è çàìåíÿåìûé òåðì òåîðåìû
õ23 â íàïðàâëåíèè, îïðåäåëÿåìîì èñõîäíîé òåîðåìîé, ò.å. â ðàññìàòðèâàåìîì
ïðèìåðå a = feh/g è ehf g. Â êà÷åñòâå Õ3 áåðåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
òåðìà õ26, â êà÷åñòâå Õ4 - ñïèñîê ïåðåìåííûõ òåîðåìû õ23. Â ñïèñîê õ28 çà-
íîñÿòñÿ òîëüêî òå ðåçóëüòàòû Õ5, êîòîðûå íå âêëþ÷àþò óæå èìåþùèåñÿ â õ28
ñïèñêè ôèëüòðîâ.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ28 íåïóñò. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç åäèí-
ñòâåííîãî íàáîðà "òèï(îïèñàòü)", "óñëîâèå", "èçâåñòíî(g)", "íå(èçâåñòíî(e))",
"íàòóðàëüíîå(h)", "èëè(íàòóðàëüíîå(g) è(èçâåñòíî(f) èçâåñòíî(a)))".

Ðåàëèçóåòñÿ öèêë ïðîñìîòðà òåîðåì òåêóùåãî ñïèñêà âûâîäà è ïðîâåðêà íàëè-
÷èå òåîðåìû ñ õàðàêòåðèñòèêîé "íåèçâîöåíêà(. . .)", ÿâëÿþùåéñÿ ÷àñòíûì ñëó-
÷àåì òåîðåìû õ23 ëèáî òàêîé, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîé ñëóæèò õ23. Â ïåðâîì
ñëó÷àå ñòàðàÿ òåîðåìà ïîìå÷àåòñÿ îòìåòêîé "èñêëþ÷åíèå", âî âòîðîì - ðàáîòà
ïðèåìà îáðûâàåòñÿ.

Íàáîðû ôèëüòðîâ, ïðåäñòàâëåííûå â ñïèñêå õ28, óïðîùàþòñÿ ïðîöåäóðîé "ïðå-
îáðôèëüòð". Çàòåì ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðåãèñòðàöèÿ òåîðåìû õ23 â ñïèñêå âûâîäà,
ïðè÷åì åé ïåðåäàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè "íåèçâîöåíêà(M Q)", ãäå M - íàïðàâëå-
íèå çàìåíû, ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèþ èñõîäíîé òåîðåìû; Q - êîíúþíêöèÿ
ôèëüòðîâ îäíîãî èç íàáîðîâ ñïèñêà õ28.

4. Ïîïûòêà ïðèìåíèòü äèñòðèáóòèâíóþ ðàçâåðòêó ê çàìåíÿþùåé ÷àñòè ýêâèâà-
ëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ace(¬(c = 0) & a−÷èñëî & c−÷èñëî & e−÷èñëî→ a+e = 0↔↔ a/c+e/c = 0)

èç òåîðåìû
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∀bd(¬(d = 0) & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ b = 0↔ b/d = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bde(¬(d = 0) & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ b/d + e/d = (b + e)/d)

Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî ñàìîñòîÿòåëüíîé öåííîñòè âûâîäèìàÿ òåîðåìà íå èìååò,
îäíàêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè âûâîäå òåîðåìû:

∀ace(¬(c = 0) & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & e− ÷èñëî & ¬(a + e = 0)→
¬(a/c + e/c = 0))

Ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà ïîðîæäàåò ïðèåì ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà "óñìíå0", ïðè-
÷åì ñóììà äâóõ äðîáåé ñ îäèíàêîâûìè çíàìåíàòåëÿìè ìîæåò âîçíèêàòü â êà-
÷åñòâå åãî âõîäíîãî äàííîãî ïðè ñðàâíåíèè äâóõ äðîáåé.

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèåìà âûâîäà òåîðåì. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ÷èñëî ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè èñõîäíîé òåîðåìû íå áîëåå 2.
Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàñïîëîæåííîå â çàìåíÿåìîé ÷àñòè âõîæäåíèå
íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà, ïåðåìåííîé õ12 - ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ11. Â
íàøåì ïðèìåðå õ11 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ b/d, õ12 - ñèìâîë "äðîáü". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé ïàðàìåòð ïîäòåðìà õ11 âñòðå÷àåòñÿ â çàìåíÿåìîé ÷à-
ñòè òåîðåìû ëèøü îäíîêðàòíî. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "äèñòðèáðàçâåðòêà"
îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðà-
òîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ17 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 ïðè
ïîìîùè ýòîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀ace(¬(c = 0) & a + e− ÷èñëî & c− ÷èñëî & a− ÷èñëî & e− ÷èñëî→
a + e = 0↔ a/c + e/c = 0)

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ17 îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîðíóþ ýêâèâà-
ëåíòíîñòü äâóõ ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé, ïîñëå ÷åãî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

5. Ïîïûòêà ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ ïîäâûðàæåíèÿ êîíúþíêòèâíîé çàìåíÿåìîé ÷à-
ñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀z(z − êîìïëåêñíîå→ Im(z) = 0↔ Re(z) = z)

èç òåîðåìû

∀az(z − êîìïëåêñíîå & a− ÷èñëî→ a−Re(z) = 0 & Im(z) = 0↔ a = z)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ a− a = 0)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà èìååò çàãîëîâîê "è". Âíóòðè çàìåíÿåìîé ÷àñòè âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11
íåîäíîáóêâåííîãî âûðàæåíèÿ, ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê.
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Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - "a − Re(z)". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "êîíñòíîðì"
îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðà-
òîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ17 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 ïðè
ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

6. Ïîïûòêà ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ ïîäâûðàæåíèÿ íåêîíúþíêòèâíîé çàìåíÿåìîé ÷à-
ñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ce(c− set & e− set & êîíå÷íîå(c ∩ e)→ êîíå÷íîå(e)↔ êîíå÷íîå(e \ c))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & êîíå÷íîå(b)→ êîíå÷íîå(a ∪ b)↔ êîíå÷íîå(a))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ce(c− set & e− set→ c ∩ e ∪ e \ c = e)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü áåñïîâòîðíà. Â íåé âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå
õ11 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäâûðàæåíèÿ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë
ïî ýòîìó âõîæäåíèþ. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - ïîäòåðì a∪ b. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà
òåîðåì "èñêëïàðàìåòð" îïðåäåëÿåò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà íå èìååò ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ è ÷òî åå
çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü - ïåðåìåííàÿ. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò
õ19 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Îí
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

7. Ïîïûòêà ââîäà èçâåñòíîãî "êîýôôèöèåíòà" ïðè óïðîùàåìîì âûðàæåíèè ñ íåèç-
âåñòíûìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdef (¬(çíàìåíàòåëü(f)− even) & ¬(÷èñëèòåëü(f)− even) & c− ÷èñëî &
d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & f − rational→ dfef = cf ↔ c = de)

èç òåîðåìû

∀abc(a − ÷èñëî & c − ÷èñëî & b − rational & ¬(b = 0) & ¬(çíàìåíàòåëü(b) −
even) & ¬(÷èñëèòåëü(b)− even)→ ab = cb ↔ a = c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even)→
acbc = (ab)c)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿå-
ìûé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 - íå êîíúþíêöèÿ. è ÷òî ïàðàìåòðû òåðìà õ11 íå
âêëþ÷ààþòñÿ â ïàðàìåòðû òåðìà õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè òåð-
ìà õ11 áîëüøå 4 è áîëüøå îöåíêè ñëîæíîñòè àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ13
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ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïîäòåðìîâ òåðìà õ11, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ îöåíêó
ñëîæíîñòè. Â ýòîì íàáîðå âûáèðàåòñÿ òåðì õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "ab". Ñðåäè
ïàðàìåòðîâ òåðìà õ14 âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ15, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå âõî-
æäåíèå â òåðì õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàè-
âàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "ñòåïåíü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà
òåîðåì "äèñòðèáðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò ïî õ16 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëü-
íóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òåðìà õ14 â çàìåíÿå-
ìóþ ÷àñòü òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé (â
íàøåì ïðèìåðå - ëåâîé) ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ24 - ñèì-
âîë ïî ýòîìó âõîæäåíèþ. Â íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ19 - íå îïåðàíä îïåðàöèè õ24. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò
õ26 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ19 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû. Ýòîìó îïåðàòîðó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé (ïåðåìåííàÿ õ15
íàáîð(õ15)), ïîçâîëÿþùèé îòñëåäèòü òåðì õ28, êîòîðûé áûë ïîäñòàâëåí âìåñòî
ïåðåìåííîé õ15 ïðè óíèôèêàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 - òåðì "de". Ïåðåìåí-
íîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ26 ïðîöåäóðîé "íîðìòåî-
ðåìà". Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò ðåçóëüòàò - óêàçàííàÿ âûøå èòîãîâàÿ òåîðåìà
âûâîäà. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ28. Â íàøåì
ïðèìåðå - "d, e". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê íå ìåíåå ÷åì äâóõýëåìåíòíûé.
Ïðîöåäóðà "õàðàêòåðèçàòîð" îïðåäåëÿåò ñïèñîê õ30 õàðàêòåðèñòèê òåîðåìû
õ27. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç òåðìîâ "îáùíîðì(âòîðîéòåðì)" è "âû÷åð-
êèâàíèå(âòîðîéòåðì)". Â äàííîì ñïèñêå íàõîäèòñÿ ýëåìåíòñ çàãîëîâêîì "îáù-
íîðì", è ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ïåðâûé îïåðàíä. Â íàøåì ïðèìåðå
- "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ27
ñîãëàñíî íàïðàâëåíèþ õ32. Â íàøåì ïðèìåðå îíà èìååò âèä "dfef = cf". Ïåðå-
ìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïîäòåðìîâ òåðìà õ34, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ
îöåíêó ñëîæíîñòè. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî òåðìû "df , ef , cf". Âûáèðàþòñÿ ýëå-
ìåíò õ37 ñïèñêà õ35 è ïåðåìåííàÿ õ36 ñïèñêà õ29, òàêèå, ÷òî õ37 ñîäåðæèò ïå-
ðåìåííóþ õ36, ïðè÷åì õ36 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðìå õ34. Â íàøåì
ïðèìåðå õ36 - ïåðåìåííàÿ d, õ37 - "df". Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå òåðìà õ37 â òåðì õ34, ïåðåìåííîé õ39 - âõîæäåíèå, îïåðàíäîì êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ õ38. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ39 ðàñïîëîäåí ñèìâîë õ24. Ïå-
ðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò èñêëþ÷åíèÿ îïåðàíäà õ38 îïåðàöèè õ39.
Â íàøåì ïðèìåðå - "ef". Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ29,
îòëè÷íàÿ îò õ36 è âõîäÿùàÿ â òåðì õ40. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî ïåðåìåííàÿ e. Ïå-
ðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê, îáàçîâàííûé òåðìîì "íå(èçâåñòíî(õ36))"
è òåðìàìè "èçâåñòíî(x)" äëÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ x òåðìà õ40. Â íàøåì ïðèìåðå
èìååì ñïèñîê "íå(èçâåñòíî(d))", "èçâåñòíî(e)", "èçâåñòíî(f)". Ïåðåìåííîé õ43
ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "íåèçâîöåíêà(N Q)", ãäå Q - êîíúþíêöèÿ òåðìîâ õ42, N -
íàïðàâëåíèå çàìåíû äëÿ èñõîäíîé òåîðåìû. Çàòåì òåîðåìà õ27 ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé õ43.

Ïðèìåíåíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿþùåãî óò-
âåðæäåíèÿ

1. Ïîïûòêà ïîëó÷èòü ýêâèâàëåíòíîñòü òèïà ñîêðàùåíèÿ ïóòåì ñèëüíîãî óïðîùå-
íèÿ çàìåíÿþùåé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀acd(0 < d & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ a/d < c/d↔ a < c)

èç òåîðåìû

∀bcd(0 < d & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ b < c/d↔ bd < c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & ¬(b = 0)→ a/b · b = a)

Âíóòðè çàìåíÿþùåé ÷àñòè âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî ïîä-
òåðìà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî ýòîìó âõîæäåíèþ. Â íàøåì
ïðèìåðå õ11 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà bd, õ12 - ñèìâîë "óìíîæåíèå". Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "êîíñòâõîæä" îïðåäåëÿåò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëü-
íóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîê åå çàìåíÿåìîé ÷àñòè - õ12. Îïåðàòîð
"òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ18 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 ïðè ïî-
ìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Îí îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðìòåîðåìà"
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Ïðè ðåãèñòðàöèè ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ñðåäè
õàðàêòåðèñòèê íîâîé òåîðåìû òåðìà "âû÷åðêèâàíèå(. . .)".

2. Ïîïûòêà óïðîùåíèÿ çàìåíÿþùåé ÷àñòè äëÿ ïåðåõîäà îò ýêâèâàëåíòíîñòè ïå-
ðåãðóïïèðîâî÷íîãî òèïà ê ýêâèâàëåíòíîñòè íåáåñïîâòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ áåñ-
ïîâòîðíîìó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cf (c− set & f − set→ íåïåðåñåê(c, c \ f)↔ c ⊆ f)

èç òåîðåìû

∀bef (b− set & e− set & f − set→ íåïåðåñåê(b, e \ f)↔ b ∩ e ⊆ f)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀c(c− set→ c ∩ c = c)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - ñïèñîê åãî
ïàðàìåòðîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå ïåðåìåííûå òåîðåìû. Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèÿ
õ10, õ12 ýëåìåíòàðíû è áåñïîâòîðíû. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ó òåîðåìû õàðàê-
òåðèñòèêè "ãðóïïèðîâêà(. . .)". Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ïåðåìåííîé ñïèñêà õ11,
ãëóáèíà âõîæäåíèÿ êîòîðîé â òåðì õ10 áîëüøå åäèíèöû, à â òåðì õ11 - ðàâíà 1.
Âíóòðè çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 íåîäíîáóêâåí-
íîãî ïîäòåðìà. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî ýòîìó âõîæäåíèþ. Â
íàøåì ïðèìåðå õ14 - "b ∩ e", õ15 - ñèìâîë "ïåðåñå÷åíèå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà
òåîðåì "òîæä" îïðåäåëÿåò ïî õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ20 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ14
ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ââîä íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðè óíèôèêà-
öèè áëîêèðóåòñÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿþùèé òåðì òåîðåìû õ20 áåñïîâòî-
ðåí, à çàìåíÿåìûé - íå áåñïîâòîðåí. Àíòåöåäåíòû òåîðåìû õ20 îáðàáàòûâàþòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ åå êîíñåêâåíòà. Ïî-
ëó÷åííàÿ ïîñëå ýòîãî èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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3. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ äëÿ ïåðåõîäà îò ñëàáîé
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ê ñèëüíîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bd(¬(d = 0) & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ b = 0↔ b/d = 0)

èç òåîðåìû

∀abc(¬(c = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ b = ac↔ a = b/c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ a · 0 = 0)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "êîììóòàòîð", ò.å. ïðåîáðàçó-
åò áåñïîâòîðíîå óòâåðæäåíèå òàê, ÷òîáû âûÿâèëàñü ñèììåòðèÿ ïî ïåðåìåííûì.
Âíóòðè çàìåíÿþùåé ÷àñòè âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî ïîä-
òåðìà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ11 èìååò âèä "ac", õ12 - ñèìâîë "óìíîæåíèå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"êîíñòíàáîð" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåî-
ðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê çàìåíÿþùåé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
- ëîãè÷åñêèé ñèìâîë. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ18 ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îí èìååò ìåíüøå ïåðåìåííûõ, ÷åì èñõîäíàÿ òåîðåìà. Èìïëèêàöèÿ õ18 îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ïðèìåíåíèå äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìî-
ãî óòâåðæäåíèÿ

1. Ïîïûòêà óïðîñòèòü çàìåíÿåìóþ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè ïðè ïîìîùè ñòàíäàð-
òèçèðóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ýëåìåíòàðíûõ áåñïîâòîðíûõ óòâåðæäåíèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀be(b− set→ b = {e} ↔ ∀c(c = e↔ c ∈ b))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set→ a = b↔ ∀c(c ∈ a↔ c ∈ b))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a = b↔ a ∈ {b})

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11 -
ñïèñîê ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ, âõîäÿùèõâ õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîëû
"äëÿëþáîãî", "ýêâèâàëåíòíî", "ïðèíàäëåæèò" (çàìåòèì, ÷òî ïîä ïðåäèêàòíûì
ñèìâîëîì çäåñü ïîíèìàåòñÿ ëþáîé çàãîëîâîê óòâåðæäåíèé, âêëþ÷àÿ êâàíòîðû
è ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè). Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðîùýêâ" çàïîëíÿåò ñïèñîê
õ12 ïàðàìè (òåîðåìà - ñïèñîê åå õàðàêòåðèñòèê) ïî âñåì ñèìâîëàì, âõîäÿùèì â
ñïèñîê õ11. Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 íåîä-
íîáóêâåííîãî ïîäòåðìà, è ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïîâõîæäåíèþ
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õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 èìååò âèä "c ∈ a", õ15 - ñèìâîë "ïðèíàäëåæèò".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 - ïðåäèêàòíûé ñèìâîë. Â ñïèñêå õ12 âûáèðàåòñÿ òåîðåìà
õ17 ñ õàðàêòåðèñòèêîé "îáùíîðì". Â íàøåì ïðèìåðå ýòî óêàçàííàÿ âûøå äî-
ïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ21 ïðå-
îáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ14 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé
õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáàáîòêè òåîðåìû õ21 îïåðàòîðàìè "Ñïóñêî-
ïåðàíäîâ" è "äåìîäèôèêàöèÿ". Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ òåîðåìà:

∀be({e} − set & b− set→ {e} = b↔ ∀c(c = e↔ c ∈ b))

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè èìïëèêàöèè õ22 îïåðàòî-
ðîì "íîðìòåîðåìà". Â íàøåì ïðèìåðå õ23 - óêàçàííàÿ âûøå âûâîäèìàÿ òåîðå-
ìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê òåîðåìû õ23 - ñèìâîë "äëÿëþáîãî", ïðè÷åì åñ-
ëè õ23 ñîäåðæèò äèçúþíêöèþ, òî è èñõîäíàÿ òåîðåìà ñîäåðæàëà äèçúþíêöèþ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ23 íå óïðîùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî åå
î.ä.ç., äëÿ ÷åãî èñïîëüçóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå. Çàòåì
òåîðåìà õ23 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà îïðîêèíóòü ýêâèâàëåíòíîñòü îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ïóòåì ðàñøèô-
ðîâêè ôðàãìåíòà çàìåíÿåìîãî òåðìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà→ òî÷êàëó÷à(A, B, C)↔
¬(A = B) & ¬(A ∈ èíòåðâàë(BC)) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB))

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà→ òî÷êàëó÷à(A, B, C)↔
¬(A = B) & C ∈ ëó÷(AB))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ¬(A = B)→ C ∈ ëó÷(AB)↔
C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ¬(A ∈ èíòåðâàë(BC)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - íàáîð åå
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Âûáèðàåòñÿ óòâåð-
æäåíèå õ13 ñïèñêà õ11, ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì
ïðèìåðå õ13 èìååò âèä "C ∈ ëó÷(AB)". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðî-
ùêí" îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåí-
íîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû îòëè÷íûõ
îò õ13 ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ11. Ïðîöåäóðà "òîæäïðåîáð" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò
õ20 ïðåîáðàçîâàíèÿ òåðìà õ13 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ19 ïðè ïîìîùè äîïîë-
íèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì "¬(A ∈ èíòåðâàë(BC)) & C ∈
ïðÿìàÿ(AB)". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ îòëè÷íûõ îò õ13
ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ11 è êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ òåðìà õ20. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ12, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü çàìå-
íÿþùåé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû óòâåðæäåíèþ õ21. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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3. Ïîïûòêà óïðîñòèòü êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí çàìåíÿìîãî óòâåðæäåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− öåëîå→ 0 < a↔ a− íàòóðàëüíîå)

èç òåîðåìû

∀n(n− öåëîå & 0 ≤ n− 1↔ n− íàòóðàëüíîå)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀n(n− öåëîå→ 0 < n↔ 0 ≤ n− 1)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïî âõîæäåíèþ õ10 ðàñïîëîæåí ñèìâîë "è". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ10, ïåðåìåííîé õ12 - ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ11.
Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - "0 ≤ n− 1", õ12 - ñèìâîë "ìåíüøåèëèðàâíî". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî õ12 îòëè÷íî îò ñèìâîëîâ "íå", "ðàâíî" è ÷òî ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ
õ11 èìååò åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îáùíàïðàâë"
îïðåäåëÿåò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæä-
âûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ17 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 ïðè ïîìîùè äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Èìïëèêàöèÿ õ17 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåî-
ðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ïðèìåíåíèå äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿþ-
ùåãî óòâåðæäåíèÿ

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ñîêðàùàþùóþ ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ ïåðåõîäà îò ñëàáîé
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ê ñèëüíîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ceg(¬(c = 0) & ¬(g = 0) & c− ÷èñëî & e− ÷èñëî & g − ÷èñëî→
c = g ∨ e = 0↔ e/c = e/g)

èç òåîðåìû

∀abdf (¬(d = 0) & ¬(f = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
f − ÷èñëî→ af = bd↔ a/d = b/f)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abe(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ a = e ∨ b = 0↔ ab = be)

Âíóòðè çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåí-
íîãî ïîäòåðìà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî ýòîìó âõîæäåíèþ.
Â íàøåì ïðèìåðå õ11 èìååò âèä af , õ12 - ñèìâîë "óìíîæåíèå". Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "ñîêðàù" îïåðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîë-
íèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "è(N)" ëèáî
"èëè(N)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû (â ñìûñëå íàïðàâëåíèÿ çàìåíû N), ïåðåìåííîé õ18 - çàãîëîâîê ýòîé
÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 - ñèìâîë "ðàâíî". Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ19
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ñèìâîëà õ18 â çàìåíÿåìóþ ÷àñòü èñõîäíîé òåîðåìû, âíóòðè êîòîðîãî ðàñïîëî-
æåíî õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå ðàâåíñòâà "af = bd". Îïåðàòîð "òîæä-
âûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ20 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ19 ïðè ïîìîùè
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "ïîëíû-
åïîñûëêè"; çàòåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ïåðåìåííûõ òåîðåìû õ20 ìåíüøå, ÷åì
ó èñõîäíîé òåîðåìû. Äàëåå èìïëèêàöèÿ õ20 îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðì-
òåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ñòàðóþ ñîêðàùàþùóþ ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ
íîâîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdf (¬(c = 0) & ¬(d = 0) & ¬(f = 0) & a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & d−
÷èñëî & f − ÷èñëî→ a/(cd) = b/(cf)↔ a/d = b/f)

èç òåîðåìû

∀abdf (¬(d = 0) & ¬(f = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî & f − ÷èñëî→
af = bd↔ a/d = b/f)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab = bc↔ a = c)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "êîììóòàòîð", ò.å. ïðåîáðàçó-
åò áåñïîâòîðíîå óòâåðæäåíèå òàê, ÷òîáû âûÿâèëàñü ñèììåòðèÿ ïî ïåðåìåííûì.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî åãî
êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà
õ10. Åcëè ýòîò çàãîëîâîê - ðàâåíñòâî, òî ïåðåìåííîé õ11 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ òèï
çíà÷åíèÿ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - ñèìâîë "÷èñëî". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêè îïåðàíäîâ òåðìà õ10 îäèíàêîâû. Ýòîò îáùèé çàãîëîâîê
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ñèìâîë õ12 àññîöèàòèâåí è êîììóòàòèâåí. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàè-
âàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ14 - ñïèñîê ìàêñèìàëüíûõ ïî
âêëþ÷åíèþ ïîäâûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõñÿ â õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "a/d, b/f".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "êîýôô" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ11 óêàçàííóþ âû-
øå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîðíåâûõ
îïåðàíäîâ êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâà-
åòñÿ îäèí èç íèõ, ïåðåìåííîé õ20 - äðóãîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 - ðàâåíñòâî
"a = c", õ20 - ðàâåíñòâî "ab = bc". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû òåðìà õ19
âõîäÿò â òåðì õ20 è ÷òî îáà êîðíåâûõ îïåðàíäà òåðìà õ20 èìåþò çàãîëîâîê
õ12. Âûáèðàåòñÿ ïàðàìåòð õ21 òåðìà õ20, íå âõîäÿùèé â òåðì õ19. Â íàøåì
ïðèìåðå - b. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ20, îò-
ëè÷íûõ îò õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - a, c. Âûáèðàþòñÿ òàêèå ïåðåìåííûå õ24 è
õ26, ÷òî õ24 - êîðíåâîé îïåðàíä ïåðâîãî îïåðàíäà òåðìà õ10, õ26 - êîðíåâîé
îïåðàíä âòîðîãî îïåðàíäà òåðìà õ10, ïðè÷åì ñðåäè âûðàæåíèé ñïèñêà õ14 íåò
òàêîãî, êîòîðûé îäíîâðåìåííî âêëþ÷àë áû îáå ïåðåìåííûå õ24, õ26. Â íàøåì
ïðèìåðå õ24 - f , õ26 - d. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ28, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - c. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ29 ïîäñòàíîâêè â òåðì
õ13 âûðàæåíèé õ12(õ24, õ28) è õ12(õ26, õ28) âìåñòî ïåðåìåííûõ õ24, õ26. Â
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íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì òåðì "a/dc = b/fc". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû òåîðåìû âìåñòî ïåðåìåííûõ õ22
è ïåðåìåííîé õ21 êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ10 è òåðìà õ28. Â íàøåì ïðèìå-
ðå ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèÿ "¬(c = 0)", "af − ÷èñëî", "c− ÷èñëî", "bd− ÷èñëî".
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò àíòåöåäåíòû èñõîäíîé
òåîðåìû è óòâåðæäåíèÿ õ30, à êîíñåêâåíòîì - ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé
õ29 è õ13. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ýêâèâàëåíòíîñòü, îïðåäåëÿþùóþ îäíîìåñòíûé ïðåäè-
êàò ÷åðåç ìíîãîìåñòíûé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− öåëîå→ a(mod 2) = 0↔ a− even)

èç òåîðåìû

∀mn(n− íàòóðàëüíîå & m− öåëîå→ m(mod n) = 0↔ n|m)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− öåëîå→ a− even↔ 2|a)

Â çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî
ïîäòåðìà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî ýòîìó âõîæäåíèþ. Â íàøåì
ïðèìåðå õ11 - "n|m", õ12 - ñèìâîë "äåëèò". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îïðåä"
îïðåäåëÿåò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
çàìåíÿþùèé òåðì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû (â íàïðàâëåíèè îáùåé ñòàíäàðòè-
çàöèè) èìååò äëèíó 2. Â íàøåì ïðèìåðå - òåðì "a − even". Ïðîâåðÿñÿ òàêæå,
÷òî äëèíà çàìåíÿåìîãî òåðìà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íå ìåíåå 3. Îïåðàòîð
"òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ19 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 ïðè ïî-
ìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Èìïëèêàöèÿ õ19 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Ïîïûòêà ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ çàìåíÿþùåãî òåðìà, íå èìåþùåãî âèäà ðàâåí-
ñòâà, è îáðàòíîé ñâåðòêè â ðàâåíñòâî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀mn(n− íàòóðàëüíîå & m− öåëîå→ −m(mod n) = 0↔ m(mod n) = 0)

èç òåîðåìû

∀mn(n− íàòóðàëüíîå & m− öåëîå→ m(mod n) = 0↔ n|m)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ m|n↔ m| − n)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèñàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû. Ïåðå-
ìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ýëåìåíòàðíà
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è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî, à çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü ýëåìåíòàðíà è íå ÿâëÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâîì. Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû îáåèõ ÷àñòåé îäèíàêîâû. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê çàìåíÿþùåé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë
"äåëèò". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 - íå ñèìâîë "íå". Ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì
"óïðîùýêâ", "Ñîêðàù" îïðåäåëÿþò ïî õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêè îáåèõ ÷àñòåé ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñå-
êâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ðàâíû õ13. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò
ðåçóëüòàò õ19 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ10 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïðèìåíÿåìîé â íàïðàâëåíèè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.
Â íàøåì ïðèìåðå õ19 èìååò âèä:

∀ab(a− íàòóðàëüíîå & (−b)− öåëîå & a− öåëîå & b− öåëîå→
− b(mod a) = 0↔ a|b)

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñè òåîðåìû õ19. Â
íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå ïðàâîé ÷àñòè. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò
ðåçóëüòàò õ23 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ21 ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû,
ïðèìåíÿåìîé â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîìó åå èñõîäíîé îðèåíòàöèè. Èì-
ïëèêàöèÿ õ23 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

5. Ïîïûòêà äåêîìïîçèöèè çàìåíÿþùåãî òåðìà, íå èìåþùåãî âèäà ðàâåíñòâà, è
îáðàòíîé ñâåðòêè äëÿ êàæäîãî êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abn(b− íàòóðàëüíîå & n− íàòóðàëüíîå & a− öåëîå→ a(mod íîê(b, n)) = 0↔
a(mod b) = 0 & a(mod n) = 0)

èç òåîðåìû

∀mn(n− íàòóðàëüíîå & m− öåëîå→ m(mod n) = 0↔ n|m)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀kmn(k − öåëîå & m− öåëîå & n− öåëîå→ m|k & n|k ↔ íîê(m, n)|k)

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëåìåí-
òàðíûé, áåñïîâòîðíûé è èìååò çàãîëîâîê "ðàâíî". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàè-
âàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí òîæå ýëåìåíòàðíûé, à åãî çà-
ãîëîâîê õ13 (â íàøåì ïðèìåðå - "äåëèò") îòëè÷åí îò ñèìâîëîâ "ðàâíî", "íå".
Ïàðàìåòðû òåðìîâ õ11 è õ12 îäèíàêîâû. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðî-
ùêí" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ20 - âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõî-
æäåíèþ õ19 ðàñïîëîæåí ñèìâîë õ13, à ïî âõîæäåíèþ õ20 - ñèìâîë "è". Êðîìå
òîãî, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ20 èìååò çàãîëîâîê õ13.
Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ10
ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀abc(íîê(b, c)− íàòóðàëüíîå & a− öåëîå & b− öåëîå & c− öåëîå→
a(mod íîê(b, c)) = 0↔ b|a & c|a)
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Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàþòñÿ îïåðàíäû çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû õ21,
è êàæäûé èç íèõ ïðåîáðàçóåòñÿ ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Ðåçóëüòàò îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ21.
Â íàøåì ïðèìåðå õ21 ïðèîáðåòàåò âèä èòîãîâîé òåîðåìû âûâîäà, óêàçàííîé
âûøå.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû õ21 íå âñòðå÷àåòñÿ àññîöèàòèâ-
íàÿ è êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ ñ áîëåå ÷åì äâóìÿ îïåðàíäàìè, èìåþùàÿ ñðåäè
ñâîèõ îïåðàíäîâ äâå áåñïîâòîðíûõ ïåðåìåííûõ. Çàòåì òåîðåìû õ21 ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà ñâåðòêè óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀m(m− ÷èñëî→ |m| − öåëîå↔ m− öåëîå)

èç òåîðåìû

∀m(m− ÷èñëî→ −m− öåëîå↔ m− öåëîå)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ |a| = (a ïðè 0 ≤ a, èíà÷å − a))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþùèé.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíè èìåþò îäèíàêîâûå çàãîëîâêè. Îïåðàòîð "ñðàâíòåðìîâ" íàõî-
äèò âíóòðè õ10 è õ11 òàêèå íàèìåíüøèå ïîäåðìû õ12 è õ13, ÷òî õ10 è õ11 îòëè÷àþòñÿ
òîëüêî âíóòðè íèõ. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - "−m", õ13 - "m". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âõî-
æäåíèå õ12 íåêîðíåâîå, è ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ12.
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ13. Ïåðåìåííîé õ16 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ14. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "âàðèàíòû" îïðåäåëÿåò
ïî õ16 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Åå ïåðåìåííûå ïåðåîáçíà÷àþòñÿ
òàê, ÷òîáû áûëè îòëè÷íû îò ïåðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå äî-
ïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà íå èçìåíÿåòñÿ. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ òîò îïåðàíä
ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðûé íå èìååò çàãîëîâêà "âà-
ðèàíò", à ïåðåìåííîé õ22 - òîò, êîòîðûé èìååò òàêîé çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå
õ22 - "(a ïðè 0 ≤ a, èíà÷å − a)". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àëüòåðíà-
òèâ óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - "a,−a". Ñðåäè âûðàæåíèé õ23
âûáèðàåòñÿ òîò òåðì õ24, çàãîëîâêîì êîòîðîãî ñëóæèò ñèìâîë õ16. Ïåðåìåííîé õ25
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ24. Â íàøåì ïðèìåðå õ24 - "−a". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà íå èìååò ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â õ25.
Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ïàðû õ23, îòëè÷íûé îò õ24. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "a". Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ25, óíèôèöèðóþùàÿ
òåðìû õ14 è õ24, à òàêæå òåðìû õ15 è õ26. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
óòâåðæäåíèé, ïîëó÷àåìûõ ïðèìåíåíèåì ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé è
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåì. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîä-
ñòàíîâêè S ê ïîäòåðìó õ21, à ïåðåìåííîé õ30 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ åå ê òåðìó õ15.
Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì, ñîîòâåòñòâåííî, |m| è m. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò îäíîâðåìåííûõ çàìåíû âõîæäåíèÿ õ12 â òåðì õ10 íà òåðì õ29 è ïðèìåíå-
íèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îñòàëüíîé ÷àñòè òåðìà õ10. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïåðåìåííîé
õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îäíîâðåìåííûõ çàìåíû âõîæäåíèÿ õ13 â òåðì õ11 íà
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òåðì õ30 è ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îñòàëüíîé ÷àñòè òåðìà õ11. Â íàøåì ïðè-
ìåðå ïîëó÷àåì, ñîîòâåòñòâåííî, "|m| − öåëîå" è "m− öåëîå". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ
ñ àíòåöåäåíòàìè õ28, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé
õ31 è õ32. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå îáúåêòîâ çàäàííîãî òèïà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀z(z − êîìïëåêñíîå→ z − ÷èñëî↔ Im(z) = 0)

èç òåîðåìû

∀cd(c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ c + di− ÷èñëî↔ d = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀z(z − êîìïëåêñíîå↔ ∃xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z = x + iy))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåí÷å-
ìûé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðìà õ11 èìååò åäèíñòâåííûé êîðíåâîé îïåðàíä, è ïåðå-
ìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ñèìâîë "Ïëþñ" êîìïëåêñíîãî ñëîæåíèÿ. Ñïðàâî÷íèê "òèï" îïðåäåëÿåò òèï
õ15 çíà÷åíèÿ òåðìîâ ñ çàãîëîâêîì õ13. Â íàøåì ñëó÷àå - "êîìïëåêñíîå". Ñïðà-
âî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îïðåäåëåíèå" íàõîäèò ïî ñèìâîëó õ15 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííûå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ïåðåîáîçíà÷à-
þòñÿ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî íå
èçìåíÿåò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðàÿ
èìååò çàãîëîâîê õ15, ïåðåìåííîé õ20 - âõîæäåíèå òîé ÷àñòè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà
íå èìååò àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ õ20. Ñðåäè íèõ íàõîäèòñÿ
ðàâåíñòâî õ22 ïåðåìåííîé õ23 òåðìó õ24. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ23 - êîðíåâîé îïå-
ðàíä ïîäòåðìà õ19. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 - ïåðåìåííàÿ z, õ24 - òåðì x + iy.
Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå
- "c+di". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðìåòðîâ òåðìà õ25. Â íàøåì
ïðèìåðå - "c, d". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå èñõîäíîé òåîðå-
ìû. Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî òåðì õ24 - ðåçóëüòàò íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè S âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ26 â òåðì õ25. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îí âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê õ21. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìå-
íåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê òåðìó õ10. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "y = 0".
Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ30. Ïåðåìåííîé õ32
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ21 ïîäòåðìà õ19, ò.å. â íàøåì
ïðèìåðå óòâåðæäåíèÿ "z − êîìïëåêñíîå". Âûáèðàåòñÿ ñïèñîê õ33 ïåðåìåííûõ,
íå âõîäÿùèõ â òåðìû ñïèñêà õ32, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ31. Â
íàøåì ïðèìåðå ñïèñîê õ33 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé a. Ïåðåìåííîé



3.59. Õàðàêòåðèñòèêà "îáùíîðì" 453

õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàâåíñòâ ïåðåìåííûõ õ31 ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåí-
íûì õ33. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííîå ðàâåíñòâî y = a. Ñîçäàåòñÿ çàäà÷à
íà îïèñàíèå õ35, ïîñûëêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ õ32, à óñëîâèÿìè -
ðàâåíñòâà õ34. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå
õ33", "êîíòðîëü", "èçâåñòíî õ23". Â íàøåì ñëó÷àå õ32 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé
"x − ÷èñëî", "y − ÷èñëî", "z = x + iy", "z − êîìïëåêñíîå". Ïåðåìåííîé õ36
ïðèñâàèâàåòñÿ îòâåò çàäà÷è õ35. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "a = Im(z)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ36 îòëè÷íî îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâà-
åòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ òåðìà õ36. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ ñïèñêà õ37, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíà
ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ33. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè
òåðìîâ õ38 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ31 â òåðì õ30. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ
òåðì P (õ23), ãäå P - çàãîëîâîê òåðìà õ11. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì z−÷èñëî. Ïåðå-
ìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ïîäòåðì
õ19, à êîíñåêâåíòîì - ýêâèâàëåíòíîñòü òåðìîâ õ40 è õ39. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

2. Óñìîòðåíèå îäíîçíà÷íîé îïðåäåëèìîñòè çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ ïðè ïåðåõîäå ê
îòðèöàíèþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− öåëîå→ a(mod 2) = 1↔ ¬(a− even))

èç òåîðåìû

∀a(a− öåëîå→ a(mod 2) = 0↔ a− even)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀mnk(m− öåëîå & n− íàòóðàëüíîå→ m(mod n) = k ↔ k ∈ {0, . . . , n− 1} &
∃p(p− öåëîå & m = k + np))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî
ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå, ïåðå-
ìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåí-
íîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê íåêîòîðîé ÷àñòè õ13 ýòîãî ðàâåíñòâà. Â íà-
øåì ñëó÷àå - ñèìâîë "âû÷åò". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îïðçíà÷" íàõîäèò
ïî ñèìâîëó õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííûå äîïîë-
íèòåëüíîé òåîðåìû ïåðåîáîçíà÷àþòñÿ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà íå èçìåíÿåòñÿ. Ïåðåìåííîé
õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå äîïîë-
íèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî. Â íàøåì ïðèìåðå -
âõîæäåíèå ðàâåíñòâà "m(mod n) = k". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå äðóãîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ20, çàãîëîâîê êîòîðîé ðàâåí õ15; ïåðåìåííîé õ23 - âõî-
æäåíèå äðóãîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñàìî ðàâåíñòâî
ïî âõîæäåíèþ õ20, ïåðåìåííîé õ25 - ñïèñîê åãî ïàðàìåòðîâ. Íàõîäèòñÿ ïîäñòà-
íîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ25, ïåðåâîäÿùàÿ ðàâåíñòâî õ24 â õ10. Ïåðåìåííîé
õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðìåòðîâ ïîäòåðìà õ22, ïåðåìåííîé õ28 - ñïèñîê
òåõ òåðìîâ, â êîòîðûå ïåðåìåííûå õ27 ïåðåâîäÿòñÿ ïîäñòàíîâêîé S. Â íàøåì
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ïðèìåðå õ27 - ïåðåìåííûå m,n; õ28 - òåðìû a, 2. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííàÿ, ðàñïîëîæåííàÿ íà âõîæäåíèè õ23. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííàÿ
k. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì, â êîòîðûé ïåðåìåííàÿ õ29 ïåðåâîäèòñÿ
ïîäñòàíîâêîé S. Â íàøåì ïðèìåðå - òåðì 0. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ28 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ27 â êîíúþíêòèâ-
íûå ÷ëåíû ïîäòåðìà õ21. Ê íåìó äîáàâëÿåòñÿ îòðèöàíèå ðàâåíñòâà âûðàæåíèé
õ29 è õ30. Â íàøåì ïðèìåðå õ31 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "k ∈ {0, . . . , 2 − 1}",
"∃p(p−öåëîå & a = k +2p)", "¬(k = 0)". Ñîçäàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ33, ïî-
ñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû, à óñëîâèÿìè - óòâåð-
æäåíèÿ õ31. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå
õ29". Îòâåò çàäà÷è õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ34. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò âèä "k = 1 & 1 ≤ 1 & 1−öåëîå & ∃p(a = 2p+1 & p−öåëîå)". Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îòâåò õ34 îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Â ýòîì íàáîðå íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ36 äëÿ
çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé õ29. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü t äàííîãî ðàâåíñòâà.
Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâà òåðìîâ õ13 è t îò-
ðèöàíèþ óòâåðæäåíèÿ õ11. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ12
è êîíñåêâåíòîì õ37, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Âàðüèðîâàíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè

1. Ãðóïïèðîâêà íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ â îäíîé ÷àñòè îòíîøåíèÿ (ñëó÷àé ýëåìåíòàðíîé
çàìåíÿåìîé ÷àñòè).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ a & 0 ≤ c→
− cb + ab = 0↔ a− c = 0)

èç òåîðåìû

∀abc(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ a & 0 ≤ c→
ab = cb ↔ a = c)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çà-
ìåíÿþùàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñ-
ëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàè-
âàåòñÿ åå çàãîëîâîê. Åñëè õ13 - ðàâåíñòâî, òî ïåðåìåííîé õ13 ïåðåïðèñâàèâà-
åòñÿ òèï çíà÷åíèé îïåðàíäîâ ýòîãî ðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò îáðàùåíèÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïåðåãðóïïèðîâêà" íà ñèìâîëå õ13. Åñëè
âîçìîæíà ïåðåãðóïïèðîâêà A - ÷ëåíîâ îïåðàíäîâ îòíîøåíèÿ õ13 ëèáî ðàâåí-
ñòâà îáúåêòîâ òèïà õ13 èç îäíîé ÷àñòè â äðóãóþ ñ èçìåíåíèåì çíàêà B, òî
õ14 ñòàíîâèòñÿ ðàâíî òðîéêå (A, B, C), ãäå C - åäèíèöà îïåðàöèè A. Â íàøåì
ïðèìåðå õ13 - ñèìâîë "÷èñëî", õ14 - òðîéêà ("ïëþñ", "ìèíóñ", 0). Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ14 - òðîéêà óêàçàííîãî âèäà è ÷òî óòâåðæäåíèå õ10 íå èìååò êîíñòàíòû C
îäíèì èç ñâîèõ êîðíåâûõ îïåðàíäîâ. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïåðåãðóïïèðîâêè êîðíåâûõ îïåðàíäîâ îòíîøåíèÿ õ10 â ëåâîé ÷àñòè. Â íàøåì
ïðèìåðå - "ab−cb = 0". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü. Åñëè
åå çàãîëîâîê òàêîé æå, êàê ó çàìåíÿåìîé ÷àñòè, à ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ
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ðàâíî 2, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ ïåðåãðóïïèðîâêà åå ÷ëåíîâ â ëåâîé
÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ "a − c = 0". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àí-
òåöåäåíòàìè õ12, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé
õ18 è õ19. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

2. Ãðóïïèðîâêà íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ â îäíîé ÷àñòè îòíîøåíèÿ (ñëó÷àé êîíúþíêòèâ-
íîé çàìåíÿåìîé ÷àñòè).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(¬(b = 0) & a − ÷èñëî & c − ÷èñëî & ÷èñëèòåëü(b) − even & b − rational →
−cb + ab = 0 & 0 ≤ ac↔ a = c)

èç òåîðåìû

∀abc(¬(b = 0) & a − ÷èñëî & c − ÷èñëî & ÷èñëèòåëü(b) − even & b − rational →
ab = cb & 0 ≤ ac↔ a = c)

Äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùåìó ïóíêòó, íî ïåðåãðóïïèðîâêà ïðîèñõîäèò
òîëüêî â êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíàõ çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

3. Ïîïûòêà ïðîâàðüèðîâàòü çàìåíÿåìóþ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàð-
òèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(¬(c ∈ a) & a− set & b− ñëîâî→ a ⊆ {c; b} ↔ a ⊆ {; b})

èç òåîðåìû

∀ade(a− set & d− set & e− set & íåïåðåñåê(a, d)→ a ⊆ d ∪ e↔ a ⊆ e)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀cd(c− ñëîâî→ {; c} ∪ {d} = {d; c})

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò íå áîëåå òðåõ ïåðåìåííûõ. Âíóòðè
çàìåíÿåìîé ÷àñòè âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà, è ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - âûðàæåíèå
"d∪e", õ12 - ñèìâîë "îáúåäèíåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 íå ðàñïîëîæåíî âíóò-
ðè òàêîãî êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà çàìåíÿåìîé ÷àñòè, îöåíêà ñëîæíîñòè êîòîðîãî
ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè âñåé çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"ïåðåñòàíîâêè" íàõîäèò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåî-
ðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè èñõîäíàÿ òåîðåìà èìåëà áîëåå îäíîé ïåðåìåííîé,
òî äîïîëíèòåëüíàÿ èìååò íå áîëåå äâóõ ïåðåìåííûõ, èíà÷å - íå áîëåå òðåõ.
Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11
ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáà-
òûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïåðàíäîâ", "äåìîäèôèêàöèÿ" è "íîðìòåîðåìà".
Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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Ðåàëèçàöèÿ ôðàãìåíòà êîíñåêâåíòà ýêâèâàëåíòíîñòè

1. Èñïîëüçîâàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè äëÿ ïåðåõîäà îò êîí-
ñòàíòíîãî ïðèìåðà ê íåêîíñòàíòíîìó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀c(c− ÷èñëî→ c < c + 1)

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ a < b↔ a + c < b + c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

0 < 1.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ýëåìåí-
òàðíà è íå èìååò çàãîëîâêà "íå". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ
÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà áåñïîâòîðíà, ýëåìåíòàðíà è íå èìååò çàãîëîâêà
"íå", à åå ïàðàìåòðû îáðàçóþò ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ çàìåíÿ-
åìîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîðíåâûå îïåðàíäû óòâåðæäåíèÿ õ11 ñóòü ïåðå-
ìåííûå. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ11. Â íàøåì
ïðèìåðå - ñèìâîë "ìåíüøå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "Êîíñòàíòà" îïðåäå-
ëÿåò ïî õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ16 ïðñè-
âàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ óòâåðæäåíèÿ õ11. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ16, ïåðåâîäÿùàÿ õ11 â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïðåäå-
ëÿþòñÿ ðåçóëüòàò õ18 ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê òåðìó õ10, à òàêæå íàáîð õ20
ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòàíîâêè ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû.
Â íàøåì ïðèìåðå õ18 èìååò âèä "0 + c < 1+ c". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ
óòâåðæäåíèå, ïîëó÷àåìîå èç õ18 ïðè îáðàáîòêå åãî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ íîðìà-
ëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè îòíîñèòåëüíî ñïèñêà õ20. Ïåðåìåííîé õ24
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè óòâåðæäåíèé õ20 îïåðàòîðîì "íîðìàíòå-
öåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ23. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ24 è êîíñåêâåíòîì õ23. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

2. Ðåàëèçàöèÿ êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà çàìåíÿåìîãî òåðìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀amn(a− set & a ⊆ Z & m− öåëîå & n− öåëîå→ a ∪ {m, . . . , n} = Z ↔
Z ⊆ a ∪ [m,n])

èç òåîðåìû

∀abmn(a− set & b− set & a ⊆ Z & m−öåëîå & n−öåëîå→ b ⊆ a∪{m, . . . , n} ↔
b ⊆ a ∪ [m, n] & b ⊆ Z)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀b(b− set→ b ⊆ b)
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Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé êîíúþíêöèþ. Âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 êîíúþíêòèâíîãî ÷ëå-
íà çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê, ñ îòáðà-
ñûâàíèåì îòðèöàíèÿ, åñëè îíî åñòü. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - âõîæäåíèå óòâåð-
æäåíèÿ b ⊆ Z, õ13 - ñèìâîë "ñîäåðæèòñÿ". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïðèìåð"
îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Åå êîíñå-
êâåíò A çàìåíÿåòñÿ íà ýêâèâàëåíòíîñòü "A↔ èñòèíà". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä"
íàõîäèò ðåçóëüòàò õ18 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ12 ïðè ïîìîùè èçìåíåííîé
óêàçàííûì îáðàçîì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Ïîïûòêà îáîáùèòü ýêâèâàëåíòíîñòü îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ
çíàêà ïåðåä äâóìåñòíîé îïåðàöèåé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abd(0 < d & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ 0 < ad + bd↔ 0 < a + b)

èç òåîðåìû

∀abd(0 < d & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ 0 < ad− bd↔ 0 < a− b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ýëå-
ìåíòàðíà. Âíóòðè õ10 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà,
÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ êîòîðîãî ðàâíî 1. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå
ïîäòåðìà "−bd". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàí-
äà ïîäòåðìà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ12 ðàâíî 2.
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå
- ñèìâîë "óìíîæåíèå". Ñïðàâî÷íèê "çàìåíàçíàêà" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ13
ïàðó (f, n), óêàçûâàþùóþ íà âîçìîæíîñòü âíåñåíèÿ çíàêà f â n-é îïåðàíä îïå-
ðàöèè õ13. Â íàøåì ïðèìåðå ýòà ïàðà èìååò âèä "(ìèíóñ 1)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïî âõîæäåíèþ õ11 ðàñïîëîæåí ñèìâîë f . Ñïðàâî÷íèê "îòðèöàíèå" óñòàíàâëè-
âàåò, ÷òî äâóêðàòíîå ïðèìåíåíèå îïåðàöèè f âîçâðàùàåò èñõîäíîå çíà÷åíèå.
Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ n-é îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ12, ïåðåìåííîé õ19 -
ñèìâîë ïî ýòîìó âõîæäåíèþ. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 - ïåðåìåííàÿ b. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî õ19 - ïåðåìåííàÿ, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â õ10. Ïåðåìåííîé
õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "õ17(õ19)". Â íàøåì ïðèìåðå - "−b". Ïåðåìåííîé õ21
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà õ20 âìåñòî ïåðåìåííîé õ19 â êîí-
ñåêâåíò òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ òàêîé æå
ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ22 è êîíñåêâåíòîì õ21. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "ïîëíûåïîñûëêè" è
"íîðìòåîðåìà", ïîñëå ÷åãî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Èñêëþ÷åíèå îïåðàöèè òèïà "îòðèöàíèå", åñëè îíà âñòðå÷àåòñÿ íàä âñåìè âõî-
æäåíèÿìè çàäàííîé ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀m(m− öåëîå→ ¬(m = 0) & 0 < m + 1↔ 0 ≤ m− 1)
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èç òåîðåìû

∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ ¬(m− n = 0) & 0 < m− n + 1↔
0 ≤ m− n− 1)

Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî
ïîäòåðìà, ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ êîòîðîãî ðàâíî 1. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - êîðíåâîé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ11
- âõîæäåíèå òåðìà "−n", õ12 - ïåðåìåííàÿ n. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàãîëîâîê ïîäòåðìà õ11. Ñïðàâî÷íèê "îòðèöàíèå" ïðîâåðÿåò, ÷òî äâóêðàòíîå
ïðèìåíåíèå îïåðàöèè õ13 íå èçìåíÿåò èñõîäíîãî çíà÷åíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå
âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé õ12 â çàìåíÿåìûé òåðì ðàñïîëîæåíû òîëüêî ïîä îïåðà-
öèåé õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ ÷òî ýòî æå âåðíî äëÿ âõîæäåíèé õ12 â àíòåöåäåíòû, çà
èñêëþ÷åíèåì àíòåöåäåíòîâ, èìåþùèõ åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ12
è íå ñîäåðæàùèõ äðóãèõ ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðå-
çóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû òåðìà "õ13(õ12)" âìåñòî ïåðåìåííîé õ12,
à ïåðåìåííîé õ16 - ðåçóëüòàò òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â êîíñåêâåíò. Ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ15 è êîíñåêâåíòîì õ16, êîòîðàÿ îáðàáàòûâàåò-
ñÿ îïåðàòîðàìè "ïîëíûåïîñûëêè", "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

3. Îáîáùåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ïóòåì ââîäà áåñïîâòîðíîãî
âíåøíåãî ïàðàìåòðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(¬(a = 0) & ¬(c = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & c− rational→
bc/a− rational↔ b/a− rational)

èç òåîðåìû

∀bc(b− ÷èñëî & c− rational & ¬(c = 0)→ bc− rational↔ b− rational)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abe(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ e · (a/b) = ae/b)

Îïèñàíèå ïðèåìà ïî÷òè äîñëîâíî âîñïðîèçâîäèò îïèñàíèå àíàëîãè÷íîãî ïðèå-
ìà äëÿ õàðàêòåðèñòèêè "íîðìàëèçàöèÿ". Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì òåêñò
ïîëíîñòüþ.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî
ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îíî íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "èëè". Âíóòðè òåðìà õ10 âûáèðàåòñÿ
âõîæäåíèå õ12 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà ñ äâóìÿ êîðíåâûìè îïåðàíäàìè; ïå-
ðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - âûðàæåíèå
bc, õ13 - ñèìâîë "óìíîæåíèå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" îïðå-
äåëÿåò ïî õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ19 -
åå çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Â íàøåì ïðèìåðå- "e · (a/b)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò
çàãîëîâîê õ13. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ20 êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ19,
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ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé äâóìåñòíóþ îïåðàöèþ îò ïåðåìåííûõ õ22 è õ23. Íàõî-
äèòñÿ åäèíèöà E ýòîé îïåðàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå ïåðåìåííàÿ õ22 - a, ïåðåìåí-
íàÿ õ23 - b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äðóãîé êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ19 ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïåðåìåííóþ õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - e.

Åñëè ñèìâîë õ13 êîììóòàòèâåí, òî ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîèçâîëü-
íûé êîðíåâîé îïåðàíä îïåðàöèè õ12, èíà÷å - îïåðàíä, èìåþùèé òîò æå íîìåð,
÷òî è îïåðàíä õ19 îïåðàöèè õ20. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 - âõîæäåíèå îïåðàíäà b.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ26 ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ27, èìåþùàÿ
åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ10. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå îòëè÷íîãî îò õ26 îïåðàíäà îïåðàöèè õ12. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ
òà èç ïåðåìåííûõ õ22, õ23, ïî êîòîðîé îïåðàöèÿ õ20 íå èìååò åäèíèöû, ïåðå-
ìåííîé õ30 - òà, ïî êîòîðîé îíà èìååò åäèíèöó. Â íàøåì ñëó÷àå õ29 - a, õ30
- b. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâîê îòëè÷åí îò ñèìâîëà õ13 è ÷òî ÷èñëî åãî
êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ðàâíî 2. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ32 òîãî êîðíåâîãî
îïåðàíäà òåðìà õ31, êîòîðûé èìååò çàãîëîâîê õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - òåðìà
"ae". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ32 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé
õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà îïåðàöèè õ32, ðàâíîãî ïåðåìåííîé õ25
(ò.å. e), ïåðåìåííîé õ34 - âõîæäåíèå îïåðàíäà, ðàâíîãî ïåðåìåííîé õ29 (ò.å. a).
Åñëè îïåðàöèÿ õ13 íåêîììóòàòèâíà, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàíä õ34 îïåðà-
öèè õ32 èìååò òîò æå íîìåð, ÷òî è îïåðàíä õ20 îïåðàöèè õ19. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
âõîæäåíèå õ35 êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ31, îòëè÷íîãî îò õ32. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî íà ýòîì âõîæäåíèè ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ30 (ò.å. b). Ïåðåìåííîé õ36
ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ31.

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíàÿ ïðîâåðêà íåèçáûòî÷íîñòè ââîäà íîâîãî ïà-
ðàìåòðà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà õ12 - îïåðàíä îïåðàöèè õ36, ïðîòè-
âîïîëîæíûì îïåðàíäîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ áåñïîâòîðíàÿ â çàìåíÿåìîé ÷àñòè
ïåðåìåííàÿ.

Åñëè ïðîâåðêà íåèçáûòî÷íîñòè äàëà ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò, âûáèðàåòñÿ ïå-
ðåìåííàÿ õ37, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - "a". Ïå-
ðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîäåäèíåíèÿ òåðìîâ õ12 è õ37 îïåðà-
öèåé õ36, ïðè÷åì íîìåð îïåðàíäà õ37 ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì îïåðàíäà õ35 îïå-
ðàöèè õ31. Â íàøåì ïðèìåðå õ38 èìååò âèä bc/a. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ12 â òåðì õ10 íà õ38. Â íàøåì ñëó÷àå -
"bc/a− rational". Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìîâ
õ27 è õ37 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29 è õ30 â ïîäòåðì õ20. Â íàøåì ïðèìåðå -
"b/a". Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà õ40 âìåñòî
ïåðåìåííîé õ27 â òåðì õ11. Â íàøåì ñëó÷àå - "b/a− rational". Ïåðåìåííîé õ43
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé õ27, õ37 è ïîäòåðìà
õ28 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29, õ30 è õ25 â àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Â íàøåì ïðèìåðå - "¬(a = 0)", "b−÷èñëî", "a−÷èñëî", "c−÷èñëî". Ïåðåìåííîé
õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå íàáîðà õ43 ñ íàáîðîì ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè
âûðàæåíèÿ õ40 âìåñòî ïåðåìåííîé õ27 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû.

Äàëåå ñíîâà ïðåäïðèíèìàåòñÿ àíàëèç íåèçáûòî÷íîñòè äîáàâëåííîé ïåðåìåííîé
õ37. Âûðàæåíèå õ39 îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè
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è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïåðåìåííàÿ õ37 íå îêàçàëàñü â îäíîé è òîé æå
àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè ñ äðóãîé áåñïîâòîðíîé ïåðåìåííîé.

Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ44, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýê-
âèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ41 è õ39. Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà - òà æå, ÷òî ó
èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ýòîé
èìïëèêàöèè îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â òåîðåìå õ46 ïå-
ðåìåííàÿ õ37 èìååò åäèíè÷íîå çíà÷åíèå äëÿ òîé îïåðàöèè, îïåðàíäîì êîòîðîé
îíà ÿâëÿåòñÿ. Çàòåì ýòà òåîðåìà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå
èñõîäíîé òåîðåìû.

4. Îáîáùåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ïóòåì ââîäà ïîâòîðíîãî äî-
ïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà îïåðàíäà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdefghijk(¬(g = 0) & ¬(h = 0) & ¬(i = 0) & ¬(j = 0) & ¬(k = 0) &
a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî &
g − ÷èñëî & h− ÷èñëî & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & k − ÷èñëî→
ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (a/g, b/i, c/j))↔ ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f),
(ah/(gk), bh/(ik), ch/(jk))))

èç òåîðåìû

∀abcdefghij(¬(g = 0) & ¬(h = 0) & ¬(i = 0) & ¬(j = 0) & a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî &
h− ÷èñëî & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî→ ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (a/g, b/i, c/j))↔
ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (ah/g, bh/i, ch/j)))

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀ade(¬(a = 0) & ¬(e = 0) & a−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî→ d/(ae) = (d/e)/a)

∀abe(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ e · (a/b) = ae/b)

Îïèñàíèå ïðèåìà ïî÷òè äîñëîâíî âîñïðîèçâîäèò îïèñàíèå àíàëîãè÷íîãî ïðèå-
ìà äëÿ õàðàêòåðèñòèêè "íîðìàëèçàöèÿ". Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì òåêñò
ïîëíîñòüþ.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùàÿ. Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 äâóìåñòíîé îïåðàöèè
õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðàöèè ah/g. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòà-
íîâêè" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ âûøå ïåðâóþ äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ åå çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà èìååò çàãîëîâîê õ13. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ20 êîðíåâîãî îïåðàíäà
òåðìà õ19, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé äâóìåñòíóþ îïåðàöèþ îò ïåðåìåííûõ õ22 è
õ23. Íàõîäèòñÿ åäèíèöà E ýòîé îïåðàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 - "(d/e)/a"; ïå-
ðåìåííàÿ õ22 - d, ïåðåìåííàÿ õ23 - e. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äðóãîé êîðíåâîé îïåðàíä
òåðìà õ19 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - a.

Åñëè ñèìâîë õ13 êîììóòàòèâåí, òî ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîèçâîëü-
íûé êîðíåâîé îïåðàíä îïåðàöèè õ12, èíà÷å - îïåðàíä, èìåþùèé òîò æå íîìåð,
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÷òî è îïåðàíä õ19 îïåðàöèè õ20. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 - âõîæäåíèå òåðìà ah.
Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ26.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ27 - ñèìâîë êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå õ28 îïåðàíäà îïåðàöèè õ26, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ïåðåìåííóþ õ29,
èìåþùóþ áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ â çàìåíÿåìóþ ÷àñòü õ10. Â íàøå ñëó÷àå
- ïåðåìåííàÿ h. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ29 â òåðì
õ10 ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì îïåðàöèè õ27, ÿâëÿþùåéñÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îïåðàí-
äîì îïåðàöèè õ13, îòëè÷íûì îò òîãî, ïî êîòîðîìó ýòà îïåðàöèÿ èìååò åäèíèöó
E. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ27 óêà-
çàííóþ âûøå âòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýòîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - e · (a/b). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà èìååò çàãîëîâîê õ27. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå - ae/b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò
çàãîëîâîê õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ïåðåìåííûõ òåðìà õ35 ðàâíî 3, ÷èñ-
ëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ - 2. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ íåîäíîáóêâåííûé
îïåðàíä òåðìà õ35. Äðóãîé îïåðàíä - ïåðåìåííàÿ õ39. Â íàøåì ïðèìåðå - e.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ36 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé
õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî èç íèõ, êîòîðûé èìååò çàãîëîâîê õ27. Â íà-
øåì ïðèìåðå - ae. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îäíèì èç îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ40 ñëóæèò
ïåðåìåííàÿ õ39, à äðóãèì - íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ ïðèñâàèâàåòñÿ ïå-
ðåìåííîé õ44. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ36, îòëè÷íûé îò õ40,
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ41. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ41 ðàñïîëî-
æåíà ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ45. Â íàøåì ïðèìåðå
- b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ45 âõîäèò â ïîäòåðì õ37. Ïåðåìåííîé õ41
ïðèñâàèâàåòñÿ òîò îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ36, ïî êîòîðîìó îïåðàöèÿ õ13 èìååò
åäèíèöó. Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðàíä b. Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ12, îòëè÷íîãî îò õ26. Â íàøåì ïðèìåðå - çíàìåíàòåëü
b. Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ òà èç ïåðåìåííûõ õ23, õ22 - îïåðàíäîâ òåðìà
õ20 - ïî êîòîðîé îïåðàöèÿ õ13 íå èìååò åäèíèöû. Â íàøåì ïðèìåðå - d.

Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì ïåðâîé äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò çàãîëîâîê õ13. Ïåðåìåííîé õ50 ïðèñâàèâàåòñÿ
òîò êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ49, êîòîðûé ðàñïîëîæåí òàê æå, êàê îïåðàíä õ20
îïåðàöèè õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðàíä d. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ
õ50 ðàñïîëàãàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ48. Ïåðåìåííîé õ51 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîé êîð-
íåâîé îïåðàíä òåðìà õ49, ïåðåìåííîé õ52 - çàãîëîâîê ýòîãî îïåðàíäà. Â íàøåì
ïðèìåðå õ51 - "ae". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèìâîë õ52 êîììóòàòèâåí.

Ïðîâåðÿåòñÿ íåèçáûòî÷íîñòü ââîäà äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé: åñëè ïî âõî-
æäåíèþ õ47 ðàñïîëàãàåòñÿ îïåðàöèÿ õ52, èìåþùàÿ ñâîèì îïåðàíäîì ïåðåìåí-
íóþ, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïåðåìåííàÿ íå ðàñïîëàãàåòñÿ â çàìåíÿåìîì òåðìå
õ10 òàê æå, êàê áóäåò ðàñïîëîæåíà äîïîëíèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ53, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííàÿ k. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå âõîæäåíèÿ v1 â çàìå-
íÿåìûé òåðì õ10 ïåðåìåííîé õ29, è îïðåäåëÿþòñÿ âõîæäåíèÿ v2, îïåðàíäîì
êîòîðûõ ñëóæèò v1, âõîæäåíèÿ v3, îïåðàíäîì êîòîðûõ ñëóæèò v2, è âñåâîç-
ìîæíûå îòëè÷íûå îò v2 âõîæäåíèÿ v4 îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ v3. Ïåðåìåííîé
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õ54 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âõîæäåíèé v4. Â íàøåì ïðèìåðå õ54 - âõîæäåíèÿ ïå-
ðåìåííûõ g, i, j. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàçëè÷íûå âõîæäåíèÿ ñïèñêà õ54 íå ïîä÷è-
íåíû äðóã äðóãó. Ïåðåìåííîé õ56 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèé
õ54 ïîäòåðìîâ t íà òåðìû "õ52(õ53, t)". Â íàøåì ïðèìåðå - çàìåíû g íà kg, i
íà ki è j íà kj. Ïåðåìåííîé õ57 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ïîäòåðìå
õ37 ïåðåìåííûõ õ44 è õ45 íà õ29 è õ53. Â íàøåì ñëó÷àå - "h/k". Ïåðåìåííîé
õ58 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà õ57 âìåñòî ïåðåìåííîé õ29 â
òåðì õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (a/g, b/i, c/j))". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî àíòåöåäåíòû ïåðâîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû âêëþ÷àþòñÿ â ñïè-
ñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. âûðàæåíèÿ õ19,
à àíòåöåäåíòû âòîðîé - óòâåðæäåíèÿ õ35. Ïåðåìåííîé õ59 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìà õ57 âìåñòî ïåðåìåííîé õ29 â àíòåöåäåíòû
èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ60 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ58 è
õ56, îðèåíòèðîâàííîå òàê æå, êàê â èñõîäíîé òåîðåìå. Ñïèñîê õ59 ïîïîëíÿåòñÿ
óòâåðæäåíèÿìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. ðàâåíñòâà õ60, è
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåð-
ìà õ60. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ59 è êîíñåêâåíòîì õ60.
Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âû-
âîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì

1. Ïîïûòêà ñêëåèòü äâå ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, îòëè÷àþùèåñÿ
çàìåíÿþùèìè ÷àñòÿìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bd(b− ÷èñëî & d− ÷èñëî & ¬(b = 0)→ 0 < d/b↔ 0 < bd)

èç òåîðåìû

∀ac(0 < a & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ 0 < c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bd(b < 0 & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ d < 0)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿå-
ìûé. Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ òåîðåìà õ13, îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé òåîðåìû è
èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòèêó âèäà "îáùíîðì(N)". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàïðàâëåíèå çàìåíû N . Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëü-
íàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî äëèíà ðàâíà äëèíå òåðìà õ11. Ïåðåìåííîé õ11
ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà âêëþ÷àåòñÿ â ïàðàìåòðû òåðìà õ11. Àíàëîãè÷íî, ïåðåìåííîé õ19 ïðñèâà-
èâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà âêëþ÷àåòñÿ â ïàðàìåòðû òåðìà õ17. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïå-
ðåìåííûõ õ18, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ11 â òåðì õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ïîäñòàâ-
ëÿåò âìåñòî ïåðåìåííûõ õ18 ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâà-
èâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòà èñõîäíîé
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òåîðåìû, îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä".
Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ23 è õ24, ïåðåìåííîé õ26 -
ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ24 è õ23, ïåðåìåííîé õ27 - ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ õ23 è õ24.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ25 è õ26 îäíîýëåìåíòíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 ñîñòî-
èò èç óòâåðæäåíèÿ "0 < b", õ26 - èç óòâåðæäåíèÿ "b < 0". Ñïèñîê õ27 ñîñòîèò èç
óòâåðæäåíèé "b−÷èñëî", "d−÷èñëî". Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ28 ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè S ê òåðìó õ10. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "0 < d". Ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ êîíúþíêöèÿ ñîäåðæèìîãî íàáîðà õ25 è óòâåðæäåíèÿ õ28, à òàêæå
êîíúþíêöèÿ ñîäåðæèìîãî íàáîðà õ26 è çàìåíÿþùåãî òåðìà äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ ýòèõ äâóõ êîíúþíêöèé.
Â íàøåì ïðèìåðå îíà èìååò âèä "0 < b & 0 < d ∨ b < 0 & d < 0". Ïåðå-
ìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ27, åäèíñòâåííûì
óñëîâèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå õ29. Öåëè çàäà÷è "ñâåðòêà", "è", "ðå-
äàêöèÿ". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îòâåò çàäà÷è õ30. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò âèä "0 < bd". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ31 ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåí-
íîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ ñîäåðæèìûõ ñïèñêîâ õ25 è õ26. Â íàøåì
ñëó÷àå - "0 < b ∨ b < 0". Ñîçäàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ33 ñ ïîñûëêàìè õ27 è
åäèíñòâåííûì óñëîâèåì õ32. Öåëè - "ñâåðòêà", "è", "ðåäàêöèÿ". Îòâåò çàäà÷è
õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ34. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "¬(b = 0)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ34 ýëåìåíòàðíî. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòå-
öåäåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ27 è óòâåðæäåíèå õ34, à
êîíñåêâåíòîì - ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ17 è õ31. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà. Îáå èñõîäíûõ òåîðåìû â ýòîì ñïèñêå ñîõðàíÿþòñÿ.

2. Ñêëåéêà äâóõ èìïëèêàöèé, îòëè÷àþùèõñÿ àëüòåðíàòèâíûìè àíòåöåäåíòàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abAB(¬(A = B) & a−÷èñëî& b−÷èñëî& A−òî÷êà& B−òî÷êà→ aâåêòîð(AB) =
bâåêòîð(AB)↔ a = b)

èç òåîðåìû

∀abAB(¬(A = B) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & 0 ≤ b →
aâåêòîð(AB) = bâåêòîð(AB)↔ b = a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abAB(¬(A = B) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & a ≤ 0→
aâåêòîð(AB) = bâåêòîð(AB)↔ b = a)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ11 - ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ. Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ òåîðåìà õ13, îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé, íå ïîìå-
÷åííàÿ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå" è èìåþùàÿ òó æå òåêóùóþ õàðàêòåðèñòèêó
õ7, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà. Â íàøåì ïðèìåðå - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ
òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ16 - åå êîíñåêâåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû òåðìîâ õ10
è õ16 ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðå-
ìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âñòðå÷àþùèåñÿ â èñõîäíîé
òåîðåìå. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä:
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∀cdef (¬(e = f) & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî & e − òî÷êà & f − òî÷êà & c ≤ 0 →
câåêòîð(ef) = dâåêòîð(ef)↔ d = c)

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ17, ïåðåìåííîé õ19 - åãî
ïàðàìåòðû. Ïðîöåäóðà "óíèôèêàöèÿ" îïðåäåëÿåò ïîäñòàíîâêó S âìåñòî ïåðå-
ìåííûõ õ19, ïåðåâîäÿùóþ òåðì õ18 â òåðì õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïîäñòàíîâ-
êà îñóùåñòâëÿåò ïåðåîáîçíà÷åíèå ïåðåìåííûõ è íå îòîæäåñòâëÿåò èõ. Ïåðåìåí-
íîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöå-
äåíòàì òåîðåìû õ17. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîé õ11
è õ22. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî íåïóñòî. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü
ñïèñêîâ õ11 è õ23, ïåðåìåííîé õ25 - ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ22 è õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õîòÿ áû îäèí èç ñïèñêîâ õ24, õ25 îäíîýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ýëåìåíò òîãî èç ñïèñêîâ, êîòîðûé îäíîýëåìåíòíûé (ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ
óñëîâèÿõ - ýëåìåíò ñïèñêà õ24), à ïåðåìíííîé õ27 - äðóãîé ñïèñîê. Â ñïèñêå õ27
âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ28, ïàðàìåòðû êîòîðîãî òàêèå æå, êàê ó óòâåðæäåíèÿ õ26.
Â íàøåì ïðèìåðå õ27 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "b ≤ 0", õ26 èìååò
âèä "0 ≤ b". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ23 è îòëè÷-
íûõ îò õ28 ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ27. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ
óòâåðæäåíèé õ26 è õ28, ïåðåìåííîé õ31 - ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ýòîé äèçúþíêöèè
îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ29 îïåðàòîðîì "íîðìèëè". Â íàøåì ïðèìåðå õ31 èìååò
âèä "b−÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ31 ýëåìåíòàðíî. Ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ29 è óòâåðæäåíèå õ31,
à êîíñåêâåíòîì - óòâåðæäåíèå õ10. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåî-
ðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Åñëè îáà ñïèñêà õ24, õ25 îäíîýëåìåí-
òûå, òî ñêëååííûå òåîðåìû ïîìå÷àþòñÿ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå".

3. Ñêëåéêà äâóõ ýêâèâàëåíòíîñòåé äëÿ êîíúþíêöèé, îòëè÷àþùèõñÿ àëüòåðíàòèâ-
íûìè ÷ëåíàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(¬(b = 0) & a − ÷èñëî & − ÷èñëî & ÷èñëèòåëü(b) − even & b − rational →
ab = cb ↔ a = c ∨ a = −c)

èç òåîðåìû

∀abc(¬(b = 0) & a − ÷èñëî & − ÷èñëî & ÷èñëèòåëü(b) − even & b − rational →
ab = cb & 0 ≤ ac↔ a = c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bce(¬(b = 0) & c − ÷èñëî & e − ÷èñëî & ÷èñëèòåëü(b) − even & b − rational →
cb = eb & ce ≤ 0↔ c = −e)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò
çàãîëîâîê "è", è ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé. Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ12 ïàðû õ11. Â
íàøåì ïðèìåðå - ab = cb. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
òåðìà õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí âêëþ÷àåò âñå ïåðåìåííûå èñõîäíîé òåîðåìû.
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîé ýëåìåíò ïàðû õ11. Â íàøåì ïðèìåðå -
"0 ≤ ac". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ14 ñîäåðæèò íå âñå ïåðåìåííûå òåîðåìû. Â
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ñïèñêå âûâîäà âûáèðàåòñÿ òåîðåìà õ16, îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé òåîðåìû, èìåþ-
ùàÿ õàðàêòåðèñòèêó "îáùíîðì(N)", ïðè÷åì òàêàÿ, ÷òî åå çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü -
êîíúþíêöèÿ äâóõ óòâåðæäåíèé, äëèíà îäíîãî èç êîòîðûõ ðàâíà äëèíå òåðìà
õ12. Ýòî óòâåðæäåíèå ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ22. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 -
óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ22. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí âêëþ÷àåòñÿ âñå ïåðåìåííûå äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ23,
ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ22 â õ12. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìå-
íåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìå. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì
òåîðåìó:

∀bac(¬(b = 0) & a − ÷èñëî & − ÷èñëî & ÷èñëèòåëü(b) − even & b − rational →
ab = cb & ac ≤ 0↔ a = −c)

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì òåîðåìû õ25, ïåðåìííîé õ28
- íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ27. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 âõîäèò
â íàáîð õ28, è ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîé ýëåìåíò íàáîðà õ28. Â
íàøåì ïðèìåðå - "ac ≤ 0". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì
èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ31 - çàìåíÿþùèé òåðì òåîðåìû õ25. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè èõ îïåðàòîðì "ñòàíä" ðàçëè÷íû. Ïåðåìåííîé
õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ14 è õ29. Â íàøåì ïðèìåðå îíà
èìååò âèä "0 ≤ ac ∨ ac ≤ 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû õ33 è õ34 îáðà-
áîòêè îïåðàòîðì "ñòàíä" àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ25 ñîâ-
ïàäàþò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äèçúþíêöèÿ õ32 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé
õ33 (èñïîëüçóåòñÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî). Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ
ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèÿ õ12 äèçúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ30 è õ31. Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ33 è êîíñåêâåíòîì õ36, êîòîðàÿ îáðà-
áàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Âûâîä òåîðåìû ïóòåì äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû

1. Ïîëó÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè, ñâîðà÷èâàþùåé äèçúþíêöèþ äâóõ ýëåìåíòàð-
íûõ óòâåðæäåíèé â îäíî, ýêâèâàëåíòíîñòè ñâåðòêè êîíúþíêöèè äâóõ óòâåð-
æäåíèé â îäíî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ¬(a = b) & a ≤ b↔ a < b)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a < b ∨ a = b↔ a ≤ b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò
çàãîëîâîê "èëè". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îíà ýëåìåíòàðíà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâ-
íûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé è ñîñòîèò
èç ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöå-
äåíòîâ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ îäèí èç ýëåìåíòîâ ïàðû õ13,
ïåðåìåííîé õ15 - äðóãîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - óòâåðæäåíèå "a < b", õ15
- "a = b". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ15,
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ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ13 è óòâåðæäåíèå õ14. Ââî-
äèòñÿ ñèëüíûé îãðàíè÷èòåëü òðóäîåìêîñòè. Åñëè ïîëó÷àåòñÿ îòâåò "èñòèíà",
òî ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ13, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò
ýêâèâàëåíòíîñòü êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ11 è îòðèöàíèÿ õ15 óòâåðæäåíèþ
õ14. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òåîðåìå

1. Èñïîëüçîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ àòîìàðíûõ âûðà-
æåíèé - ñëó÷àé, êîãäà çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò ïåðåìåííûå àòîìàðíîãî
âûðàæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀c(Âåêòîð(c)→ äëèíà(c) = 0↔ c = âåêòîð0)

èç òåîðåìû

∀ab(a− òî÷êà & b− òî÷êà→ äëèíà(âåêòîð(ab)) = 0↔ a = b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(Âåêòîð(a)↔ ∃AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & a = âåêòîð(AB)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ýëå-
ìåíòàðíà. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ12 -
ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â óòâåðæäåíèè õ10 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 íåîäíîáóê-
âåííîãî ïîäòåðìà õ14, îòè÷íîãî îò âñåãî òåðìà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - ïîäòåð-
ìà "âåêòîð(ab)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 - àòîìàðíîå âûðàæåíèå (òèï çíà÷åíèÿ
õîòÿ áû îäíîãî èç îïåðàíäîâ îòëè÷åí îò òèïà çíà÷åíèÿ ñàìîãî âûðàæåíèÿ).
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ14 (â íàøåì ïðèìåðå - "âåê-
òîð"), ïåðåìåííîé õ16 - ñïèñîê åãî ïàðàìåòðîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé èç
ïàðàìåòðîâ õ16 âñòðå÷àåòñÿ â òåðìå õ10 òîëüêî âíóòðè ïîäòåðìà, ðàâíîãî õ14.
Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ15. Â
íàøåì ïðèìåðå - "Âåêòîð". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïàðàìîïèñàíèå" îïðå-
äåëÿåò ïî õ18 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ21 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìå ïåðåìåííûõ
íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì
òåîðåìó:

∀c(Âåêòîð(c)↔ ∃de(d− òî÷êà & e− òî÷êà & c = âåêòîð(de)))

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ21. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè õ22 èìååò çàãîëîâîê õ18, à ïðàâàÿ ÷àñòü -
çàãîëîâîê "ñóùåñòâóåò". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðî ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ïåðåìåííàÿ - êîðíåâîé îïåðàíä ëåâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè õ22. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Ñðåäè óòâåðæäåíèé õ24 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ26 ñ
ïåðåìåííîé õ25 â ëåâîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî
ðàâåíñòâà - ñèìâîë õ15. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñàìà ýòà ïðàâàÿ ÷àñòü.
Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ16, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ14 â
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òåðì õ27. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé
òåîðåìû, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå ñïèñêà õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè àíòåöå-
äåíòû äðóãèõ ïåðåìåííûõ íå ñîäåðæàò. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
âñåâîçìîæíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì õ29,
äëÿ êîòîðûõ íå óäàåòñÿ óñìîòðåòü, ÷òî îíè ñóòü ñëåäñòâèÿ óòâåðæäåíèé õ24.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ30 ïóñò. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çà-
ìåíû â õ10 âñåõ âõîæäåíèé òåðìà õ14 íà òåðì õ25. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä "äëèíà(c) = 0". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îòáðàñûâàíèÿ â
ñïèñêå õ12 óòâåðæäåíèé õ29 è äîáàâëåíèÿ ëåâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè õ22. Â
íàøåì ïðèìåðå ñïèñîê õ33 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "Âåêòîð(c)".
Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ34 ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê òåðìó õ11. Â íàøåì
ïðèìåðå îí èìååò âèä "d = e". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáú-
åäèíåíèÿ ðàçíîñòè ñïèñêîâ õ12 è õ29, ñïèñêà õ24 ñ îòáðîøåííûì ðàâåíñòâîì õ26
è óòâåðæäåíèÿ õ34. Âûðàæåíèå õ27 óïðîùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ35 ïðè
ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå; ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ37.
Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå "âåêòîð0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ37 íå
èìååò ïàðàìåòðîâ ñïèñêà õ16. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðà-
æåíèé õ25 è õ37. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ32 -
ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ33 è ðàâåíñòâà õ38. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àí-
òåöåäåíòàìè õ33, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé
õ32 è õ38. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Èñïîëüçîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ àòîìàðíûõ âûðà-
æåíèé - ñëó÷àé, êîãäà çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ àòîìàðíîãî
âûðàæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & Âåêòîð(c)→ ac = bc↔ a = b ∨ c = âåêòîð0)

èç òåîðåìû

∀abAB(¬(A = B) & a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & A − òî÷êà & B − òî÷êà → a ·
âåêòîð(AB) = b · âåêòîð(AB)↔ a = b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(Âåêòîð(a)↔ ∃AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & a = âåêòîð(AB)))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ21. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè õ22 èìååò çàãîëîâîê õ18, à ïðàâàÿ ÷àñòü -
çàãîëîâîê "ñóùåñòâóåò". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðî ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ïåðåìåííàÿ - êîðíåâîé îïåðàíä ëåâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè õ22. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Ñðåäè óòâåðæäåíèé õ24 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ26 ñ
ïåðåìåííîé õ25 â ëåâîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî
ðàâåíñòâà - ñèìâîë õ15. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñàìà ýòà ïðàâàÿ ÷àñòü.
Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ16, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ14 â
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òåðì õ27. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé
òåîðåìû, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå ñïèñêà õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè àíòåöåäåí-
òû äðóãèõ ïåðåìåííûõ íå ñîäåðæàò. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñå-
âîçìîæíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì õ29, äëÿ
êîòîðûõ íå óäàåòñÿ óñìîòðåòü, ÷òî îíè ñóòü ñëåäñòâèÿ óòâåðæäåíèé õ24.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ îò ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê
õ30 îäíîýëåìåíòíûé. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèÿ "¬(d = e)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííûå õ16 íå âñòðå÷àþòñÿ â óòâåðæäåíèè õ11. Ïåðåìåí-
íîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ30. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ10 âõîæäåíèé ïîäòåðìà õ14 íà òåðì õ25.
Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "ac = bc". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò îáúåäèíåíèÿ ðàçíîñòè ñïèñêîâ õ12 è õ29, ñïèñêà õ24 ñ îòáðîøåííûì
ðàâåíñòâîì õ26 è óòâåðæäåíèÿ õ31. Âûðàæåíèå õ27 óïðîùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî
ïîñûëîê õ34 ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå; ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ36. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå "âåêòîð0". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî õ36 íå èìååò ïàðàìåòðîâ ñïèñêà õ16. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ25 è õ36. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
äîáàâëåíèÿ ê ðàçíîñòè ñïèñêîâ õ12 è õ29 ëåâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè õ22,
ïåðåìåííîé õ39 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê õ38 ðàâåíñòâà õ37. Ïðè ïîìîùè çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ33 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ39. Çà-
òåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ38, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò
ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèÿ õ33 äèçúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ11 è õ37. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ïåðåôîðìóëèðîâêà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñ óìåíüøåíèåì ãëóáèíû ïå-
ðåìåííûõ

1. Ïåðåôîðìóëèðîâêà óòâåðæäåíèÿ òèïà òðàíçèòèâíîñòè ñ óìåíüøåíèåì ãëóáèíû
ïåðåìåííûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcde(¬(d = e) & ¬(a ∈ ïðÿìàÿ(de)) & ¬(b ∈ ïðÿìàÿ(de)) & ¬(c ∈ ïðÿìàÿ(de)) &
a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà & îäíàñòîðîíà(a, b,
ïðÿìàÿ(de)) & îäíàñòîðîíà(b, , ïðÿìàÿ(de))→ îäíàñòîðîíà(a, c, ïðÿìàÿ(de)))

èç òåîðåìû

∀ABCD(¬(C = D) & ¬(A ∈ ïðÿìàÿ(CD)) & ¬(B ∈ ïðÿìàÿ(CD)) & A− òî÷êà &
B− òî÷êà & C− òî÷êà & D− òî÷êà & B ∈ ïëîñêîñòü(ACD)→ îäíàñòîðîíà(A,
B, ïðÿìàÿ(CD))↔ íåïåðåñåê(ïðÿìàÿ(CD), îòðåçîê(AB)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(D = E) & íåïåðåñåê(îòðåçîê(AB), ïðÿìàÿ(DE)) & íåïåðåñåê(îòðåçîê(BC),
ïðÿìàÿ(DE))→ íåïåðåñåê(îòðåçîê(AC), ïðÿìàÿ(DE)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - åãî ïà-
ðàìåòðû. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 - ïðàâàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî õ11 - ñïèñîê âñåõ ïåðåìåííûõ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèÿ õ10 è õ12 ýëåìåíòàðíû è
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áåñïîâòîðíû. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî ãëóáèíà âõîæäåíèÿ êàæäîé ïåðåìåííîé
ñïèñêà õ11 â òåðì õ10 íå ìåíüøå ãëóáèíû åãî âõîæäåíèÿ â òåðì õ12, ïðè÷åì
äëÿ õîòÿ áû îäíîé ïåðåìåííîé - ñòðîãî áîëüøå. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê ïîäòåðìîâ óòâåðæäåíèÿ õ10, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü.
Â ýòîì ñïèñêå âûáèðàåòñÿ ïîäòåðì õ14; ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çà-
ãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - "îòðåçîê(AB)". Ïî ñèìâîëó õ15 ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "ïåðåõ" îïðåäåëÿåò óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî
ýòîìó âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåí çàãîëîâîê òåðìà õ10. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê íîìåðîâ ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå
âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀abcde(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà &
¬(d = e) & íåïåðåñåê(îòðåçîê(ab), ïðÿìàÿ(de)) & íåïåðåñåê(îòðåçîê(bc),
ïðÿìàÿ(de))→ íåïåðåñåê(îòðåçîê(ac), ïðÿìàÿ(de)))

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ20, ïåðåìåí-
íîé õ22 - ïîäñïèñîê åå ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå
óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ22 èìååò òîò æå çàãîëîâîê, ÷òî è òåðì õ10 (â íàøåì ïðèìå-
ðå - "íåïåðåñåê"), ïðè÷åì ñîäåðæèò ñèìâîë õ15 (â íàøåì ïðèìåðå - "îòðåçîê").
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èñõîä-
íîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âñòðå÷àþùèåñÿ êàê â èñõîäíîé òåîðåìå, òàê è
â òåîðåìå õ20. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïå-
ðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âñòðå÷àþùèåñÿ êàê â èñõîäíîé
òåîðåìå, òàê è â òåîðåìàõ õ20, õ23.

Â íàøåì ïðèìåðå õ23 ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîé òåîðåìû ïåðåîáîçíà÷åíèåì ïå-
ðåìåííûõ A, B, C,D íà f, g, h, i; õ24- ïåðåîáîçíà÷åíèåì ýòèõ æå ïåðåìåííûõ íà
j, k, l,m.

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì òåîðåìû õ23, ïåðåìåííîé õ28
- çàìåíÿþùèé òåðì òåîðåìû õ24, ïåðåìåííîé õ29 - êîíñåêâåíò òåîðåìû õ20, ïå-
ðåìåííîé õ30 - ïàðàìåòðû òåðìîâ õ10, õ27, õ28, õ29 è òåðìîâ ïàðû õ22. Â íàøåì
ïðèìåðå õ27 èìååò âèä "íåïåðåñåê(ïðÿìàÿ(hi) îòðåçîê(fg))", ïåðåìåííàÿ õ28 -
"íåïåðåñåê(ïðÿìàÿ(lm) îòðåçîê(jk))", ïåðåìåííîé õ29 - "íåïåðåñåê(îòðåçîê(ac)
ïðÿìàÿ(de))". Ñïèñîê õ30 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ a, b, c, d, e, f, g, h, i, j, k, l,m,
A, B, C,D.

Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ30, óíèôèöèðóþùàÿ îäíî-
âðåìåííî ïàðû òåðìîâ õ10 è õ29, õ27 è ïåðâîãî òåðìà ïàðû õ22, õ28 è âòîðîãî
òåðìà ïàðû õ22. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíå-
íèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì ñïèñêà õ21, íå âîøåäøèì â ñïèñîê õ22, à
òàêæå ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåì õ23, õ24. Ïåðåìåííîé õ35
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðå-
ìû õ23, ïåðåìåííîé õ36 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòàíîâêè ê çàìåíÿåìîé
÷àñòè òåîðåìû õ24. Óòâåðæäåíèÿ õ35, õ36 äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó õ32. Ïåðåìåí-
íîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèþ
õ12. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ32 ïðîöåäó-
ðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ37. Çàòåì ñîçäàåòñÿ
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èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ38 è êîíñåêâåíòîì õ37. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.60 Õàðàêòåðèñòèêà "îïèñàòåëü"

Õàðàêòåðèñòèêîé "îïèñàòåëü(N)" ñíàáæàåòñÿ òîæäåñòâî, èñïîëüçóåìîå äëÿ ïåðåõîäà
ê áîëåå ïðîñòûì îïèñàòåëÿì ëèáî äëÿ èñêëþ÷åíèÿ îïèñàòåëåé. N - íàïðàâëåíèå
çàìåíû.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Âûâîä èç îïðåäåëåíèÿ êëàññà óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀afx(a− set & f −ôóíêöèÿ & a ⊆ Dom(f)→ x ∈ îáðàç(f, a)↔
∃y(y ∈ a & x = f(y)))

èç òåîðåìû

∀af (a − set & f − ôóíêöèÿ & a ⊆ Dom(f) → setx(∃y(y ∈ a & x = f(y))) =
îáðàç(f, a))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò
çàãîëîâîê "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü, ïåðåìåí-
íîé õ12 - ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàè-
âàåòñÿ óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè íàáîðà õ12 ìíîæåñòâó õ11. Åñëè ñâÿçûâàþùàÿ
ïðèñòàâêà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé, òî â ëåâîé ÷àñòè ïðèíàäëåæíî-
ñòè ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ, èíà÷å - âûðàæåíèå "íàáîð(. . .)", ïåðå÷èñëÿþùåå
ïåðåìåííûå ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êî-
òîðîé òå æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû, à êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü õ13 è
ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ "êëàññ".

2. Ïîïûòêà ïîäñòàâèòü êîíñòàíòó âìåñòî ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé äëÿ âàðüè-
ðîâàíèÿ òîæäåñòâà, èñêëþ÷àþùåãî îïèñàòåëü.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bc(¬(c = ∅) & b− set & c− set→ b =
⋂

d,d∈c b)

èç òåîðåìû

∀f (¬(Dom(f) = ∅) & f −ôóíêöèÿ & ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(f)→
seta(∀x(x ∈ Dom(f)→ a ∈ f(x))) =

⋂
(f))

Â àíòåöåäåíòàõ òåîðåìû íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå ñ çàãîëîâêîì "ôóíêöèÿ". Ïå-
ðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ. Â íàøåì ïðèìåðå - "f". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî â çàìåíÿåìîé ÷àñòè âñòðå÷àåòñÿ ïîäâûðàæåíèå âèäà "çíà÷åíèå(õ13
. . .)". Îïåðàòîð "ïîäñòêîíñò" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ14 ïîäñòàíîâêè â òåîðåìó
êîíñòàíòíîé ôóíêöèè â êà÷åñòâå õ13. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:
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∀bc(c− set & ¬(Dom(λd(b, d ∈ c)) = ∅) & λd(b, d ∈ c)−ôóíêöèÿ &
ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(λd(b, d ∈ c)) → seta(∀x(x ∈ Dom(λd(b, d ∈ c)) → a ∈ b)) =⋂

d,d∈c b)

Àíòåöåäåíòû òåîðåìû õ14 îáðàáàòûâàþòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû"îò-
íîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ åå êîíñåêâåíòà. Çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé õ14 ñòàíîâèòñÿ
èçìåíåííàÿ âåðñèÿ òåîðåìû. Ýòà òåîðåìà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðì-
òåîðåìà", ïðè äëÿ óïðîùåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ âñå óæå âûâåäåííûå â òîì æå öèêëå
äðóãèå òåîðåìû. Êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû ðåçóëüòàòà îáðàáîòêè ðåãèñòðèðóþòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïîïûòêà ïîäñòàâèòü òîæäåñòâåííóþ ôóíêöèþ âìåñòî ôóíêöèîíàëüíîé ïåðå-
ìåííîé äëÿ âàðüèðîâàíèÿ òîæäåñòâà, èñêëþ÷àþùåãî îïèñàòåëü.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & a ⊆ b→ a = îáðàç(λc(c, c ∈ b), a))

èç òåîðåìû

∀af (a − set & f − ôóíêöèÿ & a ⊆ Dom(f) → setx(∃y(y ∈ a & x = f(y))) =
îáðàç(f, a))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
àíòåöåäåíòîâ. Â íåì íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå ñ çàãîëîâêîì "ôóíêöèÿ". Ïåðå-
ìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííóþ
f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â çàìåíÿåìîé ÷àñòè âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå âèäà "çíà÷å-
íèå(õ13 . . .)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè àíòåöåäåíòîâ íåò äðóãèõ óòâåðæäåíèé
âèäà "ôóíêöèÿ(. . .)". Îïåðàòîð "ïîäñòòîæä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ14 ïîäñòà-
íîâêè â òåîðåìó òîæäåñòâåííîé ôóíêöèè â êà÷åñòâå õ13. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò âèä:

∀ab(b− set & a− set & λc(c, c ∈ b)−ôóíêöèÿ & a ⊆ Dom(λc(c, c ∈ b))→
setx(∃y(y ∈ a & x = y)) = îáðàç(λc(c, c ∈ b), a))

Àíòåöåäåíòû òåîðåìû õ14 îáðàáàòûâàþòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû"îò-
íîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ åå êîíñåêâåíòà. Çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé õ14 ñòàíîâèòñÿ
èçìåíåííàÿ âåðñèÿ òåîðåìû. Ýòà òåîðåìà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðì-
òåîðåìà", ïðè äëÿ óïðîùåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ âñå óæå âûâåäåííûå â òîì æå öèêëå
äðóãèå òåîðåìû. Êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû ðåçóëüòàòà îáðàáîòêè ðåãèñòðèðóþòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

4. Âûâîä óñëîâèÿ íåïóñòîòû êîíñòàíòíîãî ìíîæåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

¬(N = ∅)

èç òåîðåìû

N = setn(n− íàòóðàëüíîå)
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Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë "ðàâíî".
Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò
çàãîëîâîê "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îíà ýëåìåíòàðíà. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ
ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè îïèñàòåëÿ "êëàññ", ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
ïîä îïèñàòåëåì. Çàòåì âûâîäèòñÿ îòðèöàíèå ðàâåíñòâà âûðàæåíèÿ õ10 ïóñòîìó
ìíîæåñòâó.

5. Ïåðåõîä ê ïîäìíîæåñòâó îïåðàíäîâ â îïåðàöèè íàä êîíå÷íûì ñåìåéñòâîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdfn(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & ¬(a = 0) & ¬(b = 0) & n− íàòóðàëüíîå &
c− öåëîå & d− öåëîå & 0 ≤ d− c & 0 ≤ c & 0 ≤ f & f = n− d→∑d

k=c(a
kbn−kCk

n) = (a + b)n −
∑c−1

g=0(a
gbn−gCg

n)−
∑f−1

g=0(a
n−gbgCg

n))

èç òåîðåìû

∀abn(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & ¬(a = 0) & ¬(b = 0) & n − íàòóðàëüíîå →∑n
k=0(a

kbn−kCk
n))

Òåîðåìà ñîçäàåòñÿ ñïåöèàëüíî äëÿ ïðèåìà, êîòîðûé áóäåò "ñâîðà÷èâàòü" êî-
íå÷íóþ ñóììó äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ îòëè÷àþòñÿ
îò "ñòàíäàðòíûõ" íà íåáîëüøîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ. Ýòè ñëàãà-
åìûå âû÷èòàþòñÿ â êîíå÷íûõ ñóììàõ ïðàâîé ÷àñòè, ïðè÷åì êàæäàÿ èç òàêèõ
êîíå÷íûõ ñóìì ðàçâîðà÷èâàåòñÿ ïðèåìîì â îáû÷íóþ ñóììó.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - ñïèñîê àíòå-
öåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ12 - çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàãîëîâîê òåðìà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "ñóììàâñåõ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî
êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ10 ðàâíî 1. Ñïðàâî÷íèê "ðàçâåðòêà" óñìàòðèâàåò,
÷òî õ13 - îáîáùåíèå äâóìåñòíîé êîììóòàòèâíî-àññîöèàòèâíîé îïåðàöèè õ14 (â
íàøåì ïðèìåðå - "ïëþñ") íà íàáîðû ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Îïðåäåëÿåòñÿ òèï
õ16 çíà÷åíèé îïåðàöèè õ15, è ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàùå-
íèÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïåðåãðóïïèðîâêà" äëÿ ñèìâîëà õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ17
- òðîéêà, ïåðâûì ýëåìåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ñèìâîë õ14. Ïåðåìåííîé õ18 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âòîðîé ýëåìåíò òðîéêè (â íàøåì ïðèìåðå - "ìèíóñ"). Ïåðåìåííîé
õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïî âõîæäåíèþ õ19 ðàñïîëîæåí ñèìâîë "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëå-
ìåíòíà, è ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâà-
èâàåòñÿ âõîæäåíèå ïðåäïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî
ýòîìó âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåíà êîíúþíêöèÿ òðåõ óòâåðæäåíèé, èìåþùèõ âèä
"öåëîå(i)", "A ≤ i", "i ≤ B". Çäåñü i - ïåðåìåííàÿ õ21. Âûðàæåíèÿ A, B ïðèñâà-
èâàþòñÿ âûðàæåíèÿì õ27 è õ28. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî 0 è n. Ïåðåìåííîé õ29
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê èç ïÿòè ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â
íàøåì ïðèìåðå ýòî ïåðåìåííûå c, d, e, f, g. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ïî-
ñëåäíÿÿ èç íèõ. Â íàøåì ñëó÷àå - g. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîñëåäíèé
îïåðàíä îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå". Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä akbn−kCk

n.
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Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ31 èìååò õîòÿ áû îäèí îáùèé ïàðàìåòð ñ âûðàæåíèÿ-
ìè õ27, õ28. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â õ31 ñóììû
âûðàæåíèé õ27 è õ30 âìåñòî ïåðåìåííîé õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - âûðàæåíèÿ
0+g âìåñòî k. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â õ31 ðàç-
íîñòè âûðàæåíèé õ28 è õ30 âìåñòî õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - âûðàæåíèÿ n − g
âìåñòî k.

Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ14 (â íàøåì
ïðèìåðå - ñóììà) âûðàæåíèÿ õ12 è âçÿòûõ ñî çíàêîì õ18 (â íàøåì ñëó÷àå
- "ìèíóñ") ðåçóëüòàòîâ çàìåíû â òåðìå õ10 îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèÿ" íà äâå
âåðñèè òàêîãî æå îïèñàòåëÿ, â ïåðîé èç êîòîðûõ îáùèé ÷ëåí ðàâåí õ32, à âî
âòîðîé - õ33. Ñîîòâåòñòâåííî, îáëàñòè èçìåíåíèÿ èíäåêñà â ïåðâîì îò 0 äî
e − 1, à âî âòîðîì - îò 0 äî f − 1. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî,
â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåí ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ10 îïèñàòåëÿ
"îòîáðàæåíèå" íà âåðñèþ ñ èçìåíåííûìè ïðåäåëàìè âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé:
òåïåðü îíà èçìåíÿåòñÿ îò c äî d. Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ35 ðàñïîëîæåíî
âûðàæåíèå õ34. Â íàøåì ïðèìåðå õ35 èìååò âèä:∑d

k=c(a
kbn−kCk

n) = (a+b)n−
∑e−1

g=0(a
0+gbn−(0+g)C

(
n0+g))−

∑f−1
g=0(a

n−gbn−(n−g)Cn−g
n )

Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ11 óòâåðæäåíèé
"öåëîå(c)", "öåëîå(d)", "0 ≤ d−c", "0 ≤ e", "0 ≤ f". Ñïèñîê õ36 îáðàáàòûâàåòñÿ
ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ35. Ïåðåìåí-
íîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà (c − 0, n − d). Ýëåìåíòû ýòîé ïàðû óïðîùàþòñÿ
îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ36 çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â ðåçóëüòàòå çíà÷åíè-
åì ïåðåìåííîé õ37 ñòàíîâèòñÿ ïàðà "(c, n− d)". Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ
òåðì "ñì(öåëîå(e) öåëîå(f))". Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ðåçóëüòàòîâ
óïðîùåíèÿ îáùèõ ÷ëåíîâ ñåìåéñòâ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ35 îòíîñèòåëüíî
ñïèñêà õ36, ïîïîëíåííîãî óòâåðæäåíèÿìè èç êîíòåêñòîâ âõîæäåíèé ýòèõ îá-
ùèõ ÷ëåíîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ40 îêàçûâàåòñÿ ïàðîé âûðàæåíèé "agbn−gCg

n",
"an−gbgCg

n". Ýòè âûðàæåíèÿ çàìåùàþò â ðàâåíñòâå õ35 ñîîòâåòñòâóþùèå îáùèå
÷ëåíû.

Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà (e, f). Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ðàñïîëîæåííûå
íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîçèöèÿõ ïàð õ39 è õ37 ýëåìåíòû - íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ
x è òåðì t. Åñëè t - ïåðåìåííàÿ, òî â ñïèñêå õ36, â ðàâåíñòâå õ35 è â òåðìå õ38
ïðîèñõîäèò ïîäñòàíîâêà t âìåñòî x. Â íàøåì ïðèìåðå - ïîäñòàíîâêà c âìåñòî e.
Åñëè t - íå ïåðåìåííàÿ, òî ê ñïèñêó õ36 äîáàâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî x è t. Â íàøåì
ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "f = n− d".

Â çàêëþ÷åíèå ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ36 è êîíñåêâåíòîì õ35.
Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè "ðàçâåðíóòü(âòîðîé-
òåðì)" è õ38.

6. Ïåðåõîä ê ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ïðè íàëè÷èè ïîäóòâåðæäåíèÿ - ïðè-
íàäëåæíîñòè íàáîðà ïåðåìåííîé (îáùèé ñëó÷àé).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(êîìïëôîðìà(setbc(a(b, c) & b−÷èñëî & c−÷èñëî)) = setz(z−êîìïëåêñíîå &
a(Re(z), Im(z))))
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èç òåîðåìû

∀A(A− set & A ⊆ R× R→ êîìïëôîðìà(A) = setz(z − êîìïëåêñíîå &
(Re(z), Im(z)) ∈ A))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ñóùåñòâóåò". Â õ9 íàõîäèòñÿ âõî-
æäåíèå õ10 ñèìâîëà "ïðèíàäëåæèò". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ïðèíàäëåæ-
íîñòè èìååò çàãîëîâîê "íàáîð", ïðàâàÿ - ïåðåìåííàÿ. Ýòà ïåðåìåííàÿ ïðèñâàè-
âàåòñÿ ïåðåìåííîé õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "A". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð îïåðàíäîâ ïîäòåðìà "íàáîð". Â íàøåì ïðèìåðå - "Re(z)", "Im(z)". Â õ8
íàõîäèòñÿ âêëþ÷åíèå õ13 ñ ïåðåìåííîé õ11 â ëåâîé ÷àñòè è ïðÿìûì ïðîèç-
âåäåíèåì â ïðàâîé. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð îïåðàíäîâ ïðÿìîãî
ïðîèçâåäåíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - "R, R". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû íàáîðîâ õ12
è õ14 ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îòáðàñûâàíèÿ â ñïèñ-
êå õ8 óòâåðæäåíèÿ õ13 è óòâåðæäåíèÿ "ìíîæåñòâî(õ11)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â
óòâåðæäåíèÿõ õ15 ïåðåìåííàÿ õ11 íå âñòðå÷àåòñÿ. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ16,
íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåí-
íîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó è
îòëè÷íûõ îò õ16. Äëèíà ýòîãî ñïèñêà òàêàÿ æå, êàê ó õ12. Â íàøåì ïðèìåðå
õ17 - ïåðåìåííûå b, c.

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð âõîæäåíèÿ â òåðì õ9 ïîäòåðìîâ âèäà
"ïðèíàäëåæèò(íàáîð(. . .)õ11)", ó êîòîðûõ ÷èñëî îïåðàíäîâ òåðìà "íàáîð(. . .)"
ðàâíî äëèíå íàáîðà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò íàáîð îäíîýëåìåíòíûé. Ïå-
ðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òåðìîâ âèäà "çíà÷åíèå(õ16 íàáîð(. . .))",
ó êîòîðûõ ïîäòåðìû "íàáîð(. . .)" ñóòü ïåðâûé îïåðàíäû óñëîâèé ïðèíàäëåæ-
íîñòè èç íàáîðà õ18. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî òåð-
ìà "a(Re(z), Im(z))". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåð-
ìå õ9 âõîæäåíèé õ18 íà òåðìû õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "êîìïëôîðìà(A) =
setz(z−êîìïëåêñíîå & a(Re(z), Im(z)))". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îïèñà-
òåëü "êëàññ", ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êîòîðîãî - õ17, à ïîä íèì ðàñïîëîæåíà
êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèÿ âèäà "õ16(õ17)" è âñåâîçìîæíûõ óñëîâèé ïðèíàä-
ëåæíîñòè ïåðåìåííûõ õ17 ñîîòâåòñòâóþùèì òåðìàì õ14. Â íàøåì ïðèìåðå
ýòîò îïèñàòåëü èìååò âèä "setbc(a(b, c) & b ∈ R & c ∈ R)". Ïåðåìåííîé õ22
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ21 âìåñòî ïåðåìåííîé õ11 â
óòâåðæäåíèå õ20. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ15 è êîíñå-
êâåíòîì õ22. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

7. Ïåðåõîä ê ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ïðè íàëè÷èè ïîäóòâåðæäåíèÿ - ïðè-
íàäëåæíîñòè íàáîðà ïåðåìåííîé (âûðîæäåííûé ñëó÷àé).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(êîìïëôîðìà(setbc(c = a(b) & b − ÷èñëî)) = setz(a(Re(z)) = Im(z) & z −
êîìïëåêñíîå))

èç òåîðåìû

∀A(A− set & A ⊆ R× R→ êîìïëôîðìà(A) = setz(z − êîìïëåêñíîå &
(Re(z), Im(z)) ∈ A))
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Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ñóùåñòâóåò". Â õ9 íàõîäèòñÿ âõî-
æäåíèå õ10 ñèìâîëà "ïðèíàäëåæèò". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ïðèíàäëåæ-
íîñòè èìååò çàãîëîâîê "íàáîð", ïðàâàÿ - ïåðåìåííàÿ. Ýòà ïåðåìåííàÿ ïðèñâàè-
âàåòñÿ ïåðåìåííîé õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "A". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð îïåðàíäîâ ïîäòåðìà "íàáîð". Â íàøåì ïðèìåðå - "Re(z)", "Im(z)". Â õ8
íàõîäèòñÿ âêëþ÷åíèå õ13 ñ ïåðåìåííîé õ11 â ëåâîé ÷àñòè è ïðÿìûì ïðîèç-
âåäåíèåì â ïðàâîé. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð îïåðàíäîâ ïðÿìîãî
ïðîèçâåäåíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - "R, R". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû íàáîðîâ õ12
è õ14 ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îòáðàñûâàíèÿ â ñïèñ-
êå õ8 óòâåðæäåíèÿ õ13 è óòâåðæäåíèÿ "ìíîæåñòâî(õ11)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â
óòâåðæäåíèÿõ õ15 ïåðåìåííàÿ õ11 íå âñòðå÷àåòñÿ. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ16,
íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåí-
íîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó è
îòëè÷íûõ îò õ16. Äëèíà ýòîãî ñïèñêà òàêàÿ æå, êàê ó õ12. Â íàøåì ïðèìåðå
õ17 - ïåðåìåííûå b, c.

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð âõîæäåíèÿ â òåðì õ9 ïîäòåðìîâ âèäà
"ïðèíàäëåæèò(íàáîð(. . .)õ11)", ó êîòîðûõ ÷èñëî îïåðàíäîâ òåðìà "íàáîð(. . .)"
ðàâíî äëèíå íàáîðà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò íàáîð îäíîýëåìåíòíûé.

Äàëåå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàáîð õ17 íå ìåíåå ÷åì äâóõ-
ýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â ýòîò íàáîð. Â íàøåì
ïðèìåðå - âõîæäåíèå âòîðîãî ýëåìåíòà c. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òåðìû "íàáîð(. . .)"
- ëåâûå ÷àñòè ïðèíàäëåæíîñòåé ñïèñêà õ18. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî òåðìà ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ðàâåíñòâî åãî êîðíåâîãî îïåðàíäà, íîìåð êîòîðîãî ðàâåí íîìå-
ðó âõîæäåíèÿ õ19 â ñïèñîê õ17, âûðàæåíèþ "çíà÷åíèå(õ16 R)", ãäå R - íà-
áîð îñòàâøèõñÿ îïåðàíäîâ òåðìà "íàáîð(. . .)". Âñå òàêèå ðàâåíñòâà îáðàçó-
þò ñïèñîê õ20. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò ñïèñîê ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ðà-
âåíñòâà Im(z) = a(Re(z)). Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû
âõîæäåíèé õ18 â òåðì õ9 íà ðàâåíñòâà õ20. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ:
êîìïëôîðìà(A) = setz(z − êîìïëåêñíîå & Im(z) = a(Re(z))). Ïóñòü X - ïå-
ðåìåííàÿ ñïèñêà õ17 íà âõîæäåíèè õ19, Y - íàáîð îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ ýòîãî
ñïèñêà. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ îïèñàòåëü "êëàññ", ñâÿçûâàþùàÿ ïðè-
ñòàâêà êîòîðîãî - õ17, à ïîä íèì ðàñïîëîæåíà êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèÿ âèäà
"õ16(X) = Y " è âñåâîçìîæíûõ óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè ïåðåìåííûõ Y ñïèñêà
õ17 ñîîòâåòñòâóþùèì òåðìàì õ14. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò îïèñàòåëü èìååò âèä
"setbc(c = a(b) & b ∈ R)". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè
â óòâåðæäåíèå õ21 âìåñòî ïåðåìåííîé õ11 òåðìà õ22. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ15 è êîíñåêâåíòîì õ23. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

8. Ïîïûòêà óïðîñòèòü çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå, äîáàâèâ ê àíòåöåäåíòàì íåîáõî-
äèìîå óñëîâèå íåïóñòîòû êëàññà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀acm(m < 0 & a−÷èñëî & c−÷èñëî & m−öåëîå & 0 ≤ c− a→ card(setn(m|n &
n− öåëîå & a ≤ n & n ≤ c)) = 1 + [−c/m] + [a/m])

èç òåîðåìû

∀acm(m < 0 & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & m− öåëîå→ card(setn(m|n &
n− öåëîå & a ≤ n & n ≤ c)) = max(1 + [−c/m] + [a/m], 0))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Â íåì óñìàòðèâàåòñÿ íåêîð-
íåâîå âõîæäåíèå õ11 îïèñàòåëÿ "êëàññ". Â íàøåì ïðèìåðå - "setn(m|n & n −
öåëîå & a ≤ n & n ≤ c)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì óòâåðæäåíèÿ ïîä ýòèì
îïèñàòåëåì íå ÿâëÿåòñÿ êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âñå îíè ýëåìåíòàðíû. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà
îïèñàòåëÿ. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðå-
ìåííîé õ15 - îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ14 è õ12. Ñîçäàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå
õ16, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ15. Öåëè çàäà÷è - "êîñâíåèçâ",
"íåèçâåñòíûå õ13", "èñêëþ÷ õ13", "èçâåñòíî". Öåëü "êîñâíåèçâ" óêàçûâàåò íà
ïîëó÷åíèå íåÿâíîãî îïèñàíèÿ íåèçâåñòíûõ. Çàäà÷à õ16 ðåøàåòñÿ äî ìàêñèìàëü-
íîãî óðîâíÿ õ6. Ïîñëå ýòîãî â åå ñïèñêå ïîñûëîê íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ18,
íå ñîäåðæàùåå ïàðàìåòðîâ ñïèñêà õ13 è íå âõîäÿùåå â íàáîð õ14. Â íàøåì ïðè-
ìåðå ýòî óòâåðæäåíèå "0 ≤ c − a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîììåíòàðèé (âûâîäèìî
. . .) ê ïîñûëêå õ18 óêàçûâàåò íà èñïîëüçîâàíèå ïðè ïîëó÷åíèè õ18 óòâåðæäå-
íèé, ñîäåðæàùèõ ïàðàìåòðû ñïèñêà õ13. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìå-
íÿþùèé òåðì òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê
íàáîðó õ14 óòâåðæäåíèÿ õ18. Ñîçäàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå õ22, ïîñûë-
êàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ21, óñëîâèåì - âûðàæåíèå õ20. Ïåðåìåííîé
õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ îòâåò çàäà÷è õ22, ðåøàåìîé äî óðîâíÿ 5. Â íàøåì ïðèìåðå
îí èìååò âèä "(1 + [−c/m] + [a/m])". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà äàííîãî îòâåòà
ìåíüøå äëèíû òåðìà õ20. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ21, êîíñå-
êâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ10 è õ23. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

9. Ïåðåõîä îò ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ êëàññà ê êîíå÷íîìó ñïèñêó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀afn(a−ñëîâî & l(a) = n & f−ôóíêöèÿ & {; λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n})} ⊆ Dom(f)→
îáðàç(f, {; λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n})}) = {; λi(f(a(i)), i ∈ {1, . . . , n})})

èç òåîðåìû

∀fa(a − set & f − ôóíêöèÿ & a ⊆ Dom(f) → setx(∃y(y ∈ a & x = f(y))) =
îáðàç(f, a))

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Â íåé óñìàòðèâàåòÿ âõîæäå-
íèå õ12 îïèñàòåëÿ "êëàññ". Â íàøå ïðèìåðå - îïèñàòåëÿ "setx(∃y(y ∈ a & x =
f(y)))". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòíàÿ è ñîñòîèò èç íåêîòîðîé ïåðåìåííîé X. Ïåðå-
ìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì óòâåðæäåíèÿ ñëóæèò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé
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õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îä-
íîýëåìåíòàÿ, è ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå
- ïåðåìåííàÿ y. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò íàáîð äâóõ-
ýëåìåíòíûé. Â íåì óñìàòðèâàåòñÿ ðàâåíñòâî õ18 ñ ïåðåìåííîé X â ëåâîé ÷à-
ñòè. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå -
"f(y)". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîå óòâåðæäåíèå íàáîðà õ17. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îíî èìååò âèä ïðèíàäëåæíîñòè ïåðåìåííîé õ16 íåêîòîðîé ïåðåìåí-
íîé õ21, ÿâëÿþùåéñÿ ïàðàìåòðîì òåðìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 - ïåðåìåííàÿ
a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ21 íå âõîäèò â ðàâåíñòâî õ18. Âûáèðàåòñÿ ïà-
ðà õ22 ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Ïî ìåðå âîçìîæíîñòè,
îíè òðàíñôîðìèðóþòñÿ â ïåðåìåííûå i, n. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî âîçìîæíî.

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà {; λi(a(i), i ∈ {1, . . . , n})}. Çäåñü
a - ïåðåìåííàÿ õ21. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â õ19
âìåñòî ïåðåìåííîé õ16 âûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(õ21 i)". Â íàøåì ñëó÷àå õ24 èìååò
âèä "f(a(i))". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà "{; λi(f(a(i)), i ∈
{1, . . . , n})}". Çäåñü f(a(i)) - âûðàæåíèå õ24.

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ12 â òåðì õ11 íà
òåðì õ25 è îäíîâðåìåííîé ïîäñòàíîâêè â îñòàâøóþñÿ ÷àñòü òåðìà õ11 òåðìà õ23
âìåñòî ïåðåìåííîé õ21. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè
â çàìåíÿþùóþ ÷àñòü òåîðåìû òåðìà õ23 âìåñòî ïåðåìåííîé õ21. Ïåðåìåííîé
õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ27 è õ26. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íàáîð ðå-
çóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìà õ23 âìåñòî ïåðåìåííîé õ21 â àíòåöåäåíòû òåî-
ðåìû, è ðåçóëüòàò îáðàáîòêè åãî îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëü-
íî ïàðàìåòðîâ ðàâåíñòâà õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ29. Ïåðåìåííîé õ30
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ29 òåðìîâ "ñëîâî(õ21)", "ðàâ-
íî(äëèíàíàáîðà(õ21) n)". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ30 è
êîíñåêâåíòîì õ28, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

10. Âûâîä èìïëèêàöèè äëÿ óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè èç ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñà-
íèÿ êëàññà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀afy(a− set & a ⊆ Dom(f) & y ∈ a & f −ôóíêöèÿ→ f(y) ∈ îáðàç(f, a))

èç òåîðåìû

∀af (a − set & f − ôóíêöèÿ & a ⊆ Dom(f) → setx(∃y(y ∈ a & x = f(y))) =
îáðàç(f, a))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò çà-
ãîëîâîê "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïè-
ñàòåëÿ "êëàññ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòíà, è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâà-
èâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì
êëàññ ÿâëÿåòñÿ êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ; ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Â íàáîðå
õ14 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ15 ñ ïåðåìåííîé õ12 â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ16
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ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíêà-
òåíàöèÿ ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû è îòëè÷íûõ îò õ15 ýëåìåíòîâ
ñïèñêà õ14. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ17, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé
ñëóæèò óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè âûðàæåíèÿ õ16 çàìåíÿþùåé ÷àñòè èñõîäíîé
òåîðåìû. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ ïðåîáðàçî-
âàíèÿ îïèñàòåëÿ

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü äåêîìïîçèðóþùóþ ëèáî óïðîùàþùóþ ýêâèâàëåíòíîñòü
äëÿ âàðüèðîâàíèÿ òîæäåñòâà, èñêëþ÷àþùåãî îïèñàòåëü.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bc(Dom(b) = Dom(c) & b−ôóíêöèÿ & c−ôóíêöèÿ & ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(b) &
ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(c)→

⋃
a,a∈Dom(c)

(b(a) ∪ c(a)) =
⋃

(b) ∪
⋃

(c))

èç òåîðåìû

∀f (f −ôóíêöèÿ & ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(f)→
⋃

(f) = setx(∃y(y ∈ Dom(f) &
x ∈ f(y))))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(b− set & c− set→ a ∈ b ∪ c↔ a ∈ b ∨ a ∈ c)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Âíóòðè íåãî âû-
áèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 ñèìâîëà "êëàññ". Âíòóðè îïèñàòåëÿ "êëàññ" âûáèðàåò-
ñÿ âõîæäåíèå õ12 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - "x ∈ f(y)".
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå
- ñèìâîë "ïðèíàäëåæèò". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 - ïðåäèêàòíûé ñèìâîë. Ñïðà-
âî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðîùäí", "óïðîùêí", "óïðîùýêâ" îïðåäåëÿþò ïî õ13
óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà òåîðåìà ñîäåð-
æèò ëèøü òàêèå ñèìâîëû, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â îäíîì ðàçäåëå ñ ñèìâîëàìè
èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ó äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû õàðàêòå-
ðèñòèêè, çàãîëîâêîì êîòîðîé ñëóæèò îäèí èç ñèìâîëîâ "è", "èëè", "îáùíîðì".
Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ18 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ12
â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà" ñ îïöèåé "íîðìêëàññ". Åñëè îí íå
ñîäåðæèò îïèñàòåëÿ "êëàññ", òî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü äåêîìïîçèðóþùóþ ýêâèâàëåíòíîñòü è ïîäñòàíîâêó êîí-
ñòàíòû äëÿ âàðüèðîâàíèÿ òîæäåñòâà, èñêëþ÷àþùåãî îïèñàòåëü.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cd(d − set & c − ôóíêöèÿ & ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(c) →
⋃

a,a∈Dom(c)
(d ∩ c(a)) =

d ∩
⋃

(c))

èç òåîðåìû
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∀f (f −ôóíêöèÿ & ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(f)→
⋃

(f) = setx(∃y(y ∈ Dom(f) &
x ∈ f(y))))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(b− set & c− set→ a ∈ b ∩ c↔ a ∈ b & a ∈ c)

Ïîâòîðÿþòñÿ äåéñòâèÿ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Çàìåòèì, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ òåî-
ðåìà òåïåðü äðóãàÿ, õîòÿ âûáèðàåòñÿ òåìè æå ñðåäñòâàìè. Ïðèåì îðèåíòèðîâàí
íà ñëó÷àé, êîãäà ðåçóëüòàò õ19 ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà "Íîðìòåîðåìà" ñîäåðæèò
îïèñàòåëü "êëàññ". Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀bc(Dom(b) = Dom(c) & b−ôóíêöèÿ & c−ôóíêöèÿ & ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(b) &
ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(c)→

⋃
a,a∈Dom(c)

(b(a) ∩ c(a)) = setx(∃y(x ∈ b(y) &

x ∈ c(y) & y ∈ Dom(c))))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ19 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, ïðè÷åì ÷èñëî åå àíòåöåäåíòîâ
ñ çàãîëîâêîì "ôóíêöèÿ" áîëüøå, ÷åì ó èñõîäíîé òåîðåìû. Âûáèðàåòñÿ àíòåöå-
äåíò èìïëèêàöèè õ19 ñ çàãîëîâêîì "ôóíêöèÿ"; ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ
åãî êîðíåâîé îïåðàíä. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ b. Îïåðàòîð "ïîäñòêîíñò"
îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ22 ïîäñòàíîâêè â èìïëèêàöèþ õ21 êîíñòàíòíîé ôóíê-
öèè, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðîé òà æå, ÷òî áûëà ó b. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ çíà÷å-
íèÿ ýòîé ôóíêöèè èñïîëüçóåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 èìååò
âèä:

∀cde(e− set & Dom(λf (d, f ∈ e)) = Dom(c) & λf (d, f ∈ e)−ôóíêöèÿ &
c − ôóíêöèÿ & ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(λf (d, f ∈ e)) & ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(c) →⋃

a,a∈Dom(c)
(d ∩ c(a)) = setx(∃y(x ∈ d & x ∈ c(y) & y ∈ Dom(c))))

Òåîðåìà õ22 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", ïðè÷åì ïðè óïðîùå-
íèÿõ ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü âñå óæå èìåþùèåñÿ â ñïèñêå âûâîäà òåîðåìû.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "êëàññ", è âûïîëíÿåòñÿ ðåãè-
ñòðàöèÿ åãî â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïîïûòêà óïðîùåíèÿ îïåðàöèè íàä îïèñàòåëåì "êëàññ" ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïîäóòâåðæäåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a−set & a ⊆ R & êîíå÷íîå(a)→ card(setcd(c < d & c ∈ a & d ∈ a)) = C2
card(a)

)

èç òåîðåìû

∀an(a− set & n− öåëîå & êîíå÷íîå(a) & 0 ≤ n→ card(setx(x− set &
x ⊆ a & card(x) = n)) = Cn

card(a)
)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ax(a− set & a ⊆ R→ x− set & x ⊆ a & card(x) = 2↔ ∃ij(i ∈ a & j ∈ a &
i < j & x = {i, j}))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Âíóòðè íåãî âû-
áèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 ñèìâîëà "êëàññ". Âíòóðè îïèñàòåëÿ "êëàññ" âûáèðà-
åòñÿ âõîæäåíèå õ12 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - "card(x)".
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Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå -
ñèìâîë "ìîùíîñòü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñìïàðàì" íàõîäèò ïî ñèìâîëó
õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
òà ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðàÿ èìå-
åò çàãîëîâîê "ñóùåñòâóåò". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ19
ïðåîáðàçîâàíèÿ óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" ïðè ïîìîùè äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀a(a− set & 2− öåëîå & êîíå÷íîå(a) & 0 ≤ 2 & a ⊆ R→ card(setx(∃cd(c ∈ a &
d ∈ a & c < d & x = {c; d}))) = C2

card(a)
)

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ19, ïåðåìåííîé õ22
- ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåî-
ðåìû õ19 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ òåðìà õ21 ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ñóùåñòâóåò". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ22, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ24
çàìåíÿþùåìó òåðìó òåîðåìû õ19. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåî-
ðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ïåðåñòàíîâî÷íóþ ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ âàðüèðîâàíèÿ èñ-
êëþ÷àåìîãî îïèñàòåëÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ sup(setn(n < a & n− öåëîå)) = −[−a + 1])

èç òåîðåìû

∀b(b− ÷èñëî→ inf(setn(b < n & n− öåëîå)) = [b + 1])

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ −b < a↔ −a < b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Âíóòðè íåãî âû-
áèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 ñèìâîëà "êëàññ". Âíòóðè îïèñàòåëÿ "êëàññ" âûáèðà-
åòñÿ âõîæäåíèå õ12 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - "b < n".
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå
- "ìåíüøå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 - ïðåäèêàòíûé ñèìâîë. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà
òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" îïðåäåëÿåò ïî õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ çàìåíÿ-
åìîé ÷àñòè òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - n. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò
ðåçóëüòàò õ18 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ12 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìî-
ùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîìó îïåðàòîðó ïåðåäàåòñÿ îïöèÿ (ôèêñ õ17),
áëîêèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêó âìåñòî ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ17. Èìïëèêàöèÿ õ18 îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíîå òîæäåñòâî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ îïè-
ñàòåëÿ

1. Ïîïûòêà îïðîêèíóòü òîæäåñòâî äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ëèáî óïðîùåíèÿ îïèñàòåëÿ çà
ñ÷åò ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bf (b− set & Dom(f) ⊆ b & f −ôóíêöèÿ→ ñóæåíèå(f, b) = f)

èç òåîðåìû

∀fA(f −ôóíêöèÿ & A− set→ ñóæåíèå(f, A) = λx(f(x), x ∈ A ∩Dom(f)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bc(b− set & c− set & c ⊆ b→ b ∩ c = c)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Âíóòðè íåãî âû-
áèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - A ∩
Dom(f). Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì
ïðèìåðå - "ïåðåñå÷åíèå". Ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì "êîíñòíîðì", "êîíñòíà-
áîð", "òîæä", "ïîãëîùàåòñÿ", "ïîãëîùàåò", "êîíñòöåëîå", "êîíñòâõîæä", "ñî-
êðàòèìî", "èñêëòåðì", "ñîêðàùìí" èñïîëüçóþòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïî ñèìâîëó
õ12 íàéòè óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä"
îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðå-
ãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà ïîâòîðíîé îáðàáîòêè òîæäåñòâà ðàíåå âûâåäåííûìè óïðîùàþùèìè
òîæäåñòâàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cd(c−öåëîå & d−öåëîå & 0 ≤ d−c→ d+3·
∑d

x=c x2−c+1+3(c+d)(d−c+1)/2 =
−c3 + (d + 1)3)

èç òåîðåìû

∀cd(c − öåëîå & d − öåëîå & 0 ≤ d − c → d + 3 ·
∑d

x=c x + 3 ·
∑d

x=c x2 − c + 1 =
−c3 + (d + 1)3)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïèñàòåëåé "îòîáðàæåíèå" â êîíñåêâåíòå íå ìåíåå 2.
Èñõîäíàÿ òåîðåìà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ïå-
ðåäàåòñÿ îïöèÿ, ðàçðåøàþùàÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ óïðîùåíèé òîæäåñòâà, ðàíåå
âûâåäåííûå â òîì æå öèêëå âûâîäà. Â íàøåì ïðèìåðå èñïîëüçóåòñÿ òîæäå-
ñòâî äëÿ ñóììû ïåðâûõ ñòåïåíåé, óæå âûâåäåííîå äî ýòîãî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ðåçóëüòàò õ12 - êâàíòîðíîå òîæäåñòâî, èìåþùåå â ñâîåì êîíñåêâåíòå ìåíüøåå
÷èñëî îïèñàòåëåé "îòîáðàæåíèå", ÷åì èñõîäíàÿ òåîðåìà. Ýòî òîæäåñòâî ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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3. Ïîïûòêà ïðîâàðüèðîâàòü òîæäåñòâî îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè êëàññà ñ ïî-
ìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà è óïðîñòèòü óòâåðæäåíèå ïîä ðåçóëüòèðó-
þùèì îïèñàòåëåì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ad(d−÷èñëî & a−íàòóðàëüíîå→ card(setc(c−÷èñëî & (c+d)−íàòóðàëüíîå &
a|(c + d))) = ñ÷åòíîå)

èç òåîðåìû

∀a(a− íàòóðàëüíîå→ card(setb(a|b & b− íàòóðàëüíîå)) = ñ÷åòíîå)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀be(e− set & e ⊆ R & b− ÷èñëî→ card(seta(a + b ∈ e & a− ÷èñëî)) = card(e))

Çàìåòèì, ÷òî âûâîäèìàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ëèøü ïðîìåæóòî÷íûì çâåíîì ïðè
âûâîäå ñ÷åòíîñòè ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, èìåþùèõ çàäàííîå çíà÷åíèå
ïî çàäàííîìó ìîäóëþ.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäå-
íèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ12 - çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âûðàæåíèå õ12 ýëåìåíòàðíî è ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ11 ðàâíî 1.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê åäèíñòâåííîãî îïåðàíäà ýòîãî âõîæäåíèÿ - ñèìâîë
"êëàññ". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåð-
æäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ", ïåðåìåííîé õ15 - ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïè-
ñàòåëÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ14 ýëåìåíòàðíû, à ãëóáèíà
âõîæäåíèÿ â íèõ ëþáîé èç ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêà õ15 ðàâíà 1.
Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå -
"ìîùíîñòü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàâíòåêñò" íàõîäèò ïî ñèìâîëó õ16
óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò
ðåçóëüòàò õ22 ïðåîáðàçîâàíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû ïîñðåäñòâîì
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè
èìïëèêàöèè õ22 îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå àíòåöåäåíòû
òåîðåìû õ23 ýëåìåíòàðíû, à åå êîíñåêâåíò ñîäåðæèò ñèìâîë õ16. Çàòåì òåîðåìà
õ23 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Ïîïûòêà ïðîâàðüèðîâàòü òîæäåñòâî îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè êëàññà ñ ïî-
ìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà, èìåþùåãî ñâîáîäíóþ ôóíêöèîíàëüíóþ ïå-
ðåìåííóþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀an(a− set & a ⊆ R & n− öåëîå & 0 ≤ n & êîíå÷íîå(a)→ card(setb(n = l(b) &
Val(b) ⊆ a & Âîçðêîðòåæ(b))) = Cn

card(a)
)

èç òåîðåìû

∀an(a− set & n− öåëîå & êîíå÷íîå(a) & 0 ≤ n→ card(setx(x− set & x ⊆ a &
card(x) = n)) = Cn

card(a)
)
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è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀d(card(setb(b− set & b ⊆ R & d(b) & êîíå÷íîå(b))) = card(seta(d(Val(a)) &
Âîçðêîðòåæ(a))))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäå-
íèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ12 - çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âûðàæåíèå õ12 ýëåìåíòàðíî è ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ11 ðàâíî 1. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê åäèíñòâåííîãî îïåðàíäà õ13 ýòîãî âõîæäåíèÿ - ñèìâîë
"êëàññ". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåð-
æäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ", ïåðåìåííîé õ15 - ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïè-
ñàòåëÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòíà, è ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
åå åäèíñòâåííûé ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ x. Ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ìîù-
íîñòü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "êëàññòî÷êè" îïðåäåëÿåò ïî õ17 óêàçàííóþ
âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðå-
îáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå
â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 èìååò âèä:

∀d(card(setc(c− set & c ⊆ R & d(c) & êîíå÷íîå(c))) = card(setb(d(Val(b)) &
Âîçðêîðòåæ(b))))

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îäíîé èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñå-
êâåíòå òåîðåìû õ20, ïåðåìåííîé õ23 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ22 - âõîæäåíèå ëåâîé ÷àñòè, õ23 - ïðàâîé. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ", ÿâëÿþùèìñÿ
êîðíåâûì îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ22, ïåðåìåííîé õ26 - ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâ-
êà ýòîãî îïèñàòåëÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàáîð õ26 îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé
õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííàÿ c. Ñðåäè ýëåìåí-
òîâ íàáîðà õ25 íàõîäèòñÿ òåðì õ28 ñ çàãîëîâêîì "çíà÷åíèå", âòîðûì îïåðàí-
äîì êîòîðîãî ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ27. Ïåðâûì îïåðàíäîì ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííàÿ
õ29. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 - òåðì "d(c)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ29 èìååò
åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â ïîäòåðìå õ22. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ20. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ29 â íèõ íå âñòðå÷à-
åòñÿ. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ8 è õ30, ïåðåìåííîé
õ32 - ñîåäèíåíèå êîíúþíêöèåé îòëè÷íûõ îò õ28 óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ25. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "c− set & c ⊆ R & êîíå÷íîå(c))". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â òåðì õ32 ïåðåìåííîé õ16 (â íàøåì ïðèìåðå - x) âìå-
ñòî õ27. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ýëåìåíòîâ íàáîðà õ14, íå
ÿâëÿþùèõñÿ ðàâåíñòâàìè. Â íàøåì ïðèìåðå - "x− set" è "x ⊆ a". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòîò ñïèñîê íåïóñò, ïîñëå ÷åãî ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ
ñ àíòåöåäåíòàìè õ34 è êîíñåêâåíòîì õ33. Îíà óïðîùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîñû-
ëîê õ31 âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ36. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "a ⊆ R". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
òåðì õ36 íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîä-
òåðì ïî âõîæäåíèþ õ23. Îïðåäåëÿåòñÿ ñïèñîê õ39 âõîæäåíèé ïåðåìåííîé õ29
(â íàøåì ïðèìåðå - d)â òåðì õ38. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå
"d(Val(b))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå ñïèñêà õ39 - ïåðâûé îïåðàíä
òåðìà "çíà÷åíèå". Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòà-
íîâêè â óòâåðæäåíèå ïîä îïèñàòåëåì õ13 âòîðûõ îïåðàíäîâ óêàçàííûõ òåðìîâ
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"çíà÷åíèå" âìåñòî ïåðåìåííîé õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ40 ñîñòîèò èç åäèíñòâåí-
íîé êîíúþíêöèè "Val(b)− set & Val(b) ⊆ a & card(Val(b)) = n". Ïåðåìåííîé õ41
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âõîæäåíèé òåðì "çíà÷åíèå", ðàññìîòðåííûõ ïðè îïðåäå-
ëåíèè íàáîðà õ39. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèé
õ41 â òåðì õ38 íà òåðìû õ40. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé
ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ31 è êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ õ36, à
êîíñåêâåíòîì - ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ42 è õ12. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòî-
ðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Ïîïûòêà ïîäðàçáèåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé â òîæäåñòâå äëÿ äâóìåñò-
íîé îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdfghi(¬(0 ∈ Val(f)) & b = ïðåäåë(h, i, a) & c = lime→a\i(d(e)/f(e)) &
Dom(d) = g & Dom(f) = g & Dom(h) = g & g ⊆ R & Val(d) ⊆ R &
Val(f) ⊆ R & Val(h) ⊆ R & d−ôóíêöèÿ & f −ôóíêöèÿ & h−ôóíêöèÿ &
b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & ×èñëî(a) & òèïïðåäåëà(i) & Ëîêîïðåä(h, a, i) &
Ëîêîïðåä(λe(d(e)/f(e), e ∈ g), a, i)→ lime→a\i(d(e)h(e)/f(e)) = bc)

èç òåîðåìû

∀abcghij(Dom(h) = g & Dom(j) = g & g ⊆ R & Val(h) ⊆ R & Val(j) ⊆ R &
h−ôóíêöèÿ & j −ôóíêöèÿ & ×èñëî(a) & òèïïðåäåëà(i) & Ëîêîïðåä(h, a, i) &
Ëîêîïðåä(j, a, i) & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & ïðåäåë(h, i, a) = b &
ïðåäåë(j, i, a) = c→ lime→a\i(h(e)j(e)) = bc)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abe(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ e · (a/b) = ae/b)

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Â íåé ðàññìàòðèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå õ12 êîðíåâîãî îïåðàíäà - îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ñîñòî-
èò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííîé e. Ïåðåìåí-
íîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïðå-
äåë". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòå-
ëÿ, îïðåäåëÿþùåãî åãî çíà÷åíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ
õ17 ðàâíî 2, ïðè÷åì ïåðâûé èç íèõ èìååò âèä "çíà÷åíèå(õ18 õ15)", à âòîðîé -
"çíà÷åíèå(õ19 õ15)". Çäåñü õ18, õ19 - ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ18 - h, õ19 - j. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé èç ïåðåìåííûõ õ18, õ19 ñðåäè
àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû âñòðå÷àåòñÿ ðàâåíñòâî, îäíà èç ÷àñòåé êîòîðîãî èìååò çà-
ãîëîâîê õ16 è ñîäåðæèò ýòó ïåðåìåííóþ. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë
ïî âõîæäåíèþ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæåíèå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"ïåðåñòàíîâêè" îïðåäåëÿåò ïî õ20 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâîê ðàâåí õ20, à ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàí-
äîâ ðàâíî 2. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî îäèí èç ýòèõ îïåðàíäîâ - ïåðåìåííàÿ õ29,
à äðóãîé îïåðàíä õ28 - äâóìåñòíàÿ îïåðàöèÿ îò ïåðåìåííûõ õ30 è õ31. Â íàøåì
ïðèìåðå õ29 - e, õ30 - a, õ31 - b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà íå
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èìååò ïåðåìåííûõ, îòëè÷íûõ îò õ29, õ30, õ31. Ïåðåìåííûì õ33 è õ34 ïðèñâàè-
âàþòñÿ ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ33 - d,
õ34 - f . Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê îïåðàöèè õ28. Â íàøåì ñëó÷àå
- ñèìâîë "äðîáü". Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "õ35(çíà÷åíèå(õ33 õ15)
çíà÷åíèå(õ34 õ15))". Â íàøåì ïðèìåðå - "d(e)/f(e)". Åñëè õ29 - ïåðâûé îïåðàíä
çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, òî ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ïåðåìåííàÿ õ19, à ïåðåìåííîé õ38 - ïåðâûé êîðíåâîé îïåðàíä âõîæäåíèÿ
õ17. Èíà÷å ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ18, à ïåðåìåííîé õ38
- âòîðîé êîðíåâîé îïåðàíä çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â çàìåíÿþùóþ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ29, õ30, õ31 òåðìîâ õ38, "çíà÷åíèå(õ33 õ15)", "çíà÷åíèå(õ34 õ15)".
Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "d(e)h(e)/f(e)". Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ17 â òåðì õ11 íà õ39. Â íàøåì ñëó÷àå îí èìååò
âèä "lime→a\i(d(e)h(e)/f(e))". Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì
èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé õ37. Ñðåäè
àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ42 îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
îòîáðàæåíèÿ õ37 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ43. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâà "îá-
ëàñòü(õ18) = õ43" è "îáëàñòü(õ19) = õ43" èìåþòñÿ ñðåäè àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé
òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "îòîáðàæåíèå(õ15 ïðèíàä-
ëåæèò(õ15 õ43)õ36)". Â íàøåì ïðèìåðå - âûðàæåíèå "λe(d(e)/f(e), e ∈ g)".

Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñ-
õîäíîé òåîðåìû óòâåðæäåíèé õ42 è "ôóíêöèÿ(õ37)", ñ ïîñëåäóþùèì äîáàâ-
ëåíèåì óòâåðæäåíèé "ôóíêöèÿ(õ33)", "ôóíêöèÿ(õ34)", "îáëàñòü(õ33) = õ43",
"îáëàñòü(õ34) = õ43". Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòà-
íîâêè âûðàæåíèÿ õ44 âìåñòî ïåðåìåííîé õ37 â óòâåðæäåíèÿ õ45. Ïåðåìåííîé
õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ38, "çíà÷åíèå(õ33
õ15)", "çíà÷åíèå(õ34 õ15)" âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29,õ30,õ31 â àíòåöåäåíòû äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê
ñïèñêó õ46 âñåâîçìîæíûõ êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé âèäà "äëÿëþáîãî(õ15 åñëè
ïðèíàäëåæèò(õ15 õ43) òî A)" äëÿ ýëåìåíòîâ A ñïèñêà õ47. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ49, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé
õ40 è õ41. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà" ñ îïöèåé "ñîêðàù"
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

6. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî ñâåðòêè äëÿ ïåðåõîäà îò òîæäåñòâà ñ äâóìÿ
ôóíêöèîíàëüíûìè ïåðåìåííûìè ê îäíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdgi(¬(c = 0) & ∀e(e ∈ g → ¬(cos(d(e)) = 0)) & b = lime→a\i sin(d(e)) &
c = lime→a\i cos(d(e)) & Dom(d) = g & g ⊆ R & Val(d) ⊆ R & d−ôóíêöèÿ &
b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & ×èñëî(a) & òèïïðåäåëà(i) & Ëîêîïðåä(d, a, i)→
lime→a\i tg(d(e)) = b/c)

èç òåîðåìû

∀abcghij(¬(0 ∈ Val(j)) & Dom(h) = g & Dom(j) = g & g ⊆ R &
Val(h) ⊆ R & Val(j) ⊆ R & h−ôóíêöèÿ & j −ôóíêöèÿ & ×èñëî(a) &
òèïïðåäåëà(i) & Ëîêîïðåä(h, a, i) & Ëîêîïðåä(j, a, i) & b− ÷èñëî & ¬(c = 0) &
c− ÷èñëî & ïðåäåë(h, i, a) = b & ïðåäåë(j, i, a) = c→ lime→a\i(h(e)/j(e)) = b/c)
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è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî & ¬(cos a = 0)→ tg(a) = sin(a)/ cos(a))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Â íåé ðàññìàòðèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå õ12 êîðíåâîãî îïåðàíäà - îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ñîñòî-
èò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííîé e. Ïåðå-
ìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë
"ïðåäåë". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïè-
ñàòåëÿ, îïðåäåëÿþùåãî åãî çíà÷åíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõî-
æäåíèÿ õ17 ðàâíî 2, ïðè÷åì ïåðâûé èç íèõ èìååò âèä "çíà÷åíèå(õ18 õ15)", à
âòîðîé - "çíà÷åíèå(õ19 õ15)". Çäåñü õ18, õ19 - ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. Â íàøåì
ïðèìåðå õ18 - h, õ19 - j. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé èç ïåðåìåííûõ õ18, õ19
ñðåäè àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû âñòðå÷àåòñÿ ðàâåíñòâî, îäíà èç ÷àñòåé êîòîðîãî
èìååò çàãîëîâîê õ16 è ñîäåðæèò ýòó ïåðåìåííóþ. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "äðîáü".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îïðàòîì" íàõîäèò ïî
ñèìâîëó õ20 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ23 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà
ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 èìååò âèä:

∀d(d− ÷èñëî & ¬(cos d = 0)→ tg(d) = sin(d)/ cos(d))

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå
òåîðåìû õ23, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ20. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàí-
äîâ âõîæäåíèÿ õ25 ðàâíî 2, à ÷èñëî ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà ðàâíî 1. Ïåðå-
ìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò ïàðàìåòð (â íàøåì ïðèìåðå - d). Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî òåîðåìà õ23 íå èìååò äðóãèõ ïàðàìåòðîâ. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ àíòåöåäåíò "ðàâíî(îáëàñòü(õ18) . . .)", ïåðåìåííîé õ30 - àíòåöåäåíò "ðàâ-
íî(îáëàñòü(õ19) . . .)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ ðàâåíñòâ ðàñ-
ïîëîæåíî îäíî è òî æå âûðàæåíèå õ31. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ g. Ïå-
ðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â ïåðâûé îïåðàíä äâóìåñò-
íîé îïåðàöèè õ25 òåðìà "çíà÷åíèå(õ28 õ15)" âìåñòî ïåðåìåííîé õ28, ïåðåìåí-
íîé õ33 - ðåçóëüòàò òàêîé æå ïîäñòàíîâêè âî âòîðîé îïåðàíä îïåðàöèè õ25.
Â íàøåì ïðèìåðå èìååì "sin(d(e))", "cos(d(e))". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò äàííîé ïîäñòàíîâêè â îòëè÷íóþ îò õ25 ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íà-
øåì ñëó÷àå - "tg(d(e))". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "îòîáðàæåíèå(õ25
ïðèíàäëåæèò(õ15 õ31)õ32)", ïåðåìåííîé õ36 - òåðì "îòîáðàæåíèå(õ15 ïðèíàä-
ëåæèò(õ15 õ31)õ33)". Â íàøåì ïðèìåðå - "λe(sin(d(e)), e ∈ g)", "λe(cos(d(e)), e ∈
g)". Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìîâ
õ35, õ36 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ18 è õ19 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû, îò-
ëè÷íûå îò õ29, õ30 è îò òåðìîâ "ôóíêöèÿ(õ18)", "ôóíêöèÿ(õ19)". Ïåðåìåííîé
õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê õ37 òåðìîâ "ôóíêöèÿ(õ28)", "ðàâ-
íî(îáëàñòü(õ28)õ31)". Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü èñõîä-
íîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ õ18, õ19. Ïåðåìåí-
íîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò âõîæäåíèÿ õ17 â çàìåíÿåìóþ ÷àñòü íà õ34. Â
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íàøåì ïðèìåðå - "lime→a\i tg(d(e))". Äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ P , íåîáõîäèìî-
ãî äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. òåðìà õ34, ê ñïèñêó õ38 äîáàâëÿåòñÿ êâàíòîðíàÿ
èìïëèêàöèÿ "äëÿëþáîãî(õ15 åñëè ïðèíàäëåæèò(õ15 õ31)òî P )". Çàòåì ñîçäàåò-
ñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ38, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî
âûðàæåíèé õ40 è õ39. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà" ñ îïöèåé
"ñîêðàù" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ïîïûòêà èñïîëüçîâàíèÿ ïðèìåðà äëÿ óïðîùåíèÿ è ñâåðòêè îïèñàòåëÿ

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàíèÿ ïðèìåðà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ òîæäåñòâà,
èñêëþ÷àþùåãî îïèñàòåëü.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀f (f −ôóíêöèÿ→ ïðîîáðàç(f, ∅) = ∅)

èç òåîðåìû

∀af (f −ôóíêöèÿ & a− set→ ïðîîáðàç(f, a) = setx(x ∈ Dom(f) & f(x) ∈ a))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(¬(a ∈ ∅))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Âíóòðè ýòîãî âõî-
æäåíèÿ óñìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 îïèàòåëÿ "êëàññ". Âíóòðè ýòîãî îïèñà-
òåëÿ âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - âõîæäåíèå
ïîäòåðìà "f(x) ∈ a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 - ñèìâîë îòíîøåíèÿ; â íàøåì ñëó-
÷àå - ñèìâîë "ïðèíàäëåæèò". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïðèìåð" íàõîäèò ïî
ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ16 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé õ17 - ñàì êîíñåêâåíò, ñ îò-
áðîøåííûì îòðèöàíèåì, åñëè îíî åñòü. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä "a ∈ ∅".
Âíóòðè õ17 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ18 îäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà, ñîñòîÿùåãî
èç ëîãè÷åñêîãî ñèìâîëà õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîëà "ïóñòî". Âûáèðàåòñÿ
ïåðåìåííàÿ õ20, íå âñòðå÷àþùàÿñÿ â äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìå. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå
õ17 âõîæäåíèÿ õ18 íà ïåðåìåííóþ õ20. Â íàøåì ñëó÷àå - "a ∈ b". Ïåðåìåííîé
õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ21. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S
âìåñòî ýòèõ ïàðàìåòðîâ, ïåðåâîäÿùàÿ õ21 â ïîäòåðì õ12. Ïåðåìåííîé õ25 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 ïóñòî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå
óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ25 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèÿ èç îáëàñòè âõîæäå-
íèÿ õ12, óñìàòðèâàåìûì ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ. Ïåðåìåííîé õ27
ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ, â êîòîðîå ïîäñòàíîâêà S ïåðåâîäèò ïåðå-
ìåííóþ õ20, âûðàæåíèþ õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "a = ∅". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïàðàìåòðû âûðàæåíèÿ õ27 âêëþ÷àþòñÿ â ñâÿçûâàþùóþ ïðèñòàâêó èñõîäíîé
òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ12 â
èñõîäíóþ òåîðåìó íà ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó "ëîæü", åñëè ïî âõîæäåíèþ õ16
ðàñïîëàãàëñÿ ñèìâîë "íå", è íà êîíñòàíòó "èñòèíà" â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ñî-
çäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç õ28 äîáàâëåíèåì ê àíòåöåäåíòàì ðàâåíñòâà
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õ27. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíîå òîæäåñòâî äëÿ óïðîùåíèÿ çàìå-
íÿåìîãî òåðìà

1. Óïðîùåíèå çàìåíÿþùåãî òåðìà äëÿ èñêëþ÷åíèÿ â íåì íåâûðîæäåííîãî ÷èñëî-
âîãî àòîìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bn(b− öåëîå & n− öåëîå & 0 ≤ b & 0 ≤ n→ card(setx(card(x) = n & x− set &
x ⊆ {1, . . . , b})) = Cn

b )

èç òåîðåìû

∀an(a− set & n− öåëîå & êîíå÷íîå(a) & 0 ≤ n→ card(setx(x− set &
x ⊆ a & card(x) = n)) = Cn

card(a)
)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀n(n− öåëîå & 0 ≤ n→ card({1, . . . , n}) = n)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿ-
þùèé òåðì. Â òåðìå õ11 âûáèðàåòñÿ íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì õ12. Â
íàøåì ïðèìåðå - card(a). Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 òåðìà õ12 â çàìåíÿ-
þùóþ ÷àñòü òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â êîíñåêâåíòå íåò äðóãîãî âõîæäåíèÿ
òåðìà õ12. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ12. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "ìîùíîñòü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "÷èñëàòîì" îïðåäåëÿåò ïî õ14
óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿ-
åò ðåçóëüòàò õ19 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ13 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè èìïëèêàöèè õ19
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ20
íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, ïîñëå ÷åãî ýòà òåîðåìà ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Âûâîä ñëåäñòâèé ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà îïèñàíèå

1. Ïîïûòêà ïåðåõîäà îò ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ êëàññà ê îáû÷íîìó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− öåëîå→ card(setb(a + 1 ≤ b & b− öåëîå)) = ñ÷åòíîå)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ card(setb(∃c(b = a + c & c− íàòóðàëüíîå))) = ñ÷åòíîå)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Â íåì íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå
õ11 îïèñàòåëÿ "êëàññ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòå-
ëåì - ñèìâîë "ñóùåñòâóåò". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå, îïåðàíäîì êîòîðî-
ãî ñëóæèò õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ó õ13 èìååòñÿ åäèíñòâåííûé îïåðàíä è ÷òî
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õ13 - âõîæäåíèå êîðíÿ òåðìà õ10. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþ-
ùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - c. Ïåðåìåííîé
õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâà-
íèÿ, ïåðåìåííîé õ16 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïè-
ñàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ16, à óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ
õ15. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñò-
íûå õ14", "ïàðàìåòðû õ14". Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - óòâåðæäåíèÿ "a + c = b",
"c − íàòóðàëüíîå". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ îòâåò çàäà÷è. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îí îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Â íàøåì ïðèìåðå îòâåò èìååò âèä
"b − ÷èñëî & (b − a) − íàòóðàëüíîå". Çàìåòèì ÷òî íåñóùåñòâåííàÿ íåèçâåñòàÿ
c îêàçàëàñü óñòðàíåíà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ19 íåñîäåðæèò ïåðå-
ìåííûõ õ14. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ
"êëàññ". Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ19. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ22, ïîñûëêàìè
êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ16, à óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ õ21. Öåëè çàäà-
÷è - "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò", "ïîïûòêàñïóñêà", "óïðîñòèòü", "äîïïîñûëêè",
"íåèçâåñòíûå õ20". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ23. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò âèä "a + 1 ≤ b & b− öåëîå".

Çàìåòèì, ÷òî öåëü "äîïïîñûëêè" ïîçâîëèëà ñðàáîòàòü ïðèåìó, ââîäÿùåìó äî-
ïîëíèòåëüíóþ ïîñûëêó "−a − öåëîå". Ýòà ïîñûëêà ñîõðàíåíà â êîììåíòàðèè
(äîïïîñûëêè . . .) ê ïîñûëêàì çàäà÷è õ22.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò õ23 îòëè÷åí îò ñèìâîëîâ "îòêàç" è "ëîæü". Ïåðåìåííîé
õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "êëàññ(õ20 õ23)". Â íàøåì ñëó÷àå - "setb(a+1 ≤ b & b−
öåëîå)". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ11 â òåðì
õ10 íà âûðàæåíèå õ24. Â íàøåì ïðèìåðå - "card(setb(a + 1 ≤ b & b − öåëîå))".
Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ25 çàìåíÿþùåìó òåðìó
èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ïðîöå-
äóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" ðåçóëüòàòà äîáàâëåíèÿ ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåî-
ðåìû óòâåðæäåíèé, èçâëåêàåìûõ èç êîììåíòàðèÿ (äîïïîñûëêè . . .) ê ïîñûëêàì
çàäà÷è õ22. Îáðàáîòêà ïðîèñõîäèò îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ ðàâåíñòâà õ26. Ïå-
ðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ27 è êîíñåêâåíòîì
õ26. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà ïîäáîðà ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ïîäìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííîãî ëó÷à
ïðåâðàùàåòñÿ â ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(b ∈ {0, . . . , a − 1} & a − íàòóðàëüíîå → card(setc(c(mod a) = b & c −
íàòóðàëüíîå)) = ñ÷åòíîå)

èç òåîðåìû

∀abd(b ∈ {0, . . . , a−1}& a−íàòóðàëüíîå& a|(d−b) & d−öåëîå→ card(setc(c(mod a) =
b & c− öåëîå & d ≤ c)) = ñ÷åòíîå)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Â íåì íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå
õ11 îïèñàòåëÿ "êëàññ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòå-
ëåì îòëè÷åí îò ñèìâîëà "ñóùåñòâóåò". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
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êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè ýëåìåí-
òàðíû. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ11.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòíà, è ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëå-
ìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Â ñïèñêå õ12 íàõîäÿòñÿ óòâåðæäåíèå
"öåëîå(õ14)", "ìåíüøåèëèðàâíî(t õ14)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðà-
æåíèå t. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé õ14. Â íàøåì ïðèìåðå
õ17 - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñêà õ12 ïîñëå
óäàëåíèÿ èç íåãî óêàçàííûõ äâóõ óòâåðæäåíèé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò.
Â íàøåì ïðèìåðå õ18 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèÿ "c(mod a) = b". Ïåðåìåííîé
õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ17, íå âõîäÿùèõ â òåðìû õ18.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé d. Ïå-
ðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî îïèñàòåëÿ õ11 âûðàæåíèþ "êëàññ(õ14
è(õ18 íàòóðàëüíîå(õ14)))". Â íàøåì ïðèìåðå îíî èìååò âèä:

setc(c(mod a) = b & c− öåëîå & d ≤ c) = setc(c(mod a) = b & c− íàòóðàëüíîå)

Íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû ïîäðàçáèâàåòñÿ íà ïîäíàáîð õ21 âñåõ óòâåðæäå-
íèé, ñîäåðæàùèõ ïàðàìåòðû õ19, è ïîäíàáîð õ22 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Â
íàøåì ïðèìåðå õ21 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "a|(d− b)", "d− öåëîå". Ïåðåìåí-
íîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê õ21 óòâåðæäåíèÿ õ20. Ðåøàåòñÿ
çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ22 è óñëîâèÿìè õ23. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé",
"ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ýëåìåíòàðíî", "íåèçâåñòíûå õ19", "óïðîñòèòü". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò õ26 îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä:

d = b− a[(b− 1)/a]

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâà-
íèÿ ïî ïåðåìåííûì õ19 íà óòâåðæäåíèå õ26. Ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ27 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ22.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåçóëüòàò A çàìåíû â òåðìå õ10 âõîæäåíèÿ õ11 íà âûðàæå-
íèå "êëàññ(õ14 è(õ18 íàòóðàëüíîå(õ14)))". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåí-
òàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ22, à êîíñåêâåíòîì - ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ
A çàìåíÿþùåìó òåðìó èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïîïûòêà ðàçðåøåíèÿ îïèñàíèÿ êëàññà îòíîñèòåëüíî âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀an(n− öåëîå & 0 ≤ n & a− öåëîå→ card(setb(b− ÷èñëî & b− öåëîå &
b ≤ a + n & a + 1 ≤ b)) = n)

èç òåîðåìû

∀an(a−÷èñëî & n−öåëîå & 0 ≤ n→ n = card(setb(b−÷èñëî & (b−a)−öåëîå &
b ≤ a + n & a + 1 ≤ b)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Â íåì íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå
õ11 îïèñàòåëÿ "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ
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÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè ýëåìåí-
òàðíû. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòíàÿ, è ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò.
Â íàøåì ïðèìåðå - "b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå õ12 ñóùåñòâóåò óòâåðæäåíèå,
íå èìåþùåå çàãîëîâêà "íå", ãëóáèíà âõîæäåíèÿ â êîòîðîå ïåðåìåííîé õ14 áîëü-
øå 1. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ðåøàåòñÿ
çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò ó âåðæäåíèÿ õ15, à óñëîâèÿìè
- óòâåðæäåíèÿ õ12. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò", "ïîïûòêàñïóñêà",
"óïðîñòèòü", "äîïïîñûëêè", "íåèçâåñòíûå õ14". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
îòâåò. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "b−÷èñëî & b−öåëîå & b ≤ a+n & a+1 ≤
b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëîâ "îòêàç", "ëîæü". Ïåðåìåííîé
õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ17. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî íàèáîëüøàÿ ãëóáèíà âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé õ14 â óòâåðæäåíèÿ õ18
ðàâíà 1. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "êëàññ(õ14 õ17)", ïåðåìåí-
íîé õ20 - ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ11 â òåðì õ10 íà õ19. Ïåðåìåííîé õ21
ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ20 çàìåíÿþùåé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðå-
ìû. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ïðîöåäóðîé "íîðìàí-
òåöåäåíòû" îáúåäèíåíèÿ ñïèñêà õ15 ñ äîïîëíèòåëüíûìè ïîñûëêàìè, ââåäåííû-
ìè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Â íàøåì ñëó÷àå áûëà ââåäåíà ïîñûëêà
"−a− öåëîå". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ22 è êîíñåêâåíòîì õ21,
êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Ïîïûòêà âûâîäà ðàâåíñòâà, âàðüèðóþùåãî êëàññ ïðè âû÷èñëåíèè åãî õàðàêòå-
ðèñòèêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀d(card(setb(b− set & b ⊆ R & d(b) & êîíå÷íîå(b))) = card(seta(d(Val(a)) & Âîçð-
êîðòåæ(a))))

èç òåîðåìû

∀A(A− set & A ⊆ ïîäìíîæåñòâà(R) & êîíå÷íûå(A)→ card(A) =
card(seta(Val(a) ∈ A & Âîçðêîðòåæ(a))))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå
çàìåíÿþùåãî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âõîæäåíèå õ11 èìååò åäèíñòâåííûé îïåðàíä, è
ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê äàííîãî îïåðàíäà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ýòîò çàãîëîâîê - ïåðåìåííàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ A. Ïåðåìåííîé
õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò íàáîð ñîäåðæèò
óòâåðæäåíèå õ14 âèäà "A − set". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû
òîæå èìååò åäèíñòâåííûé îïåðàíä, ïðè÷åì çàãîëîâîê ýòîãî îïåðàíäà - ñèìâîë
"êëàññ". Íàáîð îòëè÷íûõ îò õ14 àíòåöåäåíòîâ ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäíàáîð õ15
óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ12, è ïîäíàáîð õ16 îñòàëüíûõ óòâåð-
æäåíèé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ15 íåïóñò. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ18,
ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ16, à óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ õ15.
Öåëè çàäà÷è - "ðåäàêöèÿ", "ðàçâåðòêà". Â íàøåì ïðèìåðå õ15 ñîñòîèò èç äâóõ
óòâåðæäåíèé "A ⊆ ïîäìíîæåñòâà(R)" è "êîíå÷íûå(A)". Îòâåò çàäà÷è õ18 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ19. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀b(b ∈ A→ ∀c(c ∈ b→ c− ÷èñëî) & b− set) & ∀a(a ∈ A→ êîíå÷íîå(a))



492 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ19.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ20 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð-
íóþ èìïëèêàöèþ ñ îäíîýëåìåíòíîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêîé è åäèíñòâåííûì
àíòåöåäåíòîì - óñëîâèåì ïðèíàäëåæíîñòè âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé ìíîæåñòâó
õ12. Äðóãèõ âõîæäåíèé ïåðåìåííîé õ12 íè îäíà èç ýòèõ èìïëèêàöèé íå èìååò.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ12 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â çàìåíÿåìûé
òåðì õ10, ïðè÷åì ýòî âõîæäåíèå èìååò âèä ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó õ12
íåêîòîðîãî òåðìà t. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ñèìâîëà "ïðè-
íàäëåæèò". Â íàøåì ïðèìåðå õ22 èìååò âèä "Val(a) ∈ A". Ïåðåìåííîé õ25 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíñåêâåíòîâ èìïëèêàöèé íàáîðà õ20, ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå
êîòîðûõ èçìåíåíû íà ñâÿçàííóþ ïåðåìåííóþ ïåðâîé èìïëèêàöèè ñïèñêà õ20.
Â íàøåì ïðèìåðå õ25 ñîñòîèò èç òåðìîâ "∀c(c ∈ b → c − ÷èñëî) & b − set",
"êîíå÷íîå(b)". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ26, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðå-
ìó è â òåðì õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ d. Ê ñïèñêó õ25 äîïèñû-
âàåòñÿ òåðì "õ26(õ24)", ãäå õ24 - ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ ïåðâîé èç èìïëèêà-
öèé ñïèñêà õ20. Â íàøåì ñëó÷àå äîïèñûâàåòñÿ "d(b)". Ïåðåìåííîé õ27 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ òåðì "êëàññ(õ24 è(õ25))". Â íàøåì ïðèìåðå - "setb(∀c(c ∈ b →
c − ÷èñëî) & b − set & êîíå÷íîå(b) & d(b)". Ýòîò òåðì óïðîùàåòñÿ âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ16. Çàäà÷à èìååò
åäèíñòâåííóþ öåëü "ñâåðòêà". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ29. Â íàøåì
ïðèìåðå îí èìååò âèä:

"setb(b− set & b ⊆ R & d(b) & êîíå÷íîå(b))".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ29 èìååò çàãîëîâîê "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ
åäèíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ åãî ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè. Â íàøåì ñëó÷àå - "b".
Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå ïîä îïè-
ñàòåëåì õ29 âûðàæåíèÿ t âìåñòî ïåðåìåííîé õ30. Çàòåì íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò
õ33 çàìåíû âõîæäåíèÿ õ22 â òåðì õ10 íà òåðì õ32. Îí óïðîùàåòñÿ ïðè ïîìîùè
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå; ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåí-
íîé õ34. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì:

card(seta(d(Val(a)) & Âîçðêîðòåæ(a)))

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàãîëîâîê s çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû (â íàøåì ïðèìåðå -
ñèìâîë "ìîùíîñòü"), è ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî òåðìà s(õ29)
òåðìó õ34. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16 è êîíñåêâåíòîì õ36. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ âàðüèðîâàíèÿ òîæ-
äåñòâà, óïðîùàþùåãî ëèáî èñêëþ÷àþùåãî îïèñàòåëü

1. Âàðüèðîâàíèå òîæäåñòâà, èñêëþ÷àþùåãî îïèñàòåëü, ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ
íåêîòîðîãî ïîíÿòèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òîæäåñòâà

∀cd(c− set & d− set & êîíå÷íîå(c) & êîíå÷íîå(d)→ card(c×d) = card(c)card(d))

èç òîæäåñòâà
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∀abcd(¬(a = b) & c−set& d−set& êîíå÷íîå(c) & êîíå÷íîå(d)→ card(setf (Dom(f) =
{a, b} & f(a) ∈ c & f(b) ∈ d & f −ôóíêöèÿ)) = card(c)card(d))

è äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà

∀abf (a− set & b− set→ f ∈ a× b↔ l(f) = 2 & f(1) ∈ a & f(2) ∈ b & f − ñëîâî)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ11
- ðàñïîëîæåííîå âíóòðè íåãî âõîæäåíèå îïèñàòåëÿ "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì, ïå-
ðåìåííîé õ13 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå,
ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ13, à óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ õ12.
Öåëè çàäà÷è - "ïðÿìîéîòâåò", "ïîëíûé", "ðåäàêöèÿ", "ðàçâåðòêà". Îòâåò ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ15. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

Dom(f) = {a, b} & f(a) ∈ c & f(b) ∈ d & f −ôóíêöèÿ

Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì
"êëàññ" íà õ15. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå, êîòîðîå òåðì õ15
èìååò â òåîðåìå õ16. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ëîãè÷åñêèõ ñèì-
âîëîâ, âõîäÿùèõ â òåðì õ15. Â ýòîì ñïèñêå âûáèðàåòñÿ ñèìâîë õ19. Â íàøåì
ïðèìåðå - ñèìâîë "çíà÷åíèå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îïðåä" íàõîäèò ïî
ñèìâîëó õ19 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïî åå õàðàêòåðèñòèêå
"îïðåäåëåíèå(. . .)" íàõîäèòñÿ òåðì õ24, îïðåäåëåíèåì êîòîðîãî îíà ÿâëÿåòñÿ.
Â íàøåì ñëó÷àå - óòâåðæäåíèå "f ∈ a × b". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàïðàâëåíèå çàìåíû ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïðè êîòîðîì çàìå-
íÿþùèì óòâåðæäåíèåì ñëóæèò òåðì õ24. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïî-
ñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, à óñëîâèÿìè -
êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû åå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ïðÿìîé-
îòâåò", "ðåäàêöèÿ", "ðàçâåðòêà". Çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
çàìåíÿåòñÿ íà îòâåò äàííîé çàäà÷è. Â íàøåì ïðèìåðå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà
ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

∀abf (a− set & b− set→ f ∈ a× b↔ Dom(f) = {1, 2} & f −ôóíêöèÿ &
f(1) ∈ a & f(2) ∈ b)

Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" ïðåîáðàçóåò âõîæäåíèå õ17 â òåîðåìó õ16 ïðè ïîìîùè
èçìåíåííîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà óïðîùåíèÿ óñëîâèÿ ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" ñ ïîìîùüþ ýêâèâàëåíò-
íîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀AB(card(A) = card(B) & A − set & B − set & êîíå÷íîå(B) → card(setf (B =
Val(f) & Dom(f) = A & f −ôóíêöèÿ)) = card(B)!)

èç òåîðåìû

∀AB(A− set & B − set & êîíå÷íîå(B) & card(A) ≤ card(B)→
card(setf (Îòîáðàæåíèå(f, A,B) & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f))) =
card(B)!/(card(B)− card(A))!)
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è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABf (card(A) = card(B) & êîíå÷íîå(A)→ Îòîáðàæåíèå(f, A,B) &
âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)↔ f −ôóíêöèÿ & Dom(f) = A & Val(f) = B)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû.
Âíóòðè íåãî íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ11 îïèñàòåëÿ "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ12 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó
âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåí ñèìâîë "è". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà, ïåðåìåííîé õ14 - åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ13
- "Îòîáðàæåíèå(f, A,B)". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "íîðìêí" îïðåäåëÿåò ïî
õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõî-
äèò ðåçóëüòàò õ19 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ12 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Îí îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïîïûòêà óïðîùåíèÿ êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" ñ ïîìîùüþ
ðàçäåëÿþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & a ⊆ R & b ⊆ R→ êîìïëôîðìà(a× b) =
setz(z − êîìïëåêñíîå & Re(z) ∈ a & Im(z) ∈ b))

èç òåîðåìû

∀A(A− set & A ⊆ R× R→ êîìïëôîðìà(A) = setz(z − êîìïëåêñíîå &
(Re(z), Im(z)) ∈ A))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abcd(a− set & b− set→ (c, d) ∈ a× b↔ c ∈ a & d ∈ b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû.
Âíóòðè íåãî íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ11 îïèñàòåëÿ "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ12 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó
âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåí ñèìâîë "è". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà. Â íàøåì ïðèìåðå - "(Re(z), Im(z)) ∈ A". Âíóòðè âõî-
æäåíèÿ õ13 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Ïåðåìåí-
íîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ñëó÷àå õ14 - òåðì "(Re(z), Im(z))".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàçäåëèòü" îïðåäåëÿåò ïî õ15 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò ïðåîáðà-
çîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ13 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Êàæäûé êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí ïî-
ëó÷åííîé òåîðåìû ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Ïîïûòêà óïðîùåíèÿ êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" ñ ïîìîùüþ
ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

card(setb(b− íàòóðàëüíîå & b− even)) = ñ÷åòíîå
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èç òåîðåìû

∀a(a− íàòóðàëüíîå→ card(setb(a|b & b− íàòóðàëüíîå)) = ñ÷åòíîå)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− öåëîå→ a− even↔ 2|a)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðå-
ìû. Âíóòðè íåãî íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ11 îïèñàòåëÿ "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî
ýòîìó âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåí ñèìâîë "è". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà, ïåðåìåííîé õ14 - ñèìâîë ïî ýòîìó âõîæäåíèþ.
Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - óòâåðæäåíèå "a|b". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðî-
ùýêâ" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò åäèíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ è ÷òî õ14 íå âõîäèò
â åå çàìåíÿþùóþ ÷àñòü (â íàøåì ïðèìåðå - ëåâóþ ÷àñòü). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îöåíêà ñëîæíîñòè çàìåíÿþùåé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ìåíüøå îöåíêè
ñëîæíîñòè åå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëü-
òàò ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ13 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Îí
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Ïîïûòêà ðàñøèðåíèÿ òèïà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà â îïèñàòåëå "êëàññ" ïðè ïîìî-
ùè ýêâèâàëåíòíîñòè ñ õàðàêòåðèñòèêîé "ïîäòèï" (ñëó÷àé 1).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàñìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bn(b− ÷èñëî & n− öåëîå→ {1 + [b], . . . , n} = setx(b < x & x− öåëîå & x ≤ n))

èç òåîðåìû

∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ {m, . . . , n} = setx(x− öåëîå & m ≤ x & x ≤ n))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ax(x− ÷èñëî & a− ÷èñëî→ x < a↔ [x] + 1 ≤ a)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäå-
íèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ11 ðàñïîëîæåí îïèñà-
òåëü "êëàññ". Âíóòðè ýòîãî îïèñàòåëÿ âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 íåîäíîáóêâåí-
íîãî ïîäòåðìà, è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî äàííîìó âõîæäåíèþ.
Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèå m ≤ x. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "òèïçíà-
÷åíèÿ" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Íàõîäèòñÿ åå õàðàêòåðèñòèêà ñ çàãîëîâêîì "ïîäòèï". Â íàøåì ïðèìåðå - "ïîä-
òèï(öåëîå âòîðîéòåðì)". Ïåðâûé îïåðàíä ýòîé õàðàêòåðèñòèêè ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ17. Ñðåäè àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ18 ñ
çàãîëîâêîì õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "m− öåëîå". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ïåðåìíííàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ êîðíåâûì îïåðàíäîì óòâåðæäåíèÿ õ18. Â íàøåì
ïðèìåðå - m. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïåðåìåííàÿ âõîäèò â òåðì õ12. Ïåðåìåííîé
õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé îïåðàíä õàðàêòåðèñòèêè "ïîäòèï". Â íàøåì ñëó÷àå
- "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ íàïðàâëåíèå, ïðîòèâîïîëîæíîå
íàïðàâëåíèþ õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïåðâûéòåðì". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä"
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íàõîäèò ðåçóëüòàò õ23 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ12 ïðè ïîìîùè äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû. Ýòîìó îïåðàòîðó ïåðåäàþòñÿ îïöèè (íàïðàâë õ22) è (ôèêñ
X), ãäå X - ñïèñîê ñâàÿçàííûõ ïåðåìåííûõ çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû. Èì-
ïëèêàöèÿ õ23 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

6. Ïîïûòêà ðàñøèðåíèÿ òèïà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà â îïèñàòåëå "êëàññ" ïðè ïîìî-
ùè ýêâèâàëåíòíîñòè ñ õàðàêòåðèñòèêîé "ïîäòèï" (ñëó÷àé 2).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ {1 + [b], . . . , [c]} = setx(b < x & x− öåëîå & x ≤ c))

èç òåîðåìû

∀bn(b− ÷èñëî & n− öåëîå→ {1 + [b], . . . , n} = setx(b < x & x− öåëîå & x ≤ n))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ax(x− ÷èñëî & a− ÷èñëî→ a ≤ [x]↔ a ≤ x)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Âíóòðè ýòîé ÷à-
ñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 ñèìâîëà "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâà-
èâàåòñÿ âõîæäåíèå óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî
óòâåðæäåíèå - êîíúþíêöèÿ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå íåêîòî-
ðîãî êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà, ïåðåìåííîé õ14 - åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå
õ13 - âõîæäåíèå óòâåðæäåíèÿ x ≤ n. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "òèïçíà÷åíèÿ"
îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêâèâàëåíòíîñòü îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè,
ó êîòîðîé çàãîëîâêè îáåèõ ÷àñòåé ðàâíû õ14. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ïîäòåðìà õ13, íå âõîäÿùèõ â ñâÿçûâàþùóþ ïðèñòàâêó îïè-
ñàòåëÿ "êëàññ". Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé n. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ20 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â îïèñàòåëå. Îïå-
ðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ13
ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Åìó ïåðåäàþòñÿ îïöèè "íàïðàâë(. . .)",
çàäàþùàÿ íàïðàâëåíèå ïðèìåíåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ îáùåé ñòàí-
äàðòèçàöèè (â íàøåì ïðèìåðå - "âòîðîéòåðì"), à òàêæå (ôèêñ . . .), áëîêèðóþ-
ùàÿ ïîäñòàíîâêó âìåñòî ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè îïèñàòåëÿ. Ïåðå-
ìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ21 îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå íåêîíñòàíòíîå ïîäâûðàæåíèå àíòåöåäåíòîâ
òåîðåìû õ22 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ. Çàòåì õ22 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñ-
êå âûâîäà.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Ïîïûòêà ïåðåáðîñêè â óñëîâíîå âûðàæåíèå àíòåöåäåíòà, íå èñïîëüçóåìîãî äëÿ
ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bf (b− set & f − set & êîíå÷íîå(f \ b) → card(seta(a− set & a ⊆ f & b ⊆ a)) =

(2card(f\b) ïðè b ⊆ f, èíà÷å 0))
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èç òåîðåìû

∀bf (b− set & f − set & b ⊆ f & êîíå÷íîå(f \ b)→ card(seta(a− set & a ⊆ f &

b ⊆ a)) = 2card(f\b))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11 -
ñïèñîê åå àíòåöåäåíòîâ. Â ñïèñêå õ11 âûáèðàåòñÿ ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå
õ13, íå èñïîëüçóåìîå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ òåðìà õ10 ïî î.ä.ç. Â íàøåì ïðèìåðå
- "b ⊆ f". Åñëè õ13 - îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé X íå ñîäåðæàùåìó åå
âûðàæåíèþ T , òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè â õ10 âûðàæåíèÿ T âìå-
ñòî X è óïðîùåíèÿ îòíîñèòåëüíî îòëè÷íûõ îò õ13 àíòåöåäåíòîâ íå âîçíèêàåò
òåðì ñ ïðîòèâîðå÷èâûìè óñëîâèÿìè íà î.ä.ç.

Âíóòðè õ10 íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ14 îïèñàòåëÿ "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ15 ïð-
ñèâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä äàííûì îïèñàòå-
ëåì. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíêàòåíàöèÿ õ15 è íàáîðà àíòåöåäåíòîâ
èñõîäíîé òåîðåìû ñ îòáðîøåííûì óòâåðæäåíèåì õ13. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ13 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ16. Òîãäà
ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ14 â òåðì õ10 íà
ñèìâîë ïóñòîãî ìíîæåñòâà "ïóñòî". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ óñëîâíîå
âûðàæåíèå "âàðèàíò(õ13 P õ18), ãäå P - çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü òåîðåìû. Â íàøåì
ïðèìåðå õ19 èìååò âèä:

(2card(f\b) ïðè b ⊆ f, èíà÷å 0)

Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ èç ñïèñêà õ11 îòáðà-
ñûâàíèåì óòâåðæäåíèÿ õ13, à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ10 è
õ19. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

2. Ïîïûòêà îáîáùåíèÿ ïóòåì ââîäà âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà äëÿ ïîäâûðàæå-
íèÿ ñ áåñïîâòîðíîé ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ce(c− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ seta(0 < a + c & a− ÷èñëî & a + e ≤ 0) = (−c,−e])

èç òåîðåìû

∀be(b− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ (b,−e] = seta(0 < a− b & a− ÷èñëî & a + e ≤ 0))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - ñïèñîê àíòå-
öåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ12 - çàìåíÿþùèé òåðì. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê èìåþùèõ íàèáîëüøóþ ñëîæíîñòü ïîäòåðìîâ òåðìà õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îí îäíîýëåìåíòíûé è ñîñòîèò èç ñàìîãî òåðìà õ10. Âûáèðàåòñÿ ïàðàìåòð
õ14 òåðìà õ10.Â íàøåì ïðèìåðå - "b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âõîæäåíèå ýòîãî ïà-
ðàìåòðà â òåðì õ10 åäèíñòâåííîå. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
ìàêñèìàëüíîãî ñîäåðæàùåãî õ14 ïîäâûðàæåíèÿ òåðìà õ10, íå èìåþùåãî ñâÿ-
çàííûõ ïåðåìåííûõ â òåðìå õ10 è íå ñîäåðæàùåãî ïîäóòâåðæäåíèé. Â íàøåì
ïðèìåðå õ15 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "−b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 íå ÿâëÿåòñÿ
âõîæäåíèåì ïåðåìåííîé õ14. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ16, íå âõîäÿùàÿ â èñõîä-
íóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Îïðåäåëÿåòñÿ òèï T çíà÷åíèé
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âûðàæåíèÿ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "÷èñëî". Ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ õ11 ðàçáèâà-
åòñÿ íà ïîäñïèñîê õ18 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ õ14, è ñïèñîê õ19 îñòàëüíûõ
óòâåðæäåíèé.

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëó-
æàò óòâåðæäåíèÿ õ19, à óñëîâèÿìè - ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ16 è õ15 è óòâåð-
æäåíèå T (õ16). Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñò-
íûå õ14", "ïàðàìåòðû õ14", "óïðîñòèòü". Â íàøåì ïðèìåðå çàäà÷à õ22 èìååò
óñëîâèÿ "b = −c" è "c − ÷èñëî". Åäèíñòâåííàÿ ïîñûëêà - "e − ÷èñëî". Ïåðå-
ìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ îòâåò íà çàäà÷ó õ22. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îòâåò
îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "c − ÷èñëî". Ïå-
ðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé
òåîðåìû êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îòâåòà. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ15 â òåðì õ10 íà ïåðåìåííóþ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå -
"seta(0 < a + c & a − ÷èñëî & a + e ≤ 0)". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ24 ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ26 è õ15. Âûáèðàåòñÿ
îòëè÷íàÿ îò õ16 ïåðåìåííàÿ õ27, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó.

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëó-
æàò óòâåðæäåíèÿ õ26, à åäèíñòâåííûì óñëîâèåì - ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ27
è õ12. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ27",
"èçâåñòíî X", "óïðîñòèòü". Çäåñü X - ñïèñîê ïåðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû,
â êîòîðîì õ14 çàìåíåíî íà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå óñëîâèåì çàäà÷è ñëóæèò
ðàâåíñòâî "d = (b,−e]", ïîñûëêàìè - óòâåðæäåíèÿ "b − ÷èñëî", "e − ÷èñëî",
"c − ÷èñëî", "c = −b". Íåèçâåñòíîé ÿâëÿåòñÿ d. Ïàðàìåòðàìè öåëè "èçâåñò-
íî" ñëóæàò ïåðåìåííûå a, e, c. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îòâåò çàäà÷è. Â
íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "d = (−c,−e]". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò õ30 - ðàâåí-
ñòâî äëÿ íåèçâåñòíîé õ27. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî
ðàâåíñòâà. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäå-
íèÿ õ19 è êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ õ23, à êîíñåêâåíòîì - ðàâåíñòâî
âûðàæåíèé õ25 è õ31. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåî-
ðåìà" ñ îïöèåé "ðàâíû", ïîñëå ÷åãî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ó÷åò ïóñòîé îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ñåðèéíîé îïåðàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀mn(n− öåëîå & m− öåëîå→
∑m

k=n k = ((m− n + 1)(m + n)/2 ïðè
0 ≤ m− n + 1, èíà÷å 0))

èç òåîðåìû

∀mn(n− öåëîå & m− öåëîå & 0 ≤ m− n→
∑m

k=n k = (m− n + 1)(m + n)/2)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - åå çàãî-
ëîâîê. Ñïðàâî÷íèê "ðîàçâåðòêà" óñìàòðèâàåò, ÷òî õ11 - îáîáùåíèå äâóìåñò-
íîé àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè õ12 íà íàáîðû ïðîèçâîëüíîé äëè-
íû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ10 èìååò çàãîëîâîê "îòîáðàæåíèå",
è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ýòîãî îïèñàòåëÿ. Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíò-
íà, è ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
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íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïðåäïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ, îïðåäåëÿ-
þùåãî óñëîâèÿ íà åãî âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò íàáîð
ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "öåëîå(õ15)", "ìåíüøåèëèðàâíî(A õ15)", "ìåíüøåè-
ëèðàâíî(õ15 B)", ãäå A, B - ïåðåìåííûå. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Â íåì íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ22 âèäà
"0 ≤ B − A". Íàõîäèòñÿ åäèíèöà E îïåðàöèè õ12. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â çàìåíÿþùóþ ÷àñòü òåîðåìû âûðàæåíèÿ A− 1
âìåñòî ïåðåìåííîé B. Ýòîò ðåçóëüòàò óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå
îòíîñèòåëüíî óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ21, â êîòîðîì îòáðîøåíî íåðàâåíñòâî õ22.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò ðàâåí E. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäå-
íèå "T ïðè 0 ≤ B−A+1, èíà÷å E", ãäå T - çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü òåîðåìû. Ñîçäàåò-
ñÿ èìïëèêàöèÿ , àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò îòëè÷íûå îò õ22 óòâåðæäåíèÿ
ñïèñêà õ21, à êîíñåêâåíòîì - ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ10 è õ30. Îíà ðåãèñòðèðó-
åòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Ïîïûòêà ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ òîæäåñòâà îòíîñèòåëüíî åäèíñòâåííîé ÷èñëåííîé
îïåðàöèè íàä ñåìåéñòâîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cd(c− öåëîå & d− öåëîå & 0 ≤ d− c→
∑d

x=c x = (c + d)(d− c + 1)/2)

èç òåîðåìû

∀cd(c− öåëîå & d− öåëîå & 0 ≤ d− c→ d + 2
∑d

x=c x− c + 1 = −c2 + (d + 1)2)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé
íåêîòîðîå ðàâåíñòâî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "êëàññ", íî
ñîäåðæèò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ ýòî âõîæäåíèå. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå, îïå-
ðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 íå ÿâëÿåòñÿ âõîæäåíèåì
îäíîé èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà è ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ13
ðàâíî 1. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - âõîæäåíèå êîíå÷íîé ñóììû. Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "ñóììàâñåõ".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òèï õ16 çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ14 - "÷èñëî"
ëèáî "êîìïëåêñíîå". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ17, íå âñòðå÷àþùàÿñÿ â èñõîä-
íîé òåîðåìå. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ2. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
çàìåíû âõîæäåíèÿ õ13 íà ýòó ïåðåìåííóþ. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"d + 2a− c + 1 = −c2 + (d + 1)2".

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëó-
æàò óòâåðæäåíèÿ õ18, à óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ õ19 è "õ16(õ17)". Öåëè çàäà-
÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ17". Îò-
âåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ22. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"a = (c+d)(d−c+1)/2". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ22 îòëè÷íî îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïå-
ðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â õ22 ïîäòåðìà õ13 âìåñòî
ïåðåìåííîé õ17. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ18 è êîíñåêâåíòîì
õ23. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè åå îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ24 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ. Åå àíòåöåäåíòû îá-
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ðàáàòûâàþòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ êîí-
ñåêâåíòà (â íàøåì ñëó÷àå íè÷åãî íå èçìåíÿåòñÿ), è ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

5. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà äëÿ ìîùíîñòè êëàññà ïóòåì âàðüèðîâàíèÿ ìíîæåñòâ ñ
ñîõðàíåíèåì èõ ìîùíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abB(∀c(b(c)→ card(B(c)) = a) & a−öåëîå→ card(setfc(ïåðåñòàíîâêà(f, B(c)) &
b(c))) = card(setc(b(c))) · a!)

èç òåîðåìû

∀B(B − set & êîíå÷íîå(B)→ card(setf (ïåðåñòàíîâêà(f, B))) = card(B)!)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëî-
âîê - ñèìâîë "ìîùíîñòü", à çàãîëîâîê ïåðâîãî îïåðàíäà - "êëàññ". Ïåðåìåííîé
õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ "êëàññ", ïåðåìåííîé õ13
- óòâåðæäåíèå ïîä îïèñàòåëåì. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöå-
äåíòîâ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäå-
íèÿ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - óòâåðæäåíèå "ïåðåñòàíîâêà(f, b)". Ïåðåìåííîé
õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê âñåõ òàêèõ ïåðåìåííûõ X ñïèñêà õ15, êîòîðûå âõîäÿò â çàìåíÿþùóþ
÷àñòü, è ïðèòîì òîëüêî â âèäå "ìîùíîñòü(X)", à â àíòåöåäåíòàõ âñòðå÷àþòñÿ
òîëüêî êàê "ìíîæåñòâî(X)", "êîíå÷íîå(X)", "ìîùíîñòü(X)". Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ17 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ17
íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âñòðå÷àþùèõ-
ñÿ â èñõîäíîé òåîðåìå è èìåþùèé òàêóþ æå äëèíó, êàê ñïèñîê õ17. Â íàøåì
ïðèìåðå õ18 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé a. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâà-
èâàþòñÿ ïàðà ïåðåìåííûõ Y1, Y2, íå âñòðå÷àþùèõñÿ â èñõîäíîé òåîðåìå è â
ñïèñêå õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå c, d. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâà-
åòñÿ íàáîð òåðìîâ "çíà÷åíèå(F Y2)", ãäå F ïðîáåãàåò ñïèñîê õ17. Â íàøåì
ïðèìåðå - åäèíñòâåííûé òåðì "b(d)". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ20 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ17 â òåðì õ13. Â íàøåì ïðèìå-
ðå îí èìååò âèä "ïåðåñòàíîâêà(f, b(d))". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì
"ìîùíîñòü(êëàññ(õ12 Y2 è(õ21 çíà÷åíèå(Y1 Y2))))". Â íàøåì ïðèìåðå - òåðì
"card(setfd(ïåðåñòàíîâêà(f, b(d)) & c(d)))". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê âõîæäåíèé â òåðì õ16 âûðàæåíèé âèäà "ìîùíîñòü(Z)", ãäå Z - ïåðåìåííàÿ
ñïèñêà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå òåðìà "card(b)".
Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ18, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïåðåìåííûì âõîæäåíèé õ23. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç "a". Ïåðåìåííîé
õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ16 âõîæäåíèé õ23 íà òåðìû õ24.
Â íàøåì ïðèìåðå èìååì "a!". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðà-
æåíèÿ õ22 ïðîèçâåäåíèþ âûðàæåíèÿ "ìîùíîñòü(êëàññ(Y2 Y1(Y2)))" íà õ25.

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ àíòåöåäåíòîâ, íå ñîäåðæàùèõ ïåðå-
ìåííûå ñïèñêà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò ñïèñîê ïóñò. Äëÿ êàæäîãî àíòåöåäåí-
òà, èìåþùåãî âèä "êîíå÷íîå(Z)", ãäå Z - ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ17, â õ27 çàíîñèò-
ñÿ óòâåðæäåíèå "öåëîå(Z ′)", ãäå Z ′ - ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ18, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
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ïåðåìåííîé Z ñïèñêà õ17. Åñëè àíòåöåäåíò íå èìååò çàãîëîâêîâ "ìíîæåñòâî"
è "êîíå÷íîå", ïðè÷åì ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ ñïèñêà õ17, òî â íåì íàõîäÿòñÿ
âñå âõîæäåíèÿ ïîäòåðìîâ "ìîùíîñòü(Z)" äëÿ ïåðåìåííûõ Z ñïèñêà õ17, êîòî-
ðûå çàìåíÿþòñÿ â íåì íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå ñïèñêà õ18, è ðåçóëüòàò
äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó õ27. Â ðåçóëüòàòå õ27 â íàøåì ïðèìåðå ñîñòîèò èç óòâåð-
æäåíèÿ "a− öåëîå".

Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ28. Äëÿ êàæäîé ïàðû Z, Z ′ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïåðåìåííûõ ñïèñêîâ õ17 è õ18 ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ "äëÿëþáîãî(Y2 åñëè Y1(Y2)
òî ðàâíî(ìîùíîñòü(Z(Y2)) Z ′))". Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííàÿ èìïëèêàöèÿ
"∀d(c(d)→ card(b(d)) = a)". Óêàçàííûå èìïëèêàöèè ðåãèñòðèðóþòñÿ â ñïèñêàõ
õ27 è õ28.

Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ27 è êîíñåêâåíòîì õ26, êîòîðàÿ îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðè ðåãèñòðàöèè â ñïèñêå âûâîäà
îíà ñîïðîâîæäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, îïðåäåëÿþùèìè îá-
ðàáîòàíòåöåäåíòîâ ñïèñêà õ28 âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè íà óïðîùåíèå äëÿ
óñòàíîâëåíèÿ íåçàâèñèìîñòè ìîùíîñòè îò âàðüèðóåìîãî ïàðàìåòðà.

6. Âàðüèðîâàíèå ñâîáîäíîãî ïàðàìåòðà â òîæäåñòâå âû÷èñëåíèÿ ìîùíîñòè êëàññà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abn(b− set & n− öåëîå & ∀d(a(d)→ card(d) = n)→ card(setf (êîðòåæ(f, n, b) &
a(Val(f)))) = n!card(setd(a(d) & d− set & d ⊆ b)))

èç òåîðåìû

∀bcn(card(c) = n & b− set & c− set & c ⊆ b & n− öåëîå→
card(setf (c = Val(f) & êîðòåæ(f, n, b!))) = n!)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò
çàãîëîâîê "ìîùíîñòü", à åå êîðíåâîé îïåðàíä - çàãîëîâîê "êëàññ". Ïåðåìåííîé
õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïèñàòåëÿ "êëàññ", ïåðåìåííîé õ12 - åãî ñâÿçûâà-
þùàÿ ïðèñòàâêà. Â íàøåì ïðèìåðå îíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé f .
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå ïîä îïèñàòåëåì, ïåðåìåííîé õ14 -
ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü íåêîíñòàíò-
íàÿ. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ
õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèÿ "c = Val(f)" è "êîðòåæ(f, n, b)". Ñðåäè
óòâåðæäåíèé õ15 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ16, â îäíîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëî-
æåíà ïåðåìåííàÿ õ19, íå âõîäÿùàÿ â ñâÿçûâàþùóþ ïðèñòàâêó õ12 è â çàìåíÿ-
þùèé òåðì. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 - ïåðåìåííàÿ c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ19 èìååò
åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ13. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîòèâî-
ïîëîæíàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "Val(f)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ ñïèñêà f . Ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ ðàçáèâàåòñÿ íà ñïè-
ñîê õ21 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ19, è ñïèñîê õ22 îñòàëüíûõ
óòâåðæäåíèé. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "card)c) = n",
"c − set", "c ⊆ b". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíêàòåíàöèÿ ñïèñêà õ22 è
ðåçóëüòàòà îòáðàñûâàíèÿ â ñïèñêå õ15 ðàâåíñòâà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå îíà ñî-
ñòîèò èç óòâåðæäåíèé "b− set", "n−öåëîå", "êîðòåæ(f, n, b)". Ââîäÿòñÿ ïóñòûå
íàêîïèòåëè õ24 è õ25.
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Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ U ñïèñêà õ21. Åñëè ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â òà-
êîå óòâåðæäåíèå òåðìà õ20 âìåñòî ïåðåìåííîé õ19 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåð-
æäåíèé õ23, òî óòâåðæäåíèå U ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå õ24, èíà÷å - â ñïèñêå
õ25. Â íàøåì ïðèìåðå õ24 îêàçûâàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç óòâåðæäåíèé "c − set",
"c ⊆ b"; õ25 - èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "card)c) = n".

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ26, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðå-
ìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê, ïîëó÷àåìû èç õ15 óäàëåíèåì
ðàâåíñòâà õ15 è äîáàâëåíèåì òåðìà "çíà÷åíèå(õ26 õ20)". Â íàøåì ïðèìåðå õ27
ñîñòîèò èç òåðìîâ "êîðòåæ(f, n, b)", "a(Val(f))". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ
òåðì "ìîùíîñòü(êëàññ(õ12 è(õ27)))". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ29, íå âõîäÿùàÿ
â òåîðåìó è îòëè÷íàÿ îò ïåðåìåííîé õ26. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ d.
Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê, ïîëó÷åííûé ïîäñòàíîâêîé â óòâåðæäå-
íèÿ íàáîðà õ24 ïåðåìåííîé õ29 âìåñòî ïåðåìåííîé õ19 è äîáàâëåíèåì òåðìà
"çíà÷åíèå(õ26 õ29)". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "ìîùíîñòü(êëàññ(õ29
è(õ30)))". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ22
èìïëèêàöèé "äëÿëþáîãî(õ29 åñëè çíà÷åíèå(õ26 õ29)òî T )", ãäå T - ðåçóëüòàòû
ïîäñòàíîâêè â òåðìû ñïèñêà õ25 ïåðåìåííîé õ29 âìåñòî ïåðåìåííîé õ19. Íà-
êîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ32, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé
ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ28 ïðîèçâåäåíèþ çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû
íà âûðàæåíèå õ31. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

7. Ïîïûòêà èñêëþ÷åíèÿ àíòåöåäåíòà, ñâÿçûâàþùåãî ìåæäó ñîáîé äâà ïàðàìåòðà
ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ad(a− íàòóðàëüíîå & d− öåëîå & 0 ≤ d→ card(setb(b− íàòóðàëüíîå &
a | b & b ≤ d)) = [d/a])

èç òåîðåìû

∀ac(a− íàòóðàëüíîå & a | c & c− öåëîå & 0 ≤ c→ card(setb(b− íàòóðàëüíîå &
a | b & b ≤ c)) = c/a)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Â íåé âûäåëÿåòñÿ âõîæäåíèå
õ11 îïèñàòåëÿ "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ
õ11, ïåðåìåííîé õ13 - ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ, ïåðåìåííîé õ14 - íà-
áîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî
äëèíà íå ìåíåå 2. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû.
Â ñïèñêå õ14 âûáèðàåòñÿ ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå õ16. Â íàøåì ïðèìåðå -
"b ≤ c". Âûáèðàåòñÿ ïàðàìåòð õ17 óòâåðæäåíèÿ õ16, ÿâëÿþùèéñÿ òàêæå ïà-
ðàìåòðîì òåðìà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ17
èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ10. Ðàññìàòðèâàåòñÿ àíòåöåäåíò õ18,
ñîäåðæàùèé ïåðåìåííóþ õ17 è èìåþùèé íå ìåíåå äâóõ ïàðàìåòðîâ, îáùèõ ñ
ïàðàìåòðàìè òåðìà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - àíòåöåäåíò "a | c". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ëþáàÿ îòëè÷íûé îò õ18 àíòåöåäåíò, ñîäåðæàùèé ïåðåìåííóþ õ17, èìååò
åå ñâîèì åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ20, íå âõîäÿùàÿ
â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ21 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííîé õ17 íà õ20 â àíòåöåäåíòàõ
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òåîðåìû, îòëè÷íûõ îò õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàáîð õ21 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ22
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííîé õ17 íà õ20 â òåðìå õ16. Â íàøåì
ïðèìåðå îí èìååò âèä "b ≤ d". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ êâàíòîðíàÿ èì-
ïëèêàöèÿ ñî ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêîé õ13, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ
óäàëåíèåì èç ñïèñêà õ14 òåðìà õ16, à êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü õ16 è õ22.
Â íàøåì ïðèìåðå õ23 èìååò âèä "∀b(b− íàòóðàëüíîå & a | b→ b ≤ c↔ b ≤ d)".
Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ñîäåðæàùèõ õ17 àíòåöåäåíòîâ èñ-
õîäíîé òåîðåìû, ê êîòîðîìó äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå õ23.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ21 è óñëîâèÿìè õ24, öåëè êîòî-
ðîé ñóòü "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íîðìíåèçâ", "íåèçâåñòíûå õ17".
Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ26. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "c =
a[d/a]". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ26 îòëè÷íî îò ñèìâîëà "îòêàç", è ïåðåìåííîé õ27
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ26. Â íåì íàõî-
äèòñÿ ðàâåíñòâî õ28 ïåðåìåííîé õ17 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ29. Â íàøåì
ïðèìåðå õ29 èìååò âèä "a[d/a]". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çà-
ìåíû âõîæäåíèÿ ïîäòåðìà õ16 â õ10 íà õ22. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"card(setb(b− íàòóðàëüíîå & a | b & b ≤ d)". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ29 âìåñòî ïåðåìåííîé õ17 â çàìåíÿþùèé òåðì
òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "a[d/a]/a". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ31 è õ32. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû
êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ21 è îòëè÷íûå îò õ28 óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ27, à
êîíñåêâåíò - õ33. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

8. Ïîïûòêà îáîáùåíèÿ ïóòåì ââîäà âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà äëÿ ñëîæíîãî
ïîäâûðàæåíèÿ ñ íåáåñïîâòîðíîé ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abd(b ∈ {0, . . . , a− 1} & a− íàòóðàëüíîå & a | (d− b) & d− öåëîå→
card(setc(c(mod a) = b & c− öåëîå & d ≤ c)) = ñ÷åòíîå)

èç òåîðåìû

∀abn(b ∈ {0, . . . , a− 1} & a− íàòóðàëüíîå & n− öåëîå→
card(setc(c(mod a) = b & c− öåëîå & a + b + an ≤ c)) = ñ÷åòíîå)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - ñïèñîê àíòå-
öåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ12 - çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñàìîå ñëîæíîå
ïîäâûðàæåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè - îíà ñàìà. Âûáèðàåòñÿ ïàðàìåòð õ14 òåðìà
õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - n. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå
â òåðì õ10. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå íàäâûðàæåíèå âõî-
æäåíèÿ õ14 â õ10, íå èìåþùåå âíóòðè ñåáÿ îïèñàòåëåé è ïîäóòâåðæäåíèé. Â
íàøåì ïðèìåðå õ15 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "a+ b+an". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîä-
òåðì T ïî âõîæäåíèþ õ15 íå îäíîáóêâåííûé. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ16, íå
âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - d. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàè-
âàåòñÿ òèï çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "÷èñëî". Ñïèñîê àíòå-
öåäåíòîâ ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ18 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ
õ14, è ïîäñïèñîê õ19 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñ ñïèñêó õ18 óòâåðæäåíèé "ðàâíî(õ16 T )", "õ17(õ16)".



504 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

Â íàøåì ïðèìåðå õ21 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "n − öåëîå", "d = a + b + an",
"÷èñëî(d)".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ19, à óñëî-
âèÿ - õ21. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ14",
"ïàðàìåòðû õ14", "óïðîñòèòü". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ23. Â íàøåì
ïðèìåðå îí èìååò âèä "d − öåëîå & a | (d − b)". Ïðîâåðñåòÿ, ÷òî õ23 îòëè÷íî
îò ñèìâîëà "îòêàç", è ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ11 ñ
íàáîðîì êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ23. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ10 âõîæäåíèÿ õ15 íà ïåðåìåííóþ õ16. Â íàøåì
ïðèìåðå îí èìååò âèä "card(setc(c(mod a) = b & c− öåëîå & d ≤ c))".

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ24 ðàâåíñòâà
"ðàâíî(õ16 T )". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ27, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó
è îòëè÷íàÿ îò ïåðåìåííîé õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ e. Ðåøàåòñÿ çàäà-
÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ26, à åäèíñòâåííîå óñëîâèå
- ðàâåíñòâî òåðìîâ õ27 è õ12. Â íàøåì ïðèìåðå îíî èìååò âèä "e = ñ÷åòíîå".
Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå, "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ27", "èçâåñòíî
X", "óïðîñòèòü". Çäåñü X - ñïèñîê âñåõ îòëè÷íûõ îò õ14 ïåðåìåííûõ òåîðåìû,
ê êîòîðîìó äîáàâëåíà ïåðåìåííàÿ õ16. Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ30. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò âèä ðàâåíñòâà äëÿ íåèçâåñòíîé õ27. Â íàøåì
ïðèìåðå îòâåò ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì óñëîâèåì. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ30. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé
ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ19 è êîíúþíêòèâíûé ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ õ23, à êîíñå-
êâåíòîì - ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ25 è õ31. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"Íîðìòåîðåìà" ñ îïöèåé "ðàâíû", ïîñëå ÷åãî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

9. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà ïóòåì ââîäà áåñïîâòîðíîãî âíåøíåãî ïàðàìåòðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀adg(¬(d = 0) & a−÷èñëî& d−÷èñëî& lim(g)−÷èñëî& ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(g, R)
→ lim(λn(ag(n)/d, n− íàòóðàëüíîå)) = alim(g)/d)

èç òåîðåìû

∀abg(a− ÷èñëî & ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(g, R) & b− ÷èñëî & lim(g) = b→
lim(λc(ag(c), c− íàòóðàëüíîå)) = ab)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abe(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ e · (a/b) = ae/b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê çàìåíÿåìîé ÷àñòè íå âñòðå÷àåòñÿ â çàìåíÿ-
þùåé. Â òåðìå õ10 íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ12 ñèìâîë "îòîáðàæåíèå". Âíóòðè
ïîñëåäíåãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ12 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 íåîäíîáóêâåí-
íîãî ïîäòåðìà; ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ13. Â
íàøåì ïðèìåðå õ13 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "ag(c)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî
îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ13 ðàâíî 2. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè"
îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ20
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ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà èìååò çàãîëîâîê õ14. Âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ21 êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà
õ20, èìåþùåå äâà îïåðàíäà. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 - âõîæäåíèå òåðìà "a/b".
Îïðåäåëÿåòñÿ åäèíèöà E îïåðàöèè õ21. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðå-
ìåííàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ïåðâûì îïåðàíäîì òåðìà õ21, ïåðåìåííîé õ24 - ïåðåìåí-
íàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ âòîðûì îïåðàíäîì ýòîãî òåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 - a,
õ24 - b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííûå õ23, õ24 ðàçëè÷íû. Ïåðåìåííîé õ26 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ êîðíåâûì îïåðàíäîì òåðìà õ20. Â íàøåì
ïðèìåðå - e. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà îïåðàöèè
õ13, ïî êîòîðîìó îíà èìååò åäèíèöó. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåí-
íàÿ ïî âõîæäåíèþ õ27. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî a
- ïàðàìåòð òåðìà õ10, èìåþùèé â íåì åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå. Ïåðåìåííîé
õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ13, îòëè÷íîå îò õ27.
Â íàøåì ïðèìåðå - g(c). Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ òà èç ïåðåìåííûõ õ23,
õ24 , ïî êîòîðîé îïåðàöèÿ õ21 èìååò åäèíèöó, à ïåðåìåííîé õ30 - äðóãàÿ èç
íèõ. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâîê îòëè÷åí îò ñèìâîëà õ14, à ÷èñëî êîðíåâûõ
îïåðàíäîâ ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî êîðíåâî-
ãî îïåðàíäà òåðìà õ32, êîòîðûé èìååò çàãîëîâîê õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî
êîðíåâûõ îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ33 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ33, êîòîðûé ðàâåí õ26, à ïåðåìåííîé õ35
- âõîæäåíèå îïåðàíäà, ðàâíîãî õ30. Â íàøåì ïðèìåðå - ñîîòâåòñòâåííî, e è a.
Åñëè îïåðàöèÿ õ14 íåêîììóòàòèâíà, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íîìåðà îïåðàíäîâ õ21 è
õ35 ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà
òåðìà õ32, êîòîðîå îòëè÷íî îò õ33. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ36 ðàñïî-
ëîæåí ñèìâîë õ31.

Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ32. Ïðîâåðÿåòñÿ íåèçáûòî÷-
íîñòü ââîäà íîâîãî ïàðàìåòðà: åñëè õ13 - îïåðàíä îïåðàöèè õ37, ïðîòèâîïîëîæ-
íûì îïåðàíäîì êîòîðîé ñëóæèò áåñïîâòîðíàÿ â õ10 ïåðåìåííàÿ, òî ïðèåì íå
ïðèìåíÿåòñÿ.

Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó.
Â íàøåì ïðèìåðå - d. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ
îïåðàöèåé õ37 ïîäòåðìà õ13 è õ38, â êîòîðîì íîìåð îïåðàíäà õ38. òàêîé æå,
êàê îïåðàíäà õ36 îïåðàöèè õ32. Â íàøåì ïðèìåðå õ39 èìååò âèä "ag(c)/d".
Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ13 â òåðì õ10 íà
õ39, ïåðåìåííîé õ41 - ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â ïîäòåðì õ21 ïåðåìåííûõ õ28 è
õ38 âìåñòî õ30 è õ31. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â
òåðì õ11 âûðàæåíèÿ õ41 âìåñòî ïåðåìåííîé õ28. Â íàøåì ïðèìåðå õ40 èìååò
âèä "lim(λc(ag(c)/d, c− íàòóðàëüíîå))", õ42 - âèä "(a/d) · b".

Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû âûðàæåíèé õ28, õ38 è õ29 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ30, õ31 è õ26.
Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå õ44 ñ ðåçóëüòàòàìè ïîäñòàíîâêè
òåðìà õ41 âìåñòî ïåðåìåííîé õ28 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû.

Ñíîâà àíàëèçèðóåòñÿ íåèçáûòî÷íîñòü ââîäà äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà: âû-
ðàæåíèå õ40 îáðàáàòûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ45 íîðìàëèçàòîðàìè îá-
ùåé ñòàíäàðòèçàöèè è ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ñäâîåííûõ ïåðåìåííûõ - áåñïî-



506 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

âòîðíûõ ïåðåìåííûõ, ÿâëÿþùèõñÿ îïåðàíäàìè îäíîé è òîé æå àññîöèàòèâíî-
êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè.

Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ45, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðà-
âåíñòâî âûðàæåíèé õ42 è õ40, ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè èñõîäíîé òåîðåìû.
Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âû-
âîäà.

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Ââîä âñïîìîãàòåëüíûõ îáîçíà÷åíèé äëÿ âû÷èñëÿåìûõ ïî ðåêóðñèè ïîäâûðàæå-
íèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀af (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R) & a− ÷èñëî & lim(f) = a→ lim(λc(−f(c),
c− íàòóðàëüíîå)) = −a)

èç òåîðåìû

∀f (lim(f)−÷èñëî & ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R)→ lim(λc(−f(c), c−íàòóðàëüíîå))
= −lim(f))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - ñïèñîê àíòå-
öåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ12 - çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð èìåþùèõ íàèáîëüøóþ ñëîæíîñòü ïîäòåðìîà òåðìà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå
îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî òåðìà "lim(f)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé èç òåð-
ìîâ ñïèñêà õ13 èìååò òîò æå çàãîëîâîê, ÷òî è òåðì õ10, ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåìè
âñòðå÷àåòñÿ â êàêîì-ëèáî àíòåöåäåíòå. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ, èìåþùèé òó æå äëè-
íó, ÷òî è íàáîð õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé
a. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð íàáîðîâ ïîñûëîê, â êîòîðûõ èìååòñÿ
ïîäòåðìà íàáîðà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî îäíî-
ýëåìåíòíîãî íàáîðà, ñîäåðæàùåãî ïîñûëêó "lim(f)− ÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû ñïèñêà õ15 íå ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì. Ïåðåìåííîé
õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, íå âîøåäøèõ â íàáîðû õ15. Â íàøåì
ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R)".

Â íàáîðàõ ñïèñêà õ15 ïîäòåðìû õ13 çàìåíÿþòñÿ íà îáîçíà÷àþùèå èõ ïåðåìåí-
íûå ñïèñêà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ ñïèñîê, ñîñòîÿùèé èç îäíîýëå-
ìåíòíîãî íàáîðà, ñîäåðæàùåãî òåðì "a− ÷èñëî".

Ê ñïèñêó õ16 äîáàâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ íàáîðîâ õ15, à òàêæå ðàâåíñòâà âûðà-
æåíèé õ15 îáîçíà÷àþùèì èõ ïåðåìåííûì ñïèñêà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó-
÷àåì ñïèñîê "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R)", "a−÷èñëî", "lim(f) = a". Ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ12 âûðàæåíèé õ13 íà îáîçíà÷à-
þùèå èõ ïåðåìåííûå õ14. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì "−a". Íàêîíåö, ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16 è êîíñåêâåíòîì "ðàâíî(õ10 õ17)". Îíà ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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2. Ïîëó÷åíèå òåîðåìû äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ êâàíòîðíîé ïîñûëêè, âûðàæàþùåé ñâîé-
ñòâî ôóíêöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abf (∀x(b(x)→ a = f(x))→ setx(x ∈ Dom(f) & b(x)) ⊆ ñëîé(f, a))

èç òåîðåìû

∀af (f −ôóíêöèÿ→ ñëîé(f, a) = setx(x ∈ Dom(f) & a = f(x)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò
çàãîëîâîê "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü, ïåðåìåí-
íîé õ12 - ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëå-
ìåíòíà. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåð-
æäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì. Ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå õ14
, è â íåì - âõîæäåíèå õ15 ñèìâîëà "çíà÷åíèå". Â íàøåì ïðèìåðå õ14 èìååò
âèä "a = f(x)". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ïåð-
âûì îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî f íå
âõîäèò â òåðì õ12. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ
âòîðûì îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - x. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà âõîäèò â òåðì õ12. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ18, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ êâàíòîðíàÿ èì-
ïëèêàöèÿ "äëÿëþáîãî(õ17 åñëè çíà÷åíèå(õ18 õ17) òî õ14)", ïåðåìåííîé õ20 -
óòâåðæäåíèå "ñîäåðæèòñÿ(êëàññ(õ17 P )õ11)". Çäåñü P - êîíúþíêöèÿ îòëè÷íûõ
îò õ14 óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ13, ê êîòîðûì äîáàâëåíî óòâåðæäåíèå "çíà÷å-
íèå(õ18 õ17)". Â íàøåì ïðèìåðå õ19 èìååò âèä "∀x(b(x)→ a = f(x))", õ20 - âèä
"setx(x ∈ Dom(f) & b(x)) ⊆ ñëîé(f, a)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè
êîòîðîé ñëóæàò îòëè÷íûå îò òåðìà "ôóíêöèÿ(õ16)" àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåî-
ðåìû, à òàêæå óòâåðæäåíèÿ õ19. Êîíñåêâåíòîì åå ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå õ20.
Äàííàÿ èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Îíà ñíàáæàåòñÿ õàðàêòå-
ðèñòèêîé "ôóíêâûõ(õ11)".

3. Ïåðåõîä îò êëàññà ê îáúåäèíåíèþ ñåìåéñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bce(a− set & b−ôóíêöèÿ & c−ôóíêöèÿ & Dom(b) = e & Dom(c) = e &
ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(b) & ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(c)→ seta(∃d(d ∈ e & a ∈ b(d) &
a ∈ c(d))) =

⋃
d,d∈e(b(d) ∩ c(d)))

èç òåîðåìû

∀bc(b− set & c− set→ b ∩ c = seta(a ∈ b & a ∈ c))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - ñïèñîê àí-
òåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ12 - çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ10
èìååò çàãîëîâîê "êëàññ", à âûðàæåíèå õ12 ýëåìåíòàðíî è ïàðàìåòðû åãî ñîâ-
ïàäàþò ñ ïàðàìåòðàìè òåðìà õ10. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò îáùèé
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - b, c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Ïå-
ðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ10, ïåðåìåí-
íîé õ15 - íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ15 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "a ∈ b", "a ∈ c". Ïåðåìåííîé õ16
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ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ýëåìåíòîâ íàáîðà õ15, íå èìåþùèõ ïàðàìåòðîâ ñïèñêà
õ13. Â íàøåì ïðèìåðå îí ïóñò. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îò-
áðàñûâàíèÿ èç ñïèñêà õ15 óòâåðæäåíèé õ16. Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X, Y , íå
âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå d, e. Ïåðåìåí-
íîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âûðàæåíèé "çíà÷åíèå(P X)" äëÿ ïåðåìåííûõ
P ñïèñêà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "b(d), c(d)". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ "ïðèíàäëåæèò(X, Y )" ïåðåä íàáîðîì ïîä-
ñòàíîâîê òåðìîâ õ19 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ13 â òåðìû ñïèñêà õ17. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ20 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "d ∈ e, a ∈ b(d), a ∈ c(d)". Ïåðåìåííîé õ21
ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "êëàññ(õ14 è(õ16 ñóùåñòâóåò(X è(õ20))))". Â íàøåì
ïðèìåðå - "setd(∃d(d ∈ e & a ∈ b(d) & a ∈ c(d)". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â õ12 âûðàæåíèé õ19 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ13. Â íàøåì
ïðèìåðå èìååì "b(d)∩ c(d)". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê, ñîñòîÿùèé
èç óòâåðæäåíèÿ "ìíîæåñòâî(Y )" è âñåâîçìîæíûõ óòâåðæäåíèé "ôóíêöèÿ(F )",
"ðàâíî(îáëàñòü(F )Y )" äëÿ ïåðåìåííûõ F ñïèñêà õ13. Äëÿ êàæäîãî àíòåöåäåí-
òà Q ñïèñêà õ11 ñîçäàåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ "äëÿëþáîãî(X åñëè ïðè-
íàäëåæèò(X, Y ) òî Q)". Îíà ñâîðà÷èâàåòñÿ â ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå ïðè
ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, äîáàâëÿåìîå ê ñïèñêó õ23. Â èòîãå õ23 îêà-
çûâàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç óòâåðæäåíèé "e− set", "b−ôóíêöèÿ", "c−ôóíêöèÿ",
"Dom(b) = e", "Dom(c) = e", "ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(b)", "ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(c)".
Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "îáúåäèíåíèåâñåõ(îòîáðàæåíèå(X
ïðèíàäëåæèò(X Y ) õ22))". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ23, êîíñå-
êâåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ21 è õ24. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

4. Èñêëþ÷åíèå îïèñàòåëÿ â ãðóïïå ïîñûëîê ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è
íà îïèñàíèå (ñëó÷àé ïåðåñå÷åíèÿ).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcdeK(seta(c(a) & d(a)) = e & ñèñòêîîðä(K) → b ∈ òî÷êè(seta(c(a)), K) & b ∈
òî÷êè(seta(d(a)), K)↔ b ∈ òî÷êè(e, K))

èç òåîðåìû

∀AK(ñèñòêîîðä(K) & A − set → òî÷êè(A, K) = setx(x − òî÷êà & êîîðä(x, K) ∈
A))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿ-
åìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâîê - ñèìâîë "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ". Â ýòîì
íàáîðå âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ13 ñ çàãîëîâêîì "ïðèíàäëåæèò" ëèáî "ñî-
äåðæèòñÿ". Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèå "êîîðä(x, K) ∈ A". Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - âòîðîé îïåðàíä óòâåðæäåíèÿ õ13. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ "A". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ14 èìååò åäèíñòâåí-
íîå âõîæäåíèå â òåðìå õ11. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì
òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ15. Âû-
áèðàåòñÿ ñïèñîê õ16 èç ïÿòè ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â
íàøåì ïðèìåðå - a, b, c, d, e. Îíè ïðèñâàèâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåìåííûì
õ17, õ18, õ19, õ20 è õ21.
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Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ "êëàññ(õ17
çíà÷åíèå(õ19 õ17))" âìåñòî ïåðåìåííîé õ14 â âûðàæåíèå õ15. Â íàøåì ïðè-
ìåðå èìååì "òî÷êè(seta(c(a)), K)". Àíàëîãè÷íî, ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ "êëàññ(õ17 çíà÷åíèå(õ20 õ17))" âìåñòî ïåðå-
ìåííîé õ14 â âûðàæåíèå õ15. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì "òî÷êè(seta(d(a)), K)".

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ðàâíî(êëàññ(õ17 è(çíà÷åíèå(õ19
õ17)çíà÷åíèå(õ20 õ17)))õ21)". Â íàøåì ïðèìåðå - "seta(c(a) & d(a)) = e". Ïå-
ðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ21 âìåñòî õ14
â òåðì õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "òî÷êè(e,K)". Ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû
õ2 ðàçáèâàåòñÿ íà ñïèñîê õ26 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ14, è
ñïèñîê õ27 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
îáúåäèíåíèÿ ñïèñêà õ27 ñ íàáîðàìè ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèÿ
õ26 òåðìîâ "êëàññ(õ17 çíà÷åíèå(õ19 õ17))" è "êëàññ(õ17 çíà÷åíèå(õ20 õ17))"
âìåñòî ïåðåìåííîé õ14. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåð-
æäåíèé "è(ïðèíàäëåæèò(õ18 õ22)ïðèíàäëåæèò(õ18 õ23))" è "ïðèíàäëåæèò(õ18
õ25)". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ28 ïðîöåäó-
ðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ29. Çàòåì ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ24, õ30 è êîíñåêâåíòîì õ29. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

5. Èñêëþ÷åíèå îïèñàòåëÿ â ãðóïïå ïîñûëîê ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è
íà îïèñàíèå (ñëó÷àé ðàçíîñòè).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcdeK(seta(c(a) & ¬d(a)) = e & ñèñòêîîðä(K)→ b ∈ òî÷êè(seta(c(a)), K) & ¬(b ∈
òî÷êè(seta(d(a)), K))↔ b ∈ òî÷êè(e,K))

èç òåîðåìû

∀AK(ñèñòêîîðä(K) & A − set → òî÷êè(A, K) = setx(x − òî÷êà & êîîðä(x, K) ∈
A))

Ïðèåì ñîâåðøåííî àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó, è íà÷àëà èõ ïðîãðàìì ñîâïàäàþò.

6. Çàãðóáëåíèå ôîðìóëû íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé äëÿ íîðìàëèçàòîðà "íîðìïðî-
èçâîäíàÿ".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ d sin a/da = cos a

èç òåîðåìû

∀ab(b− set & b ⊆ R & Êâàçèâíóòð(a, b)→ ïðîèçâîäíàÿ(λc(sin c, c ∈ b), a) = cos a)

Çàìåòèì, ÷òî â ñêîáî÷íîé çàïèñè âûâîäèìàÿ òåîðåìà èìååò âèä:

"äëÿëþáîãî(õ1 åñëè ÷èñëî(õ1) òî ðàâíî(ïðîèçâîäíàÿ(îòîáðàæåíèå(õ3 ÷èñëî(õ3)
ñèíóñ(õ3))õ1) êîñèíóñ(õ1)))".
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Ñìûñë ðàññìàòðèâàåìîãî "çàãðóáëåíèÿ" çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âî âñåõ øàáëî-
íàõ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé â ðåøàòåëå âìåñòî óêà-
çàíèÿ ôàêòè÷åñêîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ñòîèò òåðì "÷èñëî(x)" äëÿ
ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé x. Ýòî íè÷óòü íå ìåøàåò àêêóðàòíîìó ðàññìîòðåíèþ
òîé òî÷êè, â êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëÿåòñÿ, è â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ
ëèøü óñëîâíûì ñîãëàøåíèåì, óïðîùàþùèì èäåíòèôèêàöèþ òåðìà "ïðîèçâîä-
íàÿ(. . .)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü èìååò âèä "ïðîèçâîäíàÿ(îòîáðàæåíèå(X
A B)C)", ïðè÷åì çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ Aîòëè÷åí îò ñèìâîëà "÷èñëî". Ïðî-
âåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ïðîèçâîäíàÿ".
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè èñõîäíîé òåîðåìû îïåðà-
òîðîì "Íîðìòåîðåìà" ñ îïöèåé "ïðîèçâîäíàÿ". Ýòîò îïåðàòîð îáðàùàåòñÿ ê
çàäà÷å íà ïðåîáðàçîâàíèå, â êîòîðîé ñðàáàòûâàåò ïðèåì:

∀ABt(∀axy(x− set & x ⊆ R & Êâàçèâíóòð(a, x) & A(y)→ ïðîèçâîäíàÿ(λz(t(y, z),
z ∈ x), a) = B(a, y))↔ ∀ay(a− ÷èñëî & A(y)→ dt(y, a)/da = B(a, y)))

Ýòîò ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùèõ öåëü "íîðì-
òåîðåìà" è êîììåíòàðèé "ïðîèçâîäíàÿ".

Ðåàëèçàöèÿ ëèáî óïðîùåíèå àíòåöåäåíòà

1. Ïîïûòêà ðåàëèçàöèè ñàìîãî ñëîæíîãî àíòåöåäåíòà ñ ïîìîùüþ ðàíåå âûâåäåí-
íûõ òåîðåì äàííîãî öèêëà âûâîäà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ag(a− ÷èñëî & lim(g)− ÷èñëî & ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(g, R)→
lim(λc(ag(c), c− íàòóðàëüíîå)) = alim(g))

èç òåîðåìû

∀abfg(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R) & ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(g, R) & a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & lim(f) = a & lim(g) = b→ lim(λc(f(c)g(c), c− íàòóðàëüíîå)) = ab)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b = λc(a, c− íàòóðàëüíîå)→ lim(b) = a)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - îöåíêà ñëîæ-
íîñòè êîíúþíêöèè àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñóùåñòâåííûé
àíòåöåäåíò, îöåíêà ñëîæíîñòè êîòîðîãî ðàâíà õ9. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò àíòå-
öåäåíò ñîäåðæèò ëèøü ÷àñòü ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè òåîðåìû. Â
íàøåì ïðèìåðå õ12 - ðàâåíñòâî "lim(f) = a". Â ñïèñêå âûâîäà âûáèðàåòñÿ òåî-
ðåìà, èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòèêó ñ çàãîëîâêîì "ïîäáîð". Â íàøåì ïðèìåðå ýòî
óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå,
íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì:

∀de(d− ÷èñëî & e = λh(d, h− íàòóðàëüíîå)→ lim(e) = d)
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Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ15, ïåðåìåííîé õ17 - ñïè-
ñîê åãî ïàðàìåòðîâ. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ17, óíè-
ôèöèðóþùàÿ òåðìû õ16 è õ12. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòà-
òîâ ïðèìåíåíèÿ S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ15. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöå-
äåíòû êîòîðîé ñóòü îòëè÷íûå îò õ12 àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû, à òàêæå
óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ19. Êîíñåêâåíò åå òàêîé æå, êàê ó èñõîäíîé òåîðåìû.
Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà ñâåäåíèÿ àíòåöåäåíòà, âûðàæàþùåãî ñâîéñòâî ôóíêöèè, ê ðàâåíñòâó
äëÿ íåêîòîðîé õàðàêòåðèñòèêè òîé æå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìîé â òåêóùåé ÿ÷åé-
êå âûâîäà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdefgj(ïðåäåë(g, j, c) = −∞ & Val(g) ⊆ R & g −ôóíêöèÿ & Ëîêîïðåä(g, c, j) &
f−ôóíêöèÿ&×èñëî(c) & e ⊆ R & d−÷èñëî&Ëîêîïðåä(f, c, j) & òèïïðåäåëà(j)
& Dom(g) = e & Dom(f) = e & ïðåäåë(f, j, c) = d→ limb→c\j(g(b)+f(b)) = −∞)

èç òåîðåìû

∀aeghi(Dom(g) = e & Dom(h) = e & ïðåäåë(g, i, a) = −∞ & e ⊆ R &
Val(g) ⊆ R &Val(h) ⊆ R & g−ôóíêöèÿ& h−ôóíêöèÿ&×èñëî(a) & òèïïðåäåëà(i)
& Ëîêîïðåä(g, a, i) & Ëîêîïðåä(h, a, i) & ëîêîãðñâåðõó(h, a, i)→
limb→a\i(g(b) + h(b)) = −∞)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abfi(f −ôóíêöèÿ & ×èñëî(a) & Dom(f) ⊆ R & b− ÷èñëî & Ëîêîïðåä(f, a, i) &
òèïïðåäåëà(i) & ïðåäåë(f, i, a) = b→ ëîêîãðñâåðõó(f, a, i))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñòàðòîâàÿ òåîðåìà ñïèñêà âûâîäà èìååò õàðàêòåðèñòèêó âè-
äà "îïðåäåëåíèå(ðàâíî(A B))". Â íàøåì ïðèìåðå - "îïðåäåëåíèå(ðàâíî(ïðå-
äåë(f, i, a)ìèíóñáåñê))". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà A. Â
íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïðåäåë". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî. Ïå-
ðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé åãî ÷àñòè, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê
õ12. Âíóòðè õ13 ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ15 ñèìâîëà "çíà÷åíèå". Â íàøåì
ïðèìåðå - âõîæäåíèå ïîäòåðìà h(b). Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ
- ïåðâûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ h. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ñðåäè àíòåöåäåíòîâ íåò ðàâåíñòâà, ñîäåðæàùåãî îíîâðåìåííî ñèìâîë
õ12 è ïåðåìåííóþ õ16. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ íàçâàíèå ðàçäåëà, ê êî-
òîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðåäåëû". Ïðîñìàòðèâàþòñÿ
òåîðåìû õ22 äàííîãî ðàçäåëà, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "ïîïûòêàñïóñêà" ëèáî
"ïðîâåðêà". Â íàøåì ïðèìåðå õ22 - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà.
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû, ïåðåìåííîé õ24 - çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà èñõîäíîé òåîðåìû, èìåþùåãî çàãîëîâîê õ24. Â íàøåì
ïðèìåðå - àíòåöåäåíòà "ëîêîãðñâåðõó(h, a, i)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äîïîëíèòåëü-
íàÿ òåîðåìà èìååò ñðåäè ñâîèõ àíòåöåäåíòîâ ðàâåíñòâî, ñîäåðæàùåå ñèìâîë õ12.
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Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ26 çàìåíû â èñõîäíîé òåîðå-
ìû àíòåöåäåíòà õ25 íà ãðóïïó óòâåðæäåíèé, ñëåäñòâèåì êîòîðûõ îí ÿâëÿåòñÿ
ñîãëàñíî äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìå. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòå-
öåäåíòîâ òåîðåìû õ26, ïåðåìåííîé õ28 - åå êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ29 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ27, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ðàâåíñòâà
ïåðåìåííûõ âûðàæåíèÿì, íå ñîäåðæàùèì ýòèõ ïåðåìåííûõ. Â íàøåì ïðèìåðå
õ29 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "Dom(g) = e", "Dom(f) = e", "ïðåäåë(f, j, c) = d".
Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñêà õ27. Êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñ-
êà õ30 çàìåíÿåòñÿ íà ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âìåñòî ïåðåìåííûõ - ÷àñòåé ðà-
âåíñòâ ñïèñêà õ29 - ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷àñòåé ýòèõ ðàâåíñòâ. Äàëåå ñïèñîê õ30
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ñâîèõ ïàðàìåò-
ðîâ. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ îáúåäèíåíèåì
ñïèñêîâ õ31 è õ29, à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò óòâåðæäåíèå õ28. Îíà ðåãèñòðèðó-
åòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïîïûòêà ðåàëèçàöèè êâàíòîðíîãî àíòåöåäåíòà, âûðàæàþùåãî ïîñòîÿíñòâî íåêî-
òîðîé õàðàêòåðèñòèêè âàðüèðóåìîãî îáúåêòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ce(c − set & e − set & e ⊆ c & êîíå÷íîå(c) → card(setij(i ∈ e & j ∈ c \ {i})) =
(−1 + card(c))card(e))

èç òåîðåìû

∀abf (a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(f) & êîíå÷íûå(Val(f)) &
card(Dom(f)) = a & ∀i(i ∈ Dom(f)→ b = cardf(i))→ card(setij(i ∈ Dom(f) &
j ∈ f(i))) = ab)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bc(b− set & c ∈ b & êîíå÷íîå(b)→ card(b \ {c}) = −1 + card(b))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Â íåì âûáèðà-
åòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - "∀i(i ∈ Dom(f) → b =
cardf(i))". Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îíà ñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé, è ýòà ïåðåìåííàÿ ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ11. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåí-
òà èìïëèêàöèè õ9. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé
õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ïîäòåðì âèäà "çíà÷å-
íèå(õ17 õ11)", ãäå õ17 - ïåðåìåííàÿ, îòëè÷íàÿ îò õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - i,
õ17 - f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ15. Ïåðå-
ìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå
- "b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 íå âõîäèò â õ18 è ÷òî õ17 èìååò åäèíñòâåííîå âõî-
æäåíèå â õ15. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ15. Â íàøåì
ïðèìåðå - "ìîùíîñòü". Îïðåäåëÿåòñÿ ðàçäåë õ20, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë
õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "ìîùíîñòè". Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òîæäåñòâà õ24 ðàçäåëà
õ20, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó ñ çàãîëîâêîì "íîðìàëèçàöèÿ" ëèáî "÷èñëàòîì".
Â íàøåì ïðèìåðå - óêçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ27
ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êî-
òîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ19; ïåðåìåííîé õ28 - äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì
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ïðèìåðå õ27 èìååò âèä "card(b \ {c})", õ28 - âèä "−1 + card(b)". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ïàðàìåòðû òåðìà õ27 èñ÷åðïûâàþò âñå ïåðåìåííûå äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ28. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îí íåïóñò è íå âêëþ÷àåò ñïèñêà ïàðàìåòðîâ òåðìà õ27. Â íàøåì ïðèìåðå -
íå âêëþ÷àåò ïåðåìåííîé c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà íå èìååò
àíòåöåäåíòà, íà÷èíàþùåãîñÿ ñ ñèìâîëà "íå".

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîë-
íèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå ïîëó÷àåì:

∀cd(c− set & d ∈ c & êîíå÷íîå(c)→ card(c \ {d}) = −1 + card(c))

Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ16 â òåðì õ15 íà
ïåðåìåííóþ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "card(f)". Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ
òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ31, êîòîðàÿ ñîäåðæèò âñå ïåðåìåí-
íåû äàííîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ37 - äðóãàÿ ÷àñòü. Â íàøåì ïðèìåðå, ñîîòâåò-
ñòâåííî, èìååì "card(c \ {d})" è "−1 + card(c)". Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ36, õ37, õ32, õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - "b, c, d, f".
Íàõîäèòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ38, óíèôèöèðóþùàÿ õ36 ñ õ32,
à õ37 - ñ õ18. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì, ïîäñòàâëÿåìûé ýòîé ïîä-
ñòàíîâêîé âìåñòî ïåðåìåííîé õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "c \ {d}". Ïåðåìåííîé
õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê òåðìó õ18. Â íàøåì
ïðèìåðå - "−a + card(c)". Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
òåðìà õ40, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïàðàìåòðàìè òåðìà õ41. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îäíî-
ýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå -
d. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ44, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó è â òåîðåìó
õ31. Â íàøåì ñëó÷àå - e. Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "îòîáðàæåíèå(õ43
ïðèíàäëåæèò(õ43 õ44)õ40))". Â íàøåì ïðèìåðå - "λd(c \ {d}, d ∈ e)".

Íàáîð àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäíàáîð õ46 óòâåðæäå-
íèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ17, è ïîäíàáîð õ47 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé.
Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê õ47 óòâåðæäåíèÿ "ìíî-
æåñòâî(õ44)". Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ31. Ýòîò íàáîð ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäíà-
áîð õ50 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ43, è ïîäíàáîð õ51 îñòàëüíûõ
óòâåðæäåíèé. Ê ñïèñêó õ48 äîáàâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ51. Ïåðåìåí-
íîé õ52 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ43 âìåñòî
ïåðåìåííîé õ11 â àíòåöåäåíòû èìïëèêàöèè õ9.

Äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ53 ñîçäàåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, êîí-
ñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýòî óòâåðæäåíèå, àíòåöåäåíòàìè - óòâåðæäåíèÿ õ52,
à åäèíñòâåííîé ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé - õ43. Ýòà èìïëèêàöèÿ óïðîùàåòñÿ âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Åñëè ïîëó÷àåòñÿ ýëåìåíòàðíîå óòâåð-
æäåíèå, òî îíî äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó õ48. Èíà÷å - ïðèìåíåíèå ïðèåìà îáðûâà-
åòñÿ.

Â ïîäñòàíîâêå S òåðì, ïîäñòàâëÿâøèéñÿ âìåñòî ïåðåìåííîé õ17, çàìåíÿåòñÿ íà
òåðì õ45. Îïðåäåëÿåòñÿ íàáîð õ55 ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ñêîððåêòèðîâàííîé
ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì õ48 è îòëè÷íûì îò õ9 ýëåìåíòàì ñïèñêà õ46.



514 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

Íàõîäèòñÿ òàêæå ðåçóëüòàò õ56 ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê êîíñåêâåíòó èñ-
õîäíîé òåîðåìû. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ55 è êîíñåêâåí-
òîì õ56, êîòîðàÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

4. Èñïîëüçîâàíèå äðóãîãî òîæäåñòâà äëÿ ñâåäåíèÿ âû÷èñëåíèÿ îïåðàöèè íàä ñëîæ-
íîé ôóíêöèåé ê åå ïîäôóíêöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀adghi(¬(cos h = 0) & ∀e(e ∈ g → ¬(cos d(e) = 0)) & h = ïðåäåë(d, i, a) &
Dom(d) = g & g ⊆ R & Val(d) ⊆ R & d−ôóíêöèÿ & h− ÷èñëî & ×èñëî(a) &
òèïïðåäåëà(i) & Ëîêîïðåä(d, a, i)→ lime→a\i tg d(e) = tg h)

èç òåîðåìû

∀abcdgi(¬(c = 0) & ∀e(e ∈ g → ¬(cos d(e) = 0)) & b = lime→a\i sin d(e) &
c = lime→a\i cos d(e) & Dom(d) = g & g ⊆ R & Val(d) ⊆ R & d−ôóíêöèÿ &
b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & ×èñëî(a) & òèïïðåäåëà(i) & Ëîêîïðåä(d, a, i)→
lime→a\i tg d(e) = b/c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abghi(Dom(h) = g & g ⊆ R & Val(h) ⊆ R & h−ôóíêöèÿ & ×èñëî(a) &
òèïïðåäåëà(i) & Ëîêîïðåä(h, a, i) & b− ÷èñëî & ïðåäåë(h, i, a) = b→
lime→a\i sin h(e) = sin b)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå
çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûì îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ11 ñëóæèò
ñèìâîë "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ
õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - ñèìâîë "ïðåäåë". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà òåîðåìû, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ðàâåíñòâî äëÿ âûðà-
æåíèÿ ñ çàãîëîâêîì õ12 è ïåðâûì îïåðàíäîì - îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå". Ïå-
ðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
óêàçàííûì âûðàæåíèåì, ïåðåìåííîé õ16 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ ïîä îïèñàòå-
ëåì "îòîáðàæåíèå". Â íàøåì ïðèìåðå õ14 èìååò âèä "lime→a\i sin d(e)", õ16 -
"sin d(e)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ16. Â íàøåì
ïðèìåðå - "ñèíóñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ17 îòëè÷íî îò ñèìâîëà "çíà÷åíèå", íî ÷òî
ñèìâîë "çíà÷åíèå" â ïîäòåðìå õ16 âñòðå÷àåòñÿ.

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû ñïèñêà âûâîäà. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ òåî-
ðåìà, èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòèêó "îïèñàòåëü(. . .)", ïðè÷åì òàêàÿ, ÷òî åå êîíñå-
êâåíò - ðàâåíñòâî, çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü êîòîðîãî èìååò çàãîëîâîê õ12, à åå ïåðâûé
îïåðàíä - ñèìâîë "îòîáðàæåíèå". Â íàøåì ïðèìåðå õ19 - óêàçàííàÿ âûøå äîïîë-
íèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå çàìåíÿåìîé
÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå"
äàííîé ÷àñòè ðàâåí õ17 è ÷òî õ12 íå âõîäèò â çàìåíÿþùóþ ÷àñòü äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:



3.60. Õàðàêòåðèñòèêà "îïèñàòåëü" 515

∀fhklm(Dom(l) = k & k ⊆ R & Val(l) ⊆ R & l −ôóíêöèÿ & ×èñëî(f) &
òèïïðåäåëà(m) & Ëîêîïðåä(l, f, m) & h− ÷èñëî & ïðåäåë(l,m, f) = h→
limj→f\m sin l(j) = sin h)

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ25, ïåðåìåí-
íîé õ27 - âõîæäåíèå åå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå ïåðâîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ14. Èíûìè ñëîâàìè, õ28 - âõîæäåíèå îïè-
ñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå" èç àíòåöåäåíòà èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ29 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ28. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 èìååò
âèä "λe(sin d(e), e ∈ g)", õ29 ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé e. Ïåðåìåííîé õ30 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðâîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ27, ò.å. îïèñàòåëÿ "îòîá-
ðàæåíèå" èç êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ30. Â íàøåì ïðèìåðå õ30 èìååò
âèä "λj(sin l(j), j ∈ k)", õ31 - ïåðåìåííàÿ j. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò ïîäñòàíîâêè â ïîäòåðì õ26 ïåðåìåííûõ õ29 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ31.
Â íàøåì ïðèìåðå - "lime→f\m sin l(e) = sin h". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "b = lime→a\i sin d(e)".

Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ F , äëÿ êîòîðûõ â òåðìå
õ32 ëèáî õ33 âñòðå÷àåòñÿ ïîäòåðì "çíà÷åíèå(F õ29)". Â íàøåì ïðèìåðå ýòî
ïåðåìåííûå l, d. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ34 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ32 âñåõ âûðàæåíèé âèäà "çíà÷åíèå(F õ29)",
ãäå F èç õ34, íà F . Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé æå çàìå-
íû äëÿ õ33. Â íàøåì ïðèìåðå õ36 èìååò âèä "lime→f\m sin l = sin h", õ37 - âèä
"b = lime→a\i sin d". Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìíííûõ ñâÿçû-
âàþùèõ ïðèñòàâîê èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ25, ÿâëÿþùèõñÿ ïàðàìåòðàìè
òåðìîâ õ36, õ37. Â íàøåì ïðèìåðå õ38 - ñïèñîê a, b, d, g, i, f, h, k, l, m. Îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ38, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ36 è
õ37.

Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ïðåäïî-
ñëåäíåìó òåðìó îïèñàòåëÿ õ28, óêàçûâàþùåìó óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìûå ïåðå-
ìåííûå. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì "e ∈ g".

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåðìû T , íà êîòîðûå ïîäñòàíîâêà S çàìåíÿåò ïåðåìåííûå
õ38. Åñëè òàêîé òåðì îòëè÷åí îò ïåðåìåííîé ñïèñêà õ34, íî ñîäåðæèò ïåðåìåí-
íûå F ñïèñêà õ34, òî êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ F óêàçàííîãî ñïèñêà çàìåíÿåòñÿ â
íåì íà òåðì "çíà÷åíèå(F õ29)". Çàòåì òåðì T çàìåíÿåòñÿ â ïîäñòàíîâêå S íà
"îòîáðàæåíèå(õ29 õ40 T )". Â íàøåì ïðèìåðå ïîäñòàíîâêà S íå èçìåíÿåòñÿ.

Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S
ê óòâåðæäåíèÿì ñïèñêà õ9, îòëè÷íûì îò õ33, à òàêæå ê àíòåöåäåíòàì äîïîë-
íèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîä-
ñòàíîâêè S ê ïîäòåðìó êîíñåêâåíòó èñõîäíîé òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ
ñ àíòåöåäåíòàìè õ41 è êîíñåêâåíòîì õ42, êîòîðàÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"Íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Îïåðàòîðó "Íîðìòåîðåìà"
ïåðåäàåòñÿ óêàçàíèå íà èñïîëüçîâàíèå äëÿ óïðîùåíèÿ òåîðåìû âñåõ ðàíåå ïîëó-
÷åííûõ â äàííîì ñïèñêå âûâîäà òîæäåñòâ, â ÷àñòíîñòè, òîæäåñòâà äëÿ ïðåäåëà
êîñèíóñà, êîòîðûì óäàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ èç-çà ðàñøèðèâøåãîñÿ íàáîðà àí-
òåöåäåíòîâ.
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Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì

1. Ïîïûòêà óñìîòðåíèÿ ñèñòåìû èç äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè îïå-
ðàöèÿìè íàä ñåìåéñòâàìè ïî äàííîé òåîðåìå è äðóãîé òåîðåìå òîãî æå öèêëà
âûâîäà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− öåëîå & b− öåëîå & 0 ≤ b− a→
∑b

e=a cos e =
2 sin(−a/2 + b/2 + 1/2) sin(1/2) cos(a/2 + b/2)/(− cos 1 + 1))

èç òåîðåìû

∀cd(c−öåëîå & d−öåëîå & 0 ≤ d−c→ (−1+cos 1)
∑d

x=c sin x+sin 1
∑d

x=c cos x =
sin c + sin(d + 1))

∀cd(c−öåëîå & d−öåëîå & 0 ≤ d−c→ (−1+cos 1)
∑d

x=c cos x−sin 1
∑d

x=c sin x =
− cos c + cos(d + 1))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - ñïèñîê âõî-
æäåíèé â íåå îïèñàòåëåé "îòîáðàæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê äâóõ-
ýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ïàð (âíåøíÿÿ îïåðàöèÿ äëÿ
ïðèíàäëåæàùåãî ñïèñêà õ11 îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå" - íàèáîëåå ñëîæíûé ñèì-
âîë âûðàæåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ). Â íàøåì ïðèìåðå õ12
ñîñòîèò èç ïàð (ñóììàâñåõ, ñèíóñ) è (ñóììàâñåõ, êîñèíóñ). Â ñïèñêå âûâîäà íà-
õîäèòñÿ îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé òåîðåìû êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ õ14, èìåþùàÿ
õàðàêòåðèñòèêó "îïèñàòåëü(. . .)". Â íàøåì ïðèìåðå - óêàçàííàÿ âûøå äîïîë-
íèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â íåé âñòðå÷àþòñÿ âñå ñèìâîëû, ïåðå÷èñ-
ëåííûå â ïàðàõ õ12. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

∀ab(a−öåëîå & b−öåëîå & 0 ≤ b−a→ (−1+cos 1)
∑b

e=a cos e− sin 1
∑b

e=a sin e =
− cos a + cos(b + 1))

Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ15, ïåðåìåí-
íîé õ19 - åå çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ20 - ñïèñîê âõîæäåíèé â õ19 îïè-
ñàòåëåé "îòîáðàæåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ20 äâóõýëåìåíòíûé. Ïî íåìó
ñîñòàâëÿåòñÿ ïàðà ïàð õ21, àíàëîãè÷íàÿ ïàðå õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - ïàðû
(ñóììàâñåõ, êîñèíóñ) è (ñóììàâñåõ, ñèíóñ). Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ïà-
ðà ïîäòåðìîâ - îïèñàòåëåé "îòîáðàæåíèå" äëÿ âõîæäåíèé õ11. Â íàøåì ïðèìåðå
- "λx(sin x, x− öåëîå & c ≤ x & x ≤ d)" è "λx(cos x, x− öåëîå & c ≤ x & x ≤ d)".
Ïåðåìåííî1 õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ òåðìîâ õ24. Çàòåì îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ26, óíèôèöèðóþùàÿ êàæäûé èç òåð-
ìîâ ïàðû õ24 ñ "ñîîòâåòñòâóþùèì" ïîäòåðìîì ïàðû îïèñàòåëåé õ20. Ñîîò-
âåòñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñîâïàäåíèþ ïàð íàáîðîâ õ12 è õ21. Ïåðåìåííîé õ28
ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ15 ñ ðåçóëüòàòàìè ïðèìå-
íåíèÿ S ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû. Âûáèðàåòñÿ ïàðà õ29 ïåðåìåííûõ,
íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó è òåîðåìó õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåí-
íûå f, g. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà âõîæäåíèé, îïåðàíäàìè êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ âõîæäåíèÿ ñïèñêà õ11. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çà-
ìåíû â òåðìå õ10 âõîæäåíèé õ30 íà ïåðåìåííûå õ29. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì
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"f(−1 + cos 1 + g sin 1". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê
òåðìó õ32 ïîäñòàíîâêè S. Â íàøåì ïðèìåðå îíà íå èçìåíÿåò òåðìà õ32.

Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà âõîæäåíèé õ20, ïåðåóïîðÿäî÷åííûõ ñîîò-
âåòñòâåííî âõîæäåíèÿì õ11. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà âõîæäåíèé,
îïåðàíäàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âõîæäåíèÿ ñïèñêà õ34. Ïåðåìåííîé õ36 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ýòèõ âõîæäåíèé â òåðìå õ19 íà ïåðåìåííûå õ29.
Â íàøåì ïðèìåðå èìååì "g(−1 + cos 1) − f sin 1". Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâà-
åòñÿ òèï çíà÷åíèé îïåðàöèè ïî ïåðâîì èç âõîæäåíèé õ30. Â íàøåì ïðèìåðå
- "÷èñëî". Àíàëîãè÷íî, ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï çíà÷åíèÿ äëÿ âòî-
ðîãî èç âõîæäåíèé õ30. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè S ê çàìåíÿþùåìó òåðìó èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå -
"− sin a + sin(b + 1)". Ñîçäàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ41, ïîñûëêàìè êîòîðîé
ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ28, à óñëîâèÿìè - ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ33 è õ39, ðàâåí-
ñòâî âûðàæåíèÿ õ36 çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû õ15 è óòâåðæäåíèÿ "õ37(X)",
"õ38(Y )", ãäå X, Y - ïåðåìåííûå ïàðû õ29. Â íàøåì ïðèìåðå ýòè óñëîâèÿ
ñóòü: "f(−1 + cos 1) + g sin 1 = − sin a + sin(b + 1)", "g(−1 + cos 1) − f sin 1 =
− cos a+cos(b+1)", "f −÷èñëî", "g−÷èñëî". Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå",
"ïðÿìîéîòâåò", "ðåäóöèðîâàíèå", "íåèçâåñòíûå õ29". Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâà-
åòñÿ ïåðåìåííîé õ42. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðå-
ìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â ýòîò îòâåòà âìåñòî ïåðåìåí-
íûõ õ29 ïîäòåðìîâ ïî âõîæäåíèÿì ïàðû õ35. Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ44 ñïèñêà
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ43 (çàìåòèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå - ïàðà
ðàâåíñòâ äëÿ íàéäåííûõ çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ, çàìåíåííûõ íà ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå îïåðàöèè íàä ñåìåéñòâàìè). Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ28 è
êîíñåêâåíòîì õ44, êîòîðàÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è çàíî-
ñèòñÿ â ñïèñîê âûâîäà.

2. Ñêëåéêà äâóõ èìïëèêàöèé, îòëè÷àþùèõñÿ àíòåöåäåíòàìè, âûðàæàþùèìè ðà-
âåíñòâî îäíîãî è òîãî æå âûðàæåíèÿ ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acefgj(ïðåäåë(g, j, c) = −∞ & Val(g) ⊆ R & g −ôóíêöèÿ & Ëîêîïðåä(g, c, j) &
f −ôóíêöèÿ & ×èñëî(c) & e ⊆ R & Val(f) ⊆ R & Ëîêîïðåä(f, c, j) &
òèïïðåäåëà(j) & Dom(g) = e & Dom(f) = e & ïðåäåë(f, j, c) = a &
(a = −∞ ∨ a− ÷èñëî)→ limb→c\j(g(b) + f(b)) = −∞)

èç òåîðåìû

∀cdefgj(ïðåäåë(g, j, c) = −∞ & Val(g) ⊆ R & g −ôóíêöèÿ & Ëîêîïðåä(g, c, j) &
f−ôóíêöèÿ & ×èñëî(c) & e ⊆ R & Val(f) ⊆ R & d−÷èñëî & Ëîêîïðåä(f, c, j) &
òèïïðåäåëà(j) & Dom(g) = e & Dom(f) = e & ïðåäåë(f, j, c) = d→
limb→c\j(g(b) + f(b)) = −∞)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀cdefg(ïðåäåë(g, j, c) = −∞ & Val(g) ⊆ R & g −ôóíêöèÿ & Ëîêîïðåä(g, c, f) &
d−ôóíêöèÿ & ×èñëî(c) & e ⊆ R & Val(d) ⊆ R & Ëîêîïðåä(d, c, f) &
òèïïðåäåëà(f) & ïðåäåë(d, f, c) = −∞ & Dom(g) = e & Dom(f) = e→
limb→c\f (g(b) + f(b)) = −∞)
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Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - êîíñåêâåíò.
Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé òåîðåìà õ13 ñ õàðàêòåðèñòè-
êîé âèäà "îïèñàòåëü(. . .)", êîíñåêâåíò õ14 êîòîðîé èìååò òó æå äëèíó, ÷òî è
õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðå-
ìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11
- ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê õ14 íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ15.
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S
ê àíòåöåäåíòàì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàç-
íîñòü ñïèñêîâ õ17 è õ9, ïåðåìåííîé õ19 - ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ9 è õ17. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî êàæäûé èç ñïèñêîâ õ18 è õ19 íå áîëåå ÷åì äâóõýëåìåíòíûé. Â íàøåì
ïðèìåðå õ18 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "ïðåäåë(f, j, c) = −∞", õ19
- èç äâóõ óòâåðæäåíèé "d−÷èñëî" è "ïðåäåë(f, j, c) = d". Â ñïèñêå õ18 íàõîäèò-
ñÿ ðàâåíñòâî õ20, â ñïèñêå õ19 - ðàâåíñòâî õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëåâûå ÷àñòè
ýòèõ ðàâåíñòâ ñîâïàäàþò. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ22, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ
òåîðåìó è â óòâåðæäåíèÿ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ23
ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ20 ïåðåìåííîé õ22. Â íàøåì
ïðèìåðå - "ïðåäåë(f, j, c) = a".

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ñïèñêîâ, ïîëó÷àåìûõ, ñîîòâåòñòâåííî, çà-
ìåíîé â õ18 ðàâåíñòâà õ20 íà ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ22 ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí-
ñòâà õ20, è çàìåíîé â õ19 ðàâåíñòâà õ21 íà ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ22 ïðàâîé
÷àñòè ðàâåíñòâà õ21. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ áîëåå ÷åì îäíîýëåìåíòíûå íàáîðû E
- ýëåìåíòû ïàðû õ24. Åñëè íà÷àëîì òàêîãî íàáîðà ñëóæèò ðàâåíñòâî, ïðàâîé
÷àñòüþ êîòîðîãî ñëóæèò ïåðåìåííàÿ X, íå âõîäÿùàÿ â õ11 è â îáùèå òåðìû
ñïèñêîâ õ9, õ17, òî ýòî ðàâåíñòâî èç íàáîðà E óäàëÿåòñÿ, à â îñòàâøèéñÿ ýëåìåíò
ïîäñòàâëÿåòñÿ õ22 âìåñòî X.

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ êîíúþíêöèé ýëåìåíòîâ ïàðû õ24.
Â íàøåì ïðèìåðå - "a = −∞ ∨ a − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ9 óòâåðæäåíèé õ19. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê õ26 óòâåðæäåíèé õ23 è õ25. Çàòåì ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ õ28 ñ àíòåöåäåíòàìè õ27 è êîíñåêâåíòîì õ11. Èñõîäíàÿ òåîðåìà è
äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà ïîìå÷àþòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ýëåìåíòîì "èñêëþ÷åíèå",
à èìïëèêàöèÿ õ28 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê èõ îáîáùåíèå.

3. Ñêëåéêà äâóõ èìïëèêàöèé, îòëè÷àþùèõñÿ ëèøü çàìåíîé âõîæäåíèé îäíîãî è
òîãî æå ïîäòåðìà íà äðóãîé ïîäòåðì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acdgi(ïðåäåë(g, i, a) = d & Dom(g) ⊆ R & Val(g) ⊆ R & g −ôóíêöèÿ &
c− ÷èñëî & ×èñëî(a) & òèïïðåäåëà(i) & Ëîêîïðåä(g, a, i) &
(d = −∞ ∨ d =∞)→ limb→a\i(c + g(b)) = d)

èç òåîðåìû

∀acgi(ïðåäåë(g, i, a) = −∞ & Dom(g) ⊆ R & Val(g) ⊆ R & g −ôóíêöèÿ &
c− ÷èñëî & ×èñëî(a) & òèïïðåäåëà(i) & Ëîêîïðåä(g, a, i)→
limb→a\i(c + g(b)) = −∞)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
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∀acgi(ïðåäåë(g, i, a) =∞ & Dom(g) ⊆ R & Val(g) ⊆ R & g −ôóíêöèÿ &
c− ÷èñëî & ×èñëî(a) & òèïïðåäåëà(i) & Ëîêîïðåä(g, a, i)→
limb→a\i(c + g(b)) =∞)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - êîíñåêâåíò,
ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ðàâåíñòâî. Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ îòëè÷íàÿ îò èñ-
õîäíîé òåîðåìà õ13 ñ õàðàêòåðèñòèêîé "îïèñàòåëü(. . .)". Â íàøåì ïðèìåðå -
óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ åå
êîíñåêâåíò è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî äëèíà ðàâíà äëèíà òåðìà õ11, ïðè÷åì äëèíû
èñõîäíîé è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåì ñîâïàäàþò. Çàìåòèì, ÷òî −∞ - ñèìâîë "ìè-
íóñáåñê". Äàëåå, ïðîâåðÿåòñÿ ñîâïàäåíèå ñâÿçûâàþùèõ ïðèñòàâîê èñõîäíîé è
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåì. Îïåðàòîð "ðàçëòåðìîâ" îïðåäåëÿåò ïàðû âõîæäåíèé
â èñõîäíóþ è äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìû, ãäå îíè ðàçëè÷àþòñÿ. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - âõîæäåíèÿ ñèìâîëîâ "ìèíóñáåñê" è "ïëþñáåñê". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå
ïîäòåðìû ïî òî÷êàì ðàçëè÷èÿ â êàæäîé èç òåîðåì ìåæäó ñîáîé ñîâïàäàþò (â
íàøåì ïðèìåðå â èñõîäíîé òåîðåìå âåçäå â íèõ ðàñïîëîæåí ñèìâîë "ìèíóñ-
áåñê", â äîïîëíèòåëüíîé - ñèìâîë "ïëþñáåñê". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïîäòåðì, ðàñïîëîæåííûé íà òî÷êàõ ðàçëè÷èÿ â ïåðâîé òåîðåìå, ïåðåìåííîé õ20
- âî âòîðîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäòåðìû õ19, õ20 ýëåìåíòàðíû è ïàðàìåòðû èõ
ñîäåðæàòñÿ â ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêå èñõîäíîé òåîðåìû. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåí-
íàÿ õ21, íå âñòðå÷àþùàÿñÿ â èñõîäíîé è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìàõ. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïîä-
òåðìîâ ïî òî÷êàì ðàçëè÷èÿ ïåðâîé òåîðåìû íà ïåðåìåííóþ õ21. Ïåðåìåííîé
õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê, ïîëó÷àåìûé äîáàâëåíèåì ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû
õ23 äèçúþíêöèè ðàâåíñòâ ïåðåìåííîé õ21 òåðìàì õ19 è õ20. Ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ25, êîíñåêâåíò êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ êîíñåêâåíòîì
òåîðåìû õ23. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèÿ èñõîäíîé è
äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì, ïîìå÷àåìûõ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå".

Èñïîëüçîâàíèå àëüòåðíàòèâû äëÿ îáúåäèíåíèÿ äâóõ êëàññîâ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcf (0 < c− b & 0 < f − c & b−÷èñëî & c−÷èñëî & f −÷èñëî→ (b, c]∪ [c, f) = (b, f))

èç òåîðåìû

∀bc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ (b, c] = seta(b < a & a− ÷èñëî & a ≤ c))

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a ≤ b ∨ b ≤ a)

∀bc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ seta(a− ÷èñëî & b ≤ a & a < c) = [b, c))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿåìàÿ
÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâîê - ñèìâîë "êëàññ". Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ "êëàññ". Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòíàÿ, è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Â íàøåì
ïðèìåðå õ13 - ïåðåìåííàÿ "a". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå ìåíåå ÷åì äâóõýëåìåíò-
íûé è ñîñòîèò èç ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé. Â íåì âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ15,
ñîäåðæàùåå ïåðåìåííóþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "a ≤ c". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâà-
åòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ15. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "äèçúþíêöèÿ" íàõîäèò
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ïî ñèìâîëó õ16 óêàçàííóþ âûøå ïåðâóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿ-
ùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä:

∀de(d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ d ≤ e ∨ e ≤ d)

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòîò êîíñåêâåíò - äèçúþíêöèÿ. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åå îïåðàí-
äîâ. Â ýòîì ñïèñêå âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ22 ñ çàãîëîâêîì õ16. Â íàøåì ïðèìåðå
- "d ≤ e". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ22. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå ïåðåìåííûå òåîðåìû õ17. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîä-
ñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ23, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ22 è õ15. Ïåðåìåííîé
õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ21, îòëè÷íûé îò õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - "e ≤ d".
Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê õ25 ïîäñòàíîâêè S. Â íàøåì
ïðèìåðå - "c ≤ a". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü èñõîäíîé òåîðå-
ìû. Ðàññìàòðèâàåòñÿ åå ïîäòåðì õ29, èìåþùèé ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Â íàøåì
ïðèìåðå - "(b, c]". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ29. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "ïðîìåæóòîê". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ íàçâàíèå ðàçäåëà, ê êîòîðîìó
îòíîñèòñÿ ïîíÿòèå õ30. Â íàøåì ïðèìåðå "÷èñëîâûåìíîæåñòâà". Ïðåäïðèíèìàåò-
ñÿ ïðîñìîòð ðàçäåëà õ31, èìåþùèõ õàðàêòåðèñòèêó âèäà "îïèñàòåëü(. . .)". Â íàøåì
ïðèìåðå ýòî âòîðàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò ýòîé òåî-
ðåìû - ðàâåíñòâî, îäèí èç îïåðàíäîâ êîòîðîãî ýëåìåíòàðåí, à äðóãîé - îïèñàòåëü
"êëàññ" ñ îäíîýëåìåíòíîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêîé, ïðè÷åì çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ
õ26 âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè çàãîëîâêîâ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòå-
ëåì.

Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ âòîðîé äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå èìååì:

∀ef (e− ÷èñëî & f − ÷èñëî→ setd(d− ÷èñëî & e ≤ d & d < f) = [e, f))

Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ36,
êîòîðûé èìååò çàãîëîâîê "êëàññ", ïåðåìåííîé õ40 - íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì õ38. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â íåì íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ.
Ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ òîò ýëåìåíò õ41, çàãîëîâîê êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ çàãîëîâ-
êîì òåðìà õ26. Â íàøåì ïðèìåðå - "e ≤ d". Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ïàðàìåòðîâ òåðìà õ41. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà R âìåñòî ïåðåìåííûõ õ42, óíèôè-
öèðóþùàÿ òåðìû õ26 è õ41. Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâçûâàþùàÿ ïåðåìåííàÿ
îïèñàòåëÿ õ38. Â íàøåì ñëó÷àå - d. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäñòàíîâêà R ïåðåâîäèò ýòó
ïåðåìåííóþ â ïåðåìåííóþ õ13. Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè R ê êîíúþíêöèè îòëè÷íûõ îò õ41 óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ40. Â íàøåì
ïðèìåðå èìååì "a − ÷èñëî & a < f". Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ
îòëè÷íûõ îò õ15 óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "b < a & a − ÷èñëî".
Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ36. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïåðåìåííàÿ õ44 â íèõ íå âñòðå÷àåòñÿ. Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R ê
óòâåðæäåíèÿì õ47, à òàêæå íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííîé õ13 ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ17.

Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "äëÿëþáîãî(õ13 åñëè A õ15 òî õ45)", ïåðåìåí-
íîé õ50 - òåðì "äëÿëþáîãî(õ13 åñëè B õ26 òî õ46)". Çäåñü A - âñå êîíúþíêòèâíûå
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÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ õ46, íå èìåþùèå äðóãèõ ïàðàìåòðîâ, êðîìå õ13; B - âñå êîíú-
þíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ õ45, íå èìåþùèå äðóãèõ ïàðàìåòðîâ, êðîìå õ13. Â
íàøåì ïðèìåðå õ49 èìååò âèä "∀a(a − ÷èñëî & a ≤ c → a − ÷èñëî & a < f)", õ50 -
âèä "∀a(a− ÷èñëî & c ≤ a→ b < a & a− ÷èñëî)".

Ñîçäàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ48, à óñëî-
âèÿìè - õ49 è õ50. Çàäà÷à èìååò öåëè "ïîëíûé", "ïàðÿìîéîòâåò", "ðåäàêöèÿ", "ñâåðò-
êà". Ïåðåìåííîé õ52 ïðèñâàèâàåòñÿ îòâåò çàäà÷è. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 < f−c & 0 <
c−b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", è ïåðåìåííîé õ53 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè ýëåìåíòàðíû.
Ïåðåìåííîé õ54 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R ê îòëè÷íîìó îò
õ38 îïåðàíäó êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ36. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì "[c, f)". Ïåðåìåííîé
õ55 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "îáúåäèíåíèå(õ27 õ54)". Â íàøåì ïðèìåðå - "(b, c] ∪ [c, f)".
Ïåðåìåííîé õ56 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "êëàññ(õ13 è(õ45 õ46))". Â íàøåì ïðèìå-
ðå - "seta(a − ÷èñëî & a < f & b < a & a − ÷èñëî)". Ýòî âûðàæåíèå óïðîùàåòñÿ
îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ48 ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå.
Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ58. Â íàøåì ïðèìåðå - "(b, f)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âûðàæåíèå õ58 ýëåìåíòàðíî. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé
ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ48 è õ53, à êîíñåêâåíòîì - ðàâåíñòâî õ55 è õ58. Îíà îáðàáà-
òûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" ì ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ïîïûòêà âàðüèðîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

1. Âàðüèðîâàíèå òîæäåñòâà ñ íåâûðîæäåííûìè ÷èñëîâûìè àòîìàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bce(ìòî÷êà(b) & ïðîìåæóòêè(c, e) & ×èñëîòð(c)→ äëèíà(Ïóòü(b, c)) =∑l(e)
i=1 äëèíà(Ïóòü(b, e(i))))

èç òåîðåìû

∀acP (ìòî÷êà(b) & ïðîìåæóòêè(c, e) & ×èñëîòð(c)→ Ïóòü(a, c) =
ïóòü(λi(Ïóòü(a, P (i)), i ∈ {1, . . . , l(P )})))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀an(ïóòè(a) & l(a) = n→ äëèíà(ïóòü(a)) =
∑n

i=1 äëèíà(a(i)))

Çäåñü "Ïóòü(A, B)" - îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ, ïî êîòîðîé ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà
A ïåðåìåùàåòñÿ â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè B; "ïóòü(A) îðèåíòèðîâàííàÿ
êðèâàÿ, âîçíèêàþùàÿ ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðîõîæäåíèè îðèåíòèðîâàííûõ
êðèâûõ íàáîðà A; "ïðîìåæóòêè(A, B)" îçíà÷àåò, ÷òî B åñòü íàáîð íåâûðîæ-
äåííûõ îòðåçêîâ, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ðàâíî A, ïðè÷åì êàæäûé ñëåäóþùèé
îòðåçîê íàáîðà B èìååò ñâîèì íà÷àëîì êîíåö ñëåäóþùåãî; "ïóòè(A)" îçíà÷à-
åò, ÷òî A åñòü êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðèåíòèðîâàííûõ êðèâûõ, ó êîòî-
ðûõ íà÷àëî êàæäîé ñëåäóþùåé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ êîíöîì ïðåäûäóùåé. Óñëîâèå
"×èñëîòð(A)" îçíà÷àåò, ÷òî A åñòü íå ñâîäÿùèéñÿ ê òî÷êå ÷èñëîâîé îòðåçîê.

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿå-
ìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûé êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ11 èìååò çàãîëî-
âîê "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ11, ïåðå-
ìåííîé õ14 - ðàçäåë, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - ñèìâîë
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"ïóòü", õ14 - "îðêðèâûå". Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû õ18 ðàçäåëà õ14, èìåþùèå
õàðàêòåðèñòèêó "÷èñëçíà÷" ëèáî "÷èñëàòîì". Â íàøåì ïðèìåðå õ18 - óêàçàí-
íàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
åå êîíñåêâåíòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé íåêîòîðîå ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ20
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ21
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ19, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ÷èñëîâîé àòîì. Â íàøåì ïðèìåðå - "äëèíà(ïóòü(a))". Âíóòðè âõîæäåíèÿ
õ21 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ24 ñèìâîëà õ13. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿ-
åò ðåçóëüòàò õ25 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ24 â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè
ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðì-
òåîðåìà", ñ ïðèâëå÷åíèåì ðàíåå âûâåäåííûõ òåîðì ñïèñêà âûâîäà, è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.61 Õàðàêòåðèñòèêà "îïð"

Õàðàêòåðèñòèêîé "îïð(A)" ñíàáæàþòñÿ òåîðåìû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé îïðåäåëå-
íèå ôóíêöèè, îáîçíà÷åííîé ñèìâîëîì A.

Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû

1. Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ñâÿçàííîé ñ ñàìûì ñëîæíûì ïîíÿòè-
åì îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀x(x− ÷èñëî & 0 ≤ 2x + π & 0 ≤ −2x + π → arcsin sin x = x)

èç òåîðåìû

îáðôóíêöèÿ(λx(sin x, x ∈ [−π/2, π/2])) = λx(arcsin x, x ∈ [−1, 1])

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀f (f −ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)→ îáðôóíêöèÿ(f)−ôóíêöèÿ &
Dom(îáðôóíêöèÿ(f)) = Val(f) & ∀x(x ∈ Dom(f))→ îáðôóíêöèÿ(f)(f(x)) = x)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî
êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë A èç òåêóùåé õà-
ðàêòåðèñòèêè "îïð(A)". Â íàøåì ïðèìåðå - "àðêñèíóñ". Ïåðåìåííîé õ11 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "îòîáðà-
æåíèå", ïðè÷åì çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ,
ðàâåí õ9. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà.
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàâàåòñÿ íàáîð ñàìûõ ñëîæíûõ ïîäòåðìîâ òåðìà õ12. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî òåðìà, è ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâà-
åòñÿ çàãîëîâîê äàííîãî òåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - "îáðôóíêöèÿ". Ïåðåìåííîé
õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - òîæå "îáðôóíê-
öèÿ". Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû õ19 òîãî ðàçäåëà, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ õ15.
Â íàøåì ïðèìåðå - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ20
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ñèìâîëà õ15 â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
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ïðèìåðå - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "îáðôóíêöèÿ(f)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âíóòðè
âõîæäåíèÿ õ20 âñòðå÷àåòñÿ ñèìâîë õ14. Â íàøåì ïðèìåðå îí ðàñïîëîæåí íåïî-
ñðåäñòâåííî ïî âõîæäåíèþ õ20. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" ïðèñâàèâàåò ïåðåìåí-
íîé õ21 ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ20 â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó
ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îá-
ðàáîòêè óòâåðæäåíèÿ õ21 îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Â íàøåì ïðèìåðå õ22
èìååò âèä:

∀x(x− ÷èñëî & 0 ≤ x + π/2 & 0 ≤ −x + π/2→ arcsin sin x = x)

Àíòåöåäåíòû òåîðåìû õ22 îáðàáàòûâàþòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îò-
íîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ åå êîíñåêâåíòà, è ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

3.62 Õàðàêòåðèñòèêà "îïðàòîì"

Õàðàêòåðèñòèêîé "îïðàòîì(A)" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëèòü
÷èñëîâîé àòîì A ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâà â ïîñûëêàõ, ôèêñèðóþùåãî çíà÷åíèå áî-
ëåå ñëîæíîãî ÷èñëîâîãî àòîìà.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Ðàçâÿçêà ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåìîãî ÷èñëîâîãî àòîìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdef (¬(b = f) & d− òî÷êà & b− òî÷êà & f − òî÷êà & c− òî÷êà & e− òî÷êà
& ¬(b = d) & ¬(b = c) & ¬(b = e) & òî÷êàëó÷à(b, c, d) & òî÷êàëó÷à(b, e, f) &
ñêàëóìíîæ(âåêòîð(bd), âåêòîð(bf)) = a→ a = cos(∠(cbe))l(db)l(bf))

èç òåîðåìû

∀BCDa(¬(B = C) & ¬(C = D) & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
ñêàëóìíîæ(âåêòîð(CB), âåêòîð(CD)) = a→ a = cos(∠(BCD))l(BC)l(CD))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(A = E) & ¬(A = C) & ¬(A = B) & ¬(A = DE) & òî÷êàëó÷à(A, B, C) &
òî÷êàëó÷à(A, D, E)→ ∠(BAD) = ∠(CAE))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - òåðì A
èç òåêóùåé õàðàêòåðèñòèêè "îïðàòîì(A)". Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(BCD)". Ïå-
ðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ9. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"ðàâí÷èñë" îïðåäåëÿåò ïî õ10 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðå-
ìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàïðàâëåíèå çàìåíû, îïðåäåëåííîé õàðàêòåðèñòèêîé
"âàðóãîë(. . .)" ê ýòîé òåîðåìå.

Ïðîâåðÿåòñÿ "ñèììåòðè÷íîñòü" äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Äëÿ ýòîãî ïåðåìåí-
íîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð åå àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ18 - çàìåíÿåìàÿ
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÷àñòü ñîãëàñíî íàïðàâëåíèþ õ15, ïåðåìåííîé õ19 - çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ18 - "∠(CAE)"; õ19 - "∠(BAD)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ19 ïîëó÷åíî
èç õ18 ïåðåîáîçíà÷åíèåì ïåðåìåííûõ áåç îòîæäåñòâëåíèé. Íàõîäèòñÿ ñïèñîê
õ23 âñåõ àíòåöåäåíòîâ, ñîäåðæàùèõ ïàðàìåòðû òåðìà õ18, íå âõîäÿùèå â õ19.
Â íàøåì ïðèìåðå ýòè ïàðàìåòðû ñóòü C, E. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê îñòàëüíûõ àíòåöåäåíòîâ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ23,
ê êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà, ïåðåâîäèâøàÿ õ18 â õ19. Â íàøåì ïðèìåðå
ýòà êîíúþíêöèÿ èìååò âèä:

B − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(A = D) & ¬(A = B) & òî÷êàëó÷à(A, B, B) &
òî÷êàëó÷à(A, D, D)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äàííàÿ êîíúþíêöèÿ - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ24. Åñëè ýòî
íå òàê, ïðèåì íå ïðèìåíÿåòñÿ.

Ïîñëå ïðèâåäåííîé âûøå ïðîâåðêè ïðîãðàììà îòêàòûâàåòñÿ ê òî÷êå, ãäê ïåð-
âîé íå îïðåäåëåííîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ õ16. Â êîíñåêâåíòå èñõîäíîé òåîðå-
ìû íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ16 ïîäòåðìà A. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò
ðåçóëüòàò õ17 ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòîãî âõîæäåíèÿ ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀abcdef (¬(d = b) & ¬(b = f) & d− òî÷êà & b− òî÷êà & f − òî÷êà &
ñêàëóìíîæ(âåêòîð(bd), âåêòîð(bf)) = a & c− òî÷êà & e− òî÷êà & ¬(b = d) &
¬(b = c) & ¬(b = e) & òî÷êàëó÷à(b, c, d) & òî÷êàëó÷à(b, e, f)→
a = cos(∠(cbe))l(db)l(bf))

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â êîíñåêâåíò òåîðåìû õ17, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå âõîæäåíèþ õ16 â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå
òåðìà "cos(∠(cbe))". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ17,
ïåðåìåííîé õ22 - ðåçóëüòàò îáðàáîòêè åå àíòåöåäåíòîâ ïðîöåäóðîé "íîðìàí-
òåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò
èìååò âèä ðàâåíñòâà ñ íåêîòîðîé ïåðåìåííîé â îäíîé èç ñâîèõ ÷àñòåé. Çàòåì
íàõîäèòñÿ àíòåöåäåíò - ðàâåíñòâî äëÿ òîé æå ïåðåìåííîé, è ÷àñòè äàííîãî ðà-
âåíñòâà ïåðåñòàâëÿþòñÿ òàê, ÷òîáû ïåðåìåííàÿ îêàçàëàñü ñïðàâà. Ïîñëå ýòîãî
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ22 è êîíñåêâåíòîì õ21, êîòîðàÿ ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà îòáðàñûâàíèÿ èçáûòî÷íîãî îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdef (¬(b = e) & f − òî÷êà & e− òî÷êà & ¬(b = c) & d− òî÷êà & c− òî÷êà
& b− òî÷êà & òî÷êàëó÷à(b, c, d) & òî÷êàëó÷à(b, e, f) & ñêàëóìíîæ(âåêòîð(bd),
âåêòîð(bf)) = a→ a = cos(∠(cbe))l(db)l(bf))

èç òåîðåìû

∀abcdef (¬(b = e) & f − òî÷êà & e− òî÷êà & ¬(b = c) & d− òî÷êà & c− òî÷êà
& b− òî÷êà & ¬(b = d) & òî÷êàëó÷à(b, c, d) & òî÷êàëó÷à(b, e, f) &
ñêàëóìíîæ(âåêòîð(bd), âåêòîð(bf)) = a→ a = cos(∠(cbe))l(db)l(bf))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - íàáîð óòâåð-
æäåíèé, ñîïðîâîæäàþùèõ êîíñåêâåíò ïî î.ä.ç. Ñðåäè àíòåöåäåíòîâ íàõîäèòñÿ
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îòðèöàíèå õ10 ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé õ13 íå ñîäåðæàùåìó åå òåðìó õ14. Â íà-
øåì ïðèìåðå îíî èìååò âèä "¬(b = d)", ïðè÷åì õ13 - b, õ14 - d. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî óòâåðæäåíèå õ10 íå ÿâëÿåòñÿ ñîïðîâîæäàþùèì ïî î.ä.ç. äëÿ êîíúþíêöèè
îñòàëüíûõ àíòåöåäåíòîâ. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ17 óòâåðæäåíèé, ïîëó÷àåìûé
äîáàâëåíèåì ê îòëè÷íûì îò õ10 àíòåöåäåíòàì óñëîâèé íà èõ î.ä.ç., à òàêæå
ðàâåíñòâà, íàõîäÿùåãîñÿ ïîä îòðèöàíèåì â òåðìå õ10. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ17.
Òîãäà ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé îòáðàñûâàíèåì àíòåöå-
äåíòà õ10. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà, à èñõîäíàÿ òåîðåìà ïîìå÷àåòñÿ
ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå".

3.63 Õàðàêòåðèñòèêà "îïðåäåëåíèå"

Õàðàêòåðèñòèêîé "îïðåäåëåíèå(A)" ñíàáæàþòñÿ òåîðåìû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé îïðå-
äåëåíèå òåðìà A (óòâåðæäåíèÿ ëèáî âûðàæåíèÿ).

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Èçâëå÷åíèå èç îïðåäåëåíèÿ ñ êîíúþíêöèåé â êîíñåêâåíòå êâàíòîðíîé èìïëè-
êàöèè äëÿ îäíîãî êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà êîíñåêâåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀fx(x ∈ Dom(f) & f −ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)→
îáðôóíêöèÿ(f)(f(x)) = x)

èç òåîðåìû

∀f (f −ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)→ îáðôóíêöèÿ(f)−ôóíêöèÿ &
Dom(îáðôóíêöèÿ(f)) = Val(f) & ∀x(x ∈ Dom(f)→ îáðôóíêöèÿ(f)(f(x)) = x))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "îáðôóíêöèÿ(f)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà - ñèìâîë "è". Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå õ10 îäíîãî èç êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå
- "∀x(x ∈ Dom(f) → îáðôóíêöèÿ(f)(f(x)) = x)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àí-
òåöåäåíòû êîòîðîé - òå æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû, à êîíñåêâåíò - ïîäòåðì
õ10. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

2. Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè ñ êîíúþíêöèåé â çàìåíÿþùåé ÷àñòè èìïëèêà-
öèè äëÿ óñìîòðåíèÿ îïðåäåëÿåìîãî îòíîøåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(b− set & b ⊆ R & a ∈ b & íèæíÿÿãðàíü(a, b)→ íàèìåíüøèé(a, b))

èç òåîðåìû

∀ab(b− set & b ⊆ R→ íàèìåíüøèé(a, b)↔ a ∈ b & ∀c(c ∈ b→ a ≤ c))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "íàèìåíüøèé(a, b)".
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Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ10 - îïðåäåëÿþùåé. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ10 - êîíúþíêöèÿ. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷à-
þòñÿ äîáàâëåíèåì ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
ïîäòåðìà õ10, à êîíñåêâåíò - îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòû-
âàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè ñ êîíúþíêöèåé â çàìåíÿþùåé ÷àñòè èìïëèêà-
öèè äëÿ óñìîòðåíèÿ êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà ýòîé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀afx(a− set & x ∈ ïðîîáðàç(f, a) & f −ôóíêöèÿ→ x ∈ Dom(f))

èç òåîðåìû

∀afx(f −ôóíêöèÿ & a− set→ x ∈ ïðîîáðàç(f, a)↔ x ∈ Dom(f) & f(x) ∈ a)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "x ∈ ïðîîáðàç(f, a)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ10 - îïðåäåëÿþ-
ùåé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ10 ðàñïîëîæåí ñèìâîë "è". Ïåðåìåííîé
õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü; ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ýëåìåíòàðíà. Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäòåðìà õ10. Ñðå-
äè íèõ âûáèðàåòñÿ ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "x ∈
Dom(f)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 íå ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû è
óòâåðæäåíèå õ11, à êîíñåêâåíòîì ÿâëÿåòñÿ õ13. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâà-
åòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Èçâëå÷åíèå èç êîíúþíêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ ðàâåíñòâà óòâåðæäåíèÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀mn(m− öåëîå & n− íàòóðàëüíîå→ ∃k(m(mod n) = k & k ∈ {0, . . . , n− 1}))

èç òåîðåìû

∀mnk(m− öåëîå & n− íàòóðàëüíîå→ m(mod n) = k ↔
k ∈ {0, . . . , n− 1} & ∃p(p− öåëîå & m = k + np))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "m(mod n) = k".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ10 - îïðåäåëÿþ-
ùåé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ10 ðàñïîëîæåí ñèìâîë "è". Ïåðåìåííîé
õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü; ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ýëåìåíòàðíà. Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäòåðìà õ10. Ñðå-
äè íèõ âûáèðàåòñÿ ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "k ∈
{0, . . . , n− 1}". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 íå ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì, à õ11 - ÿâëÿåòñÿ
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ðàâåíñòâîì ïåðåìåííîé õ16 âûðàæåíèþ õ17, íå ñîäåðæàùåìó ýòîé ïåðåìåííîé.
Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - ïåðåìåííàÿ k. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî k âõîäèò â òåðì õ13.
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé òå æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû, à
êîíñåêâåíò - óòâåðæäåíèå "ñóùåñòâóåò(õ16 è(õ11 õ13))". Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Èçâëå÷åíèå èç ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ðàâåíñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ
óïðîùåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ îïèñàíèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀an(n− íàòóðàëüíîå→ ∃m(m− öåëîå & a(m(mod n)))↔
∃k(k ∈ {0, . . . , n− 1} & a(k)))

èç òåîðåìû

∀mnk(m− öåëîå & n− íàòóðàëüíîå→ m(mod n) = k ↔ k ∈ {0, . . . , n− 1} &
∃p(p− öåëîå & m = k + np))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "m(mod n) = k".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ10 - îïðåäåëÿþ-
ùåé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ10 ðàñïîëîæåí ñèìâîë "è". Ïåðåìåííîé
õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü; ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ýëåìåíòàðíà è ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâ-
íûõ ÷ëåíîâ ïîäòåðìà õ10. Ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ13 ñ çàãîëîâêîì
"ñóùåñòâóåò". Â íàøåì ïðèìåðå - "∃p(p−öåëîå & m = k+np)". Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà õ13, ïåðåìåííîé õ15 - íàáîð
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ. Ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ
ðàâåíñòâî õ16 ñ ïåðåìåííîé õ17 â îäíîé èç ñâîèõ ÷àñòåé. Â íàøåì ïðèìåðå õ16
- "m = k + np", õ17 - m. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ17 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â
ïîäòåðì õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü õ9 - ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ20
íå ñîäåðæàùåìó åå âûðàæåíèþ õ21. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 - k, õ21 - "m(mod n)".
Àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû ðàçáèâàþòñÿ íà ïîäñïèñîê õ22 óòâåðæäåíèé,
ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ17, è ïîäñïèñîê õ23 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ïåðå-
ìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îòáðàñûâàíèÿ â ñïèñêå êîðíåâûõ îïåðàí-
äîâ îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû óòâåðæäåíèÿ õ13. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàè-
âàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ23, õ15 è õ24. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ
ñïèñêà õ22 ñóòü ñëåäñòâèÿ óòâåðæäåíèé õ25. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ26, íå
âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé
õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ17 íà
êîíúþíêöèÿþ óòâåðæäåíèé õ22, ê êîòîðûì äîáàâëåí òåðì "çíà÷åíèå(õ26 õ21)".
Â íàøåì ïðèìåðå õ27 èìååò âèä "∃m(m − öåëîå & a(m(modn)))". Ïåðåìåííîé
õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ20 íà
êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ24, ê êîòîðûì äîáàâëåí òåðì "çíà÷åíèå(õ26 õ20)".
Â íàøåì ïðèìåðå õ28 èìååò âèä "∃k(k ∈ {0, . . . , n− 1} & a(k))". Ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ23, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü
óòâåðæäåíèé õ27 è õ28. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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6. Âûâîä èìïëèêàöèè äëÿ ïåðåôîðìóëèðîâêè àíòåöåäåíòîâ äðóãèõ òåîðåì ÷åðåç
îïðåäåëÿåìîå ïîíÿòèå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCa(¬(A = B) & a ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
A− òî÷êà & B − òî÷êà→ l(AC) = l(aA))

èç òåîðåìû

∀AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ¬(A = B)→ îêðóæíîñòü(AB) =
setC(C − òî÷êà & l(AC) = l(AB)))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "îêðóæíîñòü(AB)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ11 - îïðåäåëÿþùåé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
òåðì õ11 èìååò çàãîëîâîê "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòå-
öåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ13 - ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ "êëàññ",
ïåðåìåííîé õ14 - íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä ýòèì îïèñàòå-
ëåì. Â ñïèñêå õ14 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ15, èìåþùåå ðîâíî äâà êîðíåâûõ
îïåðàíäà. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(AC) = l(AB)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ òîò èç êîðíåâûõ îïåðàíäîâ, êîòîðûé èìååò ïåðåìåííóþ ñâÿçûâàþùåé ïðè-
ñòàâêè, ïåðåìåííîé õ18 - îïåðàíä, íå èìåþùèé òàêîé ïåðåìåííîé. Â íàøåì
ïðèìåðå õ17 - "l(AC)", õ18 - "l(AB)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê óòâåðæäå-
íèÿ õ15 - ñèìâîë S òðàíçèòèâíîãî è êîììóòàòèâíîãî îòíîøåíèÿ. Âûáèðàåòñÿ
ñïèñîê õ19 ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó è èìåþùèé òó æå
äëèíó, ÷òî ñïèñîê õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ a. Ïåðå-
ìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ õ19 âìåñòî õ13 â
òåðì õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(Aa)". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ñîåäèíåíèÿ îòíîøåíèåì S âûðàæåíèé õ17 è õ20. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ12 óòâåðæäåíèå "ïðèíàäëåæèò(õ13 õ9)",
"ïðèíàäëåæèò(õ19 õ9)". Åñëè ñïèñêè õ13, õ19 áîëåå ÷åì îäíîýëåìåíòíû, èõ ïå-
ðåìåííûå â ýòèõ óòâåðæäåíèÿõ îáúåäèíÿþòñÿ â òåðì "íàáîð(. . .)". Íàêîíåö,
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ22 è êîíñåêâåíòîì õ21. Îíà îáðàáàòû-
âàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

7. Ïîïûòêà óñìîòðåíèÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀AB(B − set→ ∃f (Îòîáðàæåíèå(f, A,B))↔ ¬(B = ∅) & A− set ∨ A = ∅)

èç òåîðåìû

∀ABf (Îòîáðàæåíèå(f, A,B)↔ f −ôóíêöèÿ & Dom(f) = A & B − set &
Val(f) ⊆ B)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "Îòîáðàæåíèå(f, A,B)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ8
ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå, ïåðåìåííîé õ10 - âõîæäåíèå îïðå-
äåëÿåìîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåé. Ïåðåìåííîé õ12
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ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè, ïåðåìåííîé
õ13 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ âêëþ÷àþò-
ñÿ â ïàðàìåòðû òåðìà õ8. Ñðåäè ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè âûáèðàåòñÿ
ïåðåìåííàÿ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - f . Ñïèñîê õ12 ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê
õ15 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ õ14, è ïîäñïèñîê õ16 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé.
Â íàøåì ïðèìåðå õ16 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "B− set". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ16 èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî
î.ä.ç. óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ12
ýëåìåíòàðíû è ÷òî îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå èìååò ïåðåìåííóþ, îòëè÷íóþ îò
õ14. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ñîäåð-
æàùèõ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò ñïèñîê ïóñò. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
îáúåäèíåíèå ñïèñêà íå âîøåäøèõ â õ17 àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ñïèñêà õ16 è
ñïèñêà âñåõ óòâåðæäåíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ ñîïðîâîæäåíèå ïî î.ä.ç. îïðåäåëÿ-
þùåé ÷àñòè è íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííîé õ14. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ15 è õ17. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêàìè
êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ18, à óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ õ19. Åå öåëè -
"ïðèìåð", "ìàêñèìóì", "íåèçâåñòíûå õ14", "ïàðàìåòðû õ14". Íàïîìíèì, ÷òî
öåëü "ìàêñèìóì" óêàçûâàåò íà íåîáõîäèìîñòü ïîëó÷åíèÿ ïðèìåðà âî âñåõ òåõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà îí ñóùåñòâóåò ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ èçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ.
Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ21. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"¬(A = ∅) & ¬(B = ∅) & A − set ∨ A = ∅". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ21 îòëè÷íî îò
"îòêàç" è íå ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêîé êîíñòàíòîé "èñòèíà" ëèáî "ëîæü".

Åñëè õ21 ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ õ14, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ
êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ14 íà óòâåðæäåíèå õ14. Ýòîò ðåçóëüòàò óïðîùà-
åòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå è ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ21.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ21 íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ18, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäå-
íèé "ñóùåñòâóåò(õ14 õ8)" è õ21. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðå-
ìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

8. Óïðîùåíèå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè îïðåäåëÿåìîìó ìíîæåñòâó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABa(A− òî÷êà & B − òî÷êà→ a ∈ èíòåðâàë(AB)↔ ¬(a = A) & ¬(a = B) &
a ∈ îòðåçîê(AB))

èç òåîðåìû

∀AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà→ èíòåðâàë(AB) = îòðåçîê(AB) \ {A, B})

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "èíòåðâàë(AB)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäå-
ëÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ10 - âõîæäåíèå îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ11
- âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè T . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî çàãîëîâîê òåðìà T
- ñèìâîë "êëàññ", ëèáî ýòèì çàãîëîâêîì ÿâëÿåòñÿ ñèìâîë îïåðàöèè, ïðèíèìà-
þùåé â êà÷åñòâå ñâîèõ çíà÷åíèé ìíîæåñòâà. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ12, íå
âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé
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õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ14 - óòâåðæäå-
íèå "ïðèíàäëåæèò(õ12 T )". Óòâåðæäåíèå õ14 óïðîùàåòñÿ ïðè ïîìîùè âñïîìî-
ãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ15. Â
íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "¬(a = A) & ¬(a = B) & a ∈ îòðåçîê(AB)". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê òåðìà õ15 îòëè÷åí îò ñèìâîëà "ïðèíàäëåæèò". Ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ13, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíò-
íîñòü òåðìîâ "ïðèíàäëåæèò(õ12 õ9)" è õ15. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

9. Óïðîùåíèå óñëîâèé âêëþ÷åíèÿ, íåïåðåñå÷åíèÿ èëè ðàâåíñòâà äâóõ îïðåäåëÿå-
ìûõ ìíîæåñòâ, îòëè÷àþùèõñÿ åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(a− set & b− set & c− set→ a4 b ⊆ c4 b↔ a ⊆ b ∪ c & b ∩ c ⊆ a)

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set→ a4 b = a \ b ∪ b \ a)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "a4 b".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿ-
åìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ10 - åãî âõîæäåíèå â êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ11
- âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåãî âûðàæåíèÿ T . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî çàãîëîâîê
òåðìà T - ñèìâîë "êëàññ", ëèáî ýòèì çàãîëîâêîì ÿâëÿåòñÿ ñèìâîë îïåðàöèè,
ïðèíèìàþùåé â êà÷åñòâå ñâîèõ çíà÷åíèé ìíîæåñòâà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà T . Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ13, íå âõîäÿùàÿ
â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Â ñïèñêå õ12 âûáèðà-
åòñÿ ïåðåìåííàÿ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò çàìåíû â ïîäòåðìå õ11 ïåðåìåííîé õ14 íà õ13. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì
"c \ b ∪ b \ c). Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå íàáîðà àíòåöåäåí-
òîâ òåîðåìû ñ ðåçóëüòàòàìè ïîäñòàíîâêè â ýòè æå àíòåöåäåíòû ïåðåìåííîé õ13
âìåñòî õ14. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå T ïåðå-
ìåííîé õ14 íà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - c4 b. Ïîî÷åðåäíî è íåçàâèñèìî äðóã îò
äðóãà ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè ñëó÷àÿ:

(a) õ18 - âêëþ÷åíèå ïîäòåðìà õ11 â õ15, õ19 - âêëþ÷åíèå õ9 â õ17.

(b) õ18 - óñëîâèå íåïåðåñå÷åíèÿ òåðìîâ õ11 è õ15, õ19 - óñëîâèå íåïåðåñå÷åíèÿ
òåðìîâ õ9 è õ17.

(c) õ18 - óñëîâèå ðàâåíñòâà òåðìîâ õ11 è õ15, õ19 - óñëîâèå ðàâåíñòâà òåðìîâ
õ9 è õ17.

Â íàøåì ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâûé ñëó÷àé, ò.å. õ18 èìååò âèä "a \ b ∪
b \ a ⊆ c \ b ∪ b \ c", õ19 - âèä "a4 b ⊆ c4 b".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, èìåþùàÿ ñâîèìè óñëîâèÿìè óòâåðæäåíèÿ ñïèñ-
êà õ16 è óòâåðæäåíèå õ18. Åäèíñòâåííàÿ ïîñûëêà - "èñòèíà"; öåëè - "ïîëíûé",
"ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íîðìòåîð", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå X", ãäå X -
âñå ïàðàìåòðû óñëîâèé äàííîé çàäà÷è. Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ22. Â



3.63. Õàðàêòåðèñòèêà "îïðåäåëåíèå" 531

íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "b−set& a ⊆ b∪c & a−set& b∩c ⊆ a & c−set". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî õ22 îòëè÷íî îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ
êîíúþíêöèÿ íå âîøåäøèõ â ñïèñîê õ16 êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ
õ22. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò åå óïðîùåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïî-
ñûëîê õ16. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîâïàäàåò ñ õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå
õ24 íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ16, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ19 è õ24.
Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

10. Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè ñ êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ ñðåäè êîíúþíêòèâ-
íûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷àñòè êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè äëÿ âûâîäà êâàíòîðà
ñóùåñòâîâàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(C = D) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà & âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD))→
∃E(E ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CB) &
E − òî÷êà))

èç òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(C = D) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà & âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(CD))↔
∃E(E ∈ îòðåçîê(AC) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CB) &
E − òî÷êà))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "âíåøêàñàþòñÿ(îêðóæíîñòü(AB), îêðóæíîñòü(
CD))".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà
èìååò âèä ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè. Â íåì âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ14 ñ
çàãîëîâêîì "ñóùåñòâóåò". Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ó òåîðåìû õàðàêòåðèñòèêè
"ðàçâåðòêà". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü àíòåöåäåíòû
èñõîäíîé òåîðåìû è óòâåðæäåíèå õ8, à êîíñåêâåíò - õ14. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

11. Ïîïûòêà êâàíòîðíîé ðàñøèôðîâêè îïðåäåëÿþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀f (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R) → ñõîäèòñÿ(f) ↔ ∃a(∀d(0 < d & d − ÷èñëî →
∃g(∀e(e− íàòóðàëüíîå & g ≤ e→ | − a + f(e)| < d) & g − íàòóðàëüíîå)) &
a− ÷èñëî))

èç òåîðåìû

∀f (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R)→ ñõîäèòñÿ(f)↔ ∃a(a− ÷èñëî & a = lim(f)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû



532 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

∀ab(a− ÷èñëî & ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(b, R)→ lim(b) = a↔ ∀e(e− ÷èñëî &
0 < e→ ∃n(n−íàòóðàëüíîå & ∀m(m−íàòóðàëüíîå & n ≤ m→ |b(m)−a| < e))))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "ñõîäèòñÿ(f)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïðåäåëÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ12 - îïðåäåëÿþùèé. Â îïðåäåëÿþùåì òåð-
ìå ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 íåêîòîðîãî ðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ14 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà ýòîãî ðàâåíñòâà, èìåþùåãî ñâîèì çàãîëîâêîì
ëîãè÷åñêèé ñèìâîë. Ýòîò ñèìâîë ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ16. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ13 - âõîæäåíèå ðàâåíñòâà "a = lim(f)", õ16 - ñèìâîë "ïðåäåëïîñëåä".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îïðçíà÷" íàõîäèò ïî ñèìâîëó õ16 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà-
÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå ïîëó÷àåì:

∀bc(b− ÷èñëî & ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(c, R)→ lim(c) = b↔ ∀d(d− ÷èñëî &
0 < d→ ∃g(g − íàòóðàëüíîå & ∀e(e− íàòóðàëüíîå & g ≤ e→ |c(e)− b| < d))))

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ19. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ òà
÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì, ïåðåìåííîé õ22 - âõîæäå-
íèå äðóãîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âíóòðè ïîäòåðìà õ22 âñòðå÷àåòñÿ êâàíòîð.
Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïî âõîæäåíèþ õ13, ïåðåìåííîé õ25 -
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ýòîãî ðàâåíñòâà, íå âñòðå÷àþùèõñÿ ñðåäè ïàðàìåòðîâ îïðå-
äåëÿþùåãî òåðìà èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 ñîñòîèò èç åäèí-
ñòâåííîé ïåðåìåííîé a. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ïàðàìåò-
ðîâ òåðìà õ23 ñ ïàðàìåòðàìè òåðìà õ24, íå âõîäÿùèìè â ñïèñîê õ25. Â íàøåì
ïðèìåðå - "b, c, f". Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ26, óíèôè-
öèðóþùàÿ òåðìû õ23 è õ24. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ19. Ïåðåìåííîé õ30 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òåõ óòâåðæäåíèÿ èç õ29, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ ñî
ñïèñêîì õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííîå óòâåðæäåíèå "a− ÷èñëî". Ïåðå-
ìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû
ñ óòâåðæäåíèÿìè èç îáëàñòè âõîæäåíèÿ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèÿ
"ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R)", "a− ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì õ31. Â íàøåì ïðèìåðå
îí ñîâïàäàåò ñ íàáîðîì õ31. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ30
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ32. Ïåðåìåíîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäè-
íåíèå ñïèñêà ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé
òåîðåìû è ñïèñêà íå âõîäÿùèõ â õ30 óòâåðæäåíèé íàáîð õ29. Â íàøåì ïðèìåðå
õ33 ñîñòîèò èç äâóõ ýêçåìïëÿðîâ òåðìà "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R)". Ïåðåìåí-
íîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê òåðìó õ9, ïå-
ðåìåííîé õ35 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòàíîâêè ê òåðìó, ïîëó÷åííîìó
èç õ12 çàìåíîé âõîæäåíèÿ õ13 íà ïîäòåðì õ22. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àí-
òåöåäåíòàìè õ33, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèÿ
õ34 è õ35. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

12. Ïåðåíåñåíèå â àíòåöåäåíòû âñåõ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷àñòè,
èìåþùèõ áîëåå ÷åì äâóìåñòíûå îòíîøåíèÿ.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD)→ ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD)↔
ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & →
ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD)↔ ÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) &
ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD))".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùåå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé êîíúþíêöèþ, è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð åãî êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè ýëåìåíòàðíû. Ïåðåìåííîé õ14 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ13, èìåþùèõ îòíîøåíèÿ ñ áîëåå
÷åì äâóìÿ îïåðàíäàìè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ14 íåïóñò è íå ñîâïàäàåò
ñî ñïèñêîì õ13. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ
"÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD)". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâ-
ëåíèÿ óòâåðæäåíèé õ14 ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àí-
òåöåäåíòàìè õ15, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèÿ
õ9 êîíúþíêöèè íå âîøåäøèõ â õ14 óòâåðæäåíèé õ13. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

13. Óñìîòðåíèå ïðèåìà, èñïîëüçóþùåãî ðàâåíñòâî äëÿ àòîìàðíîãî âûðàæåíèÿ ïðè
íàõîæäåíèè ÷èñëîâîãî àòîìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABab(A− òî÷êà & B − òî÷êà & a = âåêòîð(AB) & äëèíà(a) = b→ l(AB) = b)

èç òåîðåìû

∀AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà→ äëèíà(âåêòîð(AB)) = l(AB))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "äëèíà(âåêòîð(AB))".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò
êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿåìîé
÷àñòè, ïåðåìåííîé õ10 - îïðåäåëÿþùåé. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ12 - ñàìà îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ13 -
îïðåäåëÿåìàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 - ÷èñëîâîé àòîì. Â âûðàæåíèè õ13 íàõî-
äèòñÿ íåêîðíåâîå âõîæäåíèå õ15 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò ïîäòåðì. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(AB)". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî âûðàæåíèå õ16 àòîìàðíîå (òèï åãî çíà÷åíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò òèïà çíà÷åíèÿ
õîòÿ áû îäíîãî èç îïåðàíäîâ). Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåò-
ðîâ òåðìà õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè òåðìà õ16 è ÷òî
âñå èõ âõîæäåíèÿ â òåðì õ13 ðàñïîëîæåíû âíóòðè âõîæäåíèÿ õ15. Âûáèðàþòñÿ
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ïåðåìåííûå X, Y , íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b. Ïå-
ðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ11 ðàâåíñòâà "X
= õ16" è ðàâåíñòâà "T = Y ". Çäåñü T - ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ15 â òåðì
õ13 íà ïåðåìåííóþ X. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì ðàâåíñòâà "a = âåêòîð(AB)"
è "äëèíà(a) = b". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòà-
ìè õ19, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî "õ12 = Y ". Ýòà èìïëèêàöèÿ
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Îíà ñîïðîâîæäàåòñÿ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðè-
ñòèêîé "îïðíåèçâ(n)", ãäå n - íîìåð ïðåäïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà.

14. Çàíåñåíèå äîïîëíèòåëüíîãî îïåðàíäà ïîä ñîêðàùåííóþ çàïèñü ñåðèéíîé îïåðà-
öèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀n(n− öåëîå & 0 ≤ n→ (n + 1)! = (n + 1)n!)

èç òåîðåìû

∀n(n− öåëîå & 0 ≤ n→ n! =
∏n

i=1 i)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "n!".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò
êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿå-
ìîé ÷àñòè õ9, ïåðåìåííîé õ11 - îïðåäåëÿþùåé. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñàìà îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ13 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî òåðì õ12 íåîäíîáóêâåííûé, ïðè÷åì ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé îò îïèñàòåëÿ "îòîá-
ðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ýòîãî îïèñàòåëÿ â õ12,
ïåðåìåííîé õ15 - çàãîëîâîê òåðìà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - ñèìâîë "ïðîèç-
âåäåíèåâñåõ". Ñïðàâî÷íèê "ðàçâåðòêà" óñìàòðèâàåò, ÷òî õ15 - îáîáùåíèå äâó-
ìåñòíîé àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè õ16 íà íàáîðû ïðîèçâîëüíîé
äëèíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - "óìíîæåíèå". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòíàÿ,
è ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ åå åäèíñòâåííûé ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - i. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïðåäïî-
ñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ (îí çàäàåò óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ).
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ19 - òðåõýëåìåíòíûé ñïèñîê, ñîñòîÿùèé èç óòâåðæäåíèé
"öåëîå(õ18)", "ìåíüøåèëèðàâíî(M õ18)", "ìåíüøåëèðàâíî(õ18 N)". Â íàøåì
ïðèìåðå M = 1, N = n. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî N - ïåðåìåííàÿ, èìåþùàÿ åäèíñòâåí-
íîå âõîæäåíèå â õ12. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå, îïðåäåëÿþùåå
çíà÷åíèÿ îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå". Â íàøåì ïðèìåðå - i. Ïåðåìåííîé õ25 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "ïëþñ(N 1)". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè õ25 âìåñòî ïåðåìåííîé õ18 â òåðì õ24, ïåðåìåííîé õ27 - ðåçóëüòàò
ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ16 âûðàæåíèé õ9 è õ26. Â íàøåì ïðèìåðå õ27 èìååò âèä
"n!(n + 1)". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè õ25 âìåñòî
ïåðåìåííîé õ23 â âûðàæåíèå õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - (n + 1)!. Ïåðåìåííîé õ29
ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ28 è õ27. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû
ïîäñòàíîâêè õ25 âìåñòî õ23 â ñîäåðæàùèå ïåðåìåííóþ õ23 àíòåöåäåíòû òåîðå-
ìû ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ13 è êîíñåêâåíòîì õ29. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.



3.63. Õàðàêòåðèñòèêà "îïðåäåëåíèå" 535

15. Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè ñ äèçúþíêöèåé â îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè èìïëè-
êàöèé äëÿ óñìîòðåíèÿ îïðåäåëÿåìîãî ïîíÿòèÿ â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(C = D) & B ∈ ïëîñêîñòü(ACD) & íåïåðåñåê(ïðÿìàÿ(CD),
ïðÿìàÿ(AB)) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà→
îäíàñòîðîíà(A, B, ïðÿìàÿ(CD)))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(C = D) →
îäíàñòîðîíà(A, B, ïðÿìàÿ(CD))↔ íåïåðåñåê(îòðåçîê(AB), ïðÿìàÿ(CD)) &
B ∈ ïëîñêîñòü(ACD) ∨ A ∈ ïðÿìàÿ(CD) ∨ B ∈ ïðÿìàÿ(CD))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "îäíàñòîðîíà(A, B, ïðÿìàÿ(CD))".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò
êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìîå óòâåð-
æäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðå-
äåëÿþùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ñîäåðæèò ñèìâîë "èëè". Óòâåðæäåíèå
õ12 ïðèâîäèòñÿ ê âèäó äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû, ïîñëå ÷åãî ïåðå-
ìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åå äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îí íå ìåíåå ÷åì äâóõýëåìåíòíûé.

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "íåïå-
ðåñåê(îòðåçîê(AB), ïðÿìàÿ(CD)) & B ∈ ïëîñêîñòü(ACD)". Ïåðåìåííîé õ15
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî âñå îíè ýëåìåíòàðíû. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà
àíòåöåäåíòîâ ñî ñïèñêîì õ15. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16
è êîíñåêâåíòîì õ9. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

16. Âûâîä òîæäåñòâà äëÿ ÷àñòè÷íîé ðàçãðóïïèðîâêè ñåðèéíîé îïåðàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcn(n− öåëîå & 0 ≤ n & b− öåëîå & c = b− n & 0 < c→ b! = n!
∏b

i=n+1 i)

èç òåîðåìû

∀n(n− öåëîå & 0 ≤ n→ n! =
∏n

i=1 i)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "n!".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé îäíîãî èç ïðåäøåñòâóþùèõ ïðèå-
ìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû
- ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ10
- âõîæäåíèå îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ13 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
òåðì õ12 íåîäíîáóêâåííûé, ïðè÷åì ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé îò îïèñàòåëÿ "îòîá-
ðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ýòîãî îïèñàòåëÿ â õ12,
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ïåðåìåííîé õ15 - çàãîëîâîê òåðìà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - ñèìâîë "ïðîèç-
âåäåíèåâñåõ". Ñïðàâî÷íèê "ðàçâåðòêà" óñìàòðèâàåò, ÷òî õ15 - îáîáùåíèå äâó-
ìåñòíîé àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè õ16 íà íàáîðû ïðîèçâîëüíîé
äëèíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - "óìíîæåíèå". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòíàÿ,
è ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ åå åäèíñòâåííûé ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - i. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïðåäïî-
ñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ (îí çàäàåò óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ).
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ19 - òðåõýëåìåíòíûé ñïèñîê, ñîñòîÿùèé èç óòâåðæäåíèé
"öåëîå(õ18)", "ìåíüøåèëèðàâíî(M õ18)", "ìåíüøåëèðàâíî(õ18 N)". Â íàøåì
ïðèìåðå M = 1, N = n. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî N - ïåðåìåííàÿ, èìåþùàÿ åäèíñòâåí-
íîå âõîæäåíèå â õ12. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå, îïðåäåëÿþùåå
çíà÷åíèÿ îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå". Â íàøåì ïðèìåðå - i.

Äàëåå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî N - åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð òåð-
ìà õ12. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ
èñõîäíîé òåîðåìû íà íîâûå ïåðåìåííûå. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 èìååò âèä:

∀b(b− öåëîå & 0 ≤ b→ b! =
∏b

a=1 a)

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé
òåîðåìû è òåîðåìû õ25. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿ-
åìîé ÷àñòè â òåîðåìó õ25, ïåðåìåííîé õ28 - âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè.
Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ28. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - "

∏b
a=1 a". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â õ29, ñîîòâåòñòâó-

þùåå âõîæäåíèþ õ14 â òåðì õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ30 - âõîæäåíèå òåðìà
"λa(a, a − öåëîå & 1 ≤ a & a ≤ b)". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
ïåðåìåííîé N â òåðì õ12, ïåðåìåííîé õ32 - ïåðåìåííàÿ, ðàñïîëîæåííàÿ íà ñî-
îòâåòñòâóþùåì âõîæäåíèè â òåðìå õ29. Â íàøåì ïðèìåðå õ32 - ïåðåìåííàÿ b.
Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ12 ïðåäïîñëåäíåãî
îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ14 (îí çàäàåò óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ) íà
êîíúþíêöèþ "è(öåëîå(õ18) ìåíüøåèëèðàâíî(N + 1 õ18) ìåíüøåèëèðàâíî(õ18
õ32))". Â íàøåì ïðèìåðå õ33 èìååò âèä "

∏b
i=n+1 i". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàè-

âàåòñÿ ðàâåíñòâî ïîäòåðìà õ27 ðåçóëüòàòó ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ16 îïðåäå-
ëÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû è òåðìà õ33. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ35, íå
âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó è â òåîðåìó õ25. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöå-
äåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ê ñïèñêó õ26 ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé õ35
òåðìó "ïëþñ(õ32 ìèíóñ(N))"è íåðàâåíñòâà "ìåíüøå(0 õ35)". Êîíñåêâåíòîì èì-
ïëèêàöèè ñëóæèò óòâåðæäåíèå õ34. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

17. Ïîïûòêà ðàçðåøèòü ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå ñ îïðåäåëÿåìîé äâóìåñòíîé îïåðà-
öèåé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀afg(Dom(a) = Dom(g) & Dom(f) = Dom(g) & Val(a) ⊆ R & Val(f) ⊆ R &
Val(g) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & f−ôóíêöèÿ & g−ôóíêöèÿ→ a = f+g ↔ f = a−g)

èç òåîðåìû
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∀fg(f −ôóíêöèÿ & g −ôóíêöèÿ & Dom(f) = Dom(g) & Val(f) ⊆ R &
Val(g) ⊆ R→ f + g = λx(f(x) + g(x), x ∈ Dom(f)))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "f + g". Èìååòñÿ â âèäó îïåðàöèÿ "ïëþñôóíê"
ñëîæåíèÿ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ10 - âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåé
÷àñòè, ïåðåìåííîé õ11 - íåïóñòîé ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî
êîðíåâûõ îïåðàíäîâ îïðåäåëÿåìîãî âûðàæåíèÿ ðàâíî 2 è ýòè îïåðàíäû ñóòü
ïåðåìåííûå õ12, õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - f , õ13 - g. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñâÿ-
çûâàþùàÿ ïðèñòàâêà òåîðåìû âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê õ12, õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
â ñïèñêå âûâîäà íåò äðóãîé òåîðåìû ñ õàðàêòåðèñòèêîé "îïðåäåëåíèå(. . .)".

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ14, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Ïå-
ðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïîäòåðìà õ10 ýòîé ïåðåìåííîé. Â íàøåì
ïðèìåðå îíî èìååò âèä λx(f(x) + g(x), x ∈ Dom(f)) = a. Ïîî÷åðåäíî è íåçàâè-
ñèìî äðóã îò äðóãà ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ ïåðåìåí-
íîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ õ12. Âî âòîðîì - ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå âûâîäà íåò
óêàçàíèÿ íà êîììóòàòèâíîñòü îïðåäåëÿåìîé äâóìåñòíîé îïåðàöèè, è ïåðåìåí-
íîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - f . Ñïèñîê õ11 ðàçáèâàåòñÿ
íà ïîäñïèñîê õ17 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ16, è ïîäñïèñîê õ18
îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ
ê õ17 ðàâåíñòâà õ15. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ18 è óñëîâèÿìè
õ19. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "ñìòåîð",
"íåèçâåñòíûå õ16". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ21. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò âèä:

Val(a) ⊆ R & Dom(g) = Dom(a) & a−ôóíêöèÿ & f = λx(−g(x) + a(x),
x ∈ Dom(a))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ21 îòëè÷íî îò ñèìâîëà "îòêàç", è ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ21. Â ýòîì íàáîðå íàõîäèò-
ñÿ ðàâåíñòâî õ23 äëÿ íåèçâåñòíîé õ16. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ22. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíè íå ñîäåðæàò ïåðå-
ìåííîé õ16. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ11 è õ24,
ïåðåìåííîé õ26 - ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâà îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåî-
ðåìû ïåðåìåííîé õ14 ðàâåíñòâó õ23. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ25 è êîíñåêâåíòîì õ26. Ðåçóëüòàò îáðàáîòêè åå îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ27. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀afg(Dom(a) = Dom(g) & Dom(f) = Dom(g) & Val(a) ⊆ R & Val(f) ⊆ R &
Val(g) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & f −ôóíêöèÿ & g −ôóíêöèÿ→ a = f + g ↔
f = λx(−g(x) + a(x), x ∈ Dom(g)))

Åñëè â îäíîé èç ÷àñòåé ýêâèâàëåíòíîñòè - êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ27 - âñòðå÷à-
åòñÿ îïèñàòåëü, òî ýòà ÷àñòü óïðîùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî àíòåöåäåíòîâ ïðè ïîìî-
ùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé ÷åëè "óïðîñòèòü", "êëàññ". Ïðè ýòîì
âñå áëîêèðîâêè ñíèìàþòñÿ. Â íàøåì ïðèìåðå ïðàâàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè
ïðåîáðàçóåòñÿ â ðàâåíñòâî f = a − g, èñïîëüçóþùåå îïåðàöèè "ìèíóñôóíê" è
"ïëþñôóíê". Äàëåå ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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18. Ïîïûòêà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè îïðåäåëåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(âåðîÿòíîñòü(A, C) = 0) & A− set & B − set & A ∈ ñîáûòèÿ(C) &
B ∈ ñîáûòèÿ(C) & âåðïðîñòðàíñòâî(C)→ âåðîÿòíîñòü(A ∩B, C) =
âåðîÿòíîñòü(A, C)óñëâåðîÿòí(B, A, C))

èç òåîðåìû

∀ABC(A− set & B − set & ¬(âåðîÿòíîñòü(A, C) = 0) & B ∈ ñîáûòèÿ(C) &
A ∈ ñîáûòèÿ(C) & âåðïðîñòðàíñòâî(C)→ óñëâåðîÿòí(B, A, C) =
âåðîÿòíîñòü(A ∩B, C)/âåðîÿòíîñòü(A, C))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "óñëâåðîÿòí(B, A, C)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû - ðàâåíñòâî, ïðè÷åì èìååòñÿ êîììåíòàðèé
"÷èñëîâîéàòîì". Òîãäà èñõîäíàÿ òåîðåìà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðì-
òåîðåìà" ñ îïöèåé "÷èñëîâîéàòîì", è ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâî-
äà.

19. Ñëåäñòâèÿ èç îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó.

(a) Óñìîòðåíèå íåïóñòîòû ìíîæåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(b− set & c− set & a ∈ b & a ∈ c→ ¬(b ∩ c = ∅))

èç òåîðåìû

∀abc(b− set & c− set→ a ∈ b ∩ c↔ a ∈ b & a ∈ c)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "a ∈ b ∩ c".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè,
ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ8 - óñëîâèå
ïðèíàäëåæíîñòè ïåðåìåííîé õ13 âûðàæåíèþ õ14, íå ñîäåðæàùåìó ýòîé
ïåðåìåííîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - a, õ14 - b ∩ c. Ïåðåìåííîé õ15 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäòåðìà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âñå îíè ýëåìåíòàðíû. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè
îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îáúåäèíåíèÿ ñïèñêîé õ12 è õ15 îòíîñè-
òåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ8. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ õ18 ñ àíòåöåäåíòàìè
õ17, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò óòâåðæäåíèå "íå(ðàâíî(õ14 ïóñòî))".
Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(b) Âûâîä ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ óñëîâèÿ íåïóñòîòû ìíîæåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀af (f −ôóíêöèÿ→ ¬(ñëîé(f, a) = ∅)↔ ∃x(x ∈ Dom(f) & a = f(x)))

èç òåîðåìû

∀afx(f −ôóíêöèÿ→ x ∈ ñëîé(f, a)↔ x ∈ Dom(f) & a = f(x))
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Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "x ∈ ñëîé(f, a)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè,
ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ8 - óñëîâèå
ïðèíàäëåæíîñòè ïåðåìåííîé õ13 âûðàæåíèþ õ14, íå ñîäåðæàùåìó ýòîé
ïåðåìåííîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - ïåðåìåííàÿ x, õ14 - ñëîé(f, a). Ïå-
ðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäòåðìà õ11.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè ýëåìåíòàðíû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè óòâåðæäå-
íèé õ15 âñòðå÷àåòñÿ ðàâåíñòâî, ó êîòîðîãî â îäíîé èç ÷àñòåé ðàñïîëîæåíà
ïåðåìåííàÿ, íå èìåþùàÿ äðóãèõ âõîæäåíèé â ïîäòåðì õ11. Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ñóùåñòâóåò(õ13 è(õ15))". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ12, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü
óòâåðæäåíèÿ "íå(ðàâíî(õ14 ïóñòî))" óòâåðæäåíèþ õ16. Îíà ðåãèñòðèðóåò-
ñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(c) Âûâîä óñëîâèÿ, êîãäà îïðåäåëÿåìîå ïîäìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀af (a− set & Val(f) ⊆ a & f −ôóíêöèÿ→ Dom(f) = ïðîîáðàç(f, a))

èç òåîðåìû

∀afx(f−ôóíêöèÿ & a−set→ x ∈ ïðîîáðàç(f, a)↔ x ∈ Dom(f) & f(x) ∈ a)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "x ∈ ïðîîáðàç(f, a)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè,
ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ8 - óñëîâèå
ïðèíàäëåæíîñòè ïåðåìåííîé õ13 âûðàæåíèþ õ14, íå ñîäåðæàùåìó ýòîé
ïåðåìåííîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - ïåðåìåííàÿ x, õ14 - ñëîé(f, a). Ïåðå-
ìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäòåðìà õ11.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè ýëåìåíòàðíû è ÷òî èõ êîëè÷åñòâî áîëüøå 1.
Ñðåäè óòâåðæäåíèé õ15 óñìàòðèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü õ16 ïåðåìåííîé
õ13 íåêîòîðîìó íå ñîäåðæàùåìó õ13 âûðàæåíèþ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå
- "x ∈ Dom(f)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "äëÿëþáî-
ãî(õ13 åñëè õ16 òî Q)", ãäå Q - êîíúþíêöèÿ îòëè÷íûõ îò õ16 óòâåðæäåíèé
ñïèñêà õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 èìååò âèä "∀x(x ∈ Dom(f)→ f(x) ∈ a)".
Óòâåðæäåíèå õ18 óïðîùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ12 âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëè "óïðîñòèòü", "ñâåðòêà". Îòâåò
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ20. Â íàøåì ñëó÷àå îí èìååò âèä "Val(f) ⊆ a".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ20 íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Ñîçäà-
åòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ê ñïèñêó
õ12 óòâåðæäåíèÿ õ20, à êîíñåêâåí - ðàâåíñòâî õ14 è õ17. Îíà îáðàáàòûâà-
åòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(d) Âûâîä óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(a− set & b− set & c− set & d− set→ a× b ⊆ c× d↔ a ⊆ c &
b ⊆ d ∨ a = ∅ ∨ b = ∅)
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èç òåîðåìû

∀abf (a−set& b−set→ f ∈ a×b↔ l(f) = 2 & f(1) ∈ a & f(2) ∈ b & f−ñëîâî)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "f ∈ a× b".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè,
ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ8 - óñëîâèå
ïðèíàäëåæíîñòè ïåðåìåííîé õ13 âûðàæåíèþ õ14, íå ñîäåðæàùåìó ýòîé
ïåðåìåííîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - ïåðåìåííàÿ f , õ14 - a× b. Ïåðåìåííîé
õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäòåðìà õ11. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî òåðì õ8 ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ16 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ14. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó è èìåþùèé òàêóþ
æå äëèíó, êàê ñïèñîê õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - a, b; õ17 - c, d. Ïåðåìåííîé
õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå íàáîðà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû ñ ðåçóëüòà-
òàìè çàìåíû â ýòèõ àíòåöåäåíòàõ ïåðåìåííûõ õ16 íà õ17. Ïåðåìåííîé õ19
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé æå çàìåíû ïåðåìåííûõ â ïîäòåðìå õ11.
Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ "äëÿëþáîãî(õ13 åñëè õ15 òî
õ19)". Â íàøåì ïðèìåðå îíà èìååò âèä:

∀f (l(f) = 2 & f(1) ∈ a & f(2) ∈ b & f − ñëîâî→ l(f) = 2 & f(1) ∈ c &
f(2) ∈ d & f − ñëîâî)

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ18, ñî-
äåðæàùèõ ïàðàìåòðû ñïèñêà õ16, ïåðåìåííîé õ22 - îñòàòîê íàáîðà õ18.
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ21 óòâåð-
æäåíèÿ õ20. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ22 è óñëîâèÿìè
õ23. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèç-
âåñòíûå õ16". Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ25. Â íàøåì ïðè-
ìåðå îí èìååò âèä:

a = ∅ & b− set ∨ b = ∅ & a− set ∨ a− set & b− set & a ⊆ c & b ⊆ d

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç" è èìååò ìåíåå 60 ñèì-
âîëîâ. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííûõ õ16
íà õ17 â òåðìå õ14, ïåðåìåííîé õ27 - òåðì "ñîäåðæèòñÿ(õ14 õ26)". Ñî-
çäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ18, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò
ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ27 è õ25. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(e) Âûâîä óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(a − set & b − set & c − set & d − set → íåïåðåñåê(a × b, c × d) ↔
íåïåðåñåê(a, c) ∨ íåïåðåñåê(b, d))

èç òåîðåìû

∀abf (a−set& b−set→ f ∈ a×b↔ l(f) = 2 & f(1) ∈ a & f(2) ∈ b & f−ñëîâî)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "f ∈ a× b".
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Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäóäóùåãî
ïðèåìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè,
ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ8 - óñëîâèå
ïðèíàäëåæíîñòè ïåðåìåííîé õ13 âûðàæåíèþ õ14, íå ñîäåðæàùåìó ýòîé
ïåðåìåííîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - ïåðåìåííàÿ f , õ14 - a× b. Ïåðåìåííîé
õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäòåðìà õ11. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî òåðì õ8 ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ16 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ14. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó è èìåþùèé òàêóþ
æå äëèíó, êàê ñïèñîê õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - a, b; õ17 - c, d. Ïåðåìåííîé
õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå íàáîðà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû ñ ðåçóëüòà-
òàìè çàìåíû â ýòèõ àíòåöåäåíòàõ ïåðåìåííûõ õ16 íà õ17. Ïåðåìåííîé õ19
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé æå çàìåíû ïåðåìåííûõ â ïîäòåðìå õ11.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ íåáîëüøèå îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ "äëÿëþáîãî(õ13 åñëè õ15 òî íå(õ19))". Â íàøåì ïðèìåðå îíà
èìååò âèä:

∀f (l(f) = 2 & f(1) ∈ a & f(2) ∈ b & f − ñëîâî→ ¬(l(f) = 2 & f(1) ∈ c &
f(2) ∈ d & f − ñëîâî))

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ18, ñî-
äåðæàùèõ ïàðàìåòðû ñïèñêà õ16, ïåðåìåííîé õ22 - îñòàòîê íàáîðà õ18.
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ21 óòâåð-
æäåíèÿ õ20. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ22 è óñëîâèÿìè
õ23. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèç-
âåñòíûå õ16". Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ25. Â íàøåì ïðè-
ìåðå îí èìååò âèä:

a− set & b− set & íåïåðåñåê(a, c) ∨ a− set & b− set & íåïåðåñåê(b, d)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç" è èìååò ìåíåå 60 ñèì-
âîëîâ. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííûõ õ16
íà õ17 â òåðìå õ14, ïåðåìåííîé õ27 - òåðì "íåïåðåñåê(õ14 õ26)". Ñîçäà-
åòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ18, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýê-
âèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ27 è õ25. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(f) Âûâîä óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(a− set & b− set & c− set & d− set→ a× b = c× d↔
(a = ∅ ∨ b = ∅) & (c = ∅ ∨ d = ∅) ∨ a = c & b = d)

èç òåîðåìû

∀abf (a−set& b−set→ f ∈ a×b↔ l(f) = 2 & f(1) ∈ a & f(2) ∈ b & f−ñëîâî)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "f ∈ a× b".
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Ïðîãðàììà ïðèåìà ïî÷òè äîñëîâíî âîñïðîèçâîäèò ïðîãðàììû äâóõ ïðåäû-
äóùèõ ïðèåìîâ. Ó èìïëèêàöèè õ20 â êîíñåêâåíòå âîçíèêàåò ýêâèâàëåíò-
íîñòü ïîäòåðìà õ11 è òåðìà õ19, òåðì õ27 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî
òåðìîâ õ14 è õ26. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà îïèñàíèå ââîäèòñÿ îãðàíè÷èòåëü
òðóäîåìêîñòè.

20. Óñìîòðåíèå íåîòîæäåñòâëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿåìîãî óòâåðæäåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(A = D) & ¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB)) & áèññåêòðèñà(BACD)
& A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà→ ¬(B = D))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(A = B) &
¬(A = D) & ¬(A = C)→ áèññåêòðèñà(BACD)↔ ∠(CAD) = ∠(DAB) &
ðàçíûåñòîðîíû(B, C, ïðÿìàÿ(AD)) & ∠(CAD) ≤ π/2)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "áèññåêòðèñà(BACD)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïðåäåëÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îïðåäåëÿ-
þùåãî. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îí íåïóñò, à óòâåðæäåíèå õ8 îòëè÷íî îò ðàâåíñòâà è áåñïîâòîðíî. Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî äëèíà
ðàâíà 3 ëèáî 4. Â ñïèñêå õ14 âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå
- B. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, ðàñïîëîæåííàÿ â ñïèñêå õ14
ïðàâåå ïåðåìåííîé õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - D. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ
îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ïåðåìåííûõ õ16 è õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èç îáúåäèíåíèÿ
ñïèñêîâ õ12 è õ13 íå óñìàòðèâàåòñÿ èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ õ19. Ïåðåìåííîé
õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê îáúåäèíåíèþ ñïèñêîâ õ12 è õ13 îá-
ðàáîòàííîãî îïåðàòîðîì "ñòàíä" ðàâåíñòâà ïåðåìåííûõ õ16 è õ18.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ
õ21. Çàäà÷à èìååò öåëè "èçâåñòíî", "òåîðåìà", "íåèçâåñòíûå X", ãäå X - âñå
ïàðàìåòðû ïîñûëîê. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëå ýòîãî â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è íå
îêàçàëàñü êîíñòàíòà "ëîæü". Â ñïèñêå ïîñûëîê íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ24, íå
èìåþùåå çàãîëîâêà "àêòèâ", íå ñîäåðæàùååñÿ â ñïèñêàõ õ12, õ13 è îòëè÷íîå
îò ðàâåíñòâà ïåðåìåííûõ õ16, õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - "C ∈ ïðÿìàÿ(AB)". Ïî
êîììåíòàðèþ "âûâîäèìî" ê ïîñûëêå õ24 ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè åå ïîëó÷åíèè
áûëî èñïîëüçîâàíî ðàâåíñòâî ïåðåìåííûõ õ16, õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñïîìî-
ãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî íå ïîçâîëÿåò âûâåñòè õ24 èç ïîñûëîê õ12,
õ13. Çàòåì ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ13
îïðåäåëÿåìîãî óòâåðæäåíèÿ õ8 è îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ24. Ïåðåìåííîé õ28
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ27 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû"
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ19. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ28 è êîíñåêâåíòîì õ19. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìëîã" è ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.



3.63. Õàðàêòåðèñòèêà "îïðåäåëåíèå" 543

21. Âûâîä äâóõ ýêâèâàëåíòíîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ àëüòåðíàòèâíûì ïîäñëó÷àÿì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ax(¬(a = âåêòîð0) & Âåêòîð(a) & Âåêòîð(x)→ êîëëèíåàðíû(a, x)↔
∃y(x = ya & y − ÷èñëî))

èç òåîðåìû

∀ax(Âåêòîð(a) & Âåêòîð(x)→ êîëëèíåàðíû(a, x)↔ a = âåêòîð0 ∨
¬(a = âåêòîð0) & ∃y(y − ÷èñëî & x = ya))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "êîëëèíåàðíû(a, x)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå, ïåðåìåííîé õ12 - îïðåäåëÿþùåå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ12 - äèçúþíêöèÿ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð åå äèçúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàáîð õ13 äâóõýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïåðâîãî èç óòâåðæäåíèé õ13, ïåðåìåííîé
õ15 - âòîðîãî. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ýëåìåíòàðíûõ óòâåð-
æäåíèé íàáîðà õ14, îòðèöàíèå êîòîðûõ âõîäèò â íàáîð õ15. Â íàøåì ïðèìåðå
õ16 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "a = âåêòîð0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ16 íåïóñòî. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïî-
î÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ: ëèáî õ18 ðàâíî õ16, à õ19 - êîíúþíêöèè
íå âîøåäøèõ â õ16 óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ14, ëèáî õ18 - íàáîð îòðèöàíèé óòâåð-
æäåíèé ñïèñêà õ16, à õ19 - êîíúþíêöèÿ íå âîøåäøèõ â õ18 óòâåðæäåíèé ñïèñêà
õ15. Â íàøåì ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ âòîðîé ñëó÷àé, ò.å. õ18 ñîñòîèò èç óòâåð-
æäåíèÿ "¬(a = âåêòîð0)", à õ19 èìååò âèä "∃y(y−÷èñëî & x = ya)". Ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ ñïèñêîâ õ17 è õ18,
à êîíñåêâåíòîì - ýêâèâàëåíòíîñòü õ9 è õ19. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

22. Âûâîä èç êîñâåííîãî îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðàâåíñòâà îïðåäåëÿå-
ìîìó âûðàæåíèþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ac(a− set & îãðñíèçó(a) & ¬(a = ∅) & a ⊆ R→ c = inf(a)↔
íàèáîëüøèé(c, setb(íèæíÿÿãðàíü(b, a))))

èç òåîðåìû

∀a(a− set & îãðñíèçó(a) & ¬(a = ∅) & a ⊆ R→ íàèáîëüøèé(inf(a),
setb(íèæíÿÿãðàíü(b, a))))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "inf(a)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà òåîðåìû îòëè÷åí îò ñèìâîëîâ "ðàâíî",
"ýêâèâàëåíòíî", "è", "èëè", "ñóùåñòâóåò", "íå", "äëÿëþáîãî", "Ñóùåñòâóåò".
Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ9 êîðíåâîãî îïåðàíäà êîíñåêâåíòà, ðàâíîãî îïðå-
äåëÿåìîìó òåðìó. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - c. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé òå
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æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû, à êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâà ïåðåìåí-
íîé õ10 îïðåäåëÿåìîìó âûðàæåíèþ ðåçóëüòàòó çàìåíû â êîíñåêâåíòå èñõîäíîé
òåîðåìû âõîæäåíèÿ õ9 íà ïåðåìåííóþ õ10. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

23. Ïåðåíåñåíèå â àíòåöåäåíòû îòðèöàíèé äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îïðåäåëÿþùåé
÷àñòè, ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðîæäåííûì ñëó÷àÿì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(C = D) & ¬(A ∈ ïðÿìàÿ(CD)) & ¬(B ∈ ïðÿìàÿ(CD)) & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà→ îäíàñòîðîíà(A, B, ïðÿìàÿ(CD))↔
B ∈ ïëîñêîñòü(ACD) & íåïåðåñåê(ïðÿìàÿ(CD), îòðåçîê(AB)))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(C = D) →
îäíàñòîðîíà(A, B, ïðÿìàÿ(CD))↔ íåïåðåñåê(îòðåçîê(AB), ïðÿìàÿ(CD)) &
B ∈ ïëîñêîñòü(ACD) ∨ A ∈ ïðÿìàÿ(CD) ∨ B ∈ ïðÿìàÿ(CD))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "îäíàñòîðîíà(A, B, ïðÿìàÿ(CD))".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå, ïåðåìåííîé õ12 - îïðåäåëÿþùåå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ12 - äèçúþíêöèÿ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð åå äèçúþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ9, ïåðåìåííîé
õ15 - ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ13, ñîäåðæàùèõ âñå ïàðàìåòðû õ14. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ15 îäíîýëåìåíòíûé; ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëå-
ìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "íåïåðåñåê(îòðåçîê(AB), ïðÿìàÿ(CD)) &
B ∈ ïëîñêîñòü(ACD)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àí-
òåöåäåíòîâ òåîðåìû ñ îòðèöàíèÿìè îòëè÷íûõ îò õ16 ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ13. Ñî-
çäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ17, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâè-
âàëåíòíîñòü îïðåäåëÿåìîãî óòâåðæäåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ õ16. Îíà îáðàáàòûâà-
åòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

24. Ïåðåíåñåíèå îòðèöàíèé âñåõ ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îïðåäåëÿþ-
ùåé ÷àñòè â àíòåöåäåíòû è âûáîð åäèíñòâåííîãî êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà åäèí-
ñòâåííîãî îñòàâøåãîñÿ äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà â êà÷åñòâå êîíñåêâåíòà âûâîäè-
ìîé èìïëèêàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(C = D) & ¬(A ∈ ïðÿìàÿ(CD)) & ¬(B ∈ ïðÿìàÿ(CD)) & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà → îäíàñòîðîíà(A, B, ïðÿìàÿ(CD)) →
íåïåðåñåê(ïðÿìàÿ(CD), îòðåçîê(AB)))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(C = D) →
îäíàñòîðîíà(A, B, ïðÿìàÿ(CD))↔ íåïåðåñåê(îòðåçîê(AB), ïðÿìàÿ(CD)) &
B ∈ ïëîñêîñòü(ACD) ∨ A ∈ ïðÿìàÿ(CD) ∨ B ∈ ïðÿìàÿ(CD))
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Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "îäíàñòîðîíà(A, B, ïðÿìàÿ(CD))".

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, âûâîäèòñÿ íå ýêâèâàëåíòíîñòü, à èìïëèêà-
öèÿ.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåãî óòâåð-
æäåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêöèåé, è ïåðåìåí-
íîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïîäíàáîð íàáîðà õ12, îáðàçîâàííûé âñåìè ýëåìåíòàðíûìè óòâåðæäå-
íèÿìè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ïîäíàáîð íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
îñòàòîê íàáîðà õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îäíîýëåìåíòíûé, ïðè÷åì ïåðåìåííîé
õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ äàííûé ýëåìåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâîê - ñèìâîë
"è". Â íàøåì ïðèìåðå õ15 èìååò âèä "íåïåðåñåê(îòðåçîê(AB), ïðÿìàÿ(CD)) &
B ∈ ïëîñêîñòü(ACD)". Ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ òåðìà õ15 âûáèðàåòñÿ
óòâåðæäåíèå õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "íåïåðåñåê(îòðåçîê(AB), ïðÿìàÿ(CD))".
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, íà-
áîðà îòðèöàíèé óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ13, à òàêæå óòâåðæäåíèÿ õ8. Ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ17 è êîíñåêâåíòîì õ16. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

25. Çàìåíà óñëîâèÿ ðàâåíñòâà òî÷åê íà êîíúþíêöèþ ðàâåíñòâ êîîðäèíàò.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀DKabcde(ñèñòêîîðä(K) & êîîðä(D, K) = (b, c) & êîîðä(a, K) = (d, e)→
D = a↔ b = d & c = e)

èç òåîðåìû

∀ABCDK(ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
òî÷êàëó÷à(A, B, D)→ êîîðä(D, K) = (l(AD)/l(AB), 0))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "êîîðä(D, K)". Â äåéñòâèòåëüíîñòè äàííûé òåðì
îïðåäåëÿåòñÿ íå îäíîé òåîðåìîé, à ãðóïïîé òåîðåì, äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè D îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïðÿìûõ. Òàê êàê
îïèñûâàåìîìó ïðèåìó äîñòàòî÷íî ëèøü ïîíèìàòü, ÷òî ñèìâîë "êîîðä" îáîçíà-
÷àåò êîîðäèíàòó, ïðè÷åì ïî óìîë÷àíèþ îáúåêò äîëæåí îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿòü-
ñÿ ñâîèìè êîîðäèíàòàìè, òî âûáîð êîíêðåòíîé òåîðåìû èç ãðóïïû íå âàæåí.
Ëþáàÿ èç òàêèõ òåîðåì ëèøü çàïóñêàåò ðàáîòó ïðèåìà. Â íàøåì ïðèìåðå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà ëåæèò íà îñè àáñöèññ âïðàâî îò
íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ11 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé
õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê îïðåäåëÿåìîãî âûðàæåíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå- "êî-
îðä". Ñïðàâî÷íèê "êîîðäèíàòû" óñòàíàâëèâàåò, ÷òî âûðàæåíèÿ ñ çàãîëîâêîì
õ12 îáîçíà÷àþò êîîðäèíàòíûå íàáîðû. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
êîðíåâûõ îïåðàíäîâ âûðàæåíèÿ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - D, K. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòè îïåðàíäû - ïåðåìåííûå. Ïåðâàÿ èç íèõ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ15,
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âòîðàÿ - ïåðåìåííîé õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäòåðì õ10 èìååò çàãîëîâîê "íà-
áîð". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ýòîãî ïîäòåð-
ìà. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, íå èìåþùèõ ïåðåìåí-
íûõ, îòëè÷íûõ îò õ15 è õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííîå óòâåðæäåíèå
"ñèñòêîîðä(K)". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ18, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðå-
ìó. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ
ïåðåìåííîé õ18 ê ñïèñêó ïåðåìåííûõ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â õ19, ïðè÷åì äëèíà ýòîãî ñïèñêà ðàâíà
äëèíå ñïèñêà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå b, c. Ïåðåìåííûå õ20 äîáàâ-
ëÿþòñÿ ê ñïèñêó õ19. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå
âõîäÿùèõ â õ19, ïðè÷åì äëèíà åãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå
- ïåðåìåííûå d, e. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó
õ17 ðåçóëüòàòîâ çàìåíû â óòâåðæäåíèÿõ ýòîãî ñïèñêà ïåðåìåííîé õ15 íà õ18. Â
íàøåì ïðèìåðå õ22 ñîâïàäàåò ñ õ17. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî
îïðåäåëÿåìîãî âûðàæåíèÿ âûðàæåíèþ "íàáîð(õ20)", ïåðåìåííîé õ24 - ðåçóëü-
òàò ïîäñòàíîâêè â õ23 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ15, õ20 òåðìîâ õ18, õ21. Â íàøåì
ïðèìåðå õ23 èìååò âèä "êîîðä(D, K) = (b, c)", õ24 - âèä "êîîðä(a, K) = (d, e)".
Óòâåðæäåíèÿ õ23, õ24 äîáàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó õ22. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâà ïåðåìåííûõ õ15, õ18 êîíúþíêöèè ðàâåíñòâ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ ñïèñêîâ õ20 è õ21. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ
ñ àíòåöåäåíòàìè õ22 è êîíñåêâåíòîì õ25, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âû-
âîäà.

26. Èçâëå÷åíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äëÿ çíà÷åíèé íåèçâåñòíîé èç íåÿâíîãî
îïðåäåëåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abd(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & 0 < a & ¬(a − 1 = 0) & 0 < b → d(loga b) ↔
∃c(d(c) & b = ac))

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & 0 < a & ¬(a− 1 = 0) & 0 < b→ aloga b = b)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "loga b".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, âíóòðè êîòîðîé âûäåëÿåòñÿ âõîæäåíèå õ11 îïðåäåëÿåìîãî
âûðàæåíèÿ. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå -
b. Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X, Y , íå âõîäÿùèå â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå -
ïåðåìåííûå c, d. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ
õ11 â ïîäòåðìå õ9 íà ïåðåìåííóþ X. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì ac. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ12 íå âõîäèò â õ14. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì
"Y (T )", ãäå T - îïðåäåëÿåìîå âûðàæåíèå. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì "d(loga b)".
Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "ñóùåñòâóåò(X è(Y (X) ðàâíî(õ12 õ14)))".
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé òàêèå æå, êàê ó èñõîäíîé òåîðå-
ìû, à êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü òåðìîâ õ15 è õ16. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà è ñíàáæàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè "íåèçâòåðìû(õ12 âòîðîéòåðì)"
è "óêàçàòåëü(ñèìâîë(Y ))".
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27. Ïîäñòàíîâêà íóëÿ ëèáî åäèíèöû â îïðåäåëÿåìóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ Re(a) = a)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ Re(a + bi) = a)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "Re(a + bi)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäå-
ëÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ10 - âõîæäåíèå åãî â êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé
õ11 - ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü êîíñåêâåíòà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîä÷èíåííîå õ10
âõîæäåíèå õ12 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà, èìåþùåãî ðîâíî äâà êîðíåâûõ îïå-
ðàíäà. Â íàøåì ïðèìåðå - ïîäòåðìà bi. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèì-
âîë ïî âõîæäåíèþ õ12. Âûáèðàåòñÿ îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ12, ïðåäñòàâëÿþùèé
ñîáîé ïåðåìåííóþ õ15. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííóþ b. Ïîî÷åðåäíî íàõîäÿò-
ñÿ ðåçóëüòàòû õ17 îáðàùåíèÿ ê ñïðàâî÷íèêàì "åäèíèöà" è "íîëü" íà ñèìâîëå
õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 - êîíñòàíòà 0. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèå õ17 îòíî-
ñèòñÿ ê òîìó îïåðàíäó âõîæäåíèÿ õ12, êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ õ15. Çàòåì ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé äîáàâëåíèåì ê àíòåöåäåíòàì ðàâåíñòâà
"ðàâíî(õ15 õ17)". Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

28. Ïîïûòêà ïîäñòàíîâêè íóëÿ â îïðåäåëÿþùóþ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀n(n− öåëîå→ 0|n↔ n = 0)

èç òåîðåìû

∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ m|n↔ ∃k(k − öåëîå & n = mk))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "m|n".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåãî. Âíóò-
ðè âõîæäåíèÿ õ11 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 äâóìåñòíîé îïåðàöèè õ13, èìåþ-
ùåé ñâîèì îïåðàíäîì ïåðåìåííóþ õ15, íå ñâÿçàííóþ âíóòðè îïðåäåëÿþùåé ÷à-
ñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî òàêèõ âõîæäåíèé íå áîëåå 3. Â íàøåì ïðèìåðå õ12
- âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ mk, õ15 - ïåðåìåííàÿ m. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ íîëü îïåðàöèè õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îòíîñèòñÿ ê ïåðåìåííîé õ15. Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé äîáàâëåíèåì ê àíòåöåäåíòàì
ðàâåíñòâà "ðàâíî(õ15 õ17)". Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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29. Ïîïûòêà ïîäñòàíîâêè íóëåé âìåñòî âñåõ ýëåìåíòîâ ó÷àñòâóþùåãî â îïðåäåëå-
íèè íàáîðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀def (d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî→ ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (0, 0, 0)))

èç òåîðåìû

∀abcdef (a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî & f −÷èñëî→
ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (d, e, f))↔ ∃uv(u− ÷èñëî & v − ÷èñëî &
¬(u2 + v2 = 0) & au + dv = 0 & bu + ev = 0 & cu + fv = 0))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (d, e, f))".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåãî. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî âõîæäåíèé äâóìåñòíûõ îïåðàöèé â îïðåäåëÿþùåå óòâåð-
æäåíèå, èìåþùèõ ñâîèì îïåðàíäîì ïåðåìåííóþ, íå ñâÿçàííóþ âíóòðè îïðåäå-
ëÿþùåé ÷àñòè, áîëüøå 3. Âíóòðè âõîæäåíèÿ õ11 ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå
õ12 ïîäòåðìà ñ çàãîëîâêîì "íàáîð", îïåðàíäû êîòîðîãî ñóòü ðàçëè÷íûå ïå-
ðåìåííûå. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ýòèõ ïåðåìåííûõ. Â íàøåì
ïðèìåðå õ12 - âõîæäåíèå òåðìà "(a, b, c)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íà÷à-
ëî ñïèñêà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Âíóòðè îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè íàõîäèòñÿ
âõîæäåíèå õ15 äâóìåñòíîé îïåðàöèè õ16, èìåþùåé ñâîèì îïåðàíäîì ïåðåìåí-
íóþ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå ïîäòåðìà au. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâà-
èâàåòñÿ íîëü îïåðàöèè õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - 0. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò íîëü
îòíîñèòñÿ ê ïåðåìåííîé õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ ïðî÷èõ ïåðåìåííûõ
ñïèñêà õ13 âíóòðè îïðåäåëÿþùåãî òåðìà èìååòñÿ âõîæäåíèå äâóìåñòíîé îïå-
ðàöèè õ16, îïåðàíäîì êîòîðîé ñëóæèò ýòà ïåðåìåííàÿ. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëè-
êàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé äîáàâëåíèåì ê àíòåöåäåíòàì ðàâåíñòâ íóëþ õ19
âñåõ ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ13. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

30. Âûâîä óòâåðæäåíèÿ î òèïå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé - íàäòèïå ÿâíî óêàçàííîãî â
îïðåäåëåíèè òèïà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abf (a− set & b− set & f ∈ a× b→ f −ôóíêöèÿ)

èç òåîðåìû

∀abf (a− set & b− set→ f ∈ a× b↔ l(f) = 2 & f(1) ∈ a & f(2) ∈ b & f − ñëîâî)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "f ∈ a× b".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà -
ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â òåîðåìó îïðåäå-
ëÿåìîãî òåðìà, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îïðåäåëÿþùåé
÷àñòè, ïåðåìåííîé õ13 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ó òåî-
ðåìû ñóùåñòâåííûõ ïîñûëîê. Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ14 ñïèñêà õ12, çàãîëîâêîì
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õ15 êîòîðîãî ñëóæèò íàçâàíèå òèïà äàííûõ. Â íàøåì ñëó÷àå õ14 èìååò âèä
"f − ñëîâî", õ15 - ñèìâîë "ñëîâî". Ñïðàâî÷íèê "ðîä" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó
õ15 ñïèñîê õ16 âñåõ íàäòèïîâ òèïà õ15. Â íàøåì ñëó÷àå õ16 ñîñòîèò èç åäèí-
ñòâåííîãî ñèìâîëà "ôóíêöèÿ". Â ñïèñêå õ16 âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ17, è ïåðå-
ìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ çàïèñü "õ17(T )", ãäå T - êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ14.
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷åíû äîáàâëåíèåì ê ñïèñêó
õ13 ïîäòåðìà õ10, à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò õ18. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

31. Óñìîòðåíèå òèïà îáúåêòà èç ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− rational→ a− ÷èñëî)

èç òåîðåìû

∀a(a− rational↔ ∃mn(m− öåëîå & n− íàòóðàëüíîå & a = m/n))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "a− rational".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêâèâàëåíòíîñòü, ïðè÷åì îïðå-
äåëÿþùàÿ ÷àñòü õ10 èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, à îïðå-
äåëÿåìàÿ ÷àñòü õ9 ÿâëÿåòñÿ îäíîìåñòíûì îòíîøåíèåì îò ïåðåìåííîé õ11. Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä
êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Â íåì âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ13 ïåðåìåííîé õ11
âûðàæåíèþ, çàãîëîâêîì êîòîðîãî ñëóæèò ëîãè÷åñêèé ñèìâîë õ16. Â íàøåì ñëó-
÷àå õ16 - ñèìâîë "äðîáü". Ñïðàâî÷íèê "òèï" îïðåäåëÿåò ïî õ16 òèï T çíà÷åíèÿ
âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ16. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò òèï - "÷èñëî". Ñîçäàåò-
ñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû è
îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå, à êîíñåêâåíò - "T (õ11)". Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

32. Óñìîòðåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ îáúåêòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â îòíîøåíèè, îïðåäåëåííîì
ñ ïîìîùüþ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∃a(a− rational)

èç òåîðåìû

∀a(a− rational↔ ∃mn(m− öåëîå & n− íàòóðàëüíîå & a = m/n))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "a− rational".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêâèâàëåíòíîñòü, îïðåäåëÿþùàÿ
÷àñòü êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ
òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ13 - îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ13, íå âõîäÿùèõ â óòâåðæäåíèÿ õ12. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ14 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
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ðåçóëüòàò îáúåäèíåíèÿ ñïèñêîâ õ11 è õ14, ïåðåìåííîé õ16 - íàáîð êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à
íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ12 è óñëîâèÿìè õ16. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ïðè-
ìåð", "íåèçâåñòíûå õ15", "ïàðàìåòðû õ15". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ19. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "n = 1". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí
îò ñèìâîëà "îòêàç". Ýòî óæå îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ,
ïðè êîòîðûõ èñòèííû óñëîâèÿ. Ïîýòîìó ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòà-
ìè õ12, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò óòâåðæäåíèå "ñóùåñòâóåò(õ14 õ13)". Îíà
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

33. Èçâëå÷åíèå èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè, èñïîëüçóþùåãî âñïîìîãàòåëüíûå ïàðà-
ìåòðû, ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ óñòðàíåíèÿ äàííîé îïåðàöèè îò âûðàæåíèé ñ íåèç-
âåñòíûìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀an(a− ÷èñëî→ [a] = n↔ n− öåëîå & n ≤ a & a < n + 1)

èç òåîðåìû

∀an(a− ÷èñëî & n− öåëîå & n ≤ a & a < n + 1→ [a] = n)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "[a]".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì è èìååò õàðàêòåðèñòèêó "îïðå-
äåëåíî". Òàêàÿ õàðàêòåðèñòèêà îçíà÷àåò, ÷òî òåîðåìà îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ
îïåðàöèþ ÷åðåç âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â àíòåöåäåíòû è íå
âõîäÿùèå â ýòó îïåðàöèþ. Äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåìîé ÷à-
ñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ âñåì ñîäåðæàùèì òîëüêî òàêèå ïåðåìåííûå àíòåöåäåí-
òàì, ñóùåñòâóþò ïîäõîäÿùèå çíà÷åíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ12 - îïðå-
äåëÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ13 - ñïèñîê åãî ïàðàìåòðîâ. Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ11, ïàðàìåòðû êîòîðûõ âêëþ-
÷àþòñÿ â ñïèñîê õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ14 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ15
ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñêà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îñòàòîê íåïóñò. Ïå-
ðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ14, êîíñåêâåíòîì
êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû êîíúþíêöèè
óòâåðæäåíèé õ15. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà è ñíàáæàåòñÿ åäèí-
ñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "íåèçâîöåíêà(âòîðîéòåðì K)", ãäå K - êîíúþíê-
öèÿ òåðìîâ "íå(èçâåñòíî(X))", ôîðìèðóåìûõ äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ X ñïèñêà
õ13. Â íàøåì ïðèìåðå ýòà õàðàêòåðèñòèêà èìååò âèä "íåèçâîöåíêà(âòîðîéòåðì
íå(èçâåñòíî(a)))".

34. Èçâëå÷åíèå èç êîñâåííîãî îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè ÷åðåç ñîâîêóïíîñòü óñëîâèé
íà åå çíà÷åíèå ïðîñòåéøèõ ñëåäñòâèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ [a]− öåëîå)

èç òåîðåìû
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∀an(a− ÷èñëî & n− öåëîå & n ≤ a & a < n + 1→ [a] = n)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "[a]".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì è èìååò õàðàêòåðèñòèêó "îïðå-
äåëåíî". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ12 -
îïðåäåëÿåìîå âûðàæåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïðåäåëÿþùèé òåðì ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïåðåìåííóþ õ13. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, íå
ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ13, ïåðåìåííîé õ15 - ñïèñîê îñòàëüíûõ àíòåöåäåí-
òîâ. Â ñïèñêå õ15 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "n−öåëîå".
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â òåðì õ16 âûðàæåíèÿ
õ12 âìåñòî ïåðåìåííîé õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "[a]−öåëîå". Ñîçäàåòñÿ èìïëè-
êàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ14 è êîíñåêâåíòîì õ17. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

35. Âûâîä óñëîâèÿ ðàâåíñòâà çíà÷åíèé îïåðàöèè, îïðåäåëÿåìîé ÷åðåç ïàðàìåòðè-
÷åñêîå îïèñàíèå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bmn(n − íàòóðàëüíîå & b − öåëîå & m − öåëîå → b(mod n) = m(mod n) ↔
∃a(b = m + an & a− öåëîå))

èç òåîðåìû

∀mnk(m− öåëîå & n− íàòóðàëüíîå→ m(mod n) = k ↔ k ∈ {0, . . . , n− 1} &
∃p(p− öåëîå & m = k + np))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "m(mod n) = k".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ10 - åãî âõî-
æäåíèå â òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé
õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ13 - îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 - ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ16 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ17.
Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - k, õ17 - "m(mod n)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âõîæäåíèå ïå-
ðåìåííîé õ16 â òåðì õ8 åäèíñòâåííîå. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ òåðìà õ13. Ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ20 ñ
çàãîëîâêîì "ñóùåñòâóåò". Â íàøåì ïðèìåðå - "∃p(p − öåëîå & m = k + np)".
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà óòâåðæäåíèÿ õ20, ïå-
ðåìåííîé õ22 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñó-
ùåñòâîâàíèÿ. Ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ23, â îäíîé èç ÷àñòåé êîòîðîãî
ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ26, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ13 è
â òåðì õ8. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 èìååò âèä "m = k + np", õ26 - ïåðåìåííàÿ m.

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ
òåîðåìó è èìåþùèé òàêóþ æå äëèíó, êàê ñïèñîê õ21. Â íàøåì ïðèìåðå õ21
ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé p, õ27 - èç ïåðåìåííîé a. Âûáèðàåòñÿ ïå-
ðåìåííàÿ õ28, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó î â ñïèñîê õ27. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðå-
ìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ12, ñïèñêà õ19 ñ
îòáðîøåííûì óòâåðæäåíèåì õ20, à òàêæå ñïèñêà õ22. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèÿ õ22 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ26, õ21
ïåðåìåííûõ õ28, õ27. Â íàøåì ïðèìåðå õ30 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "a−öåëîå",
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"b = k + na". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ29 è óñëîâèÿìè õ30.
Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ28", "èçâåñò-
íî A", ãäå A - îòëè÷íûå îò õ16 ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé õ29, à òàêæå ïåðåìåí-
íûå õ27. Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ32. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"b = m+an−np & a−öåëîå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ32 îòëè÷íî îò "îòêàç", è ïåðå-
ìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ32. Ïå-
ðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ29 è õ33. Ïðè ïîìîùè çàäà-
÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ30 ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ34. Çàòåì ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäå-
íèå "ñóùåñòâóåò(õ27 õ32)". Â íàøåì ïðèìåðå - "∃a(b = m+an−np & a−öåëîå)".
Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ12 è ñïèñêà õ22, â êîòîðîì
îòáðîøåí ýëåìåíò õ23. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ37 è
óñëîâèåì õ36. Öåëè çàäà÷è - "óïðîñòèòü", "íîðìòåîðåìà". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ39. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "∃a(b = m + an & a− öåëîå)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè ïàðàìåòðîâ òåðìà õ39 íåò ïåðåìåííûõ õ21. Ïåðåìåííîé
õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â òåðì õ17 ïåðåìåííîé õ28 âìåñòî
õ26, ïåðåìåííîé õ41 - ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ40, õ17 óòâåð-
æäåíèþ õ39. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ñîäåðæàùèõ ïåðåìåí-
íóþ õ26 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ12, ïåðåìåííîé õ44 - îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ12 ñ
ðåçóëüòàòàìè çàìåíû â óòâåðæäåíèÿõ õ42 ïåðåìåííîé õ26 íà õ28. Çàòåì ñîçäà-
åòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ44 è êîíñåêâåíòîì õ41. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

36. Âûâîä ðàâåíñòâà ÷èñëîâûõ àòîìîâ, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûõ ïðî÷èìè ïàðà-
ìåòðàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀KTab(íåïîäâ(b, T ) & íåïîäâ(K, T ) & ìòî÷êà(a) & ×èñëîòð(T ) & ìòåëî(b) &
ìòåëî(K)→ äëèíà(Ñêîðîñòü(a, K, T )) = äëèíà(Ñêîðîñòü(a, b, T )))

èç òåîðåìû

∀KTast(s− ÷èñëî & t− ÷èñëî & ìòî÷êà(a) & ×èñëîòð(T ) & ìòåëî(K) &
T = [t, s] & íåïîäâ(K, T )→ l(Ìåñòî(a, t)Ìåñòî(a, s)) =
äëèíà(Ñêîðîñòü(a, K, T ))äëèíà(T ))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "Ñêîðîñòü(a, K, T )".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîæäåñòâî è èìååò õàðàêòåðèñòèêó "÷èñëîâîéàòîì". Ïåðå-
ìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ11 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîäÿùèé â êîíñåêâåíò ÷èñëîâîé àòîì õ12. Â íàøåì ïðèìåðå
- "äëèíà(Ñêîðîñòü(a, K, T ))". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â ýòîò
àòîì îïðåäåëÿåìîãî âûðàæåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê ïàðàìåòðîâ îïðåäå-
ëÿåìîãî âûðàæåíèÿ, èìåþùèõ â êîíñåêâåíòå åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå, îäíî-
ýëåìåíòíûé. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé K. Ïåðåìåííîé õ15
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ÷èñëîâîãî àòîìà õ12 â êîíñåêâåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êàæäûé íàäòåðì âõîæäåíèÿ õ15 - ëèáî èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì îäèí èç ñèì-
âîëîâ "ìèíóñ", "ïëþñ", "ðàâíî", ëèáî èìååò çàãîëîâîê "óìíîæåíèå", ïðè÷åì
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óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè ñîäåðæàùåì âõîæäåíèå õ15 ÷ëåíå íåíó-
ëåâîé.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ16, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííàÿ b. Ñïèñîê õ11 ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ17 óòâåðæäåíèé,
ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ14, è ïîäñïèñîê õ18 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ïå-
ðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ16
âìåñòî õ14 â óòâåðæäåíèÿ õ17. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé
æå ïîäñòàíîâêè â õ12. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷åíû
îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ11 è õ19, à êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ12 è õ20.
Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

37. Âûâîä òðàíçèòèâíîãî îòíîøåíèÿ ïóòåì âàðüèðîâàíèÿ óíèêàëüíîãî ïàðàìåòðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀KTab(íåïîäâ(b, T ) & íåïîäâ(K, T ) & ìòî÷êà(a) & ×èñëîòð(T ) & ìòåëî(b) &
ìòåëî(K)→ îäíîíàïðàâëåíû(Ñêîðîñòü(a, b, T ),Ñêîðîñòü(a, K, T )))

èç òåîðåìû

∀KTast(s− ÷èñëî & t− ÷èñëî & ìòî÷êà(a) & ×èñëîòð(T ) & ìòåëî(K) &
T = [t, s] & íåïîäâ(K, T )→ îäíîíàïðàâëåíû(Ñêîðîñòü(a, K, T ),
âåêòîð(Ìåñòî(a, t)Ìåñòî(a, s))))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(Âåêòîð(a) & Âåêòîð(b) & Âåêòîð(c) & îäíîíàïðàâëåíû(a, b) &
îäíîíàïðàâëåíû(b, c)→ îäíîíàïðàâëåíû(a, c))

Çäåñü èñõîäíàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "Ñêîðîñòü(a, K, T )".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ9 - âõîæäåíèå
êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé õ10 - ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ9. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò
ñèìâîë îòëè÷åí îò ðàâåíñòâà è ýêâèâàëåíòíîñòè, íî êîììóòàòèâåí. Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "òðàíçèòîïåðàíä" îïðåäåëÿåò ïî õ10 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíè-
òåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò ðîâíî äâà ñóùåñòâåííûõ àíòåöå-
äåíòà. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû,
ïåðåìåííîé õ15 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé
õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Â íàøåì ïðèìåðå - "îäíîíàïðàâëåíû(a, b)" è "îäíîíàïðàâëåíû(b, c)". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îáà óòâåðæäåíèÿ õ16 èìåþò çàãîëîâîê õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî
êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ïîäòåðìà õ9 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà
ýòèõ îïåðàíäîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - "Ñêîðîñòü(a, K, T )" è "âåêòîð(Ìåñòî(a, t)
Ìåñòî(a, s))". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ9. Ïåðåìåííîé õ19 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ18, èìåþùèõ â íåì åäèíñòâåííîå âõîæäå-
íèå. Åñëè â õ14 èìåëîñü ðàâåíñòâî, òî åãî ïàðàìåòðû èñêëþ÷àþòñÿ èç ñïèñêà
õ19. Â íàøåì ïðèìåðå ïîñëå ýòîãî õ19 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé
K. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ19, ïåðåìåííîé õ21 - ýëå-
ìåíò ñïèñêà õ17, ñîäåðæàùèé ïåðåìåííóþ õ20. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 - K, õ21 -
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"Ñêîðîñòü(a, K, T )". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ22, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåî-
ðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ñïèñîê õ14 ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ23 óòâåðæäå-
íèé, ñîäåðæàùèõ õ20, è ïîäñïèñîê õ24 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ïåðåìåííîé
õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ22 âìåñòî õ20
â óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ23. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé æå
ïîäñòàíîâêè â òåðì õ21. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "õ10(õ21 õ26)". Â
íàøåì ïðèìåðå - "îäíîíàïðàâëåíû(Ñêîðîñòü(a, b, T ),Ñêîðîñòü(a, K, T ))". Ïåðå-
ìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ14 è õ25. Ñîîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ28 è êîíñåêâåíòîì õ27. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

38. Óñìîòðåíèå ìîíîòîííîñòè îïðåäåëÿåìîãî ïðåäèêàòà îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ
ìíîæåñòâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abd(a−set & d−set & a ⊆ R & d ⊆ a & íèæíÿÿãðàíü(b, a)→ íèæíÿÿãðàíü(b, d))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & a ⊆ R→ íèæíÿÿãðàíü(b, a)↔ b− ÷èñëî & ∀c(c ∈ a→ b ≤ c))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "íèæíÿÿãðàíü(b, a)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿ-
þùàÿ ÷àñòü. Âíóòðè íåå óñìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 êâàíòîðà îáùíîñòè. Â
íàøåì ïðèìåðå - "∀c(c ∈ a → b ≤ c). Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâà-
þùàÿ ïðèñòàâêà ýòîãî êâàíòîðà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòíà, è ïåðå-
ìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò ýëåìåíò. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòÿ íàáîð
àíòåöåäåíòîâ êâàíòîðà õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îäíîýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò ýëåìåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò âèä óñëîâèÿ ïðèíàä-
ëåæíîñòè ïåðåìåííîé õ15 íåêîòîðîé ïåðåìåííîé õ18. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - c,
õ18 - a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ18 â ïîäòåðì õ13 åäèíñòâåííîå
è ÷òî ýòà ïåðåìåííàÿ âõîäèò êàê â ïàðàìåòðû òåðìà õ12, òàê è â îïðåäåëÿåìûé
òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé íàäòåðì êâàíòîðà îáùíîñòè õ13 â òåðìå õ12
ëèáî èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì îäèí èç ñèìâîëîâ "è", "èëè", "ñóùåñòâóåò", ëèáî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð îáùíîñòè, ó êîòîðîãî âõîæäåíèå õ13 ðàñïîëîæåíî
â êîíñåêâåíòå.

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Îí ðàç-
áèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ20 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ18, è ïîäñ-
ïèñîê õ21 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ22, íå âõîäÿùàÿ â
èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè õ22 âìåñòî õ18 â óòâåðæäåíèÿ íàáîðà
õ20, ïåðåìåííîé õ24 - îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ19 è õ23, ê êîòîðîìó äîáàâëåíî
óòâåðæäåíèå "ñîäåðæèòñÿ(õ22 õ18)".

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå âõîæäåíèÿ õ25 ïåðåìåííîé õ18 â òåðì õ12, íå ðàñïîëî-
æåííûå âíóòðè êâàíòîðà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå òàêèõ íåò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñóùåñòâóåò òàêîå íàäóòâåðæäåíèå õ26 âõîæäåíèÿ õ25, ÷òî åãî çàãîëîâîê õ27
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îòëè÷åí îò ñèìâîëîâ "è", "èëè", "ñóùåñòâóåò", ïðè÷åì êàæäîå íàäóòâåðæäå-
íèå âõîæäåíèÿ õ26 èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì îäèí èç ñèìâîëîâ "è", "èëè", "ñó-
ùåñòâóåò". Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåçóëüòàò õ28 çàìåíû â ïîäòåðìå õ26
ïåðåìåííîé õ18 íà õ22, à òàêæå îáúåäèíåíèå õ29 ñïèñêà õ24 ñî âñåìè íå ñî-
äåðæàùèìè õ18 óòâåðæäåíèÿìè êîíòåêñòà âõîæäåíèÿ õ26 è ñ ïîäòåðìîì õ26.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ28 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ29. Åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíî-
ãî èç óêàçàííûõ âõîæäåíèé õ25 äàííàÿ ïðîâåðêà íå îêàçûâàåòñÿ óñïåøíîé, òî
ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà îòìåíÿåòñÿ.

Ïîñëå ïðîñìîòðà âõîæäåíèé õ25 ïåðåìåííàÿ õ25 ñíîâà îêàçûâàåòñÿ íå îïðå-
äåëåííîé, è åé ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â îïðåäåëÿåìûé òåðì õ8
ïåðåìåííîé õ22 âìåñòî õ18. çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ24 è
êîíñåêâåíòîì õ25. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

39. Ïîïûòêà ðàññìîòðåòü íàáîð îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀Aax(A− set & a− íàòóðàëüíîå→ x ∈
∏a

c=1 A↔ êîðòåæ(x, a, A))

èç òåîðåìû

∀Ax(ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(A) & A−ñëîâî& ¬(A = ïóñòîåñëîâî)→ x ∈
∏l(A)

i=1 A(i)↔
x− ñëîâî & l(x) = l(A) & ∀i(i ∈ {1, . . . , l(A)} → x(i) ∈ A(i)))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "x ∈
∏l(A)

i=1 A(i)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ10 - âõîæäåíèå
åãî â òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêâèâàëåíòíîñòü.
Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Âíóòðè âõîæäåíèÿ õ10
íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ13 ñèìâîëà "çíà÷åíèå". Ïåðâûì îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ
õ13 ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - âõîæäåíèå òåðìà "A(i)",
õ14 - ïåðåìåííàÿ A. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå õ12 èìååòñÿ óòâåðæäåíèå "ñëî-
âî(õ14)". Âòîðûì îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ13 ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ15. Â íàøåì
ïðèìåðå - i. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïèñàòåëÿ "îòîáðàæå-
íèå", âíóòðè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî âõîæäåíèå õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñâÿçûâà-
þùàÿ ïðèñòàâêà ýòîãî îïèñàòåëÿ ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé õ15. Âû-
áèðàþòñÿ ïåðåìåííûå õ18 è õ19, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííûå a, b. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "îòîáðàæåíèå(õ19
è(öåëîå(õ19) ìåíüøåèëèðàâíî(1 õ19)ìåíüøåèëèðàâíî(õ19 õ18)) õ14)". Â íàøåì
ïðèìåðå - "λb(A, b − öåëîå & 1 ≤ b & b ≤ a)". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê âõîæäåíèé â èñõîäíóþ òåîðåìó òåðìà "äëèíàíàáîðà(õ14)". Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû
âñåõ ýòèõ âõîæäåíèé íà ïåðåìåííóþ õ18. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè õ22. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòà-
òîâ ïîäñòàíîâêè òåðìà õ20 âìåñòî ïåðåìåííîé õ14 â óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ23, ê
êîòîðîìó äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå "íàòóðàëüíîå(õ18)". Ïåðåìåííîé õ25 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â êîíñåêâåíò èìïëèêàöèè õ22 ïåðåìåííîé
õ20 âìåñòî õ14. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ24 è êîíñåêâåí-
òîì õ25. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.
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40. Ïîïûòêà ðàññìîòðåòü êîíñòàíòíóþ ôóíêöèþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀af (a− set→ ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(λb(f, b ∈ a))↔ a = ∅ ∨ f − set)

èç òåîðåìû

∀f (f −ôóíêöèÿ→ ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(f)↔ ∀x(x ∈ Dom(f)→ f(x)− set))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(f)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ10 - âõîæäå-
íèå åãî â òåîðåìó, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ12 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Âíóòðè âõîæäåíèÿ õ11 íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå
õ13 ñèìâîëà "çíà÷åíèå". Ïåðâûì îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ13 ñëóæèò ïåðåìåí-
íàÿ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - âõîæäåíèå òåðìà "f(x)", õ14 - ïåðåìåííàÿ
f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå õ12 èìååòñÿ óòâåðæäåíèå "ôóíêöèÿ(õ14)". Âòî-
ðûì îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ13 ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - x.
Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êâàíòîðà, êîòîðîìó ïîä÷èíåíî âõî-
æäåíèå õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà ýòîãî êâàíòîðà ñîñòîèò
èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé õ15. Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå õ18 è õ19, íå âõîäÿ-
ùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, b. Ïåðåìåííîé õ20
ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "îòîáðàæåíèå(õ19 ïðèíàäëåæèò(õ19 õ18) õ14)". Â íàøåì
ïðèìåðå - "λb(f, b ∈ a)". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâ-
êè â êîíñåêâåíò òåîðåìû òåðìà õ20 âìåñòî ïåðåìåííîé õ14. Ïåðåìåííîé õ22
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìà õ20 âìåñòî ïåðåìåííîé
õ14 â óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ12, ê êîòîðîìó äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå "ìíîæå-
ñòâî(õ18)". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ22 è
êîíñåêâåíòîì õ21. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ïîñëå ïðîâåðêè òîãî, ÷òî åå êîíñåêâåíò íå ñîäåðæèò
ñèìâîëà "âàðèàíò".

Ðàçâåðòêà ïî îïðåäåëåíèþ ñ ïðåîáðàçîâàíèåì è îáðàòíîé ñâåðòêîé

1. Óñìîòðåíèå ñîõðàíåíèÿ èñòèííîñòè îïðåäåëÿåìîãî óòâåðæäåíèÿ ïðè ïåðåõîäå
ê íàäìíîæåñòâó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(b− set & c− set & d− set & a ∈ b ∩ c & b ⊆ d→ a ∈ d ∩ c)

èç òåîðåìû

∀abc(b− set & c− set→ a ∈ b ∩ c↔ a ∈ b & a ∈ c)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "a ∈ b ∩ c".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü. Âûáèðàåòñÿ ïàðàìåòð õ13 òåðìà õ9. Â íà-
øåì ïðèìåðå - b. Ïðîâåðÿåòñÿ ÷òî îí èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì
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õ12. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòî âõîæäåíèå, ïåðåìåííîé õ15 - âõîæäå-
íèå, îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 èìååò âèä "a ∈ b".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ15 ðàñïîëîæåí îäèí èç ñèìâîëîâ "ïðèíàäëå-
æèò", "ñîäåðæèòñÿ", ïðè÷åì õ14 - âòîðîé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî êàæäûé íàäòåðì âõîæäåíèÿ õ15 ëèáî èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì îäèí èç ñèì-
âîëîâ "è", "èëè", "ñóùåñòâóåò", ëèáî ÿâëÿåòñÿ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèåé, ñî-
äåðæàùåé õ15 â ñâîåì êîíñåêâåíòå. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ16, íå âõîäÿùàÿ â
èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ16 âìåñòî õ13 â òåðì õ9. Ïåðåìåííîé
õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ16 âìåñòî õ13
â òå àíòåöåäåíòû òåîðåìû, êîòîðûå ñîäåðæàò ïåðåìåííóþ õ13. Ïåðåìåííîé õ19
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îáúåäèíå-
íèÿ àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû ñ óòâåðæäåíèÿìè õ18, à òàêæå ñ õ9 è "ñîäåðæèò-
ñÿ(õ13 õ16)". Îáðàáîòêà âåäåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ17. Ïîñëå
ýòîãî ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ19 è êîíñåêâåíòîì õ17, êîòîðàÿ
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Óñìîòðåíèå ñèììåòðèè äëÿ ïàðàìåòðà è ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & ¬(A = C) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà→
C ∈ îêðóæíîñòü(AB)↔ B ∈ îêðóæíîñòü(AC))

èç òåîðåìû

∀AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ¬(A = B)→ îêðóæíîñòü(AB) =
setC(C − òî÷êà & l(AC) = l(AB)))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "îêðóæíîñòü(AB)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäå-
ëÿåìûé òåðì. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè
â òåîðåìó, ïåðåìåííîé õ11 - îïðåäåëÿþùåé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 - âõîæäåíèå
îïèñàòåëÿ "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðå-
ìû.Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ
ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ "êëàññ", ïåðåìåííîé õ14 - íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
óòâåðæäåíèÿ ïîä ýòèì îïèñàòåëåì. Â ýòîì íàáîðå âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ15.
Â íàøåì ïðèìåðå - "l(AC) = l(AB)". Îïåðàòîð "ñèììåòðè÷íûåïàðû" îïðåäå-
ëÿåò íàáîð õ16 ëåêñèêîãðàôè÷åñêè óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ïåðåìåííûõ òåðìà õ15,
ïåðåñòàíîâêà êîòîðûõ íå èçìåíÿåò ýòîãî òåðìà (ñ òî÷íîñòüþ äî èçìåíåíèÿ ïî-
ðÿäêà îïåðàíäîâ êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèé). Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííàÿ
ïàðà (B, C). Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ17 íàáîðà õ16. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ
õ18 ïàðû õ17, âõîäÿùàÿ â ñïèñîê õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ C. Ïå-
ðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ïåðåìåííàÿ ïàðû õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà íå âõîäèò â õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 - B. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ êîíúþíêöèÿ îòëè÷íûõ îò õ15 óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå
- "C − òî÷êà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ19 íå âõîäèò â ïàðàìåòðû òåðìà õ20. Ïåðå-
ìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ19 âìåñòî õ18 â
òåðì õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - "B − òî÷êà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ21 - ñëåäñòâèå
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àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîä-
ñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ18 âìåñòî õ19 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ12, ïåðåìåííîé
õ24 - îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ12 è õ23. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ18 âìåñòî õ19 â òåðì õ9. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ24, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäå-
íèé "ïðèíàäëåæèò(õ18 õ9)" è "ïðèíàäëåæèò(õ19 õ25)". Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Èñïîëüçîâàíèå ñèììåòðèè îïåðàíäîâ òðàíçèòèâíîãî îòíîøåíèÿ â îïðåäåëåíèè
êëàññà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & A− òî÷êà & B − òî÷êà→
îêðóæíîñòü(AB) = îêðóæíîñòü(AC))

èç òåîðåìû

∀AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ¬(A = B)→ îêðóæíîñòü(AB) =
setC(C − òî÷êà & l(AC) = l(AB)))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "îêðóæíîñòü(AB)".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ðàâåíñòâî.
Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâà-
åòñÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè â òåîðåìó, ïåðåìåííîé õ11 - îïðåäåëÿþùåé.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 - âõîæäåíèå îïèñàòåëÿ "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû.Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ "êëàññ", ïåðåìåííîé õ14
- íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä ýòèì îïèñàòåëåì. Â ýòîì íà-
áîðå âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(AC) = l(AB)".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ óò-
âåðæäåíèÿ õ15 ðàâíî 2, ïîñëå ÷åãî ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ýòèõ
îïåðàíäîâ. Ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ òåðì õ17, èìåþùèé ïåðåìåííóþ ñïèñêà õ13, è
òåðì õ18, íå èìåþùèé òàêîé ïåðåìåííîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 - "l(AC)", õ18 -
"l(AB)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì òåðìà õ15 ñëóæèò ñèìâîë òðàíçèòèâíîãî
ñèììåòðè÷íîãî îòíîøåíèÿ. Íàçîäèòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ13,
óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ17 è õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ïîäñòàâëÿåò âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ13 íàáîð õ20 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ. Â íàøåì ïðèìåðå
õ13 ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé C, õ20 - èç ïåðåìåííîé B. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò îòáðàñûâàíèÿ èç ñïèñêà õ14 óòâåðæäåíèÿ õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî òåðìû ñïèñêà õ21 íå èìåþò ïåðåìåííûõ õ20. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ õ13 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ20 â òåðì õ9,
ïåðåìåííîé õ23 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ12 óòâåðæäåíèÿ "ïðèíàäëå-
æèò(õ13 õ9)". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ23, êîíñåêâåíòîì
êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ9 è õ22. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòî-
ðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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4. Ñîõðàíåíèå ñâîéñòâà ôóíêöèè ïðè íàâåøèâàíèè âíåøíåé îïåðàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀af (f −ôóíêöèÿ & Dom(f) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & Val(f) ⊆ Dom(a) &
Val(a) ⊆ R & ÷åòíàÿôóíêöèÿ(f)→ ÷åòíàÿôóíêöèÿ(λb(a(f(b)), b ∈ Dom(f))))

èç òåîðåìû

∀f (f −ôóíêöèÿ & Dom(f) ⊆ R & Val(f) ⊆ R→ ÷åòíàÿôóíêöèÿ(f)↔
∀x(x ∈ Dom(f)→ −x ∈ Dom(f) & f(−x)− f(x) = 0))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "÷åòíàÿôóíêöèÿ(f)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà
ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ñîäåðæèò êâàíòîð. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ. Â íåì íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ14 ñ çàãîëîâêîì "ôóíêöèÿ", îïå-
ðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ15, âõîäÿùàÿ â ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà
õ8. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - ïåðåìåííàÿ f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû àíòå-
öåäåíòîâ âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû îïðåäåëÿåìîãî òåðìà. Ñðåäè àíòåöåäåíòîâ
âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ16 ñ çàãîëîâêîì "ñîäåðæèòñÿ", ïåðâûé îïåðàíä êî-
òîðîãî èìååò âèä "çíà÷åíèå(õ15 õ17)". Â íàøåì ïðèìåðå õ17 - "R". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ15 âñòðå÷àåòñÿ â êàæäîì îòëè÷íîì îò õ16 àíòåöåäåíòå
òîëüêî êàê îïåðàíä ñèìâîëà "ôóíêöèÿ" ëèáî "îáëàñòü". Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå,
÷òî ïåðåìåííàÿ õ15 íå âñòðå÷àåòñÿ â òåðìå õ17. Â òåðìå õ12 ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ âõîæäåíèå õ18 ñèìâîëà "ðàâíî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëþáîå íå ðàñïîëîæåííîå
âíóòðè õ18 âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ15 â òåðì õ12 ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì ñèìâîëà
"îáëàñòü". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ÷àñòåé ðàâåíñòâà õ18. Â íàøåì
ïðèìåðå õ18 èìååò âèä "f(−x)− f(x) = 0".

Åñëè õ18 èìååò âèä ðàâåíñòâà "ðàçíîñòè" äâóõ âûðàæåíèé "íóëþ", òî õ19 ïå-
ðåïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà äàííûõ âûðàæåíèé. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 ñòàíîâèòñÿ
ñîñòîÿùèì èç âûðàæåíèé "f(−x)", "f(x)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ19 ñîñòîèò èç
âûðàæåíèé âèäà "çíà÷åíèå(õ15 . . .)", ãäå âòîðîé îïåðàíä íå ñîäåðæèò ïåðå-
ìåííîé õ15. Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X,Y , íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó.
Â íàøåì ïðèìåðå - a, b. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "îòîáðàæåíèå(Y
ïðèíàäëåæèò(Y îáëàñòü(õ15)) çíà÷åíèå(X çíà÷åíèå(õ15 Y )))". Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "λb(a(f(b)), b ∈ Dom(f))". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîä-
ñòàíîâêè òåðìà õ22 âìåñòî ïåðåìåííîé õ15 â òåðì õ8. Â íàøåì ïðèìåðå -
"÷åòíàÿôóíêöèÿ(λb(a(f(b)), b ∈ Dom(f))))". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ13 óòâåðæäåíèé "ôóíêöèÿ(X)", "ñîäåðæèòñÿ(
çíà÷åíèÿ(õ15)îáëàñòü(X))", "ñîäåðæèòñÿ(çíà÷åíèÿ(X)õ17)", õ8. Ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ24 è êîíñåêâåíòîì õ23, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

5. Óñìîòðåíèå ñèììåòðè÷íûõ ïåðåìåííûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä ïðîòîêîëà

"ñõåìàîïåðàíäà(áèññåêòðèñà íàáîð(0 2 4 íàáîð(1 1 3)))"
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èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(A = B) &
¬(A = D) & ¬(A = C)→ áèññåêòðèñà(BACD)↔ ∠(CAD) = ∠(DAB) &
ðàçíûåñòîðîíû(B, C, ïðÿìàÿ(AD)) & ∠(CAD) ≤ π/2)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "áèññåêòðèñà(BACD)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå îïðåäåëÿåìîãî òåðìà, ïåðåìåííîé õ10 - îïðåäåëÿþùåé. Ïåðåìåííîé
õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð âõîæäåíèé êîðíåâûõ îïåðàíäîâ îïðåäåëÿåìîãî òåð-
ìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå ìåíåå ÷åì òðåõýëåìåíòíûé. Ïåðåáèðàþòñÿ ïàðû
õ12, õ14 ðàçëè÷íûõ âõîæäåíèé â ñïèñîê õ11, òàêèõ, ÷òî õ14 èäåò ïîñëå õ12.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 - âõîæäåíèå íåêîòîðîé ïåðåìåííîé õ13, õ14 - ïåðåìåííîé
õ15, ïðè÷åì îáå ýòè ïåðåìåííûå èìåþò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â îïðåäåëÿå-
ìûé òåðì. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû.
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â õ16 ïåðåìåííûõ õ15 è
õ13, ñîîòâåòñòâåííî, âìåñòî õ13 è õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè
îïåðàòîðîì "ñòàíä" òåðìîâ õ16 è õ17 ñîâïàäàþò. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ïîäòåðì õ10, ïåðåìåííîé õ19 - ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â õ18 ïåðåìåííûõ
õ15 è õ13, ñîîòâåòñòâåííî, âìåñòî õ13 è õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè äîáàâëå-
íèè ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû ëþáîãî èç óòâåðæäåíèé õ18, õ19 äðóãîå èç ýòèõ
óòâåðæäåíèé óñìàòðèâàåòñÿ êàê ñëåäñòâèå.

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð, íà÷èíàþùèéñÿ ñ íóëÿ è äàëåå ïåðå÷èñ-
ëÿþùèé íîìåðà âõîæäåíèé â ñïèñîê õ11, îòëè÷íûõ îò õ12 è õ14. Íóìåðàöèÿ
âõîæäåíèé íà÷èíàåòñÿ ñ åäèíèöû. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "íà-
áîð(1 i1 i2)", ãäå i1, i2 - íîìåðà âõîæäåíèé õ12 è õ14. Íàêîíåö, ñîçäàåòñÿ òåðì
"ñõåìàîïåðàíäîâ(S íàáîð(õ20 õ21))", ãäå S - çàãîëîâîê îïðåäåëÿåìîãî óòâåð-
æäåíèÿ. Ýòîò òåðì ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà è ñíàáæàåòñÿ åäèíñòâåííîé
õàðàêòåðèñòèêîé "ïðîòîêîë".

6. Ðàçâÿçêà ïàðû ÷èñëîâûõ àòîìîâ, ñîäåðæàùèõ âñå ïåðåìåííûå îïðåäåëÿþùåé
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcfghij(¬(b = f) & ¬(c = f) & ¬(f = g) & ¬(f = h) & ¬(f = i) &
¬(f = j) & áèññåêòðèñà(ifbg) & b−òî÷êà & c−òî÷êà & f−òî÷êà & g−òî÷êà &
h− òî÷êà & i− òî÷êà & j − òî÷êà & òî÷êàëó÷à(f, b, c) & òî÷êàëó÷à(f, g, h) &
òî÷êàëó÷à(f, i, j)→ áèññåêòðèñà(jfch))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(A = B) &
¬(A = D) & ¬(A = C)→ áèññåêòðèñà(BACD)↔ ∠(CAD) = ∠(DAB) &
ðàçíûåñòîðîíû(B, C, ïðÿìàÿ(AD)) & ∠(CAD) ≤ π/2)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(A = E) & ¬(A = C) & ¬(A = B) & ¬(A = D) & òî÷êàëó÷à(A, B, C) &
òî÷êàëó÷à(A, D, E)→ ∠(BAD) = ∠(CAE))
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Èñõîäíàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "áèññåêòðèñà(BACD)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé
õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ,
ïåðåìåííîé õ13 - îïðåäåëÿþùåå óòâåðæäåíèå. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê âñåõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ òåðìà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå -
"∠(CAD)", "∠(DAB)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ14 äâóõýëåìåíòíûé è åãî ïà-
ðàìåòðû âêëþ÷àþò âñå ïåðåìåííûå òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðâûé ýëåìåíò ñïèñêà õ14, ïåðåìåííîé õ16 - âòîðîé. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàè-
âàåòñÿ îáùèé çàãîëîâîê òåðìîâ õ15 è õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 - "óãîë". Ñïðà-
âî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàâí÷èñë" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ17 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ íàïðàâëåíèå çàìåíû
äëÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, îïðåäåëÿåìîå ïî õàðàêòåðèñòèêå "âàðóãîë". Â
íàøåì ïðèìåðå - "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðå-
îáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå
â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 èìååò âèä:

∀abcde(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà & ¬(a = e)
& ¬(a = c) & ¬(a = b) & ¬(a = d) & òî÷êàëó÷à(a, b, c) & òî÷êàëó÷à(a, d, e) →
∠(bad) = ∠(cae))

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîâòîðíîãî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåí-
íûõ òåîðåìû õ18 - íà ýòîò ðàç íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó
è â òåîðåìó õ22. Ïîëó÷àåì:

∀fghij(f − òî÷êà & g− òî÷êà & h− òî÷êà & i− òî÷êà & j − òî÷êà & ¬(f = j) &
¬(f = h) & ¬(f = g) & ¬(f = i) & òî÷êàëó÷à(f, g, h) & òî÷êàëó÷à(f, i, j) →
∠(gfi) = ∠(hfj))

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â èñõîäíîé òåîðåìå
ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â òåîðåìû õ2, õ22, õ23. Ïîëó÷àåì:

∀klmn(k − òî÷êà & l − òî÷êà & m− òî÷êà & n− òî÷êà & ¬(k = l) & ¬(k = n) &
¬(k = m)→ áèññåêòðèñà(lkmn)↔ ∠(mkn) = ∠(nkl) & ðàçíûåñòîðîíû(l,m,
ïðÿìàÿ(kn)) & ∠(mkn) ≤ π/2)

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ22, ïåðåìåí-
íîé õ26 - âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ23. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ29 - ñâÿçûâàþùàÿ
ïðèñòàâêà òåîðåìû õ24. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè
â òåðì õ15 ïåðåìåííûõ õ29 âìåñòî õ28, ïåðåìåííîé õ31 - ðåçóëüòàò òàêîé æå
ïîäñòàíîâêè â òåðì õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ30 èìååò âèä "∠(mkn)", õ31 - âèä
"∠(nkl)". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â èñ-
õîäíóþ òåîðåìó è òåîðåìû õ22, õ23, õ24. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ32, óíèôèöèðóþùàÿ îäíîâðåìåííî òåðì õ15 ñ çàìåíÿåìîé ÷àñòüþ
âõîæäåíèÿ õ25, õ16 - ñ çàìåíÿåìîé ÷àñòüþ âõîæäåíèÿ õ26, õ30 - ñ çàìåíÿþ-
ùåé ÷àñòüþ âõîæäåíèÿ õ25, õ31 - ñ çàìåíÿþùåé ÷àñòüþ âõîæäåíèÿ õ26. Â íà-
øåì ïðèìåðå "∠(CAD)" óíèôèöèðóåòñÿ ñ "∠(bad)", "∠(DAB)" - ñ "∠(gfi)",
"∠(mkn)" - c "∠(cae)", "∠(nkl)" - ñ "∠(hfj)".

Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S
ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû, à òàêæå ê àíòåöåäåíòàì òåîðåì õ22, õ23, õ24.
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Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåð-
æäåíèþ õ13, ïåðåìåííîé õ36 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ S ê ïîäòåðìó òåîðåìû õ24,
ñîîòâåòñòâóþùåìó îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå
õ35 èìååò âèä "∠(bfg) = ∠(gfi) & ðàçíûåñòîðîíû(i, b, ïðÿìàÿ(fg)) & ∠(bfg) ≤
π/2)", õ36 - âèä "∠(cfh) = ∠(hfj) & ðàçíûåñòîðîíû(j, c, ïðÿìàÿ(fh)) & ∠(cfh) ≤
π/2)". Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê
êîíñåêâåíòó òåîðåìû õ22, ïåðåìåííîé õ38 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ åå ê êîíñå-
êâåíòó òåîðåìû õ23. Â íàøåì ïðèìåðå õ37 èìååò âèä "∠(bfg) = ∠(cfh)", õ38
- âèä "∠(gfi) = ∠(hfj)". Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ
õ34, íàáîðà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ35 è ïàðû óòâåðæäåíèé õ37,
õ38. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ36 - ñëåä-
ñòâèå óòâåðæäåíèé õ39.

Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê òåðìó
õ8, ïåðåìåííîé õ42 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ åå ê ïîäòåðìó òåîðåìû õ24, ñîîò-
âåòñòâóþùåìó îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ41
èìååò âèä "áèññåêòðèñà(ifbg)", õ42 - âèä "áèññåêòðèñà(jfch)". Ïåðåìåííîé õ43
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ34 óòâåðæäåíèÿ õ41. Ïðè ïîìî-
ùè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ñïèñêà õ43. Çàòåì
ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ43 è êîíñåêâåíòîì õ42. Îíà îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
Òåîðåìå ïåðåäàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà "âàðîïåð(X)", ãäå X - ñïèñîê âñåõ ïàðà-
ìåòðîâ òåðìà õ42, íå âîøåäøèõ â òåðì õ41. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç
ïåðåìåííûõ c, h, j.

7. Ðàçâÿçêà ïåðåìåííûõ â åäèíñòâåííîì ÷èñëîâîì àòîìå îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè ðà-
âåíñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcde(¬(a = b) & ¬(a = c) & ¬(a = d) & ¬(a = e) & a− òî÷êà & b− òî÷êà &
c − òî÷êà & d − òî÷êà & e − òî÷êà & òî÷êàëó÷à(a, b, c) & òî÷êàëó÷à(a, d, e) →
óãîëìåæäó(âåêòîð(ab), âåêòîð(ad)) = óãîëìåæäó(âåêòîð(ac), âåêòîð(ae)))

èç òåîðåìû

∀ABC(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(A = B) →
óãîëìåæäó(âåêòîð(AB), âåêòîð(AC)) = ∠(BAC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(A = E) & ¬(A = C) & ¬(A = B) & ¬(A = D) & òî÷êàëó÷à(A, B, C) &
òî÷êàëó÷à(A, D, E)→ ∠(BAD) = ∠(CAE))

Èñõîäíàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "óãîëìåæäó(âåêòîð(AB), âåêòîð(AC))".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöå-
äåíòîâ, ïåðåìåííîé õ13 - îïðåäåëÿþùåå âûðàæåíèå. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ âûðàæåíèÿ õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî òåðìà õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(BAC)".
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Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò òåðì ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå èñõîäíîé òåîðåìû. Ïå-
ðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ15. Â íàøåì ñëó÷àå - "óãîë".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàâí÷èñë" îïðåäåëÿåò ïî õ16 óêàçàííóþ âûøå äî-
ïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íàïðàâëåíèå çàìåíû äëÿ
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, îïðåäåëÿåìîå ïî õàðàêòåðèñòèêå "âàðóãîë(. . .)". Â
íàøåì ïðèìåðå - "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðå-
îáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå
â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀abcde(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà &
¬(a = e) & ¬(a = c) & ¬(a = b) & ¬(a = d) & òî÷êàëó÷à(a, b, c) &
òî÷êàëó÷à(a, d, e)→ ∠(bad) = ∠(cae))

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èñõîä-
íîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó è â òåîðåìó õ21.
Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀fgh(f − òî÷êà & g − òî÷êà & h− òî÷êà & ¬(f = h) & ¬(f = g)→
óãîëìåæäó(âåêòîð(fg), âåêòîð(fh)) = ∠(gfh))

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â òåîðåìó õ22, ñîîòâåòñòâóþùåå âõî-
æäåíèþ îïðåäåëÿþùåãî âûðàæåíèÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå -
âõîæäåíèå "∠(gfh)". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðå-
ìû õ22, ïåðåìåííîé õ25 - ïîäòåðì õ23. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ íåâûðîæ-
äåííûé ÷èñëîâîé àòîì òåðìà õ25. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ
÷àñòü òåîðåìû õ21, ïåðåìåííîé õ29 - çàìåíÿþùàÿ. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåì õ21, õ22. Îïðåäåëÿåòñÿ
ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ30, óíèôèöèðóþùàÿ òåðì õ15 ñ òåðìîì õ28
è îäíîâðåìåííî - òåðì õ26 ñ òåðìîì õ29. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê íàáîðàì àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé
òåîðåìû è òåîðåì õ21, õ22. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæå-
íèÿ õ8 ïîäòåðìó òåîðåìû õ22, ñîîòâåòñòâóþùåìó îïðåäåëÿåìîìó âûðàæåíèþ
èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîä-
ñòàíîâêè S ê ðàâåíñòâó õ33. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ32
è êîíñåêâåíòîì õ34. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

8. Óïðîùåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè è îáðàòíàÿ ñâåðòêà ïî îïðåäåëåíèþ äàííîãî ðàç-
äåëà - ñëó÷àé êîíúþíêòèâíîé çàìåíÿþùåé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bd(Âåêòîð(b) & Òðåõìåðí(d)→ ââåðõ(−b, d)↔ âíèç(b, d))

èç òåîðåìû

∀aK(Âåêòîð(a) & Òðåõìåðí(K)→ ââåðõ(a, K)↔ êðä(a, K, 1) = 0 &
êðä(a, K, 2) = 0 & 0 ≤ êðä(a, K, 3))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀aKi(Âåêòîð(a) & Òðåõìåðí(K) & i ∈ {1, 2, 3} → êðä(−a, K, i) = −êðä(a, K, i))
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Èñõîäíàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "ââåðõ(a, K)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà
- ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åå àíòåöåäåíòîâ, ïå-
ðåìåííîé õ13 - îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ13 íå èìååò ñâÿ-
çàííûõ ïåðåìåííûõ. Âíóòðè âõîæäåíèÿ îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè â òåîðåìó âûáè-
ðàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - ïîäòåð-
ìà "êðä(a, K, 1)". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðì õ14. Â íàøåì
ïðèìåðå - "êðä". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "êîìïîíåíòû" îïðåäåëÿåò ïî õ15
óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
ïðàâëåíèå çàìåíû äëÿ íåå, îïðåäåëÿåìîå õàðàêòåðèñòèêîé "êîìïîíåíòû(. . .)".
Â íàøåì ïðèìåðå - "âòîðîéòåðì". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëü-
òàò õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ14 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀bd(Âåêòîð(−b) & Òðåõìåðí(K) & Âåêòîð(b) & 1 ∈ {1, 2, 3} → ââåðõ(−b, d) ↔
−êðä(b, d, 1) = 0 & êðä(−b, d, 2) = 0 & 0 ≤ êðä(−b, d, 3))

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè èìïëèêàöèè õ21 îïåðàòî-
ðîì "íîðìòåîðåìà. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì:

∀bd(Âåêòîð(b) & Òðåõìåðí(K)→ ââåðõ(−b, d)↔ êðä(b, d, 1) = 0 & êðä(b, d, 2) =
0 & êðä(b, d, 3) ≤ 0)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ22 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, è ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíò-
íîñòü. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü äàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè,
ïåðåìåííîé õ25 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ22. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñà-
íèå ñ ïîñûëêàìè õ25 è åäèíñòâåííûì óñëîâèåì õ24. Åäèíñòâåííàÿ åå öåëü - "ðå-
äàêöèÿ". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îòâåòà.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò íàáîð îäíîýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ
ýòîò ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ ïðàâîé ÷àñòüþ
ýêâèâàëåíòíîñòè õ22. Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ òåîðåìà õ30, èìåþùàÿ õàðàê-
òåðèñòèêó "îïðåäåëåíèå(. . .)". Îíà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îáðàòíîé ñâåðò-
êè ïî îïðåäåëåíèþ. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ òåîðåìû õ30 íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â òåðì õ22. Â
íàøåì ïðèìåðå èìååì:

∀aK(Âåêòîð(a) & Òðåõìåðí(K)→ âíèç(a, K)↔ êðä(a, K, 1) = 0 &
êðä(a, K, 2) = 0 & êðä(a, K, 3) ≤ 0)

Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ32. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ
åå ïðàâàÿ ÷àñòü. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ34.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â íåì ñîäåðæàòñÿ âñå ïåðåìåííûå òåîðåìû õ32. Îïðåäåëÿåòñÿ
ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ35, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ34 â õ28. Â íàøåì
ïðèìåðå - òåðì "êðä(a, K, 1) = 0 & êðä(a, K, 2) = 0 & êðä(a, K, 3) ≤ 0"â òåðì
"êðä(b, d, 1) = 0 & êðä(b, d, 2) = 0 & êðä(b, d, 3) ≤ 0)". Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ëåâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè
õ33. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ëåâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíî-
ñòè õ23 è óòâåðæäåíèÿ õ38. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà
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õ25 ñ íàáîðîì ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû
õ32. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ40 è êîíñåêâåíòîì õ39. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

9. Óïðîùåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè è îáðàòíàÿ ñâåðòêà ïî îïðåäåëåíèþ äàííîãî ðàç-
äåëà - ñëó÷àé äèçúþíêòèâíîé çàìåíÿþùåé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bce(0 < b & b−÷èñëî& Âåêòîð(c) & Òðåõìåðí(e)→ âïðàâî(bc, e)↔ âïðàâî(c, e))

èç òåîðåìû

∀aK(Âåêòîð(a) & Òðåõìåðí(K)→ âïðàâî(a, K)↔ êðä(a, K, 2) = 0 &
êðä(a, K, 3) = 0 & 0 ≤ êðä(a, K, 1))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abKi(a − ÷èñëî & Âåêòîð(b) & Òðåõìåðí(K) & i ∈ {1, 2, 3} → êðä(ab, K, i) =
a · êðä(b, K, i))

Èñõîäíàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "âïðàâî(a, K)".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðå-
äåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åå àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ13 - îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ13 íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Âíóòðè âõîæäå-
íèÿ îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè â òåîðåìó âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 íåîäíîáóêâåí-
íîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - ïîäòåðìà "êðä(a, K, 3)". Ïåðåìåííîé õ15
ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðì õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "êðä". Ñïðàâî÷íèê ïî-
èñêà òåîðåì "êîìïîíåíòû" îïðåäåëÿåò ïî õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íàïðàâëåíèå çàìåíû äëÿ íåå, îïðåäå-
ëÿåìîå õàðàêòåðèñòèêîé "êîìïîíåíòû(. . .)". Â íàøåì ïðèìåðå - "âòîðîéòåðì".
Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ14 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀bce(Âåêòîð(bc) & Òðåõìåðí(e) & b − ÷èñëî & Âåêòîð(c) & 3 ∈ {1, 2, 3} →
âïðàâî(bc, e)↔ −êðä(bc, e, 2) = 0 & b · êðä(c, e, 3) = 0 & 0 ≤ êðä(bc, e, 1))

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè èìïëèêàöèè õ21 îïåðàòî-
ðîì "íîðìòåîðåìà. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì:

∀bce(b− ÷èñëî & Âåêòîð(c) & Òðåõìåðí(e)→ âïðàâî(bc, e)↔
(êðä(c, e, 2) = 0 & êðä(c, e, 3) = 0 ∨ b = 0) & 0 ≤ b · êðä(c, e, 1))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ22 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, è ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíò-
íîñòü. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü äàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè,
ïåðåìåííîé õ25 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ22. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïè-
ñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ25 è åäèíñòâåííûì óñëîâèåì õ24. Åäèíñòâåííàÿ åå öåëü -
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"ðåäàêöèÿ". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îò-
âåòà.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàáîð õ27 áîëåå ÷åì îäíîýëå-
ìåíòíûé. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "êðä(c, e, 2) = 0 &
êðä(c, e, 3) = 0 & b ≤ 0 & êðä(c, e, 1) ≤ 0", "b = 0 & êðä(c, e, 1) ≤ 0",
"êðä(c, e, 2) = 0 & êðä(c, e, 3) = 0 & 0 ≤ b & 0 ≤ êðä(c, e, 1)", "b = 0 &
0 ≤ êðä(c, e, 1)".

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð íàáîðîâ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåð-
æäåíèé ñïèñêà õ27. Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ òåîðåìà õ30, èìåþùàÿ õàðàêòå-
ðèñòèêó "îïðåäåëåíèå(. . .)". Â íàøåì ïðèìåðå îíà ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé òåîðå-
ìîé. Òåîðåìà õ30 áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îáðàòíîé ñâåðòêè ïî îïðåäåëåíèþ.
Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ñâÿçàííûõ ïåðå-
ìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â òåðì õ22. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

∀aK(Âåêòîð(a) & Òðåõìåðí(K)→ âïðàâî(a, K)↔ êðä(a, K, 2) = 0 &
êðä(a, K, 3) = 0 & 0 ≤ êðä(a, K, 1))

Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ32. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ åå ïðàâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ34. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â íåì ñîäåðæàòñÿ âñå ïåðå-
ìåííûå òåîðåìû õ32. Â ñïèñêå õ28 âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ36. Â íàøåì ïðèìå-
ðå îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "êðä(c, e, 2) = 0", "êðä(c, e, 3) = 0", "0 ≤ b",
"0 ≤ êðä(c, e, 1)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ36 íå êîðî÷å ñïèñêà õ34. Îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ35, ïåðåâîäÿùàÿ òåðìû ñïèñêà õ34
â ïîäìíîæåñòâî õ38 òåðìîâ ñïèñêà õ36. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòà-
òîê ñïèñêà õ36. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ
"0 ≤ b". Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ38. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îí íå ïåðåñåêàåòñÿ à ïàðàìåòðàìè òåðìîâ ñïèñêà õ39.

Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê õ38. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ îòëè÷íûå îò õ36
ýëåìåíòû õ42 íàáîðà õ28. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäå-
íèé íàáîðà õ42, ïàðàìåòðû êîòîðûõ âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ40. Åñëè â êàêîì-
ëèáî ñëó÷àå íàáîð õ43 îêàçûâàåòñÿ ïóñò, òî ïåðåõîä ê ðàññìîòðåíèþ äðóãîãî
õ36. Èíà÷å - ê ñïèñêó õ41 äîáàâëÿþòñÿ îòðèöàíèÿ êîíúþíêöèé óòâåðæäåíèé
ñïèñîê õ43.

Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà ñïèñêà õ28 â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì ñïèñîê õ41 âè-
äà "0 ≤ b", "¬(b ≤ 0)", "¬(b = 0)", "¬(b = 0)". Ïðè ýòîì ïåðåìåííûå, íà÷èíàÿ ñ
õ42, ñíîâà îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ25, ïàðàìåòðû êîòîðûõ âêëþ÷àþòñÿ â õ40. Â íàøåì
ïðèìåðå - óòâåðæäåíèå "b−÷èñëî". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ åäèíñòâåííîé
ïîñûëêîé "èñòèíà", óñëîâèÿìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ41 è õ42. Öåëè
çàäà÷è - "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò", "ðåäàêöèÿ". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåí-
íîé õ45. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "0 < b & b− ÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ45 - íå ñèìâîë "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îòáðàñûâà-
íèÿ èç ñïèñêà êîíúþíêòâèíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ45 ýëåìåíòîâ íàáîðà õ42.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ46 ýëåìåíòàðíû è íè îäíî èç íèõ
íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé "ëîæü". Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
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ñïèñêîâ õ25, õ46 è ñïèñêà ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåí-
òàì òåîðåìû õ32. Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîä-
ñòàíîâêè S ê ëåâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè õ33. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ47, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü ëåâîé ÷à-
ñòè ýêâèâàëåíòíîñòè õ23 è óòâåðæäåíèÿ õ48. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ðåàëèçàöèÿ îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè

1. Ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ, êîãäà ÷èñëîâîé àòîì â îïðåäåëÿþùåì òåðìå îáðàùàåòñÿ
â êîíñòàíòó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

"êîíå÷íîå(∅)"

èç òåîðåìû

∀a(a− set→ êîíå÷íîå(a)↔ card(a)− ÷èñëî)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− set→ card(a) = 0↔ a = ∅)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "êîíå÷íîå(a)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ â êîí-
ñåêâåíòå. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îíî ýëåìåíòàðíî. Â îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå
õ12 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê.
Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "card(a)", õ13 - ñèìâîë "ìîùíîñòü".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "÷èñë" îïðåäåëÿåò ïî õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîë-
íèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
â äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

∀b(b− set→ card(b) = 0↔ b = ∅)

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ18, îïðåäåëÿåìàÿ
ïî õàðàêòåðèñòèêå "îáùíîðì". Â íàøåì ïðèìåðå - "card(b) = 0". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ20 - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ òà åãî ÷àñòü, êîòîðàÿ èìååò
çàãîëîâîê õ13, ïåðåìåííîé õ24 - ñïèñîê åå ïàðàìåòðîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ23
èìååò âèä "card(b)", õ24 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé b. Ïåðåìåííîé
õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïà-
ðàìåòðû óòâåðæäåíèé õ25 âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ24. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà
S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ24, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ23 â ïîäòåðì õ12. Ïåðåìåííîé
õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â êîíñåêâåíòå èñõîäíîé òåîðåìû âõîæäå-
íèÿ õ12 íà îòëè÷íóþ îò õ23 ÷àñòü ðàâåíñòâà õ20. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì
"êîíå÷íîå(a) ↔ 0 − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì õ25, ïåðåìåííîé õ29 - ðåçóëüòàò
ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòàíîâêè ê çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû õ18. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ29 èìååò âèä "a = ∅". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà
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àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ñî ñïèñêîì õ28 è óòâåðæäåíèåì õ29. Ñîçäàåò-
ñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ30 è êîíñåêâåíòîì õ27. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà ïîäîáðàòü ïðèìåð ýëåìåíòà êëàññà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀AC(¬(A = C) & A− òî÷êà & C − òî÷êà→ C ∈ îêðóæíîñòü(AC))

èç òåîðåìû

∀AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ¬(A = B)→ îêðóæíîñòü(AB) =
setC(C − òî÷êà & l(AC) = l(AB)))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "îêðóæíîñòü(AB)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - êâàíòîðíîå òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâà-
åòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïðåäåëÿþùåå âûðàæåíèå èìååò
çàãîëîâîê "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðå-
ìû, ïåðåìåííîé õ13 - ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ "êëàññ", ïåðåìåííîé
õ14 - íàáîð êîíúþíêòâèíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì. Ðåøàåòñÿ çà-
äà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ12 è óñëîâèÿìè õ14. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé",
"ïðèìåð", "ïðÿìîéîòâåò", "ïåðå÷èñëåíèå", "íåèçâåñòíûå õ13". Öåëü "ïåðå÷èñ-
ëåíèå" óêàçûâàåò íà ðåæèì ïåðå÷èñëåíèÿ ðàçëè÷íûõ îòâåòîâ. Îíè ñîõðàíÿþò-
ñÿ â êîììåíòàðèè (îòâåòçàäà÷è . . .) ê äàííîé çàäà÷å. Ïðè ðåøåíèè ââîäèòñÿ
îãðàíèèòåëü òðóäîåìêîñòè. Ïî çàâåðøåíèè ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷-
íûå îòâåòû õ17, èçâëåêàåìûå èç óêàçàííîãî êîììåíòàðèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå
õ17 èìååò âèä "C = B". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà
õ12 è íàáîðà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îòâåòà õ17, ïåðåìåííîé õ19 - óòâåðæäåíèå
"ïðèíàäëåæèò(õ13 õ9)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ18 è êîíñå-
êâåíòîì õ19. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïðèìåðêà êâàíòîðíîãî îïðåäåëåíèÿ ñâîéñòâà ôóíêöèè íà êîíñòàíòíóþ è òîæ-
äåñòâåííóþ ôóíêöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀agi(g − ÷èñëî & ×èñëî(a) & òèïïðåäåëà(i)→ lime→a\ig = g)

èç òåîðåìû

∀abfi(f−ôóíêöèÿ & ×èñëî(a) & b−÷èñëî & òèïïðåäåëà(i) & Ëîêîïðåä(f, a, i) &
Dom(f) ⊆ R & Val(f) ⊆ R→ ïðåäåë(f, i, a) = b↔ ∀c(c− ÷èñëî & 0 < c→
∃d(0 < d & d−÷èñëî & ∀x(x−÷èñëî & x ∈ Îêðåñòíîñòü(a, d, i)→ |f(x)−b| < c))))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "ïðåäåë(f, i, a) = b".

Íàïîìíèì ñìûñë èñïîëüçóåìûõ â òåîðåìàõ îáîçíà÷åíèé. Óñëîâèå "×èñëî(a)"
îçíà÷àåò, ÷òî a - âåùåñòâåííîå ÷èñëî ëèáî îäèí èç ñèìâîëîâ "ìèíóñáåñê", "ïëþ-
ñáåñê". Óñëîâèå "òèïïðåäåëà(i)" îçíà÷àåò, ÷òî i - óêàçàòåëü òèïà ïðåäåëà, ò.å.
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ëèáî 0 (äâóñòîðîííèé ïðåäåë), ëèáî 1 (ïðåäåë ñëåâà), ëèáî 2 (ïðåäåë ñïðàâà).
Óñëîâèå "Ëîêîïðåä(f, a, i)" îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé
íåïóñòîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a, ïðè÷åì i - óêàçàòåëü òèïà îêðåñòíî-
ñòè (ñì. "òèïïðåäåëà"). Âûðàæåíèå "Îêðåñòí(a, d, i)" îáîçíà÷àåò ïðîêîëîòóþ
îêðåñòíîñòü òî÷êè a, ðàçìåðû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì
d, ïðè÷åì i - óêàçàòåëü òèïà îêðåñòíîñòè. Íàêîíåö, "ïðåäåë(f, i, a)" îáîçíà÷à-
åò ïðåäåë ôóíêöèè f â òî÷êå a, ïðè÷åì i - óêàçàòåëü òèïà ðàññìàòðèâàåìîé
îêðåñòíîñòè.

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ïðèåìà. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé
òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâà-
åòñÿ îïðåäåëÿþùèé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîäåðæèò êâàíòîð. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â ýòîì ñïèñêå íàõîäèòñÿ óòâåðæäå-
íèå õ14 ñ çàãîëîâêîì "ôóíêöèÿ". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ îïåðàíä ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ, âõîäÿùóþ
â ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ8. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - ïåðåìåííàÿ f . Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé õ13 ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè òåðìà
õ8. Â ñïèñêå õ13 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ16, èìåþùåå âèä âêëþ÷åíèÿ ìíîæå-
ñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè õ15 â íåêîòîðîå ìíîæåñòâî M . Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ
õ17, íå èñïîëüçóåìàÿ â òåîðåìå. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ e. Ïåðåìåííîé
õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ13 óòâåðæäåíèÿ "ïðèíàä-
ëåæèò(õ17 M)". Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèÿ "e ∈ R". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà
èññëåäîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ18 è åäèíñòâåííîé öåëüþ (íåèçâåñòíûå õ17). Ïîñëå
ýòîãî â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ21 âèäà "P (õ17)", ó êî-
òîðîãî P - îáîçíà÷åíèå òèïà îáúåêòà. Â íàøåì ïðèìåðå - "÷èñëî". Âûáèðàþòñÿ
ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå õ23 è õ24, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó è îòëè÷-
íûå îò ïåðåìåííîé õ17. Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì
èç íèõ ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "îòîáðàæåíèå(õ17 ïðèíàäëå-
æèò(õ17 õ24)õ23)", âî âòîðîì - "îòîáðàæåíèå(õ17 õ21 õ23)", â òðåòüåì - "îòîáðà-
æåíèå(õ17 õ21 õ17)". Ïåðâûå äâà ñëó÷àÿ ñîîòâåòñòâóþò êîíñòàíòíîé ôóíêöèè
ñ ðàçëè÷èåì â çàäàíèè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, òðåòèé - òîæäåñòâåííîé ôóíêöèè.
Â íàøåì ïðèìåðå áåðåòñÿ âòîðîé ñëó÷àé, ò.å. õ25 èìååò âèä "λe(g, e− ÷èñëî)".

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â òåðì õ8 âûðàæåíèÿ
õ25 âìåñòî ïåðåìåííîé õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "lime→a\ig". Ïåðåìåííîé õ27
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â òåðì õ12. Â íàøåì ïðèìåðå
îí èìååò âèä:

∀c(c− ÷èñëî & 0 < c→ ∃d(0 < d & d− ÷èñëî & ∀x(x− ÷èñëî &
x ∈ Îêðåñòíîñòü(a, d, i)→ |λe(g, e− ÷èñëî)(x)− b| < c)))

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè õ25 âìåñòî õ15
â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ13. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
òåðìà õ27. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b, g, i. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
óòâåðæäåíèé íàáîðà õ28, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå ñïèñêà õ29. Â íàøåì ïðèìåðå
õ30 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé:

"×èñëî(a)", "b− ÷èñëî", "òèïïðåäåëà(i)", "Ëîêîïðåä(λe(g, e− ÷èñëî), a, i)",
"Dom(λe(g, e− ÷èñëî)) ⊆ R", "Val(λe(g, e− ÷èñëî)) ⊆ R".
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Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñêà õ28. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâà-
åòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ30 è íàáîðà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ27.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ29 íåïóñò. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè
õ31 è óñëîâèÿìè õ32. Öåëè åå - "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò", "ïîïûòêàñïóñêà",
"íåèçâåñòíûå õ29". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ34. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò âèä "(a) & b − ÷èñëî & òèïïðåäåëà(i) & g = b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò
îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç" è íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ
õ34, à êîíñåêâåíòîì - òåðì õ26. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðå-
ìà", êîòîðîìó ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü âñå óæå èìåþùèåñÿ â ñïèñêå âûâîäà
òåîðåìû. Âûáèðàåòñÿ êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí õ37 ðåçóëüòàòà òàêîé îáðàáîòêè,
êîòîðûé ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Ïðèìåðêà êâàíòîðíîãî îïðåäåëåíèÿ ñâîéñòâà ôóíêöèè íà ýëåìåíòàðíûå îïåðà-
öèè ðàçäåëà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aghij(Dom(h) = g & Dom(j) = g & g ⊆ R & Val(h) ⊆ R & Val(j) ⊆ R &
h−ôóíêöèÿ & j−ôóíêöèÿ & ïðåäåë(h, i, a)−÷èñëî & ïðåäåë(j, i, a)−÷èñëî &
×èñëî(a) & òèïïðåäåëà(i) & Ëîêîïðåä(h, a, i) & Ëîêîïðåä(j, a, i)→
lime→a\i(h(e) + j(e)) = ïðåäåë(h, i, a) + ïðåäåë(j, i, a))

èç òåîðåìû

∀abfi(f−ôóíêöèÿ & ×èñëî(a) & b−÷èñëî & òèïïðåäåëà(i) & Ëîêîïðåä(f, a, i) &
Dom(f) ⊆ R & Val(f) ⊆ R→ ïðåäåë(f, i, a) = b↔ ∀c(c− ÷èñëî & 0 < c→
∃d(0 < d & d−÷èñëî & ∀x(x−÷èñëî & x ∈ Îêðåñòíîñòü(a, d, i)→ |f(x)−b| < c))))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "ïðåäåë(f, i, a) = b".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäå-
ëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîäåðæèò êâàíòîð.
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â ýòîì ñïèñêå íàõîäèòñÿ
óòâåðæäåíèå õ14 ñ çàãîëîâêîì "ôóíêöèÿ". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ îïå-
ðàíä ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ,
âõîäÿùóþ â ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ8. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - ïåðåìåííàÿ
f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé õ13 ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè
òåðìà õ8. Â ñïèñêå õ13 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ16, èìåþùåå âèä âêëþ÷åíèÿ
ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè õ15 â íåêîòîðîå ìíîæåñòâî M . Âûáèðàåòñÿ ïåðå-
ìåííàÿ õ17, íå èñïîëüçóåìàÿ â òåîðåìå. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ e. Ïå-
ðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ13 óòâåðæäåíèÿ
"ïðèíàäëåæèò(õ17 M)". Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèÿ "e ∈ R". Ðåøàåòñÿ
çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ18 è åäèíñòâåííîé öåëüþ (íåèçâåñòíûå
õ17). Ïîñëå ýòîãî â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ21 âèäà
"P (õ17)", ó êîòîðîãî P - îáîçíà÷åíèå òèïà îáúåêòà. Â íàøåì ïðèìåðå - "÷èñ-
ëî".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ ðàçëè÷èÿ. Ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïî âîçðàñòàíèþ òå ðàçäåëû õ23,
ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ ïîíÿòèå P . Â íàøåì ïðèìåðå õ23 - "ýëåìåíòàðíàÿàëãåá-
ðà". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ, îòíîñÿùèõñÿ
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ê ðàçäåëó õ23 è åãî ïîäðàçäåëàì. Â ñïèñêå õ24 âûáèðàåòñÿ ñèìâîë õ25, íå ÿâëÿ-
þùèéñÿ ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì, ïðè÷åì òàêîé, ÷òî ñïèñîê òèïîâ çíà÷åíèé âû-
ðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ25 ñîäåðæèò ñèìâîë P . Â íàøåì ïðèìåðå õ25 - "ïëþñ".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àðíîñòü õ27 ñèìâîëà õ25 îòëè÷íà îò 0 è îò ñèìâîëà "íàòó-
ðàëüíîå" (ïîñëåäíåå óêàçûâàåò íà âîçìîæíîñòü ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà îïåðàíäîâ è âñòðå÷àåòñÿ êðàéíå ðåäêî, íàïðèìåð, ó ñèìâîëà "íàáîð"). Â
íàøåì ïðèìåðå õ27 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ,
íå âñòðå÷àþùèõñÿ â èñõîäíîé òåîðåìå, äëèíà êîòîðîãî ðàâíî õ27+2. Â íàøåì
ïðèìåðå õ28 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ e, g, h, j. Ïåðåìåííûì õ29 è õ30 ïðèñâàè-
âàþòñÿ äâå ïåðâûõ ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ28, ïåðåìåííîé õ31 - îñòàëüíûå ïåðå-
ìåííûå ýòîãî ñïèñêà. Â íàøåì ïðèìåðå õ29 - e, õ30 - g, õ31 - h, j. Ïåðåìåííîé
õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì, ïîëó÷àþùèéñÿ ñîåäèíåíèåì îïåðàöèåé õ25 âûðàæåíèé
"çíà÷åíèå(X õ29)" ïî âñåì ïåðåìåííûì X ñïèñêà õ31. Â íàøåì ïðèìåðå õ32
èìååò âèä "h(e)+ j(e)". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "îòîáðàæåíèå(õ29
ïðèíàäëåæèò(õ29 õ30)õ32)". Â íàøåì ïðèìåðå - "λe(h(e) + j(e), e ∈ g)". Ïåðå-
ìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìà õ33 âìåñòî
ïåðåìåííîé õ15 â óòâåðæäåíèÿ õ13, ïåðåìåííîé õ35 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê
õ34 óòâåðæäåíèé "ôóíêöèÿ(X)", "ðàâíî(îáëàñòü(X)õ30)" äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ
X èç õ31. Îïðåäåëÿåòñÿ î.ä.ç. òåðìà, ïîëó÷åííîãî íàâåøèâàíèåì îïåðàöèè õ25
íà ñïèñîê ïåðåìåííûõ õ31. Äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ P èç ýòîé î.ä.ç. îïðå-
äåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò P ′ ïîäñòàíîâêè â íåãî âìåñòî ïåðåìåííûõ X ñïèñêà õ31
òåðìîâ "çíà÷åíèå(X,õ29)". Çàòåì ê ñïèñêó õ35 äîáàâëÿåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëè-
êàöèÿ "äëÿëþáîãî(õ29 åñëè ïðèíàäëåæèò(õ29 õ30) òî P ′)". Â íàøåì ïðèìåðå
õ35 ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

"λe(h(e) + j(e), e ∈ g) − ôóíêöèÿ", "×èñëî(a)", "b − ÷èñëî", "òèïïðåäåëà(i)",
"Ëîêîïðåä(λe(h(e) + j(e), e ∈ g), a, i)", "Dom(λe(h(e) + j(e), e ∈ g)) ⊆ R",
"Val(λe(h(e) + j(e), e ∈ g)) ⊆ R", "h−ôóíêöèÿ", "j−ôóíêöèÿ", "Dom(h) = g",
"Dom(j) = g", "∀e(e ∈ g → j(e)− ÷èñëî)", "∀e(e ∈ g → h(e)− ÷èñëî)".

Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà õ33 âìåñòî ïåðå-
ìåííîé õ15 â òåðì õ12. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀c(c− ÷èñëî & 0 < c→ ∃d(0 < d & d− ÷èñëî & ∀x(x− ÷èñëî &
x ∈ Îêðåñòíîñòü(a, d, i)→ |λe(h(e) + j(e), e ∈ g)(x)− b| < c)))

Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ35 ïðîöåäóðîé
"íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ36. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

"Ëîêîïðåä(j, a, i)". "×èñëî(a)", "b- ÷èñëî", "òèïïðåäåëà(i)", "Ëîêîïðåä(h, a, i)",
"g ⊆ R", "h−ôóíêöèÿ", "j −ôóíêöèÿ", "Dom(h) = g", "Dom(j) = g",
"Val(j) ⊆ R", "Val(h) ⊆ R".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ38, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ37,
à åäèíñòâåííûì óñëîâèåì - óòâåðæäåíèå õ36. Çàäà÷à èìååò öåëè "ïðÿìîéîòâåò",
"íåèçâåñòíûå õ31", "ðàçäåëåíèå õ31". Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ39. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "ïðåäåë(j, i, a) − ÷èñëî & ïðåäåë(h, i, a) −
÷èñëî & ïðåäåë(h, i, a) + ïðåäåë(j, i, a) = b".

Ñîáñòâåííî, îñíîâíàÿ ðàáîòà âûïîëíÿåòñÿ çàäà÷åé õ38. Åå öåëü "ðàçäåëåíèå
õ31" óêàçûâàåò, ÷òî òðåáóåòñÿ ïðåîáðàçîâàòü óñëîâèÿ ê òàêîìó âèäó, â êîòîðîì
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íèêàêèå äâå ïåðåìåííûå ñïèñêà õ31 (â íàøåì ïðèìåðå - h, j) íå âñòðå÷àþòñÿ â
îäíîì è òîì æå óñëîâèè. Âêðàòöå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è òàêîâà. Ñíà÷àëà ïðåäïðèíèìàåòñÿ èñêëþ÷åíèå êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè
â óñëîâèè ïóòåì ïåðåõîäà ê çàäà÷å ñ öåëüþ "íåçàâèñèò". Çàòåì îòáðàñûâàåòñÿ
êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ è åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà äîáàâëÿåòñÿ ê íåèçâåñò-
íûì. Ïîñëå ýòîãî ñíîâà óäàëÿåòñÿ êâàíòîð îáùíîñòè - ïóòåì ïåðåõîäà ê çàäà÷å
ñ öåëüþ "íåçàâèñèò". Â èòîãå ñïèñîê óñëîâèé îêàçûâàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç óòâåð-
æäåíèé "| − h(c) − j(c) + b| < e", "d − ÷èñëî", "0 < d". Ïðè ýòîì íåèçâåñò-
íûìè ñëóæàò ïåðåìåííûå h, j, d, íåñóùåñòâåííîé íåèçâåñòíîé - d, èìååòñÿ öåëü
"íåçàâèñèò c, e", íî ïåðåìåííîé d ðàçðåøàåòñÿ çàâèñåòü îò e. Ñîõðàíÿåòñÿ öåëü
"ðàçäåëåíèå h, j". Äàëåå ñðàáàòûâàåò ñïåöèàëüíûé ïðèåì, ñîçäàííûé äëÿ öåëè
"ðàçäåëåíèå". Åãî òåîðåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∀abcd(∃xyzv(|b + x| < y & |c + z| < v & x + y = a & y + v ≤ d & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & z − ÷èñëî & v − ÷èñëî)→ |a + b + c| < d)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Óêàçàòåëü "êîíòåêñò" îïðåäåëÿåò
äîïîëíèòåëüíóþ èäåíòèôèêàöèþ öåëè "ðàçäåëåíèå X". Ïåðåìåííàÿ a èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ñî âñåìè ñëàãàåìûìè, íå ñîäåðæàùèìè ïåðåìåííûõ X, ïåðåìåííàÿ
b - ñî âñåì ñëàãàåìûìè, ñîäåðæàùèìè íåêîòîðóþ âûáèðàåìóþ ïðèåìîì ïåðå-
ìåííóþ w ñïèñêà X, ïåðåìåííàÿ c - ñ îñòàëüíûìè ñëàãàåìûìè. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî êàê b, òàê è c ñîäåðæàò ïåðåìåííûå ñïèñêà X. Ïðèåì ñâîäèò ðåàëèçàöèþ
êîíñåêâåíòà ê ðåàëèçàöèè êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ - àíòåöåäåíòà òåîðåìû. Ïî
ñóùåñòâó, èñïîëüçóåòñÿ íåðàâåíñòâî äëÿ ìîäóëÿ ñóììû, ðàçáèâàåìîé ñ ó÷åòîì
öåëè "ðàçäåëåíèå". Äëÿ âûâîäà òåîðåì î ïðåäåëå ñóììû è äðîáè ñîçäàíû àíà-
ëîãè÷íûå ïðèåìû. Ðàçóìååòñÿ, äëÿ óñïåøíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà âûâîäà òåî-
ðåì ýòè çàãîòîâêè, îðèåíòèðîâàííûå íà ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ, äîëæíû áûòü
ñîçäàíû çàðàíåå. Âïðî÷åì, ëîãèêà èõ âîçíèêíîâåíèÿ èç ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ
óêàçàííûõ îïåðàöèé âïîëíå ÿñíà è âïîñëåäñòâèè ìîæåò áûòü àâòîìàòèçèðîâà-
íà.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ óêàçàííîãî ïðèåìà ïðîèñõîäèò èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà ñó-
ùåñòâîâàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ "k + m ≤ e", "m − ÷èñëî",
"l−÷èñëî", "k−÷èñëî", "f−÷èñëî", "0 < −|−j(c)+l|+m", "0 < −|−h(c)+f |+k",
"f + l = b", "d− ÷èñëî", "0 < d".

Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ íåðàâåíñòâà "0 < −| − j(c) + l| + m"èñïîëüçóåòñÿ åùå îäèí
ïðèåì, ñîçäàííûé äëÿ öåëè "ðàçäåëåíèå":

∀abcdfgi(f −ôóíêöèÿ & ×èñëî(d) & b− ÷èñëî & c ∈ Îêðåñòí(d,m, i) &
Ëîêîïðåä(f, d, i) & ïðåäåë(f, i, d) = a & 0 < b & c ∈ Îêðåñòí(d, g(b), i) &
∀x(x− ÷èñëî & 0 < x→ g(x)− ÷èñëî & 0 < g(x))→ 0 < b− |a− f(c)|)

Ïðèåì èìååò çàãîëîâîê "ïîäáîðçíà÷åíèé". Îí ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ g, ïðè-
÷åì øåñòîé, ñåäüìîé è âîñüìîé àíòåöåäåíòû âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å çàìå-
ùàþò êîíñåêâåíò, à äåâÿòûé àíòåöåäåíò çàíîñèòñÿ â ýòîé çàäà÷å â ïîñûëêè.
Õîòÿ ïðèåì è îòíîñèòñÿ ê òîé æå ÿ÷åéêå âûâîäà, ÷òî è ïîëó÷àåìàÿ òåîðåìà, îí
íåïîñðåäñòâåííî èçâëåêàåòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èñêëþ÷àåòñÿ è âòîðîå íåðàâåíñòâî, à äàëåå ïðèìåíÿþò-
ñÿ ñòàíäàðòíûå ïðèåìû èñêëþ÷åíèÿ íåñóùåñòâåííûõ íåèçâåñòíûõ è ïîäáîðà
çíà÷åíèé.



3.63. Õàðàêòåðèñòèêà "îïðåäåëåíèå" 573

Âîçâðàùàåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ðàáîòû ïðèåìà âûâîä òåîðåì. Ïåðåìåííîé õ40
ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò íàáîðà äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ, ïîëó÷àå-
ìîãî ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ õ39 ê âèäó ä.í.ô. Â íàøåì ïðèìåðå õ40 ñîâïàäàåò
ñ õ39. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ40 íåò
ðàâåíñòâà ñ ïåðåìåííîé ñïèñêà õ31 â îäíîé èç ñâîèõ ÷àñòåé. Ïåðåìåííîé õ41
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà õ33 âìåñòî ïåðåìåííîé õ15 â òåðì
õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - "lime→a\i(h(e) + j(e)) = b". Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâà-
åòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ37 ñ íàáîðîì êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ
õ40. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ42 îïåðàòî-
ðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîû òåðìà õ41. Íàêîíåö, ñîçäà-
åòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ43 è êîíñåêâåíòîì õ41. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü óæå èìåþùè-
åñÿ â ñïèñêå âûâîäà òåîðåìû. Ïîñëå ïðîâåðêè òîãî, ÷òî àíòåöåäåíòû íå èìåþò
ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ, ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûé ïðèåì ïðèìåíÿëñÿ ê îïðåäåëåíèÿì ìíîãèõ ðàçëè÷-
íûõ ñâîéñòâ ôóíêöèé. Â îáùåé ñëîæíîñòè, ñ åãî ó÷àñòèåì âûâåäåíî áîëåå ñîòíè
óòâåðæäåíèé, çàðåãèñòðèðîâàííûõ â áàçå òåîðåì.

5. Ïðèìåðêà êâàíòîðíîãî îïðåäåëåíèÿ ñâîéñòâà ôóíêöèè íà äâóìåñòíûå îïåðàöèè
ðàçäåëà, ñ ïîäñòàíîâêîé êîíñòàíòû âìåñòî îäíîãî èç îïåðàíäîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acde(Dom(e) = c & a− set & a ⊆ c & c ⊆ R & Val(e) ⊆ R & e−ôóíêöèÿ &
d− ÷èñëî & óáûâàåò(e, a)→ óáûâàåò(λb(d + e(b), b ∈ c), a))

èç òåîðåìû

∀afg(a − set & f − ôóíêöèÿ & a ⊆ Dom(f) & Dom(f) ⊆ R & Val(f) ⊆ R →
óáûâàåò(f, a)↔ ∀xy(x ∈ a & y ∈ a & 0 < y − x→ 0 < f(x)− f(y)))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "óáûâàåò(f, a)".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäå-
ëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîäåðæèò êâàíòîð.
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â ýòîì ñïèñêå íàõîäèòñÿ
óòâåðæäåíèå õ14 ñ çàãîëîâêîì "ôóíêöèÿ". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ îïå-
ðàíä ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ,
âõîäÿùóþ â ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ8. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - ïåðåìåííàÿ
f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé õ13 ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè
òåðìà õ8. Â ñïèñêå õ13 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ16, èìåþùåå âèä âêëþ÷åíèÿ
ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè õ15 â íåêîòîðîå ìíîæåñòâî M . Âûáèðàåòñÿ ïåðå-
ìåííàÿ õ17, íå èñïîëüçóåìàÿ â òåîðåìå. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ b. Ïå-
ðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ13 óòâåðæäåíèÿ
"ïðèíàäëåæèò(õ17 M)". Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèÿ "b ∈ R". Ðåøàåòñÿ
çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ18 è åäèíñòâåííîé öåëüþ (íåèçâåñòíûå
õ17). Ïîñëå ýòîãî â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ21 âèäà
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"P (õ17)", ó êîòîðîãî P - îáîçíà÷åíèå òèïà îáúåêòà. Â íàøåì ïðèìåðå - "÷èñ-
ëî".

Ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïî âîçðàñòàíèþ òå ðàçäåëû õ23, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ ïîíÿòèå
P . Â íàøåì ïðèìåðå õ23 - "ýëåìåíòàðíàÿàëãåáðà". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâà-
åòñÿ íàáîð ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçäåëó õ23 è åãî ïîäðàçäåëàì.
Â ñïèñêå õ24 âûáèðàåòñÿ ñèìâîë õ25, íå ÿâëÿþùèéñÿ ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì,
ïðè÷åì òàêîé, ÷òî ñïèñîê òèïîâ çíà÷åíèé âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ25 ñîäåð-
æèò ñèìâîë P . Â íàøåì ïðèìåðå õ25 - "ïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àðíîñòü õ27
ñèìâîëà õ25 îòëè÷íà îò 0 è îò ñèìâîëà "íàòóðàëüíîå" (ïîñëåäíåå óêàçûâàåò
íà âîçìîæíîñòü ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà îïåðàíäîâ è âñòðå÷àåòñÿ
êðàéíå ðåäêî, íàïðèìåð, ó ñèìâîëà "íàáîð"). Â íàøåì ïðèìåðå õ27 ðàâíî 2.
Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âñòðå÷àþùèõñÿ â èñõîä-
íîé òåîðåìå, äëèíà êîòîðîãî ðàâíî õ27+2. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 ñîñòîèò èç
ïåðåìåííûõ b, c, d, e. Ïåðåìåííûì õ29 è õ30 ïðèñâàèâàþòñÿ äâå ïåðâûõ ïåðå-
ìåííûõ ñïèñêà õ28, ïåðåìåííîé õ31 - îñòàëüíûå ïåðåìåííûå ýòîãî ñïèñêà. Â
íàøåì ïðèìåðå õ29 - b, õ30 - c, õ31 - d, e.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ27 ðàâíî 2. Ïîî÷åðåäíî â êà-
÷åñòâå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé õ32 ðàññìàòðèâàþòñÿ òåðìû "õ25(X çíà÷åíèå(Y
õ29))", "õ25(çíà÷åíèå(Y õ29) X)". Ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ëèáî Y , ëèáî X. Çäåñü X - ïåðâàÿ èç ïåðåìåííûõ õ31, Y - âòîðàÿ. Åñëè
ñèìâîë õ25 êîììóòàòèâíûé, âòîðîé ñëó÷àé íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ32 - "d + e(b)", õ33 - e. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "îòîáðàæå-
íèå(õ29 ïðèíàäëåæèò(õ29 õ30) õ32)". Â íàøåì ïðèìåðå - "λb(d + e(b), b ∈ c)".
Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìà õ34 âìå-
ñòî ïåðåìåííîé õ15 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ13. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ
îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ35 ñ óòâåðæäåíèÿìè "ôóíêöèÿ(Y )", "îáëàñòü(Y ) = õ30".

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ Q èç î.ä.ç. òåðìà õ32. Åñëè Y íå âõîäèò â ýòî
óòâåðæäåíèå, à X - âõîäèò, òî îíî äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó õ36. Åñëè æå Y è
õ29 âõîäÿò â Q, òî ê ñïèñêó õ36 äîáàâëÿåòñÿ èìïëèêàöèÿ "äëÿëþáîãî(õ29 åñëè
ïðèíàäëåæèò(õ29 õ30) òî Q)".

Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà õ34 âìåñòî õ15 â
òåðì õ12. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

∀xy(x ∈ a & y ∈ a & 0 < y− x→ 0 < λb(d + e(b), b ∈ c)(x)− λb(d + e(b), b ∈ c)(y))

Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ36 ïðîöåäóðîé
"íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ37. Â íàøåì ïðèìåðå ïî-
ëó÷àåì:

"a − set", "a ⊆ c", "c ⊆ R", "e − ôóíêöèÿ", "Dom(e) = c", "Val(e) ⊆ R",
"d− ÷èñëî".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ38,
à åäèíñòâåííûì óñëîâèåì - õ37. Öåëè çàäà÷è - "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå
õ31", "ðàçäåëåíèå õ33", "êîíñò". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ40. Â íàøåì
ïðèìåðå îí èìååü âèä "óáûâàåò(e,a)".
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Öåëü "ðàçäåëåíèå" â äàííîì ñëó÷àå îòíîñèòñÿ ê åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Îíà
èãðàåò íåñêîëüêî äðóãóþ ðîëü - àêòèâèðóåò ïðèåìû, âûíîñÿùèå óêàçàííóþ â
äàííîé öåëè ïåðåìåííóþ èç-ïîä ñëîæíîé îïåðàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå òàêèå
ïðèåìû íå òðåáóþòñÿ. Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ êâàíòîðà îáùíîñòè è ïåðåõîäà ê çà-
äà÷å ñ öåëüþ "íåçàâèñèò" âîçíèêàåò åäèíñòâåííîå óñëîâèå "0 < −e(f) + e(b)".
Çäåñü ñðàáàòûâàåò ñëåäóþùèé ïðèåì ïîäáîðà ïðèìåðà, óñòðàíÿþùèé çàâèñè-
ìîñòü îò b:

∀Afxy(x ∈ A & y ∈ A & A ⊆ Dom(f) & 0 < x− y & óáûâàåò(f, A)→
0 < f(y)− f(x))

Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à ïðèîáðåòàåò óñëîâèå "óáûâàåò(e, a)", êîòîðîå è âûäàåòñÿ
êàê îòâåò.

Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ îòâåòà õ40 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ41, âõîäÿùåå â ñïèñîê
äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ðåçóëüòàòà ïðåîáðàçîâàíèÿ õ40 ê âèäó ä.í.ô. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ41 íåò ðàâåíñòâà ñ
ïåðåìåííîé ñïèñêà õ31 â îäíîé èç ñâîèõ ÷àñòåé. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà õ34 âìåñòî ïåðåìåííîé õ15 â òåðì õ8. Ïåðåìåííîé
õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ38 ñî ñïèñêîì êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
óòâåðæäåíèÿ õ41. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà
õ43 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ42. Íà-
êîíåö, ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ44 è êîíñåêâåíòîì õ42. Îíà îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
óæå èìåþùèåñÿ â ñïèñêå âûâîäà òåîðåìû. Ïîñëå ïðîâåðêè òîãî, ÷òî àíòåöåäåí-
òû íå èìåþò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ, ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

6. Ïðèìåðêà êâàíòîðíîãî îïðåäåëåíèÿ ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà êîíñòàíò-
íóþ è òîæäåñòâåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

lim(λb(b, b− íàòóðàëüíîå)) =∞

èç òåîðåìû

∀f (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R)→ lim(f) =∞↔ ∀a(a− ÷èñëî→
∃n(n− íàòóðàëüíîå & ∀m(m− íàòóðàëüíîå & n < m→ a < f(m)))))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "lim(f) =∞". Çäåñü ñèìâîë lim - "ïðåäåëïîñëåä".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà -
ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèé òåðì. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîäåðæèò êâàíòîð. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòå-
öåäåíòîâ. Â íåì íàõîäèòñÿ òåðì õ14 âèäà "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(X T )", ãäå X
- ïåðåìåííàÿ, âõîäÿùàÿ â ïàðàìåòðû îïðåäåëÿåìîãî òåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå
- ïåðåìåííàÿ f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ âõîäÿò â îïðå-
äåëÿåìûé òåðì. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ17, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðå-
ìó. Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ
ê ñïèñêó õ13 óòâåðæäåíèÿ "ïðèíàäëåæèò(õ17 T )". Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåð-
æäåíèå "b ∈ R". Ñîçäàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ19, ïîñûëêàìè êîòîðîé
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ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ18. Ïîñëå åå ðåøåíèÿ â ñïèñêå ïîñûëîê íàõîäèòñÿ óòâåð-
æäåíèå âèäà "P (õ17)", ãäå P - íàçâàíèå òèïà îáúåêòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå -
"÷èñëî". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ23, îòëè÷íàÿ îò õ17 è íå âõîäÿùàÿ â èñõîä-
íóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ
äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "îòîá-
ðàæåíèå(õ17 íàòóðàëüíîå(õ17) õ23)", âî âòîðîì - âûðàæåíèå "îòîáðàæåíèå(õ17
íàòóðàëüíîå(õ17) õ17)". Â íàøåì ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ âòîðîé ñëó÷àé, ò.å.
õ24 èìååò âèä "λb(b, b− íàòóðàëüíîå)". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò ïîäñòàíîâêè â òåðì õ8 âûðàæåíèÿ õ24 âìåñòî ïåðåìåííîé õ15, ïåðåìåííîé
õ26 - ðåçóëüòàò òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â òåðì õ12. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè õ24 âìåñòî õ15 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ13.
Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïàðàìåòðîâ òåðìà õ26.

Â íàøåì ïðèìåðå õ25 èìååò âèä "lim(λb(b, b − íàòóðàëüíîå)) = ∞", õ26 - âèä
"∀a(a− ÷èñëî→ ∃n(n− íàòóðàëüíîå & ∀m(m− íàòóðàëüíîå & n < m→
a < λb(b, b− íàòóðàëüíîå(m)))))". Ñïèñîê õ28 ïóñò.

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ27, ñîäåðæàùèõ
ïàðàìåòð ñïèñêà õ28, ïåðåìåííîé õ30 - îñòàòîê íàáîðà õ27. Ïåðåìåííîé õ31
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ29 íàáîðà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ óòâåðæäåíèÿ õ26. Äàëüøå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ:

(a) Ñïèñîê õ28 ïóñò. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåò-
ñÿ, ÷òî õ26 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ30. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
ïóñòûì ñïèñêîì àíòåöåäåíòîâ è êîíñåêâåíòîì õ25. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(b) Ñïèñîê õ28 íåïóñò. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ30 è óñëîâè-
ÿìè õ31. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò", "ïîïûòêàñïóñêà", "íåèç-
âåñòíûå õ28". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò õ33 îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç" è íå
èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êî-
òîðîé ñëóæàò êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ õ33, à êîíñåêâåíòîì -
óòâåðæäåíèå õ25. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

7. Ïðèìåðêà êâàíòîðíîãî îïðåäåëåíèÿ ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ýëåìåí-
òàðíûå îïåðàöèè ðàçäåëà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀fg(lim(f)− ÷èñëî & lim(g)− ÷èñëî & ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R) &
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(g, R)→ lim(λc(f(c) + g(c), c− íàòóðàëüíîå)) =
lim(f) + lim(g))

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(b, R)→ lim(b) = a↔ ∀e(e− ÷èñëî &
0 < e→ ∃n(n−íàòóðàëüíîå & ∀m(m−íàòóðàëüíîå & n ≤ m→ |b(m)−a| < e))))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "lim(b) = a". Cèìâîë lim - "ïðåäåëïîñëåä". Ïðè-
ìåð àíàëîãè÷åí ðàññìîòðåííîìó âûøå ïðèìåðó äëÿ ïðåäåëà ñóììû äâóõ ôóíê-
öèé.
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Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà -
ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèé òåðì. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîäåðæèò êâàíòîð. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòå-
öåäåíòîâ. Â íåì íàõîäèòñÿ òåðì õ14 âèäà "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(X T )", ãäå X -
ïåðåìåííàÿ, âõîäÿùàÿ â ïàðàìåòðû îïðåäåëÿåìîãî òåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå -
ïåðåìåííàÿ b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ âõîäÿò â îïðåäå-
ëÿåìûé òåðì. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ17, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó.
Â íàøåì ïðèìåðå - c. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê
ñïèñêó õ13 óòâåðæäåíèÿ "ïðèíàäëåæèò(õ17 T )". Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäå-
íèå "c ∈ R". Ñîçäàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ19, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò
óòâåðæäåíèÿ õ18. Ïîñëå åå ðåøåíèÿ â ñïèñêå ïîñûëîê íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå
âèäà "P (õ17)", ãäå P - íàçâàíèå òèïà îáúåêòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - "÷èñëî".

Äàëüøå èäåò ôðàãìåíò, àíàëîãè÷íûé ôðàãìåíòó èç ïðèåìà äëÿ ïðåäåëà ñóì-
ìû ôóíêöèé. Ïîâòîðèì è åãî. Ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïî âîçðàñòàíèþ òå ðàçäåëû õ23,
ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ ïîíÿòèå P . Â íàøåì ïðèìåðå õ23 - "ýëåìåíòàðíàÿàëãåá-
ðà". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ, îòíîñÿùèõñÿ
ê ðàçäåëó õ23 è åãî ïîäðàçäåëàì. Â ñïèñêå õ24 âûáèðàåòñÿ ñèìâîë õ25, íå ÿâëÿ-
þùèéñÿ ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì, ïðè÷åì òàêîé, ÷òî ñïèñîê òèïîâ çíà÷åíèé âû-
ðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ25 ñîäåðæèò ñèìâîë P . Â íàøåì ïðèìåðå õ25 - "ïëþñ".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àðíîñòü õ27 ñèìâîëà õ25 îòëè÷íà îò 0 è îò ñèìâîëà "íàòó-
ðàëüíîå" (ïîñëåäíåå óêàçûâàåò íà âîçìîæíîñòü ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà îïåðàíäîâ è âñòðå÷àåòñÿ êðàéíå ðåäêî, íàïðèìåð, ó ñèìâîëà "íàáîð").
Â íàøåì ïðèìåðå õ27 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðå-
ìåííûõ, íå âñòðå÷àþùèõñÿ â èñõîäíîé òåîðåìå, äëèíà êîòîðîãî ðàâíî õ27+2.
Â íàøåì ïðèìåðå õ28 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ c, d, f, g. Ïåðåìåííîé õ29 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïåðâàÿ ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ28, ïåðåìåííîé õ30 - ïåðåìåííûå ýòîãî
ñïèñêà, êðîìå ïåðâûõ äâóõ. Â íàøåì ïðèìåðå õ29 - c, õ30 - f, g. Ïåðåìåííîé
õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì, ïîëó÷àþùèéñÿ ñîåäèíåíèåì îïåðàöèåé õ25 âûðàæåíèé
"çíà÷åíèå(X õ29)" ïî âñåì ïåðåìåííûì X ñïèñêà õ30. Â íàøåì ïðèìåðå õ31
èìååò âèä "f(c)+ g(c)". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "îòîáðàæåíèå(õ29
íàòóðàëüíîå(õ29)õ31)". Â íàøåì ïðèìåðå - "λc(f(c) + g(c), c − íàòóðàëüíîå)".
Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìà õ32 âìå-
ñòî ïåðåìåííîé õ15 â óòâåðæäåíèÿ õ13, ïåðåìåííîé õ34 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ
ê õ33 óòâåðæäåíèé "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(X, T )" äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ X èç õ30.

Îïðåäåëÿåòñÿ î.ä.ç. òåðìà, ïîëó÷åííîãî íàâåøèâàíèåì îïåðàöèè õ25 íà ñïè-
ñîê ïåðåìåííûõ õ30. Äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ P èç ýòîé î.ä.ç. îïðåäåëÿåò-
ñÿ ðåçóëüòàò P ′ ïîäñòàíîâêè â íåãî âìåñòî ïåðåìåííûõ X ñïèñêà õ30 òåðìîâ
"çíà÷åíèå(X,õ29)". Çàòåì ê ñïèñêó õ34 äîáàâëÿåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ
"äëÿëþáîãî(õ29 åñëè íàòóðàëüíîå(õ29) òî P ′)". Â íàøåì ïðèìåðå õ34 ñîñòîèò
èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

"a− ÷èñëî", "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(λc(f(c) + g(c), c− íàòóðàëüíîå), R)",
"ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R)", "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(g, R)", "∀c(c−íàòóðàëüíîå→
g(c)− ÷èñëî)", "∀c(c− íàòóðàëüíîå→ f(c)− ÷èñëî)".
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Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà õ32 âìåñòî ïåðå-
ìåííîé õ15 â òåðì õ12. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀e(e− ÷èñëî & 0 < e→ ∃n(n− íàòóðàëüíîå & ∀m(m− íàòóðàëüíîå & n ≤ m→
|λc(f(c) + g(c), c− íàòóðàëüíîå)(m)− a| < e)))

Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ34 ïðîöåäóðîé
"íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ35. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

"a−÷èñëî", "∀c(c−íàòóðàëüíîå→ f(c)+g(c) ∈ R)", "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R)",
"ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(g, R)".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ37, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ36,
à åäèíñòâåííûì óñëîâèåì - óòâåðæäåíèå õ35. Çàäà÷à èìååò öåëè "ïðÿìîéîòâåò",
"íåèçâåñòíûå õ30", "ðàçäåëåíèå õ30". Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ38. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "lim(g)−÷èñëî", "lim(f)−÷èñëî", "lim(f)+
lim(g) = a".

Çàäà÷à õ37 ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííîé âûøå çàäà÷å äëÿ ïðåäåëà ñóì-
ìû ôóíêöèé. Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ f, g îáåñïå÷èâàåòñÿ òåì æå ñàìûì ïðèå-
ìîì äëÿ íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëåì. Íåáîëüøîå îòëè÷èå ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî
ïîñëå ðàçäåëåíèÿ íåðàâåíñòâà èñêëþ÷àþòñÿ äðóãèì ïðèåìîì:

∀abcfg(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R) & b− ÷èñëî & c− íàòóðàëüíîå & lim(f) = a &
0 < b & g(b) ≤ c & ∀x(x− ÷èñëî & 0 < x→ g(x)− íàòóðàëüíîå)→
0 < b− |a− f(c)|)

Âîçâðàùàåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ðàáîòû ïðèåìà âûâîä òåîðåì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îòâåò õ38 íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçú-
þíêòèâíûé ÷ëåí óòâåðæäåíèÿ õ38. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ39 íåò ðàâåíñòâà ñ ïåðåìåííîé ñïèñêà õ30 â îäíîé èç ñâîèõ
÷àñòåé. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà õ32 âìåñòî
ïåðåìåííîé õ15 â òåðì õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - "lim(f(c)+g(c), c−íàòóðàëüíîå) =
a". Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ36 ñ íàáîðîì êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ39. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îá-
ðàáîòêè ñïèñêà õ41 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîû
òåðìà õ40. Íàêîíåö, ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ42 è êîíñåêâåí-
òîì õ40. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

8. Ïðèìåðêà êîíúþíêòèâíî-äèçúþíêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ ñâîéñòâà ôóíêöèè íà
ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè ðàçäåëà: ïîïûòêè ðåàëèçàöèè ïîäñëó÷àåâ ñ ïîìîùüþ
èìåþùèõñÿ òåîðåì è ñêëåéêè ðåçóëüòàòîâ ñ ïîìîùüþ òîãî æå îïðåäåëåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀adei(Dom(d) = Dom(e) & limb→a\i(d(b)e(b)) = íåîïðåä & ïðåäåë(e, i, a) < 0 &
Dom(e) ⊆ R & Val(d) ⊆ R & Val(e) ⊆ R & d−ôóíêöèÿ & e−ôóíêöèÿ &
ïðåäåë(e, i, a)− ÷èñëî & ×èñëî(a) & òèïïðåäåëà(i) & Ëîêîïðåä(d, a, i) &
Ëîêîïðåä(e, a, i)→ ïðåäåë(d, i, a) = íåîïðåä)
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èç òåîðåìû

∀afi(f −ôóíêöèÿ & ×èñëî(a) & òèïïðåäåëà(i) & Ëîêîïðåä(f, a, i) &
Dom(f) ⊆ R & Val(f) ⊆ R→ ïðåäåë(f, i, a) = íåîïðåä↔
¬(ïðåäåë(f, i, a)− ÷èñëî) & ¬(ïðåäåë(f, i, a) =∞) & ¬(ïðåäåë(f, i, a) = −∞))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "ïðåäåë(f, i, a) = íåîïðåä". Çäåñü "ïðåäåë(f, i, a)"
- ïðåäåë ôóíêöèè f â òî÷êå a, i - óêàçàòåëü òèïà îêðåñòíîñòè. Çàìåòèì, ÷òî
âûâîäèìàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ëèøü ïðîìåæóòî÷íûì óòâåðæäåíèåì, èñïîëüçó-
åìûì äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèÿ íåñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà äðîáíîãî âûðàæåíèÿ.
Ïåðåõîä ê äðîáÿì îáåñïå÷èâàåòñÿ äðóãèì ïðèåìîì, ïîäñòàâëÿþùèì âìåñòî d(b)
äðîáíîå âûðàæåíèå, èñêëþ÷àþùåå ïðîèçâåäåíèå ïîä ïðåäåëîì â àíòåöåäåíòå.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà -
ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèé òåðì. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâîê "è" ëèáî "èëè". Â íàøåì ïðèìåðå- "è". Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå
îíè ýëåìåíòàðíû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå èç óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ13 èìååò
åäèíñòâåííûé ïîäòåðì ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè, ïðè÷åì çàãîëîâêè ýòèõ ïîä-
òåðìîâ îäèíàêîâûå, à îöåíêà ñëîæíîñòè íå ìåíüøå 7. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâà-
èâàåòñÿ îáùèé çàãîëîâîê äàííûõ ïîäòåðìîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïðå-
äåë". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå ñèìâîëà õ14 â òåðì õ12 ÿâëÿåòñÿ
îïåðàíäîì ðàâåíñòâà ëèáî óêàçàòåëÿ òèïà îáúåêòà. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû.

Â ñïècêå õ15 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå "ôóíêöèÿ(F )", ãäå F - ïàðàìåòð òåðìà õ8.
Â íàøåì ïðèìåðå F - ïåðåìåííàÿ f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ
âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû òåðìà õ8. Ñðåäè àíòåöåäåíòîâ íàõîäèòñÿ óòâåðæäå-
íèå õ18 âèäà "Val(F ) ⊆M". Â íàøåì ïðèìåðå - "Val(f) ⊆ R". Ïåðåìåííîé õ19
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ïå-
ðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ15 óòâåðæäåíèå
"ïðèíàäëåæèò(õ19 M)". Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèÿ "b ∈ R". Ðåøàåòñÿ
çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå ñî ñïèñêîì ïîñûëîê õ20 è åäèíñòâåííîé öåëüþ "íåèç-
âåñòíûå õ19". Ïîñëå åå ðåøåíèÿ â åå ñïèñêå ïîñûëîê íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå
P (19), ãäå P - òèï îáúåêòà. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "÷èñëî".

Ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïî âîçðàñòàíèþ òå ðàçäåëû õ25, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ ïîíÿòèå
P . Â íàøåì ïðèìåðå õ25 - "ýëåìåíòàðíàÿàëãåáðà". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâà-
åòñÿ íàáîð ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçäåëó õ25 è åãî ïîäðàçäåëàì.
Â ñïèñêå õ26 âûáèðàåòñÿ ñèìâîë õ27, íå ÿâëÿþùèéñÿ ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì,
ïðè÷åì òàêîé, ÷òî ñïèñîê òèïîâ çíà÷åíèé âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ27 ñîäåð-
æèò ñèìâîë P . Â íàøåì ïðèìåðå õ27 - "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àðíîñòü
õ29 ñèìâîëà õ27 îòëè÷íà îò 0 è îò ñèìâîëà "íàòóðàëüíîå". Â íàøåì ïðèìåðå
õ29 ðàâíî 2. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ27 íå ÿâëÿåòñÿ îäíîìåñòíîé îïåðàöèåé íàä êî-
íå÷íûì ñåìåéñòâîì, îáîáùàþùåé îáû÷íóþ àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíóþ îïå-
ðàöèþ.

Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âñòðå÷àþùèõñÿ â èñ-
õîäíîé òåîðåìå, äëèíà êîòîðîãî ðàâíî õ29+2. Â íàøåì ïðèìåðå õ30 ñîñòîèò èç
ïåðåìåííûõ b, c, d, e. Ïåðåìåííûì õ31 è õ32 ïðèñâàèâàþòñÿ äâå ïåðâûõ ïåðåìåí-
íûõ ñïèñêà õ30, ïåðåìåííîé õ33 - îñòàëüíûå ïåðåìåííûå ýòîãî ñïèñêà. Â íàøåì
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ïðèìåðå õ31 - b, õ32 - c, õ33 - d, e. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì, ïîëó-
÷àþùèéñÿ ñîåäèíåíèåì îïåðàöèåé õ27 âûðàæåíèé "çíà÷åíèå(X õ31)" ïî âñåì
ïåðåìåííûì X ñïèñêà õ33. Â íàøåì ïðèìåðå õ34 èìååò âèä "d(b)e(b)". Ïåðå-
ìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "îòîáðàæåíèå(õ31 ïðèíàäëåæèò(õ31 õ32)õ34)".
Â íàøåì ïðèìåðå - "λb(d(b)e(b), b ∈ c)". Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìà õ35 âìåñòî ïåðåìåííîé õ15 â óòâåðæäåíèÿ
õ15, ïåðåìåííîé õ37 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê õ36 óòâåðæäåíèé "ôóíêöèÿ(X)",
"ðàâíî(îáëàñòü(X)õ32)" äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ X èç õ33.

Îïðåäåëÿåòñÿ î.ä.ç. òåðìà, ïîëó÷åííîãî íàâåøèâàíèåì îïåðàöèè õ27 íà ñïè-
ñîê ïåðåìåííûõ õ33. Äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ Q èç ýòîé î.ä.ç. îïðåäåëÿåò-
ñÿ ðåçóëüòàò Q′ ïîäñòàíîâêè â íåãî âìåñòî ïåðåìåííûõ X ñïèñêà õ33 òåðìîâ
"çíà÷åíèå(X,õ31)". Çàòåì ê ñïèñêó õ37 äîáàâëÿåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ
"äëÿëþáîãî(õ31 åñëè ïðèíàäëåæèò(õ31 õ32) òî Q′)". Â íàøåì ïðèìåðå õ37 ñî-
ñòîèò èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

"λb(d(b)e(b), b ∈ c)−ôóíêöèÿ", "×èñëî(a)", "òèïïðåäåëà(i)",
"Ëîêîïðåä(λb(d(b)e(b), b ∈ c), a, i)", "Dom(λe(d(b)e(b), b ∈ c)) ⊆ R",
"Val(λb(d(b)e(b), b ∈ c)) ⊆ R", "d − ôóíêöèÿ", "e − ôóíêöèÿ", "Dom(d) = c",
"Dom(e) = c", "∀b(b ∈ c→ e(b)− ÷èñëî)", "∀b(b ∈ c→ d(b)− ÷èñëî)".

Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà õ35 âìåñòî ïåðå-
ìåííîé õ17 â òåðì õ12. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

¬(limb→a\id(b)e(b)− ÷èñëî) & ¬(limb→a\id(b)e(b) =∞) &
¬(limb→a\id(b)e(b) = −∞)

Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ37 ïðîöåäóðîé
"íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ38. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

"Ëîêîïðåä(e, a, i)". "×èñëî(a)", "òèïïðåäåëà(i)", "Ëîêîïðåä(d, a, i)", "c ⊆ R",
"d−ôóíêöèÿ", "e−ôóíêöèÿ", "Dom(d) = c", "Dom(e) = c",
"Val(e) ⊆ R", "Val(d) ⊆ R".

Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà õ35 âìåñòî ïåðå-
ìåííîé õ17 â òåðì õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - "limb→a\id(b)e(b) = íåîïðåä".

Åñëè çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ38 - "è", òî õ38 çàìåíÿåòñÿ íà äèçúþíêöèþ îò-
ðèöàíèþ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ38, à õ40 - íà îòðèöàíèå õ40. Â
íàøåì ïðèìåðå õ38 ïðèîáðåòàåò âèä:

"limb→a\id(b)e(b) − ÷èñëî ∨ limb→a\id(b)e(b) = ∞ ∨ limb→a\id(b)e(b) = −∞", à
õ40 - âèä "¬(limb→a\id(b)e(b) = íåîïðåä)".

Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ38.
Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ42, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ41. Â äàííîì
íàêîïèòåëå áóäóò ðåãèñòðèðîâàòüñÿ óñëîâèÿ, äîáàâëåíèå êîòîðûõ ê óòâåðæäå-
íèÿì õ39 âëå÷åò èñòèííîñòü ýëåìåíòîâ íàáîðà õ41.

×òîáû çàïîëíÿòü íàêîïèòåëü õ42, îïðåäåëÿåòñÿ ðàçäåë õ43, ê êîòîðîìó îòíî-
ñèòñÿ ñèìâîë õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðåäåëû". Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû
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õ47 äàííîãî ðàçäåëà, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé êâàíòîðíûå ðàâåíñòâà äâóõ âûðà-
æåíèé, ïåðâîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ñèìâîëû õ14 è õ27, à âòîðîå - íå ñîäåð-
æèò ñèìâîëà õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé âõîäÿùèé â ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà
ïîäòåðì ñ çàãîëîâêîì õ14 ñîäåðæèò òîëüêî òàêèå íåîäíîáóêâåííûå ïîäòåðìû,
çàãîëîâîê êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ â òåðìå õ38. Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â òåîðåìå õ47 ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿ-
ùèå â òåðìû ñïèñêà õ39 è â òåðì õ38. Ïåðåìåííîé õ50 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò
òåîðåìû õ49. Äëÿ çàïîëíåíèÿ íàêîïèòåëÿ õ42 íà÷èíàåòñÿ ñèíõðîííûé ïðñìîòð
ñïèñêîâ õ41 è õ42. Ïåðåìåííîé õ53 ïðèñâàèâàåòñÿ òåêóùèé ýëåìåíò ñïèñêà õ41,
ïåðåìåííîé õ52 - òåêóùåå âõîæäåíèå â ñïèñêî õ42. Â íàøåì ïðèìåðå áóäåì
ðàññìàòðèâàòü òåîðåìó õ49 âèäà:

∀fhjkl(Dom(j) = h & Dom(l) = h & ïðåäåë(l, k, f) = 0 & h ⊆ R & Val(j) ⊆ R &
Val(l) ⊆ R & j −ôóíêöèÿ & l −ôóíêöèÿ & îãðâòî÷êå(j, f) & ×èñëî(f) &
òèïïðåäåëà(k) & Ëîêîïðåä(j, f, k) & Ëîêîïðåä(l, f, k)→ limg→f\kj(g)l(g) = 0)

Ïóñòü, íàïðèìåð, õ53 - ïåðâûé ýëåìåíò ñïèñêà õ41, ò.å. "limb→a\id(b)e(b)−÷èñëî".

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ:

(a) Ïåðåìåííîé õ54 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ53. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí
ÿâëÿåòñÿ íàçâàíèåì òèïà îáúåêòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - "÷èñëî". Ïåðåìåí-
íîé õ55 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà ðàâåíñòâà õ50, êîòîðûé
èìååò çàãîëîâîê õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðîòèâîïîëîæíûé îïåðàíä èìååò
òèï õ54. Ïåðåìåííîé õ58 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ55, ïåðåìåííîé õ59 -
ñïèñîê åãî ïåðåìåííûõ. Â íàøåì ïðèìåðå õ58 - "limg→f\kj(g)l(g)". Óñìàò-
ðèâàåòñÿ, ÷òî êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ53 ïîëó÷àåòñÿ èç õ58 ïîñòàíîâêîé S
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ59. Ïåðåìåííîé õ61 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ49, ïåðåìåííîé õ62 -
ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç õ61 óòâåðæäåíèé õ39. Ïåðåìåííîé õ63 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà ïàðàìåòðîâ òåðìà õ62 ïåðåìåííûõ òåðìà
õ53. Ïåðåìåííîé õ64 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "ñóùåñòâóåò(õ63 õ62)". Ïåðåìåí-
íîé õ65 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ õ64 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê
õ39. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "ïðåäåë(e, i, a) = 0 & îãðâòî÷êå(d, a)".
Íàêîíåö, òåðì õ65 äîáàâëÿåòñÿ â íàêîïèòåëü õ42 ê ñïèñêó, ðàñïîëîæåííî-
ìó íà ïîçèöèè õ52.

(b) Ïðåäûäóùèé ñëó÷àé íå èìååò ìåñòà. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî ïðîèçîéäåò,
åñëè õ53 - âòîðîé ýëåìåíò ñïèñêà õ41, ò.å. èìååò âèä "limb→a\id(b)e(b) =∞",
ïðè÷åì òåîðåìà õ49 - âèä:

∀fhklmjg(l −ôóíêöèÿ & m−ôóíêöèÿ & Dom(l) = k & Dom(m) = k &
Val(l) ⊆ R & Val(m) ⊆ R & k ⊆ R & ×èñëî(j) & òèïïðåäåëà(g) &
f = ïðåäåë(l, g, j) & (f =∞ ∨ f = −∞) & h = ïðåäåë(m, g, j) &
(f =∞ & (h =∞ ∨ h− ÷èñëî & 0 < h) ∨ f = −∞ &
(h = −∞ ∨ h− ÷èñëî & h < 0))→ limn→j\gl(n)m(n) =∞)

Ïåðåìåííîé õ54 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ òåðìà õ50. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî õ53 - ðåçóëüòàò íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ54 â
òåðì õ50. Ïåðåìåííîé õ56 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ49, ïåðåìåííîé õ57 - ðåçóëüòàò
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óäàëåíèÿ èç õ56 óòâåðæäåíèé õ39. Ïåðåìåííîé õ58 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà ïàðàìåòðîâ òåðìà õ57 ïåðåìåííûõ òåðìà õ53. Ïå-
ðåìåííîé õ59 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "ñóùåñòâóåò(õ58 õ57)". Ïåðåìåííîé õ60
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ õ59 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ39. Â íà-
øåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

"((0 < ïðåäåë(e, i, a) & ïðåäåë(e, i, a)− ÷èñëî ∨ ïðåäåë(e, i, a) =∞) &
ïðåäåë(d, i, a) = ∞ ∨ (ïðåäåë(e, i, a) < 0 & ïðåäåë(e, i, a) − ÷èñëî ∨
ïðåäåë(e, i, a) = −∞) & ïðåäåë(d, i, a) = −∞) & (ïðåäåë(d, i, a) = ∞ ∨
ïðåäåë(d, i, a) = −∞)

Äàëåå òåðì õ60 äîáàâëÿåòñÿ â íàêîïèòåëü õ42 ê ñïèñêó, ðàñïîëîæåííîìó
íà ïîçèöèè õ52.

Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà òåîðåì õ47 âñå ïåðåìåííûå, íà÷èíàÿ ñ õ43, ñíîâà ñòà-
íîâÿòñÿ íå îïðåäåëåííûìè . Ïðè ýòîì â íàøåì ïðèìåðå âîçíèêàåò òðåõýëå-
ìåíòíûé íàáîð õ42. Ïåðâûé åãî ýëåìåíò - ïàðà óòâåðæäåíèé "ïðåäåë(e, i, a) =
0 & îãðâòî÷êå(d, a)", "ïðåäåë(d, i, a)− ÷èñëî & ïðåäåë(e, i, a)− ÷èñëî". Âòîðîé
ýëåìåíò ñîñòîèò èç ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà äëÿ õ60, òðåòèé - èç àíàëîãè÷-
íîãî òåðìà:

"((0 < ïðåäåë(e, i, a) & ïðåäåë(e, i, a)− ÷èñëî ∨ ïðåäåë(e, i, a) =∞) &
ïðåäåë(d, i, a) = −∞ ∨ (ïðåäåë(e, i, a) < 0 & ïðåäåë(e, i, a)− ÷èñëî ∨
ïðåäåë(e, i, a) = −∞) & ïðåäåë(d, i, a) =∞) & (ïðåäåë(d, i, a) =∞
∨ ïðåäåë(d, i, a) = −∞)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ýëåìåíòû íàáîðà õ42 ñóòü íåïóñòûå ñïèñêè. Êàê óæå ãî-
âîðèëîñü âûøå, êàæäûé èç ýëåìåíòîâ ñïèñêà íàáîðà õ42 âëå÷åò (ñîâìåñòíî ñ
óòâåðæäåíèÿìè õ39) èñòèííîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ41.

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ýëåìåíòû õ44 ñïèñêà õ42. Êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ44
ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó ä.í.ô. Êàæäûé äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí ýòîé ä.í.ô. îïðå-
äåëÿåò íàáîð ñâîèõ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Èç ñïèñêà H ïîëó÷åííûõ íàáî-
ðîâ èñêëþ÷àþòñÿ òå, êîòîðûå ñîäåðæàò äðóãèå íàáîðû äàííîãî ñïèñêà. Ïîñëå
ýòîãî õ44 çàìåíÿåòñÿ â ñïèñêå õ42 íà íàáîð H. Â íàøåì ïðèìåðå ïåðâûé ýëå-
ìåíò ñïèñêà õ42 çàìåíÿåòñÿ íà ïàðó íàáîðîâ, ïåðâûé èç êîòîðûõ èìååò âèä
"ïðåäåë(e, i, a) = 0", "îãðâòî÷êå(d, a)", à âòîðîé - âèä "ïðåäåë(d, i, a)− ÷èñëî",
"ïðåäåë(e, i, a)− ÷èñëî".

Ïîñëå óêàçàííîãî öèêëà âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ43 ñíîâà îêàçûâàþòñÿ íå
îïðåäåëåííûìè. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ: åñëè çàãîëîâîê òåðìà õ12 - "è",
òî ñïèñîê îòðèöàíèé îïåðàíäîâ ýòîãî òåðìà; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå - ñïèñîê ñàìèõ
îïåðàíäîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ43 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé

"ïðåäåë(f, i, a)− ÷èñëî)", "ïðåäåë(f, i, a) =∞)", "ïðåäåë(f, i, a) = −∞)".

Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ44, íåîáõîäèìûé äëÿ áëîêèðîâêè ïîâòîðíûõ ðàñ-
ñìîòðåíèé èñïîëüçóåìûõ íèæå ïîäñòàíîâîê. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ýëåìåíòû õ45
ïåðâîãî ðàçðÿäà íàáîðà õ42. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ýëåìåíò õ46 íàáîðà õ45, ñîäåð-
æàùèé ñèìâîë õ14. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ýëåìåíòû õ47 ñïèñêà õ43. Ïåðåìåííîé õ48
ïðèñâàèâàþòñÿ ïàðàìåòðû òåðìà õ47. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ48 âêëþ÷àåò âñå ïå-
ðåìåííûå èñõîäíîé òåîðåìû. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà R âìåñòî ïåðåìåííûõ
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õ48, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ47 â òåðì õ46. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå íàáîð õ49 ïîäñòàâëÿ-
åìûõ òåðìîâ íå âñòðå÷àåòñÿ â ñïèñêå õ44, ïîñëå ÷åãî ýòîò íàáîð ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå õ44. Â íàøåì ïðèìåðå õ45 - âòîðîé ýëåìåíò ïåðâîãî ðàçðÿäà íàáîðà
õ42, õ46 - òåðì "ïðåäåë(d, i, a) − ÷èñëî", õ47 - òåðì "ïðåäåë(f, i, a) − ÷èñëî".
Ïåðåìåííîé õ50 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R
ê ýëåìåíòàì íàáîðà õ43. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì "ïðåäåë(d, i, a)− ÷èñëî)",
"ïðåäåë(d, i, a) =∞)", "ïðåäåë(d, i, a) = −∞)". Îïåðàòîð "ãðóïïøàã" ïåðå÷èñ-
ëÿåò òàêèå ïðîäîëæåíèÿ õ51 íàáîðà õ50, êîòîðûå âîçíèêàþò çà ñ÷åò ãðóïï -
ýëåìåíòîâ íàáîðîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî ýëåìåíòà ñïèñêà õ42
è ñîäåðæàùèõ òåðìû íàáîðà õ50. Â íàøåì ïðèìåðå õ51 ñîñòîèò èç óòâåðæäå-
íèé "ïðåäåë(d, i, a) − ÷èñëî)", "ïðåäåë(e, i, a) − ÷èñëî)", "0 < ïðåäåë(e, i, a)",
"ïðåäåë(d, i, a) =∞)", "ïðåäåë(d, i, a) = −∞)".

Ïåðåìåííîé õ52 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç õ51 óòâåðæäåíèé õ50. Â
íàøåì ïðèìåðå - "ïðåäåë(e, i, a) − ÷èñëî)", "0 < ïðåäåë(e, i, a)". Ïåðåìåííîé
õ53 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ39 è õ52. Ïåðåìåííîé õ54 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R ê òåðìó õ8. Â íàøåì ïðèìåðå
- "ïðåäåë(d, i, a) = íåîïðåä". Ïåðåìåííîé õ55 ïðèñâàèâàåòñÿ: åñëè çàãîëîâîê
òåðìà õ12 - "è", òî îòðèöàíèå òåðìà õ54, èíà÷å - òåðì õ54. Â íàøåì ïðèìåðå
õ55 èìååò âèä "¬(ïðåäåë(d, i, a) = íåîïðåä)". Ïåðåìåííîé õ56 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà õ35 âìåñòî ïåðåìåííîé õ27 â òåðì õ8. Â íàøåì
ïðèìåðå èìååì "limb→a\id(b)e(b) = íåîïðåä". Ïåðåìåííîé õ57 ïðèñâàèâàåòñÿ:
åñëè çàãîëîâîê õ12 - "è", òî îòðèöàíèå òåðìà õ56, èíà÷å - òåðì õ56. Â íàøåì
ïðèìåðå õ57 èìååò âèä "¬(limb→a\id(b)e(b) = íåîïðåä)". Åñëè çàãîëîâêè òåðìà
õ55 è õ57 - îòðèöàíèÿ, òî õ55 çàìåíÿåòñÿ íà êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ57, à
õ57 - íà êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ55. Â íàøåì ïðèìåðå õ55 ïðèîáðåòàåò âèä
"limb→a\id(b)e(b) = íåîïðåä", à õ57 - âèä "ïðåäåë(d, i, a) = íåîïðåä".

Ïåðåìåííîé õ58 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ53 òåðìà õ55.
Ïåðåìåííîé õ59 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ58 îïåðàòîðîì
"íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ57. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ59 è êîíñåêâåíòîì õ57. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðà-
òîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

9. Âûâîä ïðèåìà ïîäáîðà ïðèìåðà ñ ïîìîùüþ ïîäáîðà ïðèìåðà äëÿ ñàìîãî ñëîæ-
íîãî êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà â êâàíòîðíîì îïðåäåëåíèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀f (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R) & ∃a(f = λc(a, c − íàòóðàëüíîå & a − ÷èñëî) →
ñõîäèòñÿ(f)))

èç òåîðåìû

∀f (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R)→ ñõîäèòñÿ(f)↔ ∃a(a− ÷èñëî & a = lim(f)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ax(a− ÷èñëî & x = λn(a, n− íàòóðàëüíîå)→ lim(x) = a)

Èñõîäíàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "ñõîäèòñÿ(f)".
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Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùåå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâîê -
êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâ-
êà ýòîãî êâàíòîðà, ïåðåìåííîé õ14 - ïîäêâàíòîðíîå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îíî èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè, è ýòîò ïîäòåðì
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "lim(f)". Ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ14. Â íåì âûáèðà-
åòñÿ ýëåìåíò õ18, ñîäåðæàùèé ïîäòåðì õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "a = lim(f)".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "çíà÷ïåðåì" íàõîäèò ïî õ19 óêàçàííóþ âûøå äîïîë-
íèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå èìååì:

∀bd(b− ÷èñëî & d = λc(b, c− íàòóðàëüíîå)→ lim(d) = b)

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ21, ïåðåìåííîé õ23 - ïàðà-
ìåòðû êîíñåêâåíòà. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ23, óíè-
ôèöèðóþùàÿ òåðìû õ18 è õ22. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòà-
òîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ21. Ïåðåìåííîé õ26
ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ñóùåñòâóåò(õ13 è(Q õ25))", ãäå Q - îñòàòîê íà-
áîðà õ17 ïîñëå äóëàåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ18. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 èìååò âèä
"∃a(a − ÷èñëî & a − ÷èñëî & f = λc(a, c − íàòóðàëüíîå))". Ïåðåìåííîé õ27
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" ñïèñêà àí-
òåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ïîïîëíåííîãî óòâåðæäåíèåì õ26. Îáðàáîòêà âå-
äåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ9. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ õ28 ñ àíòåöå-
äåíòàìè õ27 è êîíñåêâåíòîì õ9. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê õ29 âñåõ ïàðàìåòðîâ
òåðìà õ9, äëÿ êîòîðûõ â õ25 èìååòñÿ ðàâåíñòâî ñ ýòèì ïàðàìåòðîì â îäíîé
èç ÷àñòåé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îäíîýëåìåíòíûé è ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé X.
Â íàøåì ïðèìåðå - èç ïåðåìåííîé f . Â ñïèñêå õ27 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå ñ
çàãîëîâêîì "ñóùåñòâóåò"è îïðåäåëÿåòñÿ åãî íîìåð i (íóìåðàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ
1). Çàòåì õ28 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà è ñîïðîâîæäàåòñÿ åäèíñòâåííîé
õàðàêòåðèñòèêîé "ïîäáîð(f i)".

10. Ïðèìåðêà èñïîëüçóþùåãî îïèñàòåëè îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè íàä ôóíêöèåé íà
ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè ðàçäåëà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aeg(Dom(e) = Dom(g) & Dom(g) ⊆ R & Val(e) ⊆ R & Val(g) ⊆ R &
a ∈ Dom(g) & e−ôóíêöèÿ & g −ôóíêöèÿ & äèôôåðåíöèðóåìà(e, a) &
äèôôåðåíöèðóåìà(g, a)→ ïðîèçâîäíàÿ(λc(e(c) + g(c), c ∈ Dom(g)), a) =
ïðîèçâîäíàÿ(e, a) + ïðîèçâîäíàÿ(g, a))

èç òåîðåìû

∀abf (f −ôóíêöèÿ & Dom(f) ⊆ R & Val(f) ⊆ R & a ∈ Dom(f) & òèïïðåäåëà(b)
& ëîêîïðåä(f, a, b) & äèôôåðåíöèðóåìà(f, a)→ ïðîèçâîäíàÿ(f, a) =
limx→a\b(f(x)− f(a))/(x− a))
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Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "ïðîèçâîäíàÿ(f, a)". Óòâåðæäåíèå "ëîêîïðåä(f,
a, b)" îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé íåíóëåâîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè a, ïðè÷åì b - óêàçàòåëü òèïà îêðåñòíîñòè: 0 - äâóñòîðîííÿÿ, 1 - ëåâàÿ, 2
- ïðàâàÿ.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ9 - âõîæäåíèå
êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ðàâåíñòâî ëèáî ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðå-
ìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â íåé âñòðå-
÷àåòñÿ îïèñàòåëü "êëàññ" ëèáî "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íåì íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå "ôóíêöèÿ(õ15)", ãäå õ15 -
ïåðåìåííàÿ, âõîäÿùàÿ â ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ8. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - f .
Â ñïèñêå õ13 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ16 âèäà "ñîäåðæèòñÿ(çíà÷åíèÿ(õ15)T )".
Â íàøåì ïðèìåðå - "Val(f) ⊆ R". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ17, íå âõîäÿùàÿ â
èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ13 óòâåðæäåíèÿ "ïðèíàäëåæèò(õ17 T )".
Â íàøåì ïðèìåðå - "c ∈ R". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ19, èìåþùàÿ
ñïèñîê ïîñûëîê õ18 è öåëü "íåèçâåñòíûå õ17". Ïîñëå ýòîãî â åå ñïèñêå ïîñû-
ëîê íàõîäèòÿ óòâåðæäåíèå âèäà "P (17)", ãäå P - îáîçíà÷åíèå òèïà îáúåêòîâ. Â
íàøåì ïðèìåðå - "÷èñëî".

Ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïî âîçðàñòàíèþ òå ðàçäåëû õ23, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ ïîíÿòèå
P . Â íàøåì ïðèìåðå õ23 - "ýëåìåíòàðíàÿàëãåáðà". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâà-
åòñÿ íàáîð ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçäåëó õ23 è åãî ïîäðàçäåëàì.
Â ñïèñêå õ24 âûáèðàåòñÿ ñèìâîë õ25, íå ÿâëÿþùèéñÿ ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì,
ïðè÷åì òàêîé, ÷òî ñïèñîê òèïîâ çíà÷åíèé âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ25 ñîäåð-
æèò ñèìâîë P . Â íàøåì ïðèìåðå õ25 - "ïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àðíîñòü õ27
ñèìâîëà õ25 îòëè÷íà îò 0 è îò ñèìâîëà "íàòóðàëüíîå" (ïîñëåäíåå óêàçûâà-
åò íà âîçìîæíîñòü ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà îïåðàíäîâ è âñòðå÷àåòñÿ
êðàéíå ðåäêî, íàïðèìåð, ó ñèìâîëà "íàáîð"). Â íàøåì ïðèìåðå õ27 ðàâíî 2. Ïå-
ðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âñòðå÷àþùèõñÿ â èñõîäíîé
òåîðåìå, äëèíà êîòîðîãî ðàâíî õ27+2. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 ñîñòîèò èç ïåðå-
ìåííûõ c, d, e, g. Ïåðåìåííûì õ29 è õ30 ïðèñâàèâàþòñÿ äâå ïåðâûõ ïåðåìåííûõ
ñïèñêà õ28, ïåðåìåííîé õ31 - îñòàëüíûå ïåðåìåííûå ýòîãî ñïèñêà. Â íàøåì
ïðèìåðå õ29 - c, õ30 - d, õ31 - e, g. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì, ïîëó-
÷àþùèéñÿ ñîåäèíåíèåì îïåðàöèåé õ25 âûðàæåíèé "çíà÷åíèå(X õ29)" ïî âñåì
ïåðåìåííûì X ñïèñêà õ31. Â íàøåì ïðèìåðå õ32 èìååò âèä "e(c) + g(c)". Ïåðå-
ìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "îòîáðàæåíèå(õ29 ïðèíàäëåæèò(õ29 õ30)õ32)".
Â íàøåì ïðèìåðå - "λc(e(c) + g(c), c ∈ d)". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìà õ33 âìåñòî ïåðåìåííîé õ15 â óòâåðæäåíèÿ
õ13, ïåðåìåííîé õ35 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê õ34 óòâåðæäåíèé "ôóíêöèÿ(X)",
"ðàâíî(îáëàñòü(X)õ30)" äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ X èç õ31.

Îïðåäåëÿåòñÿ î.ä.ç. òåðìà, ïîëó÷åííîãî íàâåøèâàíèåì îïåðàöèè õ25 íà ñïè-
ñîê ïåðåìåííûõ õ31. Äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ P èç ýòîé î.ä.ç. îïðåäåëÿåò-
ñÿ ðåçóëüòàò P ′ ïîäñòàíîâêè â íåãî âìåñòî ïåðåìåííûõ X ñïèñêà õ31 òåðìîâ
"çíà÷åíèå(X,õ29)". Çàòåì ê ñïèñêó õ35 äîáàâëÿåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ
"äëÿëþáîãî(õ29 åñëè ïðèíàäëåæèò(õ29 õ30) òî P ′)". Â íàøåì ïðèìåðå õ35 ñî-
ñòîèò èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

"λc(e(c)+g(c), c ∈ d)−ôóíêöèÿ", "Dom(λc(e(c)+g(c), c ∈ d)) ⊆ R", "Val(λc(e(c)+
g(c), c ∈ d)) ⊆ R", "a ∈ Dom(λc(e(c) + g(c), c ∈ d))", "òèïïðåäåëà(b)",
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"ëîêîïðåä(λc(e(c) + g(c), c ∈ d), a, b)", "äèôôåðåíöèðóåìà(λc(e(c) + g(c),
c ∈ d), a)", "e−ôóíêöèÿ", "g −ôóíêöèÿ", "Dom(e) = d", "Dom(g) = d",
"∀c(c ∈ d→ g(c)− ÷èñëî)", "∀c(c ∈ d→ e(c)− ÷èñëî)".

Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà õ33 âìåñòî ïåðå-
ìåííîé õ15 â òåðì õ12. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

limx→a\b(λc(e(c) + g(c), c ∈ d)(x)− λc(e(c) + g(c), c ∈ d)(a))/(x− a)

Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ35 ïðîöåäóðîé
"íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ36. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

"êâàçèâíóòð(a, d, b)", "ëîêîïðåä(g, a, b)", "d ⊆ R", "äèôôåðåíöèðóåìà(λc(e(c)+
g(c), c ∈ d), a)", "e − ôóíêöèÿ", "g − ôóíêöèÿ", "Dom(e) = d", "Dom(g) = d",
"Val(g) ⊆ R", "Val(e) ⊆ R".

Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ òåðìà õ36 îòíîñèòåëüíî
ïîñûëîê õ37 ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåì
ïðèìåðå èìååì:

limx→a\b(−e(a)− g(a) + e(x) + g(x))/(x− a)

Â òåðìå õ12 ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ40 ñèìâîëà "îòîáðàæåíèå", ïðè÷åì
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òàêîå âõîæäåíèå åäèíñòâåííîå. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ
âûðàæåíèå, îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ, ïåðåìåííîé õ42 - ñâÿçûâàþ-
ùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ41 èìååò âèä "(f(x)− f(a))/(x−
a)", õ42 ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé x. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà Y, Z ïå-
ðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - Y - ïåðåìåííàÿ
c, Z - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ ñàìûé äëèííûé èç ñîäåðæà-
ùèõ ïåðåìåííûå ñïèñêà õ42 ïîäòåðìîâ òåðìà õ41, èìåþùèõ âèä "çíà÷åíèå(õ15
. . .)". Â íàøåì ïðèìåðå - "f(x)".

Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â õ41 âõîæäåíèé ïîäòåðìà õ44
íà Y . Â íàøåì ïðèìåðå - "(c − f(a))/(x − a)". Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ46 ïåðåìåííîé Z. Â íàøåì ïðèìåðå - "(c−f(a))/(x−a) =
d". Îïðåäåëÿåòñÿ òèï G çíà÷åíèé âûðàæåíèé ñ òåì æå çàãîëîâêîì, ÷òî ó õ41.
Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò çàãîëîâîê - "äðîáü", è G - ñèìâîë "÷èñëî". Ïåðåìåííîé
õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ13 è ñïèñêà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
ïðåäïîñëåäíåãî òåðìà îïèñàòåëÿ õ40, ê êîòîðîìó äîáàâëÿåòñÿ òåðì "G(Z). Â
íàøåì ïðèìåðå - òåðì "÷èñëî(d)". Ê õ49 ïðèñîåäèíÿþòñÿ âñå íå ñîäåðæàùèå Y
óòâåðæäåíèÿ èç î.ä.ç. òåðìà õ46. Â íàøåì ïðèìåðå õ49 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé:

"f −ôóíêöèÿ", "Dom(f) ⊆ R", "a ∈ Dom(f)", "òèïïðåäåëà(b)",
"ëîêîïðåä(f, a, b)", "äèôôåðåíöèðóåìà(f, a)", "x− ÷èñëî", "Val(f) ⊆ R",
"d− ÷èñëî", "a− ÷èñëî", "f(a)− ÷èñëî", "¬(x− a = 0)".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ49, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå óñëî-
âèå õ47. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", îäç",
"íåèçâåñòíûå Y ". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ51. Â íàøåì ïðèìåðå îí
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èìååò âèä "c = d(x − a) + f(a)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ51 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðà-
âåíñòâî ñ ïåðåìåííîé Y â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ52 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ
÷àñòü . Â íàøåì ïðèìåðå - "d(x− a) + f(a)".

Ïåðåìåííîé õ53 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â êîíñåêâåíò
èñõîäíîé òåîðåìû, à òàêæå â òåîðåìû ñïèñêà õ37 è â òåîðåìó õ39. Äëèíà ýòîãî
íàáîðà òàêàÿ æå, êàê ó íàáîðà õ31. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ
e, g. Ïåðåìåííîé õ54 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â òåðì õ52
òåðìîâ "V " è "W (íàáîð(õ42))" âìåñòî ïåðåìåííûõ õ15, Z. Çäåñü V, W - âñåâîç-
ìîæíûå ïàðû ñîîòâåòñòâóþùèõ äðóã äðóãó ïåðåìåííûõ ñïèñêîé õ31 è õ53. Â
íàøåì ïðèìåðå õ54 ñîñòîèò èç òåðìîâ "c(x)(x− a) + e(a)", "h(x)(x− a) + g(x)".

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ïåðåìåííûå U ñïèñêà õ31. Äëÿ òåêóùåé òàêîé ïåðåìåííîé
îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ57 ïîäñòàíîâêè åå âìåñòî õ15 â òåðì õ44. Âñå âõî-
æäåíèÿ ïîäòåðìà õ57 â õ39 çàìåíÿþòñÿ íà òåðì ñïèñêà õ54, ñîîòâåòñòâóþùèé
ïåðåìåííîé U .

Ïî îêîí÷àíèè äàííîãî öèêëà ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ55 ñíîâà îêàçûâàþòñÿ íå
îïðåäåëåíû. Òåðì õ39 â íàøåì ïðèìåðå ïðèîáðåòàåò âèä:

limx→a\b(−e(a)− g(a) + (c(x)(x− a) + e(a)) + (h(x)(x− a) + g(a)))/(x− a)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ15 íå âõîäèò â õ39. Äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé U
ñïèñêà õ31 ê ñïèñêó õ37 äîáàâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ïîäñòàíîâêè U âìåñòî õ15 â
óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ13, ñîäåðæàùèå ïåðåìåííóþ õ15. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ37 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíî-
ñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ39. Â ðåçóëüòàòå îí ïðèîáðåòàåò âèä:

"e − ôóíêöèÿ", "g − ôóíêöèÿ", "Dom(e) = d", "Dom(g) = d", "Val(g) ⊆ R",
"Val(e) ⊆ R", "ëîêîïðåä(e, a, b)", "äèôôåðåíöèðóåìà(e, a)", "d ⊆ R", "a ∈ d",
"äèôôåðåíöèðóåìà(g, a)".

Äàëåå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ9 - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ55 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
õ37, è ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîñìîòð ïåðåìåííûõ U ñïèñêà õ31 è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ èì ïåðåìåííûõ V ñïèñêà õ53. Äëÿ òåêóùåé òàêîé ïåðåìåííîé îïðåäåëÿ-
åòñÿ ðåçóëüòàò õ59 çàìåíû â õ12 ïîñëåäíåãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ40 íà òåðì
"çíà÷åíèå(V , íàáîð(õ42))". Ïåðåìåííîé õ60 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòà-
íîâêè â õ8 ïåðåìåííîé U âìåñòî ïåðåìåííîé õ15. Çàòåì ê ñïèñêó õ55 äîáàâëÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ59 è õ60. Â íàøåì ïðèìåðå òàêèì îáðàçîì îêàçûâà-
þòñÿ äîáàâëåíû ðàâåíñòâà: "limx→a\bc(x) = ïðîèçâîäíàÿ(e, a)", "limx→a\bh(x) =
ïðîèçâîäíàÿ(g, a)".

Ïî îêîí÷àíèè öèêëà ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ56 ñíîâà îêàçûâàþòñÿ íå îïðå-
äåëåííûìè. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ55 è óñëîâèåì
õ39. Åäèíñòâåííàÿ åå öåëü - "óïðîñòèòü". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ57.
Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "ïðîèçâîäíàÿ(e, a) + ïðîèçâîäíàÿ(g, a)". Äðîá-
íîå âûðàæåíèå ïîä ïðåäåëîì õ39 îáû÷íîé öåïî÷êîé óïðîùåíèé ïðèâîäèòñÿ ê
âèäó ñóììû, à äàëåå ñðàáàòûâàåò ïðèåì äëÿ ïðåäåëà ñóììû è èñïîëüçóþòñÿ
ïîñûëêè.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ57 íå ñîäåðæèò îïèñàòåëåé. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ58 ïîä-
ñòàíîâêè â òåðì õ8 âûðàæåíèÿ õ33 âìåñòî ïåðåìåííîé õ15, è ïåðåìåííîé õ59
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ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî òåðìîâ õ58, õ57. Ïåðåìåííîé õ60 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ37 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïà-
ðàìåòðîû òåðìà õ59. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ60 è êîíñå-
êâåíòîì õ59. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

11. Ïðèìåðêà èñïîëüçóþùåãî îïèñàòåëè îïðåäåëåíèÿ ñâîéñòâà ôóíêöèè íà êîí-
ñòàíòíóþ è òîæäåñòâåííóþ ôóíêöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ad(a− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ äèôôåðåíöèðóåìà(λc(d, c− ÷èñëî), a))

èç òåîðåìû

∀af (f −ôóíêöèÿ & a−÷èñëî & Dom(f) ⊆ R & Val(f) ⊆ R & ëîêîïðåä(f, a, b) &
òèïïðåäåëà(b) → äèôôåðåíöèðóåìà(f, a) ↔ limx→a\b(f(x) − f(a))/(x − a) −
÷èñëî)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "äèôôåðåíöèðóåìà(f, a)".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðèå-
ìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿ-
åìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ9 - âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà
- ðàâåíñòâî ëèáî ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþ-
ùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â íåé âñòðå÷àåòñÿ îïèñàòåëü "êëàññ" ëèáî "îòîáðà-
æåíèå". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íåì íàõîäèòñÿ
óòâåðæäåíèå "ôóíêöèÿ(õ15)", ãäå õ15 - ïåðåìåííàÿ, âõîäÿùàÿ â ñïèñîê ïàðà-
ìåòðîâ òåðìà õ8. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - f . Â ñïèñêå õ13 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå
õ16 âèäà "ñîäåðæèòñÿ(çíà÷åíèÿ(õ15)T )". Â íàøåì ïðèìåðå - "Val(f) ⊆ R". Âû-
áèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ17, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå
- ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó
õ13 óòâåðæäåíèÿ "ïðèíàäëåæèò(õ17 T )". Â íàøåì ïðèìåðå - "c ∈ R". Ðåøàåòñÿ
çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ19, èìåþùàÿ ñïèñîê ïîñûëîê õ18 è öåëü "íåèçâåñòíûå
õ17". Ïîñëå ýòîãî â åå ñïèñêå ïîñûëîê íàõîäèòÿ óòâåðæäåíèå âèäà "P (17)", ãäå
P - îáîçíà÷åíèå òèïà îáúåêòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - "÷èñëî".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Âû-
áèðàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå õ23 è õ24, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó
è îòëè÷íûå îò ïåðåìåííîé õ17. Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷åòûðå ñëó÷àÿ.
Â ïåðâîì èç íèõ ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "îòîáðàæåíèå(õ17
ïðèíàäëåæèò(õ17 õ24)õ23)", âî âòîðîì - "îòîáðàæåíèå(õ17 õ21 õ23)", â òðå-
òüåì - "îòîáðàæåíèå(õ17 ïðèíàäëåæèò(õ17 õ24)õ17)", â ÷åòâåðòîì - "îòîáðà-
æåíèå(õ17 õ21 õ17)". Â íàøåì ïðèìåðå áåðåòñÿ âòîðîé ñëó÷àé, ò.å. õ25 èìååò
âèä "λc(d, c− ÷èñëî)".

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â òåðì õ8 âûðàæåíèÿ
õ25 âìåñòî ïåðåìåííîé õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "äèôôåðåíöèðóåìà(λc(d, c −
÷èñëî), a)". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â
òåðì õ12. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

"limx→a\b(λc(d, c− ÷èñëî)(x)− λc(d, c− ÷èñëî)(a))/(x− a)− ÷èñëî"
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Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè õ25 âìåñòî õ15
â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ13. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
òåðìà õ27. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b, d. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
óòâåðæäåíèé íàáîðà õ28, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå ñïèñêà õ29. Â íàøåì ïðèìåðå
õ30 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé:

"λc(d, c− ÷èñëî)−ôóíêöèÿ", "a− ÷èñëî", "Dom(λc(d, c− ÷èñëî)) ⊆ R",
"Val(λc(d, c− ÷èñëî)) ⊆ R", "ëîêîïðåä(λc(d, c− ÷èñëî), a, b)", "òèïïðåäåëà(b)".

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñêà õ28. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâà-
åòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ30 è íàáîðà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ27.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ29 íåïóñò. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè
õ31 è óñëîâèÿìè õ32. Öåëè åå - "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò", "ïîïûòêàñïóñêà",
"íåèçâåñòíûå õ29". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ34. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò âèä "a − ÷èñëî & d − ÷èñëî & òèïïðåäåëà(b)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò
îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç" è íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ
õ34, à êîíñåêâåíòîì - òåðì õ26. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðå-
ìà", êîòîðîìó ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü âñå óæå èìåþùèåñÿ â ñïèñêå âûâîäà
òåîðåìû. Âûáèðàåòñÿ êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí õ37 ðåçóëüòàòà òàêîé îáðàáîòêè,
êîòîðûé ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

12. Ïðèìåðêà èñïîëüçóþùåãî îïèñàòåëè îïðåäåëåíèÿ ñâîéñòâà ôóíêöèè íà ýëåìåí-
òàðíûå îïåðàöèè ðàçäåëà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aeg(Dom(e) = Dom(g) & Dom(g) ⊆ R & Val(e) ⊆ R & Val(g) ⊆ R &
e−ôóíêöèÿ & g −ôóíêöèÿ & a− ÷èñëî & äèôôåðåíöèðóåìà(e, a) &
äèôôåðåíöèðóåìà(g, a)→ & äèôôåðåíöèðóåìà(λc(e(c) + g(c), c ∈ Dom(g)), a))

èç òåîðåìû

∀af (f −ôóíêöèÿ & a−÷èñëî & Dom(f) ⊆ R & Val(f) ⊆ R & ëîêîïðåä(f, a, b) &
òèïïðåäåëà(b) → äèôôåðåíöèðóåìà(f, a) ↔ limx→a\b(f(x) − f(a))/(x − a) −
÷èñëî)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "äèôôåðåíöèðóåìà(f, a)".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé ïðèåìà "Ïðèìåðêà èñïîëü-
çóþùåãî îïèñàòåëè îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè íàä ôóíêöèåé íà ýëåìåíòàðíûå îïå-
ðàöèè ðàçäåëà". Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâà-
åòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ9 - âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî òåîðåìà - ðàâåíñòâî ëèáî ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â íåé âñòðå÷àåòñÿ îïèñàòåëü "êëàññ"
ëèáî "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â
íåì íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå "ôóíêöèÿ(õ15)", ãäå õ15 - ïåðåìåííàÿ, âõîäÿùàÿ
â ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ8. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - f . Â ñïèñêå õ13 íàõî-
äèòñÿ óòâåðæäåíèå õ16 âèäà "ñîäåðæèòñÿ(çíà÷åíèÿ(õ15)T )". Â íàøåì ïðèìåðå
- "Val(f) ⊆ R". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ17, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó.
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Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äî-
áàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ13 óòâåðæäåíèÿ "ïðèíàäëåæèò(õ17 T )". Â íàøåì ïðèìåðå
- "c ∈ R". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ19, èìåþùàÿ ñïèñîê ïîñûëîê õ18
è öåëü "íåèçâåñòíûå õ17". Ïîñëå ýòîãî â åå ñïèñêå ïîñûëîê íàõîäèòÿ óòâåð-
æäåíèå âèäà "P (17)", ãäå P - îáîçíà÷åíèå òèïà îáúåêòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå -
"÷èñëî".

Ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïî âîçðàñòàíèþ òå ðàçäåëû õ23, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ ïîíÿòèå
P . Â íàøåì ïðèìåðå õ23 - "ýëåìåíòàðíàÿàëãåáðà". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâà-
åòñÿ íàáîð ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçäåëó õ23 è åãî ïîäðàçäåëàì.
Â ñïèñêå õ24 âûáèðàåòñÿ ñèìâîë õ25, íå ÿâëÿþùèéñÿ ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì,
ïðè÷åì òàêîé, ÷òî ñïèñîê òèïîâ çíà÷åíèé âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ25 ñîäåð-
æèò ñèìâîë P . Â íàøåì ïðèìåðå õ25 - "ïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àðíîñòü õ27
ñèìâîëà õ25 îòëè÷íà îò 0 è îò ñèìâîëà "íàòóðàëüíîå" (ïîñëåäíåå óêàçûâà-
åò íà âîçìîæíîñòü ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà îïåðàíäîâ è âñòðå÷àåòñÿ
êðàéíå ðåäêî, íàïðèìåð, ó ñèìâîëà "íàáîð"). Â íàøåì ïðèìåðå õ27 ðàâíî 2. Ïå-
ðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âñòðå÷àþùèõñÿ â èñõîäíîé
òåîðåìå, äëèíà êîòîðîãî ðàâíî õ27+2. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 ñîñòîèò èç ïåðå-
ìåííûõ c, d, e, g. Ïåðåìåííûì õ29 è õ30 ïðèñâàèâàþòñÿ äâå ïåðâûõ ïåðåìåííûõ
ñïèñêà õ28, ïåðåìåííîé õ31 - îñòàëüíûå ïåðåìåííûå ýòîãî ñïèñêà. Â íàøåì
ïðèìåðå õ29 - c, õ30 - d, õ31 - e, g. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì, ïîëó-
÷àþùèéñÿ ñîåäèíåíèåì îïåðàöèåé õ25 âûðàæåíèé "çíà÷åíèå(X õ29)" ïî âñåì
ïåðåìåííûì X ñïèñêà õ31. Â íàøåì ïðèìåðå õ32 èìååò âèä "e(c) + g(c)". Ïåðå-
ìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "îòîáðàæåíèå(õ29 ïðèíàäëåæèò(õ29 õ30)õ32)".
Â íàøåì ïðèìåðå - "λc(e(c) + g(c), c ∈ d)". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìà õ33 âìåñòî ïåðåìåííîé õ15 â óòâåðæäåíèÿ
õ13, ïåðåìåííîé õ35 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê õ34 óòâåðæäåíèé "ôóíêöèÿ(X)",
"ðàâíî(îáëàñòü(X)õ30)" äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ X èç õ31.

Îïðåäåëÿåòñÿ î.ä.ç. òåðìà, ïîëó÷åííîãî íàâåøèâàíèåì îïåðàöèè õ25 íà ñïè-
ñîê ïåðåìåííûõ õ31. Äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ P èç ýòîé î.ä.ç. îïðåäåëÿåò-
ñÿ ðåçóëüòàò P ′ ïîäñòàíîâêè â íåãî âìåñòî ïåðåìåííûõ X ñïèñêà õ31 òåðìîâ
"çíà÷åíèå(X,õ29)". Çàòåì ê ñïèñêó õ35 äîáàâëÿåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ
"äëÿëþáîãî(õ29 åñëè ïðèíàäëåæèò(õ29 õ30) òî P ′)". Â íàøåì ïðèìåðå õ35 ñî-
ñòîèò èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

"λc(e(c)+g(c), c ∈ d)−ôóíêöèÿ", "a−÷èñëî", "Dom(λc(e(c)+g(c), c ∈ d)) ⊆ R",
"Val(λc(e(c)+g(c), c ∈ d)) ⊆ R", "ëîêîïðåä(λc(e(c)+g(c), c ∈ d))", "òèïïðåäåëà(b)",
"e − ôóíêöèÿ", "g − ôóíêöèÿ", "Dom(e) = d", "Dom(g) = d", "∀c(c ∈ d →
g(c)− ÷èñëî)", "∀c(c ∈ d→ e(c)− ÷èñëî)".

Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà õ33 âìåñòî ïåðå-
ìåííîé õ15 â òåðì õ12. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

limx→a\b(λc(e(c) + g(c), c ∈ d)(x)− λc(e(c) + g(c), c ∈ d)(a))/(x− a)−mbox

Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ35 ïðîöåäóðîé
"íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ36. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

"êâàçèâíóòð(a, d, b)", "a− ÷èñëî", "d ⊆ R", "ëîêîïðåä(e, a, b)", "e− ôóíêöèÿ",
"g −ôóíêöèÿ", "Dom(e) = d", "Dom(g) = d", "Val(g) ⊆ R", "Val(e) ⊆ R".
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Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ òåðìà õ36 îòíîñèòåëüíî
ïîñûëîê õ37 ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåì
ïðèìåðå èìååì:

limx→a\b(−e(a)− g(a) + e(x) + g(x))/(x− a)

Â òåðìå õ12 ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ40 ñèìâîëà "îòîáðàæåíèå", ïðè÷åì
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òàêîå âõîæäåíèå åäèíñòâåííîå. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ
âûðàæåíèå, îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ, ïåðåìåííîé õ42 - ñâÿçûâàþ-
ùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ41 èìååò âèä "(f(x)− f(a))/(x−
a)", õ42 ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé x. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà Y, Z ïå-
ðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - Y - ïåðåìåííàÿ
c, Z - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ ñàìûé äëèííûé èç ñîäåðæà-
ùèõ ïåðåìåííûå ñïèñêà õ42 ïîäòåðìîâ òåðìà õ41, èìåþùèõ âèä "çíà÷åíèå(õ15
. . .)". Â íàøåì ïðèìåðå - "f(x)".

Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â õ41 âõîæäåíèé ïîäòåðìà õ44
íà Y . Â íàøåì ïðèìåðå - "(c − f(a))/(x − a)". Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ46 ïåðåìåííîé Z. Â íàøåì ïðèìåðå - "(c−f(a))/(x−a) =
d". Îïðåäåëÿåòñÿ òèï G çíà÷åíèé âûðàæåíèé ñ òåì æå çàãîëîâêîì, ÷òî ó õ41.
Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò çàãîëîâîê - "äðîáü", è G - ñèìâîë "÷èñëî". Ïåðåìåííîé
õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ13 è ñïèñêà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
ïðåäïîñëåäíåãî òåðìà îïèñàòåëÿ õ40, ê êîòîðîìó äîáàâëÿåòñÿ òåðì "G(Z). Â
íàøåì ïðèìåðå - òåðì "÷èñëî(d)". Ê õ49 ïðèñîåäèíÿþòñÿ âñå íå ñîäåðæàùèå Y
óòâåðæäåíèÿ èç î.ä.ç. òåðìà õ46. Â íàøåì ïðèìåðå õ49 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé:

"x− ÷èñëî", "f −ôóíêöèÿ", "a− ÷èñëî", "Dom(f) ⊆ R", "Val(f) ⊆ R",
"ëîêîïðåä(f, a, b)", "òèïïðåäåëà(b)", "d−÷èñëî", "f(a)−÷èñëî", "¬(x−a = 0)".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ49, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå óñëî-
âèå õ47. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", îäç",
"íåèçâåñòíûå Y ". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ51. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò âèä "c = d(x − a) + f(a)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ51 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðà-
âåíñòâî ñ ïåðåìåííîé Y â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ52 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ
÷àñòü. Â íàøåì ïðèìåðå - "d(x− a) + f(a)".

Ïåðåìåííîé õ53 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â êîíñåêâåíò
èñõîäíîé òåîðåìû, à òàêæå â òåîðåìû ñïèñêà õ37 è â òåîðåìó õ39. Äëèíà ýòîãî
íàáîðà òàêàÿ æå, êàê ó íàáîðà õ31. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ
e, g. Ïåðåìåííîé õ54 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â òåðì õ52
òåðìîâ "V " è "W (íàáîð(õ42))" âìåñòî ïåðåìåííûõ õ15, Z. Çäåñü V, W - âñåâîç-
ìîæíûå ïàðû ñîîòâåòñòâóþùèõ äðóã äðóãó ïåðåìåííûõ ñïèñêîé õ31 è õ53. Â
íàøåì ïðèìåðå õ54 ñîñòîèò èç òåðìîâ "c(x)(x− a) + e(a)", "h(x)(x− a) + g(x)".

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ïåðåìåííûå U ñïèñêà õ31. Äëÿ òåêóùåé òàêîé ïåðåìåííîé
îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ57 ïîäñòàíîâêè åå âìåñòî õ15 â òåðì õ44. Âñå âõî-
æäåíèÿ ïîäòåðìà õ57 â õ39 çàìåíÿþòñÿ íà òåðì ñïèñêà õ54, ñîîòâåòñòâóþùèé
ïåðåìåííîé U .

Ïî îêîí÷àíèè äàííîãî öèêëà ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ55 ñíîâà îêàçûâàþòñÿ íå
îïðåäåëåíû. Òåðì õ39 â íàøåì ïðèìåðå ïðèîáðåòàåò âèä:
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limx→a\b(−e(a)− g(a)+ (c(x)(x−a)+ e(a))+ (h(x)(x−a)+ g(a)))/(x−a)−÷èñëî

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ15 íå âõîäèò â õ39. Äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé U
ñïèñêà õ31 ê ñïèñêó õ37 äîáàâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ïîäñòàíîâêè U âìåñòî õ15 â
óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ13, ñîäåðæàùèå ïåðåìåííóþ õ15. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ37 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíî-
ñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ39. Â ðåçóëüòàòå îí ïðèîáðåòàåò âèä:

"a − ÷èñëî", "e − ôóíêöèÿ", "g − ôóíêöèÿ", "Dom(e) = d", "Dom(g) = d",
"Val(g) ⊆ R", "Val(e) ⊆ R", "d ⊆ R", "ëîêîïðåä(g, a, b)".

Äàëåå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ9 - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåí-
íîé õ55 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê õ37, è ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîñìîòð ïåðåìåííûõ U
ñïèñêà õ31 è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ïåðåìåííûõ V ñïèñêà õ53. Äëÿ òåêóùåé òà-
êîé ïåðåìåííîé îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ59 çàìåíû â õ12 ïîñëåäíåãî îïåðàíäà
âõîæäåíèÿ õ40 íà òåðì "çíà÷åíèå(V , íàáîð(õ42))". Ïåðåìåííîé õ60 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â õ8 ïåðåìåííîé U âìåñòî ïåðåìåííîé õ15. Çàòåì
ê ñïèñêó õ55 äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå õ59, à ê ñïèñêó õ37 - óòâåðæäåíèå õ60.

Â íàøåì ïðèìåðå ê ñïèñêó õ55 äîáàâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "limx→a\bc(x)−÷èñëî",
"limx→a\bh(x) − ÷èñëî", à ê ñïèñêó õ37 - "äèôôåðåíöèðóåìà(e, a)" è "äèôôå-
ðåíöèðóåìà(g, a)". Ïî çàâåðøåíèè öèêëà ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ56 ñòàíîâÿò-
ñÿ íå îïðåäåëåííûìè. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî ñ ïîñûëêàìè õ55 è
óñëîâèåì õ39. Ïðè ïîëó÷åíèè îòâåòà "èñòèíà" îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ57 ïîä-
ñòàíîâêè â òåðì õ8 âûðàæåíèÿ õ33 âìåñòî ïåðåìåííîé õ15. Ïåðåìåííîé õ58
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ37 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû"
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ57. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåí-
òàìè õ58 è êîíñåêâåíòîì õ57. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

13. Ïîïûòêà ïîäîáðàòü ïðèìåðû îïðåäåëÿåìûõ îáúåêòîâ ïðè ïîìîùè âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ c− b→ (b + c)/2 ∈ [b, c])

èç òåîðåìû

∀abc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ a ∈ [b, c]↔ a− ÷èñëî & 0 ≤ a− b & 0 ≤ c− a)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "a ∈ [b, c]".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà
- ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåé
÷àñòè, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê îïðå-
äåëÿþùåé ÷àñòè îòëè÷åí îò ñèìâîëà "ñóùåñòâóåò". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâà-
åòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå
îíè ýëåìåíòàðíû. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ8,
íå ÿâëÿþùèõñ ïàðàìåòðàìè óòâåðæäåíèé õ12. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç
ïåðåìåííîé a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ14 íåïóñò. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñà-
íèå ñ ïîñûëêàìè õ12 è óñëîâèÿìè õ13. Öåëè çàäà÷è - "ïðèìåð", "ïðÿìîéîòâåò",
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"ïåðå÷èñëåíèå", "íåèçâåñòíûå õ14", "óïðîñòèòü". Äëÿ ñîõðàíåíèÿ ðàçëè÷íûõ
âàðèàíòîâ îòâåòà ââîäèòñÿ êîììåíòàðèé (îòâåòçàäà÷è ïóñòîåñëîâî). Ïî îêîí-
÷àíèè ðåøåíèÿ èç ýòîãî êîììåíòàðèÿ èçâëåêàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ19 (îäèí èç
âàðèàíòîâ îòâåòà). Â íàøåì ïðèìåðå îíî èìååò âèä "a = (b + c)/2 & 0 ≤ c− b".
Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ19.
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ20, íå ñîäåðæàùèõ
ïåðåìåííûõ õ14, ïåðåìåííîé õ22 - îñòàòîê íàáîðà õ20. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâà-
èâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ21 è õ12.

Åñëè ñïèñîê õ21 íåïóñò, òî ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, èìåþùàÿ åäèíñòâåí-
íóþ ïîñûëêó "èñòèíà" è óñëîâèÿ õ23. Íåèçâåñòíûìè ñëóæàò ïàðàìåòðû åå
óñëîâèé. Êðîìå òîãî, èìåþòñÿ öåëè "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò". Åñëè
ïîëó÷åí îòëè÷íûé îò ñèìâîëà "îòêàç" îòâåò, òî õ23 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 áóäåò èìåòü âèä "b−÷èñëî",
"b ≤ c", "c− ÷èñëî".

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ22 è õ23. Åñëè îíî íå
ñîäåðæèò óòâåðæäåíèé ñ çàãîëîâêîì "ñóùåñòâóåò", òî ïåðåìåííîé õ24 ïåðå-
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ24 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû"
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ8.

Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ24 è êîíñåêâåíòîì õ8. Îíà îáðàáà-
òûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ
åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "ïîäáîðíåèçâåñòíûõ(t1 . . . tn)". Çäåñü t1, . . . , tn -
ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ íàáîðà õ22, îïðåäåëÿþùèõ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ñïèñêà
õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííîå âûðàæåíèå "(b + c)/2".

14. Ïîïûòêà ïîëó÷èòü ïðèìåð îïðåäåëÿåìîãî ïðåäèêàòà ñ ïîìîùüþ ïîäáîðà ïðè-
ìåðà êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

1− íàòóðàëüíîå

èç òåîðåìû

∀n(n− íàòóðàëüíîå↔ n− öåëîå & 1 ≤ n)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ a ≤ a)

Èñõîäíàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "n− íàòóðàëüíîå".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëåìåíòàðíûé. Ïåðåìåííîé õ12 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíú-
þíêöèþ, è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâèâàåòñÿ íàáîð åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Â
ñïèñêå õ13 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ14, çàãîëîâîê õ15 êîòîðîãî íå ÿâëÿåòñÿ
íàçâàíèåì òèïà îáúåêòà. Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèå "1 ≤ n". Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "ïðèìåð" îïðåäåëÿåò ïî õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
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òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåí-
íûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ18
ñîâïàäàåò ñ õ16. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ18, ïåðå-
ìåííîé õ20 - ïàðàìåòðû òåðìîâ õ19 è õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "a, n". Îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ20, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ14 è õ19.
Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê
àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ18. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ êîíúþíêöèÿ îòëè÷íûõ îò õ14 óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå -
"n−öåëîå". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè
S ê òåðìó õ23. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ24
- ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ22. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðè-
ìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê òåðìó õ9. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" ñïèñêà õ22 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåò-
ðîâ õ26. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ27 è
êîíñåêâåíòîì õ26. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

15. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî, îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå îòäåëüíîé êîîðäè-
íàòû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀c(Òðåõìåðí(c)→ âëåâî(âåêòîð0, c))

èç òåîðåìû

∀aK(Âåêòîð(a) & Òðåõìåðí(K)→ âëåâî(a, K)↔ êðä(a, K, 2) = 0 &
êðä(a, K, 3) = 0 & êðä(a, K, 1) ≤ 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀Ki(Òðåõìåðí(K) & i ∈ {1, 2, 3} → êðä(âåêòîð0, K, i) = 0)

Èñõîäíàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "âëåâî(a, K)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëåìåíòàðåí. Â îïðåäåëÿþùåé ÷à-
ñòè âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 èìååò âèä "êðä(a, K, 2)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 - íàçâàíèå îòäåëüíîãî ðàçðÿäà êîîðäèíàò. Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "Êðä" îïðåäåëÿåò ïî õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåî-
ðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ18 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäå-
íèÿ õ12 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Îí îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

16. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå ñàìîãî ñëîæíîãî ïîíÿòèÿ çàìåíÿþùåé ÷à-
ñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀Kad(êîîðä(a, K) = (0, 0, d) & Âåêòîð(a) & Òðåõìåðí(K)→ âåðòèêíàïð(a, K))

èç òåîðåìû
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∀Ka(Òðåõìåðí(K) & Âåêòîð(a)→ âåðòèêíàïð(a, K)↔ êðä(a, K, 1) = 0 &
êðä(a, K, 2) = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀AKabc(Òðåõìåðí(K) & Âåêòîð(A) & êîîðä(A, K) = (a, b, c)→
êðä(A, K, 1) = a & êðä(A, K, 2) = b & êðä(A, K, 3) = c)

Èñõîäíàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "âåðòèêíàïð(a, K)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà
- ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèé òåðì. Ïåðå-
ìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïîäòåðìîâ òåðìà õ12, èìåþùèõ ìàêñèìàëü-
íóþ îöåíêó ñëîæíîñòè. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç òåðìîâ "êðä(a, K, 1)",
"êðä(a, K, 2)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ýòè òåðìû èìåþò îäèí è òîò æå çàãîëîâîê
õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "êðä". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îïðåäåëåíèå" íà-
õîäèò ïî ñèìâîëó õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé
õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå,
íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀efbcd(Òðåõìåðí(f) & Âåêòîð(e) & êîîðä(e, f) = (b, c, d)→ êðä(e, f, 1) = b &
êðä(e, f, 2) = c & êðä(e, f, 3) = d)

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ18, ïåðåìåííîé
õ20 - åå êîíñåêâåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò íå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòüþ è ñîäåðæèò ñèìâîë õ15. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ20, ïåðåìåííîé õ22 - íàáîð êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ12. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òàêèõ óòâåð-
æäåíèé U íàáîðà õ21, ÷òî â íàáîðå õ22 ñóùåñòâóåò óòâåðæäåíèå V , ïðåäñòàâëÿ-
þùåå ñîáîé ðåçóëüòàò íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè â U . Â íàøåì ïðèìåðå õ23 èìååò
âèä "êðä(e, f, 1) = b", "êðä(e, f, 2) = c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû íàáîðîâ õ22
è õ23 ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé
õ23. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ24, ïåðåâîäÿùàÿ ñïèñîê
õ23 â õ22. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîä-
ñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì õ19. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé
ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ27 è àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû, à êîíñåêâåíò - õ8. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

17. Ïðèìåðêà èñïîëüçóþùåãî âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå îïðåäåëåíèÿ îäíîìåñò-
íîé îïåðàöèè íà äâóìåñòíûå ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè ðàçäåëà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− öåëîå→ [a + b] = b + [a])

èç òåîðåìû

∀an(a− ÷èñëî & n− öåëîå & n ≤ a & a < n + 1→ [a] = n)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "[a]".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà -
òîæäåñòâî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ8 ðàâíî 1.
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Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "îïðåäåëåíî". Îíà
îçíà÷àåò, ÷òî òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîæäåñòâî, îïðåäåëÿþùåå íåêîòî-
ðóþ îïåðàöèþ ÷åðåç âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â àíòåöåäåíòû è
íå âõîäÿùèå â ýòó îïåðàöèþ. Äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåìîé
÷àñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ âñåì ñîäåðæàùèì òîëüêî òàêèå ïåðåìåííûå àíòåöå-
äåíòàì, ñóùåñòâóþò ïîäõîäÿùèå çíà÷åíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ2. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî êîðíåâûì îïåðàíäîì îïðåäåëÿåìîãî òåðìà ñëóæèò ïåðåìåííàÿ. Îíà
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ13. Âûáèðàåòñÿ àíòåöåäåíò õ14, óêàçûâàþùèé òèï
çíà÷åíèÿ õ15 ïåðåìåííîé õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - ñèìâîë "÷èñëî". Ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ ðàçäåë ñèìâîëà õ15 è åãî íàäðàçäåëû. Â íàøåì ïðèìåðå - "ýëåìåí-
òàðíàÿàëãåáðà". Â ýòèõ ðàçäåëàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèìâîëû õ18 äâóìåñòíûõ
îïåðàöèé, ñïèñîê òèïîâ çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ñîäåðîæèò õ15. Â íàøåì ïðèìåðå
õ18 - ñèìâîë "ïëþñ". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü òåî-
ðåìû, ïåðåìåííîé õ21 - ñïèñîê åå ïàðàìåòðîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 ñîñòî-
èò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé n. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ
àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå ñïèñêà õ21. Ïåðåìåííîé õ23
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ12 óòâåðæäåíèé õ22. Âûáèðàåòñÿ
ïåðåìåííàÿ õ24, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðå-
ìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ18
ïåðåìåííûõ õ13 è õ24. Â íàøåì ïðèìåðå - "a+b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïðàâî÷íèê
"òèïäàííûõ" îïðåäåëÿåò äëÿ êàæäîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ25 çíà÷åíèå
õ15. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîä-
íóþ òåîðåìó è îòëè÷íûõ îò ïåðåìåííîé õ24. Äëèíà åãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà
õ21. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé c. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ22 ïåðåìåííûõ
õ26 è òåðìà õ25 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ21 è õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ27 ñîñòî-
èò èç óòâåðæäåíèé "c − öåëîå", "c ≤ a + b", "a + b − 1 < c". Ïåðåìåííîé õ28
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ12 òåðìà "õ15(õ24)". Â íàøåì
ïðèìåðå - "b−÷èñëî". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ28 è óñëîâè-
ÿìè õ27. Öåëè çàäà÷è - "ïðèìåð", "ïðÿìîéîòâåò", "íåçàâèñèò õ13", "íåèçâåñò-
íûå õ26". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ30. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"(b+n)−öåëîå & c = b+n". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç".
Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ30.
Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ äëÿ ïåðåìåííûõ
õ26, âõîäÿùèõ â ñïèñîê õ31. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííîå âûðàæåíèå "b+n".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû ñïèñêîâ õ32 è õ26 ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ32 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ21 â òåðì õ20. Â
íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "b + n". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò çàìåíû âõîæäåíèÿ òåðìà õ20 â òåðì õ33 íà òåðì õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ35
íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ õ21. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî òåðìà
P (25) òåðìó õ35. Çäåñü P - çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ8. Â íàøåì ïðèìåðå õ36 èìå-
åò âèä "[a+b] = b+[a]". Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ23
ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ25 âìåñòî ïåðåìåííîé õ13 â
óòâåðæäåíèÿ õ23.

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ õ38 ñïèñêà õ31, ïàðàìåòðû êîòîðûõ íå ïåðåñå-
êàþòñÿ ñî ñïèñêîì õ26. Åñëè ýòè ïàðàìåòðû íå ïåðåñåêàþòñÿ ñî ñïèñêîì õ21,
òî óòâåðæäåíèå õ38 äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó õ37. Èíà÷å - ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â õ38
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èìååòñÿ âõîæäåíèå òåðìà õ20, ïðè çàìåíå êîòîðîãî íà õ8 ïîëó÷àåòñÿ òåðì õ40,
íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûõ õ21. Â ýòîì ñëó÷àå ê ñïèñêó õ37 äîáàâëÿåòñÿ óòâåð-
æäåíèå õ40. Åñëè îò ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ21 óêàçàííûì îáðàçîì èçáàâèòüñÿ íå
óäàëîñü, ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà îòìåíÿåòñÿ.

Ïî çàâåðøåíèè öèêëà ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ37 è êîíñåêâåí-
òîì õ36. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

1. Âûâîä ýëåìåíòàðíûõ ñëåäñòâèé îáåèõ ÷àñòåé îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòàðíîãî óòâåð-
æäåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà→ 2l(AB)2 + 2l(AD)2 − l(AC)2 − l(BD)2 = 0)

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà→
ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD)↔ ÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) &
ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâîê - íå êâàíòîð
ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåí-
íîé õ14 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê õ13 óòâåðæäåíèÿ õ9 è ñïèñêà êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ12.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èñëåäîâàíèå ñî ñïèñêîì ïîñûëîê õ14. Öåëè çàäà÷è - "èç-
âåñòíî", "íåèçâåñòíûå X", "òåîðåìà". Çäåñü X - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ïîñûëîê.
Öåëü "òåîðåìà" óêàçûâàåò íà òî, ÷òî çàäà÷à ðåøàåòñÿ äëÿ âûâîäà òåîðåì. Îíà
ñíèìàåò ìíîãèå áëîêèðîâêè, ðàáîòàþùèå ïðè ðåøåíèè îáû÷íûõ çàäà÷, è àêòè-
âèðóåò äîïîëíèòåëüíûå ïðèåìû.

Â íàøåì ïðèìåðå, ïðåæäå âñåãî, âûâîäÿòñÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ óãëîâ ïàðàëëåëî-
ãðàììà è ðàâåíñòâà äëèí ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí. Çàòåì äâàæäû ïðèìåíÿ-
åòñÿ òåîðåìà êîñèíóñîâ, è äàëåå - ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ñêëàäûâàþòñÿ äëÿ
èñêëþ÷åíèÿ óãëà. Òàê ïîëó÷àåòñÿ ñîîòíîøåíèå 2l(AB)2 + 2l(AD)2 − l(AC)2 −
l(BD)2 = 0. Ôàêòè÷åñêè, öåëü "òåîðåìà" îðèåíòèðóåò íà ïîëó÷åíèå èñ÷åðïû-
âàþùåé ñèñòåìû ñâÿçåé ìåæäó îáúåêòàìè çàäà÷è.

Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è õ15 ïðîñìàòðèâàþòñÿ åå ýëåìåíòàðíûå ïîñûëêè õ18, íå
èìåþùèå çàãîëîâêà "àêòèâ" ëèáî "ïàññèâ" è îòëè÷íûå îò ðåàëèçàöèè "ñòà-
ðûõ" òåîðåì. Â íàøåì ïðèìåðå - îòáðàñûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ òåîðåìû
êîñèíóñîâ. Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ êîììåíòàðèè "òåîðâûâîä", ñîçäàâàåìûå ïðè-
åìàìè, âûâîäÿùèìè ñîîòíîøåíèÿ. ÎÒáðàñûâàþòñÿ ïîñûëêè, ñîâïàäàþùèå ñ
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àíòåöåäåíòàìè òåîðåìû ëèáî ñ îïðåäåëÿåìûì óòâåðæäåíèåì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèÿ õ18 âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû ñïèñêà õ14. Îòáðàñûâà-
þòñÿ òå óòâåðæäåíèÿ õ18, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè àíòåöåäåíòîâ. Ýòî
ïðîâåðÿåòñÿ ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ êàæäîãî íàéäåííîãî óêàçàííûì îáðàçîì óòâåðæäåíèÿ õ18 ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû è
óòâåðæäåíèå õ9, à êîíñåêâåíòîì ÿâëÿåòñÿ õ18. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâà-
åòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Âûâîä ýëåìåíòàðíûõ ñëåäñòâèé îáåèõ ÷àñòåé îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòàðíîãî óòâåð-
æäåíèÿ, èìåþùåãî ïàðàìåòðû, íå âõîäÿùèå â àíòåöåäåíòû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDE(B− òî÷êà & C− òî÷êà & D− òî÷êà & E− òî÷êà & êâàäðàò(BCDE) &
öåíòð(A,ôèãóðà(BCDE))→ ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC))

èç òåîðåìû

∀ABCDE(B−òî÷êà & C−òî÷êà & D−òî÷êà & E−òî÷êà & êâàäðàò(BCDE)→
öåíòð(A,ôèãóðà(BCDE))↔ A−òî÷êà& A ∈ îòðåçîê(BD) & A ∈ îòðåçîê(CE))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "öåíòð(A,ôèãóðà(BCDE))".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðèå-
ìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíò-
íîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îíî ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâîê - íå êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ14 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê
õ13 óòâåðæäåíèÿ õ9 è ñïèñêà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ12.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èñëåäîâàíèå õ15 ñî ñïèñêîì ïîñûëîê õ14. Öåëè çàäà÷è -
"èçâåñòíî", "íåèçâåñòíûåX", "òåîðåìà". ÇäåñüX - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ïîñûëîê.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåò-
ðîâ îïðåäåëÿåìîãî òåðìà, íå âõîäÿùèõ â àíòåöåäåíòû. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñî-
ñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé A. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ18 íåïóñò, è ðå-
øàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ19 ñ òåì æå ñïèñêîì ïîñûëîê õ14, ÷òî áûë ó çà-
äà÷è õ15. Âî èçáåæàíèå èñêàæåíèé, êàæäûé ðàç áåðåòñÿ èñõîäíàÿ âåðñèÿ ñïèñêà
õ14. Öåëè çàäà÷è õ19 - "èçâåñòíî", "íåèçâåñòíûå X", "ôîêóñ õ18", "òåîðåìà".
Öåëü "ôîêóñ y1 . . . yn" çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå óêàçûâàåò íà ïðèîðèòåò ïåðåôîð-
ìóëèðîâêè ïîñûëîê ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðåìåííûõ y1, . . . , yn. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðåìåííîé A. Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äèàãîíàëåé
êâàäðàòà âûâîäèëîñü åùå â çàäà÷å õ15. Îäíàêî, â èõ îáîçíà÷åíèè öåíòð êâàäðà-
òà íå ôèãóðèðîâàë. Öåëü "ôîêóñ" èíèöèèðóåò ñðàáàòûâàíèå ïðèåìîâ, ïåðåîáî-
çíà÷àþùèõ ïðÿìûå ýòèõ äèàãîíàëåé ñ èñïîëüçîâàíèåì òî÷êè A. Â èòîãå ñðåäè
ïîñûëîê çàäà÷è õ19 îêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC))".

Ïî îêîí÷àíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è õ19 ñðåäè åå ïîñûëîê âûáèðàåòñÿ ýëåìåíòàð-
íîå óòâåðæäåíèå õ21, íå âõîäÿùåå â ñïèñîê ïîñûëîê çàäà÷è õ15 è ñîäåðæàùåå
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ïåðåìåííûå ñïèñêà õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçà-
öèåé "ñòàðîé" òåîðåìû (ïî îòñóòñòâèþ êîììåíòàðèÿ "òåîðâûâîä"), íå âõîäèò
â ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû è íå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿåìûì óòâåðæäåíèåì.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ21 íå èìååò çàãîëîâêîâ "àêòèâ", "ïàññèâ" è ÷òî åãî ïàðà-
ìåòðû âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû ñïèñêà õ14. Îòáðàñûâàþòñÿ òå óòâåðæäåíèÿ
õ21, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè àíòåöåäåíòîâ. Ýòî ïðîâåðÿåòñÿ ïðè ïîìî-
ùè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 èìååò âèä
"ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC))".

Äëÿ êàæäîãî íàéäåííîãî óêàçàííûì îáðàçîì óòâåðæäåíèÿ õ218 ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû è
óòâåðæäåíèå õ9, à êîíñåêâåíòîì ÿâëÿåòñÿ õ21. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâà-
åòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Âûâîä ñëåäñòâèé îáåèõ ÷àñòåé îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòàðíîãî óòâåðæäåíèÿ ñ èñ-
êëþ÷åíèåì êâàíòîðîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abf (Dom(f) ⊆ R & Val(f) ⊆ R & f −ôóíêöèÿ & a− ÷ècëî &
äèôôåðåíöèðóåìà(f, a) & òèïïðåäåëà(b) & ëîêîïðåä(f, a, b)→ íåïðåðûâíî(f, a))

èç òåîðåìû

∀af (f −ôóíêöèÿ & a−÷èñëî & Dom(f) ⊆ R & Val(f) ⊆ R & ëîêîïðåä(f, a, b) &
òèïïðåäåëà(b) → äèôôåðåíöèðóåìà(f, a) ↔ limx→a\b(f(x) − f(a))/(x − a) −
÷èñëî)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "äèôôåðåíöèðóåìà(f, a)".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðèå-
ìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíò-
íîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îíî ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâîê - íå êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ14 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê
õ13 óòâåðæäåíèÿ õ9 è ñïèñêà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ12.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èñëåäîâàíèå õ15 ñî ñïèñêîì ïîñûëîê õ14. Öåëè çàäà÷è -
"èçâåñòíî", "íåèçâåñòíûåX", "òåîðåìà". ÇäåñüX - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ïîñûëîê.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå â ïîñûëêàõ çàäà÷è õ15
óòâåðæäåíèÿ, âíóòðè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíà êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ. Â íàøåì
ïðèìåðå òàêîå óòâåðæäåíèå èìååò âèä:

∃c(∀d(0 < d &-.÷èñëî→ ∃e(∀x(x ∈ Îêðåñòíîñòü(a, e, b) & x−÷èñëî→ |c− (f(x)−
f(a))/(x− a)| < d) & 0 < e & e− ÷èñëî)) & c− ÷èñëî)

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿåìîãî òåðìà. Åñëè
ñïèñîê ïåðåìåííûõ X íàáîðà õ19, äëÿ êîòîðûõ â àíòåöåäåíòàõ âñòðå÷àåòñÿ
óòâåðæäåíèå "ôóíêöèÿ(X)", íåïóñò, òî õ19 çàìåíÿåòñÿ íà äàííûé ñïèñîê. Â
íàøåì ïðèìåðå õ19 îêàçûâàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç ïåðåìåííîé f .

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ20, ïîñûëêè êîòîðîé - êîïèÿ ñïèñêà ïîñûëîê
çàäà÷è õ15 ïîñëå åå ðåøåíèÿ. Öåëè çàäà÷è õ20 - "êâàíòèìïëèê", "ôîêóñ õ19".
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Öåëüþ "êâàíòèìïëèê" îçíà÷àåò, ÷òî íóæíî èñêëþ÷èòü êâàíòîðû ñ ïîìîùüþ
êîììåíòàðèåâ (êâàíòèìïëèê . . .) è ââîäà ñêîëåìîâñêèõ ôóíêöèé. Êîììåíòàðèè
(êâàíòèìïëèê A1 A2) ââîäÿòñÿ ïðèåìàìè, çàìåíÿþùèìè êâàíòîðíóþ èìïëèêà-
öèþ â ïîñûëêàõ íà åå ãðóïïó àíòåöåäåíòîâ è êîíñåêâåíò. A1 - îäíà èç ïåðåìåí-
íûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè èìïëèêàöèè, A2 - êîíúþíêöèÿ ñîäåðæàùèõ ýòó
ïåðåìåííóþ àíòåöåäåíòîâ. Òàêîé êîììåíòàðèé îçíà÷àåò, ÷òî âñå âûâåäåííûå â
çàäà÷å óòâåðæäåíèÿ, ñîäåðæàùèå ïåðåìåííóþ A1, áóäóò èñòèííûìè, êàê òîëüêî
èñòèííû óòâåðæäåíèÿ A2 (è, ðàçóìååòñÿ, àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïðî-
÷èõ óêàçàííûõ êîììåíòàðèÿìè "êâàíòèìïëèê" ïåðåìåííûõ ðàññìàòðèâàåìîãî
óòâåðæäåíèÿ).

Ïðîñëåäèì äåéñòâèÿ ðåøàòåëÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è õ20. Ïðåæäå âñåãî, èñêëþ-
÷àåòñÿ êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ: ââîäèòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ g, è óêàçàííàÿ âûøå
ñëîæíàÿ ïîñûëêà ñ êâàíòîðàìè çàìåíÿåòñÿ íà äâå íîâûõ:

∀d(0 < d &-.÷èñëî→ ∃e(∀x(x ∈ Îêðåñòíîñòü(a, e, b) & x− ÷èñëî→
|g − (f(x)− f(a))/(x− a)| < d) & 0 < e & e− ÷èñëî))

g − ÷èñëî)

Êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ çàìåíÿåòñÿ íà ñâîè àíòåöåäåíòû è êîíñåêâåíò, ñ ïåðå-
îáîçíà÷åíèåì ñâîåé ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé d íà íîâóþ ïåðåìåííóþ c:

∃e(∀x(x ∈ Îêðåñòíîñòü(a, e, b) & x− ÷èñëî→ |g − (f(x)− f(a))/(x− a)| < c) &
0 < e & e− ÷èñëî)

0 < c

c− ÷èñëî

Ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé àíòåöåäåíò ñîäåðæèò íå áîëåå îä-
íîé ïåðåìåííîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè. Äëÿ êàæäîé òàêîé ïåðåìåííîé ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå åå çíà÷åíèÿ, äëÿ êîòîðîãî èñòèííà êîíúþíêöèÿ
ñîäåðæàùèõ åå àíòåöåäåíòîâ, âûòåêàåò èç ïðî÷èõ ïîñûëîê. Ñîçäàþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèå êîììåíòàðèè (êâàíòèìïëèê . . .). Â íàøåì ïðèìåðå - (êâàíòèìïëèê c
0 < c & c− ÷èñëî).

Äàëåå êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ óñòðàíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ââîäà ñêîëåìîâñêèõ ôóíê-
öèé:

∀x(x ∈ Îêðåñòíîñòü(a, d(c), b) & x− ÷èñëî→ |g − (f(x)− f(a))/(x− a)| < c)

0 < d(c)

d(c)− ÷èñëî)

Ïîñëåäíÿÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ñíîâà çàìåíÿåòñÿ íà ñâîè àíòåöåäåíòû è
êîíñåêâåíò:

|g − (f(x)− f(a))/(x− a)| < c

e ∈ Îêðåñòí(a, d(c), b)
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e− ÷èñëî

Çäåñü ñîçäàåòñÿ êîììåíòàðèé (êâàíòèìïëèê e e ∈ Îêðåñòí(a, d(c), b) &
e− ÷èñëî).

Äàëåå ñðàáàòûâàåò ïðèåì ðàçâÿçêè ïåðåìåííûõ, ó÷èòûâàþùèé êîììåíòàðèé
(êâàíòèìïëèê e . . .). Åãî òåîðåìà èìååò âèä:

∀abcdx(0 < b→ x ∈ Îêðåñòí(a, b, c)↔ x ∈ Îêðåñòí(a, d, c) & 0 < d &
d− ÷èñëî & d ≤ b)

Çàìåíà âûïîëíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Ïðèåì ââîäèò íîâóþ ïåðåìåííóþ d è ñî-
çäàåò äëÿ íåå êîììåíòàðèé (êâàíòèìïëèê d 0 < d & d − ÷èñëî & d ≤ b). Â
íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêà e ∈ Îêðåñòí(a, d(c), b) çàìåíÿåòñÿ íà

0 < h

e ∈ Îêðåñòí(a, h, b)

h− ÷èñëî

h ≤ d(c)

Ñîçäàåòñÿ êîììåíòàðèé (êâàíòèìïëèê h 0 < h & h− ÷èñëî & h ≤ d(c)).

Â íåðàâåíñòâå ñ ìîäóëåì èñêëþ÷àåòñÿ äðîáü:

0 < ch− |g · (e− a)− f(e) + f(a)|

Âûâîäèòñÿ ñëåäñòâèå:

0 < −|f(a)− f(e)|+ |g · (e− a)|+ ch

Ìîäóëü ðàçíîñòè çàìåíÿåòñÿ íà ðàçìåð îêðåñòíîñòè:

0 < −|f(e)− f(a)|+ h|g|+ ch

Äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ ñïåöèàëüíûé ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé ïðåäåë ïðè ïîìîùè
êîììåíòàðèÿ "êâàíòèìïëèê". Åãî òåîðåìà èìååò âèä:

∀Aabcepqfx(∃y(p ≤ e & A) & x− ÷èñëî & x ∈ Îêðåñòíîñòü(a, b, c) &
0 < p− |f(x) + q| → limx→a\c f(x) = −q)

Çäåñü A - óòâåðæäåíèå, èçâëåêàåìîå èç êîììåíòàðèÿ (êâàíòèìïëèê y A); y -
ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ òåðìà p. Ýòîò òåðì è òåðì q íå ñîäåðæàò x. Èñòèííîñòü
ïåðâîãî àíòåöåäåíòà óñìàòðèâàåòñÿ çàäà÷åé íà äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîé ïåðå-
äàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè "e − ÷èñëî", "0 < e"; e - íîâàÿ ïåðåìåííàÿ.
Ïåðåìåííàÿ x íå âñòðå÷àåòñÿ â ïðî÷èõ ïîñûëêàõ çàäà÷è.

Â íàøåì ïðèìåðå ïåðåìåííàÿ y - ýòî h. Èìååì: "lime→a\bf(e) = f(a)". Îòñþäà
âûâîäèòñÿ óñëîâèå "íåïðåðûâíî(f, a)".
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Ïî îêîí÷àíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è õ20 â åå ñïèñêå ïîñûëîê íàõîäèòñÿ ýëåìåíòàðíîå
óòâåðæäåíèå õ22, íå âñòðå÷àþùååñÿ ñðåäè ïîñûëîê çàäà÷è õ15, ñîäåðæàùåå ïå-
ðåìåííûå ñïèñêà õ19 è íå ñîäåðæàùåå ïåðåìåííûõ, íå âñòðå÷àþùèõñÿ â óòâåð-
æäåíèÿõ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 - "íåïðåðûâíî(f, a)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷åíû äîáàâëåíèåì ê ñïèñêó õ13 óòâåðæäåíèÿ
õ9, à êîíñåêâåíò - óòâåðæäåíèå õ22. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåî-
ðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ïðèâåäåííûé ïðèåì âûâîäà òåîðåì ïîêàçûâàåò, ÷òî ïî ìåðå óñëîæíåíèÿ òåî-
ðåì, ïðîèñõîæäåíèå êîòîðûõ íóæíî îáúÿñíèòü, âñå áîëüøóþ ðîëü áóäóò èãðàòü
íå ñàìè ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, à îðèåíòèðîâàííûå íà âûâîä òåîðåì ïðèåìû
ðåøàòåëÿ.

4. Èñïîëüçîâàíèå ñëåäñòâèé îáåèõ ÷àñòåé îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòàðíîãî óòâåðæäå-
íèÿ è îäíîçíà÷íîé îïðåäåëèìîñòè âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDEF (¬(D = E) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ îêðóæíîñòü(DE) & A− òî÷êà
& B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà &
îêðóæíîñòü(DE) âïèñàíà â ôèãóðà(ABC)→ F ∈ îòðåçîê(AC))

èç òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & 4(ABC) & D − òî÷êà &
E − òî÷êà & ¬(D = E)→ îêðóæíîñòü(DE) âïèñàíà â ôèãóðà(ABC)↔
îòðåçîê(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) & îòðåçîê(BC)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) & îòðåçîê(AC)− êàñàòåëüíàÿ ê
îêðóæíîñòü(DE))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDEF (A− òî÷êà & B − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà & ¬(D = E) &
¬(A = B) & îòðåçîê(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(DE) & C − òî÷êà &
C ∈ îêðóæíîñòü(DE) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F − òî÷êà & F ∈ îêðóæíîñòü(DE)
& F ∈ ïðÿìàÿ(AB)→ C = F )

Èñõîäíàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "îêðóæíîñòü(DE) âïèñàíà â ôèãóðà(ABC)".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðèå-
ìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíò-
íîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îíî ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâîê - íå êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ14 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê
õ13 óòâåðæäåíèÿ õ9 è ñïèñêà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ12.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èñëåäîâàíèå õ15 ñî ñïèñêîì ïîñûëîê õ14. Öåëè çàäà÷è -
"èçâåñòíî", "íåèçâåñòíûåX", "òåîðåìà". ÇäåñüX - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ïîñûëîê.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåò-
ðîâ ïîñûëîê çàäà÷è õ15, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïàðàìåòðàìè ñïèñêà õ14, ò.å. ïîÿâèâ-
øèõñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå F, G, H äëÿ òî÷åê
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êàñàíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïðÿìûõ AC, BC, AB. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ19
ñïèñêà õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ F . Â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è õ15 íà-
õîäèòñÿ óòâåðæäåíèå âèäà P (19). Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèå "F −òî÷êà".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàâíî" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó P óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáî-
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â
èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

∀abcdef (a− òî÷êà & b− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà & ¬(d = e) &
¬(a = b) & îòðåçîê(ab)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(de) & c− òî÷êà &
c ∈ îêðóæíîñòü(de) & c ∈ ïðÿìàÿ(ab) & f − òî÷êà & f ∈ îêðóæíîñòü(de) &
f ∈ ïðÿìàÿ(ab)→ c = f)

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ22. Ñîãëàñíî
òèïó äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ýòîò êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî äâóõ ïåðåìåííûõ.
Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ëåâàÿ ïåðåìåííàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - c. Ïåðå-
ìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ22. Ïåðåìåííîé õ28
ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ïåðåìåííàÿ êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå - f . Ïåðå-
ìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé èç õ27, íå ñîäåðæàùèõ ïå-
ðåìåííîé õ28. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè
ïåðåìåííîé õ19 âìåñòî õ26 â óòâåðæäåíèÿ õ29. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê îòëè÷íûõ îò õ19 ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ30. Â íàøåì ïðèìåðå -
a, b, d, e. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ31 íåïóñò. Ïðîöåäóðà "Ïîäáîðçíà÷åíèé" íà-
õîäèò ïîäñòàíîâêó S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ31, ðåàëèçóþùóþ óòâåðæäåíèÿ õ30
ïîñûëêàìè çàäà÷è õ15. Â íàøåì ïðèìåðå ïîäñòàâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðå-
ìåííûå A, C,D, E. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ äëÿ
ðåàëèçàöèè ïîñûëîê, ïåðåìåííîé õ34 - åãî ïîäñïèñîê, îáðàçîâàííûé óòâåðæäå-
íèÿìè, ñîäåðæàùèìè ïåðåìåííóþ õ19.

Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Â ïî-
ñûëêàõ çàäà÷è õ15 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ36, ñîäåðæàùåå ïåðåìåííóþ õ19 è
íå âõîäÿùåå â ñïèñîê õ34. Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèå "F ∈ îòðåçîê(AC)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî ïàðàìåòðû ñîäåðæàòñÿ â ïàðàìåòðàõ óòâåðæäåíèé õ35 è
õ33. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ35 è õ34. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî íå óñìàòðèâàåò èñòèííîñòü
õ36 èç ïîñûëîê õ37. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü
óòâåðæäåíèÿ õ37 è óòâåðæäåíèå õ9, à êîíñåêâåíò - õ36. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Ïîïûòêà èñêëþ÷åíèÿ äóáëèðîâàíèÿ â îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì
åå ýëåìåíòàðíîãî ñëåäñòâèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀Af (A− set & êîíå÷íîå(A)→ ïåðåñòàíîâêà(f, A)↔ ∃a(Dom(f) = {1, . . . , a} &
a− öåëîå & 0 ≤ a) & A = Val(f) & f −ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f))

èç òåîðåìû

∀Af (A− set & êîíå÷íîå(A)→ ïåðåñòàíîâêà(f, A)↔ f −ôóíêöèÿ &
Dom(f) = {1, . . . , card(A)} & Val(f) = A)
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Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "ïåðåñòàíîâêà(f, A)".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû îäíîãî èç ïðåäû-
äóùèõ ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà
- ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿ-
þùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâîê - íå êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïå-
ðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ14 - ðåçóëüòàò
äîáàâëåíèÿ ê õ13 óòâåðæäåíèÿ õ9 è ñïèñêà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäå-
íèÿ õ12.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èñëåäîâàíèå õ15 ñî ñïèñêîì ïîñûëîê õ14. Öåëè çàäà÷è -
"èçâåñòíî", "íåèçâåñòíûåX", "òåîðåìà". ÇäåñüX - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ïîñûëîê.

Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è õ15 ïðîñìàòðèâàþòñÿ åå ýëåìåíòàðíûå ïîñûëêè õ18, íå
èìåþùèå çàãîëîâêà "àêòèâ" ëèáî "ïàññèâ" è îòëè÷íûå îò ðåàëèçàöèè "ñòàðûõ"
òåîðåì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèÿ õ18 âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåò-
ðû ñïèñêà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 - óòâåðæäåíèå "âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåò-
ðîâ óòâåðæäåíèÿ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - A, f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñâÿçàííûõ
ïåðåìåííûõ óòâåðæäåíèå õ12 íå èìååò. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò
ñïèñêà õ20, èìåþùèé áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ â òåðì õ12. Â íàøåì ïðèìåðå -
A. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ÷èñëîâîé àòîì òåðìà õ12, èìåþùèé åäèíòñ-
âåííóþ ïåðåìåííóþ õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - "card(A)". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ
õ23, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Ïåðåìíííîé õ25
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âñåõ âõîæäåíèé òåðìà õ22 â õ12 íà ïåðåìåí-
íóþ õ23. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

f −ôóíêöèÿ & Dom(f) = {1, . . . , a} & Val(f) = A

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ13 ñî ñïèñêîì êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ25 è ñ óòâåðæäåíèåì õ18. Ïåðåìåííîé õ27 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî òåðìîâ õ22 è õ23. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 ñîñòîèò èç óòâåð-
æäåíèé "A− set", "êîíå÷íîå(A)", "(f)", "f −ôóíêöèÿ", "Dom(f) = {1, . . . , a}",
"Val(f) = A". Óòâåðæäåíèå õ27 èìååò âèä "card(A) = a".

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ27 ê ñïèñêó
õ26. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ28 è öåëÿìè (íåèçâåñòíûå
X), (èñêëþ÷ õ21). Çäåñü X - ïàðàìåòðû ïîñûëîê çàäà÷è. Çàòåì ê õ26 äîáàâëÿ-
þòñÿ: âî-ïåðâûõ, ïîñûëêè âèäà P (õ23); âî-âòîðûõ, óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå
äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. òåðìîâ ñïèñêà õ26. Â íàøåì ïðèìåðå äîáàâëÿþòñÿ:
"0 ≤ a", "a− öåëîå", "A− set".

Äàëåå - îòêàò, ïîñëå êîòîðîãî âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ28 îêàçûâàþòñÿ íå
îïðåäåëåíû. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ27
- ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ26. Äàëåå ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ26 óòâåðæäåíèé õ13, ïåðåìåííîé õ30 - ïîäñïèñîê óòâåð-
æäåíèé õ29, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ23. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíú-
þíêöèÿ îñòàòêà óòâåðæäåíèé õ29 è óòâåðæäåíèÿ "ñóùåñòâóåò(õ23 è(õ30))". Ñî-
çäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ13, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâè-
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âàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ9 è õ31. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåî-
ðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

6. Âûâîä íå ñîäåðæàùèõ îïèñàòåëåé ñëåäñòâèé èç êîíñåêâåíòà, ñîäåðæàùåãî îïè-
ñàòåëü "êëàññ".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(¬(a = ∅) & a− set & a ⊆ R & îãðñíèçó(a)→ íèæíÿÿãðàíü(inf(a), a))

èç òåîðåìû

∀a(a− set & îãðñíèçó(a) & ¬(a = ∅) & a ⊆ R→ íàèáîëüøèé(inf(a),
setb(íèæíÿÿãðàíü(b, a))))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "inf(a)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò îòëè÷åí îò ðàâåíñòâà è ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïåðå-
ìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîäåðæèò îïèñàòåëü
"êëàññ" è íå ñîäåðæèò êâàíòîðîâ. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû óòâåðæäåíèÿ õ9. Ðåøàåò-
ñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ10 è åäèíñòâåííîé öåëüþ "òåîðåìà".
Ïîñëå ýòîãî â åå ïîñûëêàõ íàõîäèòñÿ ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå ëèáî ïðîñòàÿ
èìïëèêàöèÿ õ14, èìåþùàÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿåìîãî òåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå
õ14 èìååò âèä "íèæíÿÿãðàíü(inf(a), a)". Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòàÿ èìïëèêàöèÿ
èìååò ýëåìåíòàðíûå àíòåöåäåíòû è êîíñåêâåíò.

Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé òå æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû, à
êîíñåêâåíò - õ14. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

7. Ïîïûòêà âûâîäà ñëåäñòâèé èç óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè îïðåäåëÿåìîìó ìíîæå-
ñòâó.

Â êà÷åñòâå ïðèåìà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABa(¬(A = B) & a ∈ îêðóæíîñòü(AB) & A− òî÷êà & B − òî÷êà→
l(aA) = l(AB))

èç òåîðåìû

∀AB(A−òî÷êà & B−òî÷êà & ¬(A = B)→ îêðóæíîñòü(AB) = setC(C−òî÷êà &
l(AC) = l(AB)))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "îêðóæíîñòü(AB)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè R, ïåðåìåííîé õ10 - âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè
Q. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òèïîâ çíà÷åíèÿ ïîäòåðìà õ10. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñïèñêå âñòðå÷àåòñÿ ñèìâîë "ìíîæåñòâî". Âûáèðàåòñÿ ïåðå-
ìåííàÿ õ12, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ
a. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé
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õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ïðèíàäëåæèò(õ12 Q)". Â íàøåì ïðèìåðå -
"a ∈ setC(C− òî÷êà & l(AC) = l(AB))". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò äîáàâëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ14 ê ñïèñêó õ13. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâà-
íèå ñ ïîñûëêàìè õ15 è öåëüþ "íåèçâåñòíûå õ12". Ïîñëå ðåøåíèÿ â åå ñïèñêå
ïîñûëîê íàõîäèòñÿ îòëè÷íîå îò õ14 ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå õ18, ñîäåðæàùåå
ïåðåìåííóþ õ12 è íå èìåþùåå çàãîëîâêà "àêòèâ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåò-
ðû óòâåðæäåíèÿ õ18 âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ õ13, ïîïîëíåííûå
ïåðåìåííîé õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 èìååò âèä "l(aA) = l(AB)". Ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ13 è óòâåðæäåíèå
"ïðèíàäëåæèò(õ12 R)", à êîíñåêâåíòîì - óòâåðæäåíèå õ18. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

8. Ïîïûòêà âûâîäà ñëåäñòâèé èç óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó îïðåäåëÿå-
ìîãî òèïà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cE(c ∈ E & ýëëèïñ(E)→ c− òî÷êà)

èç òåîðåìû

∀E(ýëëèïñ(E)↔ E − set & ∃ABCKab(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
K = (A, B, C) & ïðÿìêîîðä(K) & E ⊆ ïëîñêîñòü(ABC) & a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & 0 < b & 0 ≤ a− b & êîîðä(E, K) = setxy(x

2/a2 + y2/b2 = 1 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò óòâåðæäåíèå "ýëëèïñ(E)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïðåäåëÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ12 - îïðåäåëÿþùèé. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâà-
èâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ12. Ñðåäè íèõ íàõîäèòñÿ
óòâåðæäåíèå õ14 ñ çàãîëîâêîì "ñóùåñòâóåò". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïðåäåëÿåìûé òåðì èìååò âèä
"P (X)", ãäå X - ïåðåìåííàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ E. Ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ18 - íàáîð êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â
îäíîì èç ñïèñêîâ õ13, õ17 ñîäåðæèòñÿ óòâåðæäåíèå "ìíîæåñòâî(X)". Âûáèðà-
åòñÿ ïåðåìåííàÿ õ19, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c.
Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ17, õ18, ê êîòîðîìó äîáàâ-
ëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå "ïðèíàäëåæèò(õ19 X)". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå
ñ ïîñûëêàìè õ20. Öåëè çàäà÷è - "èçâåñòíî", "íåèçâåñòíûå Z", ãäå Z - ïàðàìåòðû
åå ïîñûëîê. Ïî îêîí÷àíèè ðåøåíèÿ â ïîñûëêàõ íàõîäèòñÿ íåêîíñòàíòíîå óòâåð-
æäåíèå õ23, íå èìåþùåå ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîëû "àêòèâ" è "ïàññèâ", ïðè÷åì
ïàðàìåòðàìè åãî ìîãóò ñëîóæèòü òîëüêî ïåðåìåííûå X è õ19. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ23 èìååò âèä "c- òî÷êà". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü
óòâåðæäåíèÿ õ17, à òàêæå õ9 è "ïðèíàäëåæèò(õ19 X)". Êîíñåêâåíòîì ÿâëÿåòñÿ
óòâåðæäåíèå õ23. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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9. Ïîïûòêà óñìîòðåíèÿ ïàðû íåîáõîäèìûõ óñëîâèé, äàþùèõ ýêâèâàëåíòíîå îïðå-
äåëåíèå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(l(AB) = l(CD) & l(AD) = l(BC) & A − òî÷êà & B − òî÷êà & C −
òî÷êà & D − òî÷êà & ÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD)→ ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà→
ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD)↔ ÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & ïðÿìàÿ(AB) ‖
ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD)".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé îäíîãî èç ïðåäûäóùèõ
ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýê-
âèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùàÿ
÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâîê - íå êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ14 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ
ê õ13 óòâåðæäåíèÿ õ9 è ñïèñêà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ12.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èñëåäîâàíèå õ15 ñî ñïèñêîì ïîñûëîê õ14. Öåëè çàäà÷è -
"èçâåñòíî", "íåèçâåñòíûåX", "òåîðåìà". ÇäåñüX - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ïîñûëîê.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè ýëåìåíòàðíû. Ïå-
ðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ18, ñîäåðæà-
ùèõ áîëåå ÷åì äâóìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 ñîñòîèò
èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ19 êîðî÷å ñïèñêà õ18. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ
ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû óòâåðæäåíèé õ19. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ21 ýëåìåí-
òàðíûõ ïîñûëîê çàäà÷è õ15, íå âõîäÿùèõ â ñïèñîê õ20, îòëè÷íûõ îò îïðåäå-
ëÿåìîãî óòâåðæäåíèÿ, íå èìåþùèõ çàãîëîâêîì ñèìâîë "àêòèâ" ëèáî "ïàññèâ".
Äëÿ êàæäîãî òàêîãî óòâåðæäåíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî íå ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçà-
öèåé "ñòàðîé" òåîðåìû è íå âûâîäèòñÿ èç ñïèñêà õ20. Ïåðâîå äåëàåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ êîììåíòàðèåâ "òåîðâûâîä", âòîðîå - ñ ïîìîùüþ ïðîâåðî÷íûõ îïåðàòîðîâ.
Â íàøåì ïðèìåðå õ21 îêàçàëîñü äîñòàòî÷íî áîëüøèì: "2l(AB)2 + 2l(AD)2 −
l(AC)2 − l(BD)2 = 0", "l(AB) = l(CD)", "l(AD) = l(BC)", "−∠(BAD) + π =
∠(ADC)", "∠(BAD) = ∠(BCD)", "−∠(BAD) + π = ∠(ABC)", "ïðÿìàÿ(AB) ‖
ïðÿìàÿ(CD)", "ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(BC)", "∠(ABC) = ∠(ADC)".

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ïàðû ðàâåíñòâ ñïèñêà õ21, ó êîòîðûõ ïðàâûå ÷àñòè ñîâïà-
äàþò. Ñîñòàâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî ëåâûõ ÷àñòåé äâóõ òàêèõ ðàâåíñòâ. Âñå òàêèå íå
âõîäÿùèå â õ21 íîâûå ðàâåíñòâà îòáèðàþòñÿ â ñïèñîê õ23. Â íàøåì ïðèìåðå
õ23 îêàçûâàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç åäèíñòâåííîãî ðàâåíñòâà "∠(ABC) = ∠(ADC)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ñïèñêå õ23 ìåíüøå 5. Ñïèñîê õ21 ïîïîëíÿ-
åòñÿ ýòèìè ýëåìåíòàìè, ïîñëå ÷åãî âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ21 îáðàáàòûâàþòñÿ
îïåðàòîðîì "ñòàíä". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèîê ðåçóëüòàòîâ îáðà-
áîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ18, íå âîøåäøèõ â ñïèñîê õ19.
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Â íàøåì ïðèìåðå õ24 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD)",
"ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(BC))".

Ïåðåìåííîé õ23 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ îäíîýëåìåíòíûé íàáîð, îáðàçîâàííûé ñïèñ-
êîì õ24. Íàáîð õ23 áóäåò ñëóæèòü íàêîïèòåëåì îáðàáîòàííûõ ïîäñëó÷àåâ. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà ñïèñêà õ21 ìåíüøå 10. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ïàðû õ25, õ27
âõîæäåíèé â ñïèñîê õ21. Ñîñòàâëÿþòñÿ ñïèñîê õ26 çàãîëîâêîâ íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ óòâåðæäåíèÿ õ25 è ñïèñîê õ28 òàêèõ çàãîëîâêîâ äëÿ óòâåð-
æäåíèÿ õ27. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ28 - ïîäñïèñîê ñïèñêà õ26. Â íàøåì ïðèìåðå
ïî âõîæäåíèþ õ25 ðàñïîëîæåíî ðàâåíñòâî "l(AB) = l(CD)", ïî âõîæäåíèþ õ27
- ðàâåíñòâî "l(AD) = l(BC)". Ñîñòàâëÿåòñÿ ïàðà õ29 óòâåðæäåíèé, ðàñïîëî-
æåííûõ ïî âõîæäåíèÿì õ25 è õ27. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òàêàÿ ïàðà íå ÿâëÿåòñÿ
íàäìíîæåñòâîì ýëåìåíòà ñïèñêà õ23. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíå-
íèå ñïèñêîâ õ20 è õ29. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ,
÷òî êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ24 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ30. Çàòåì ñîçäà-
åòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ20 è êîíñåêâåíòîì õ29. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

10. Ïîïûòêà óñèëåíèÿ êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDEF (A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
F − òî÷êà & ¬(E = F ) & îêðóæíîñòü(EF ) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABCD) &
êâàäðàò(ABCD)→ ∠(CDE)− π/4)

èç òåîðåìû

∀ABCDEF (A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
F − òî÷êà & ¬(E = F ) → îêðóæíîñòü(EF ) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABCD) ↔
÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & A ∈ îêðóæíîñòü(EF ) & B ∈ îêðóæíîñòü(EF ) &
C ∈ îêðóæíîñòü(EF ) & D ∈ îêðóæíîñòü(EF ))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "îêðóæíîñòü(EF ) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC
D)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà
- ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ13 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî íàáîð õ12 íå ìåíåå ÷åì äâóõýëåìåíòíûé. Â íåì âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå
õ14, è ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê äàííîãî óòâåðæäåíèÿ. Â íàøåì
ïðèìåðå õ14 - "÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD)". Ñïðàâî÷íèê "óñèëåíèå" ïåðå÷èñëÿ-
åò ñèìâîëû õ16, óñèëèâàþùèå ïðåäèêàò õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - "êâàäðàò".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê òåðìà õ8 íå ÿâëÿåòñÿ óñèëåíèåì îòíîøåíèÿ õ15. Ïå-
ðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå, ïîëó÷àåìîå èç õ14 çàìåíîé çàãîëîâêà
íà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "êâàäðàò(ABCD)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêàó õ13 ñïèñêà õ12, â êîòîðîì âìåñòî õ14 ïðèñóò-
ñòâóåò õ17. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ19 ñ ïîñûëêàìè õ18 è öåëÿìè
"èçâåñòíî", "íåèçâåñòíûå X", "òåîðåìà". Çäåñü X - ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé
õ18.
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Â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è õ19 íàõîäèòñÿ ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå õ20, íå âõî-
äÿùåå â ñïèñêè õ13, õ12, íå ðàâíîå õ17 è íå èìåþùåå çàãîëîâêà "àêòèâ". Â
íàøåì ïðèìåðå õ20 - "∠(CDE) = π/4". Ïðè ïîìîùè çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ20 íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îáúåäèíåíèÿ ñïèñêîâ óòâåðæäåíèé
õ12, õ13, à òàêæå ñëåäñòâèåì ñïèñêà õ13, ê êîòîðîìó äîáàâëåíî óòâåðæäåíèå
õ17. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ13, õ8 è õ17, êîíñåêâåíòîì
êîòîðîé ñëóæèò õ20. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

11. Ïîâòîðíîå ïðèìåíåíèå îïåðàöèè ê àòîìàðíîìó âûðàæåíèþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABab(¬(A = B) & 0 < a & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
b ≤ 0→ b(aâåêòîð(AB)) = (ab)âåêòîð(AB))

èç òåîðåìû

∀ABCa(a− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & 0 ≤ a & l(AC) = al(AB) & òî÷êàëó÷à(A, B, C)→
aâåêòîð(AB) = âåêòîð(AC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCa(a− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & a ≤ 0 & l(AC) = −al(AB) & A ∈ îòðåçîê(BC)→
aâåêòîð(AB) = âåêòîð(AC))

Îáå ýòè òåîðåìû îïðåäåëÿþò òåðì "aâåêòîð(AB)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò
òåîðåìû - ðàâåíñòâî. Íàõîäèòñÿ õàðàêòåðèñòèêà "Àòîìàðíîå(s)" èñõîäíîé òåî-
ðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå s - "Âåêòîð". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ15 - îïðåäåëÿþùåå âûðàæåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ15 - àòîìàðíîå âûðàæåíèå òèïà s. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàí-
äîâ îïðåäåëÿåìîãî òåðìà ðàâíî 2, ïðè÷åì îäèí èç íèõ (îí ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðå-
ìåííîé õ20) èìååò òîò æå çàãîëîâîê, ÷òî è õ15, à äðóãîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïåðåìåííóþ õ19. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 - "a", õ20 - "(AB)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïåðåìåííàÿ õ19 íå âõîäèò â òåðì õ20.

Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ îïðåäåëåíèå òåðìà õ23, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå
òåðìà õ8 (äîïóñêàåòñÿ åãî ñîâïàäåíèå ñ èñõîäíîé òåîðåìîé). Â íàøåì ïðèìåðå
- óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ23 ïîëó-
÷àåòñÿ èç õ8 ïåðåîáîçíà÷åíèåì ïåðåìåííûõ áåç èõ îòîæäåñòâëåíèÿ. Â íàøåì
ïðèìåðå õ23 ñîâïàäàåò ñ õ8. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáî-
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â
èñõîäíóþ. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

∀bcde(b− ÷èñëî & c− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà & ¬(c = d) &
e ∈ ïðÿìàÿ(cd) & b ≤ 0 & l(ce) = −bl(cd) & c ∈ îòðåçîê(de) → bâåêòîð(cd) =
âåêòîð(ce))
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Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîãî æå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â òåðìå
õ23. Â íàøåì ïðèìåðå - "bâåêòîð(cd)". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå òåðìà õ26 â êîíñåêâåíò òåîðåìû õ25, ïåðåìåííîé õ29 - âõîæäåíèå ïðîòèâî-
ïîëîæíîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ âõî-
æäåíèÿ õ28 ðàâíî 2, ïðè÷åì îäèí èç íèõ - ïåðåìåííàÿ õ32, äðóãîé - âûðàæåíèå
õ33 ñ òåì æà çàãîëîâêîì, ÷òî õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ32 - b, õ33 - "âåêòîð(cd)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ32 íå âõîäèò â õ33. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ïàðàìåòðîâ òåðìà õ33. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà
S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ34, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ33 â òåðì õ15. Ïåðåìåííîé õ36
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ25, ïåðåìåííîé õ37 - îáúåäèíåíèå
ñïèñêà õ14 ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíè-
ÿì õ36. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ òåðìà õ33
â ïîäòåðì õ28 íà õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - "b(aâåêòîð(AB))". Ïåðåìåííîé õ39
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ïîäòåðìó õ29. Â íàøåì
ïðèìåðå - "Âåêòîð(Ae)". Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé
õ38 è õ39.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê õ41 ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ37, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïà-
ðàìåòðàìè òåðìà õ40. Åñëè îí íåïóñò, òî ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ37, ñîäåðæàùèõ ïàðàìåòðû õ41. Â íàøåì ïðèìåðå
ñïèñîê õ41 ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé C. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê
ñïèñêà õ37. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ43 è óñëîâèÿìè õ42.
Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå
õ41", "ïàðàìåòðû õ41", "èñêëþ÷".

Â íàøåì ïðèìåðå õ42 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "C − òî÷êà", " ∈ ïðÿìàÿ(AB)",
"l(AC) = al(AB)", "òî÷êàëó÷à(A, B, C)", "¬(A = C)", "e ∈ ïðÿìàÿ(AC)",
"l(Ae) = −bl(AC)", "A ∈ îòðåçîê(Ce)", õ43 - èç óòâåðæäåíèé "a − ÷èñëî",
"A − òî÷êà", "B − òî÷êà", "¬(A = B)", "0 ≤ a", "b − ÷èñëî", "e − òî÷êà",
"b ≤ 0".

Åñëè îòâåò çàäà÷è îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç"è íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ õ41, òî
ñïèñîê åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó õ37. Èíà÷å - ïåðåõîä ê
ðàññìîòðåíèþ äðóãîé âåðñèè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå îòâåò
èìååò âèä "¬(a = 0) & e ∈ ïðÿìàÿ(AB) & − abl(AB) = l(eA) &
A ∈ îòðåçîê(eB)".

Ïîñëå óêàçàííûõ äåéñòâèé ñî ñïèñêîì õ41 âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ41 ñíî-
âà îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ41. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ
ê ñïèñêó õ37 ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé õ41 âûðàæåíèþ õ39. Â íàøåì ïðèìåðå - ðà-
âåíñòâà "c = âåêòîð(Ae)". Â èòîãå ñïèñîê õ42 ñîäåðæèò ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ: "a− ÷èñëî", "A− òî÷êà", "B − òî÷êà", "¬(A = B)", "0 ≤ a", "b− ÷èñëî",
"e − òî÷êà", "b ≤ 0", "¬(a = 0)", "e ∈ ïðÿìàÿ(AB)", "−abl(AB) = l(eA)",
"A ∈ îòðåçîê(eB)", "c = âåêòîð(Ae)".

Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ39, íå âõîäÿùèõ
â ïàðàìåòðû òåðìà õ38. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé e. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ43 íåïóñò. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ44 ñ ïîñûëêàìè
õ42. Öåëè çàäà÷è - "èñêëþ÷ õ43", "èçâåñòíî", "íîðìòåîðåìà", "íåèçâåñòíûå X",
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ãäå X - ïàðàìåòðû ïîñûëîê çàäà÷è. Çàäà÷à ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì (ñì-
òåîð . . .), îáåñïå÷èâàþùèì âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ïðè åå ðåøåíèè òåîðåìû,
óæå èìåþùèåñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Ïî îêîí÷àíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è õ44 â åå ñïèñêå
ïîñûëîê âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ46, îäíèì èç îïåðàíäîâ êîòîðîãî ñëóæèò ïåðå-
ìåííàÿ õ41. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "(ab)âåêòîð(AB) = c". Ïåðåìåííîé
õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûé îïåðàíä äàííîãî ðàâåíñòâà. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îí íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ43. Ïåðåìåííîé õ50 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ38 è õ49. Â íàøåì ïðèìåðå - "b(aâåêòîð(AB)) =
(ab)âåêòîð(AB)".

Ïåðåìåííîé õ51 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ37, íå âõîîäÿ-
ùèõ â òåðì õ50. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé e.
Åñëè ñïèñîê õ51 íåïóñò, òî ïåðåìåííîé õ52 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé
íàáîðà õ37, ñîäåðæàùèõ ïàðàìåòðû õ51. Ïåðåìåííîé õ53 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòà-
òîê ñïèñêà õ37. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ54 è óñëîâèÿìè õ52.
Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå
õ51", "ïàðàìåòðû õ51", "èñêëþ÷".

Â íàøåì ïðèìåðå õ52 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "e− òî÷êà", "e ∈ ïðÿìàÿ(AB)",
"−abl(AB) = l(eA)", "A ∈ îòðåçîê(eB)". Ñïèñîê õ53 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé
"a−÷èñëî", "A−òî÷êà", "B−òî÷êà", "¬(A = B)", "0 ≤ a", "b−÷èñëî", "b ≤ 0",
"¬(a = 0)".

Åñëè îòâåò çàäà÷è îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç"è íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ õ51,
òî ñïèñîê åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó õ37. Èíà÷å - ïåðå-
õîä ê ðàññìîòðåíèþ äðóãîé âåðñèè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå
îòâåòîì ñëóæèò êîíñòàíòà "èñòèíà".

Ïîñëå óêàçàííûõ äåéñòâèé ñî ñïèñêîì õ51 âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ51 ñíî-
âà îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ37 è
êîíñåêâåíòîì õ50. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

12. Ïîïûòêà ðàññìîòðåòü îäíîìåñòíóþ õàðàêòåðèñòèêó îïðåäåëÿåìîãî îáúåêòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABa(a− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & ¬(A = B) & 0 ≤ a→
äëèíà(a · âåêòîð(AB)) = a · äëèíà(âåêòîð(AB)))

èç òåîðåìû

∀ABCa(a− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & 0 ≤ a & l(AC) = al(AB) & òî÷êàëó÷à(A, B, C)→
a · âåêòîð(AB) = âåêòîð(AC))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "a · âåêòîð(AB)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà -
ðàâåíñòâî. Íàõîäèòñÿ õàðàêòåðèñòèêà "Àòîìàðíîå(s)" èñõîäíîé òåîðåìû. Â íà-
øåì ïðèìåðå s - "Âåêòîð". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ,
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ïåðåìåííîé õ15 - îïðåäåëÿþùåå âûðàæåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 - àòîìàðíîå
âûðàæåíèå òèïà s.

Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü íîâûõ ïåðåìåííûõ õ18, ïóñòîé íàêîïèòåëü õ19
òåðìîâ - îäíîìåñòíûõ õàðàêòåðèñòèê îò àòîìàðíûõ âûðàæåíèé òèïà s è íàêî-
ïèòåëü õ20, â êîòîðûé ïåðâîíà÷àëüíî çàíîñÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ14. Äàëåå
ïðîñìàòðèâàþòñÿ àòîìàðíûå ïîäâûðàæåíèÿ õ21 êîíñåêâåíòà, èìåþùèå òèï s. Â
íàøåì ïðèìåðå òàêèõ ïîäâûðàæåíèé äâà - "âåêòîð(AB)" è "âåêòîð(AC)". Ïå-
ðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "õàðàêò" îïðåäåëÿåò ïî õ22 íåêîòîðûå òåîðåìû õ23,
îïðåäåëÿþùèå ðàçëè÷íûå îäíîìåñòíûå õàðàêòåðèñòèêè àòîìàðíûõ âûðàæåíèé
ñ çàãîëîâêîì õ22. Â íàøåì ïðèìåðå òàêèì îáðàçîì âîçíèêàåò òåîðåìà:

∀AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà→ äëèíà(âåêòîð(AB)) = l(AB))

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â êîíñåêâåíò òåîðåìû õ23 îäíîìåñò-
íîé õàðàêòåðèñòèêè H âûðàæåíèÿ ñ çàãîëîâêîì õ22. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ
õ28, íå âñòðå÷àþùàÿñÿ â èñõîäíîé òåîðåìå è â ñïèñêå õ18. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå õ18. Â ñïèñêå õ19 ðåãèñòèðóåòñÿ òåðì "H(õ21)", â ñïèñêå õ20 - ðàâåíñòâî
ïåðåìåííîé õ28 ýòîìó òåðìó.

Ïî çàâåðøåíèè ïðîñìîòðà àòîìàðíûõ ïîäâûðàæåíèé õ21 âñå ïåðåìåííûå íà÷è-
íàÿ ñ õ21 ñíîâà îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ïðè ýòîì, â íàøåì ïðèìåð, ñïèñîê
õ18 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ b, c; ñïèñîê õ19 - èç òåðìîâ "äëèíà(âåêòîð(AB))",
"äëèíà(âåêòîð(AC))"; ñïèñîê õ20 - èç óòâåðæäåíèé "a − ÷èñëî", "A − òî÷êà",
"B − òî÷êà", "C − òî÷êà", "¬(A = B)", "C ∈ ïðÿìàÿ(AB)", "0 ≤ a", "l(AC) =
al(AB)", "òî÷êàëó÷à(A, B, C)", "b = äëèíà(âåêòîð(AB))", "c = äëèíà(âåêòîð(
AC))".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, èìåþùàÿ ïîñûëêè õ20 è öåëè "íåèçâåñòíûå
X", "èçâåñòíî", "òåîðåìà", ãäå X - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ïîñûëîê. Ïî îêîí÷àíèè
ðåøåíèÿ â ñïèñêå ïîñûëîê ýòîé çàäà÷è âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ23, íå èìåþ-
ùåå ïàðàìåòðîâ òåðìîâ ñïèñêà õ19, íî èìåþùåå ïàðàìåòðû ñïèñêà õ18. Â íà-
øåì ïðèìåðå - c = ab. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â
óòâåðæäåíèå õ23 âûðàæåíèé õ19 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ18. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò
ðåçóëüòàò èìååò âèä "äëèíà(âåêòîð(AC)) = aäëèíà(âåêòîð(AB))". Ïåðåìåííîé
õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âñåõ âõîæäåíèé òåðìà õ15 â òåðì õ24 íà
òåðì õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - "äëèíà(a·âåêòîð(AB)) = aäëèíà(âåêòîð(AB))". Ïå-
ðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ15, íå âõîäÿùèõ â õ8.
Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð C. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ14, íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûõ õ27. Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ28 è êîíñåêâåíòîì õ26. Îíà ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

13. Ïîïûòêà èçìåíåíèÿ çíàêà ïàðàìåòðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABb(¬(A = B) & b−÷èñëî& A−òî÷êà& B−òî÷êà& b ≤ 0→ (−b)âåêòîð(AB) =
−(bâåêòîð(AB)))
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èç òåîðåìû

∀ABCa(a− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & 0 ≤ a & l(AC) = al(AB) & òî÷êàëó÷à(A, B, C)→
a · âåêòîð(AB) = âåêòîð(AC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ −ab = (−a)b)

Èñõîäíàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "a · âåêòîð(AB)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà -
ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íåêîòîðûé ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò
òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(AC) = al(AB)". Âíóòðè õ14 ðàññìâòðèâàåòñÿ
âõîæäåíèå õ15 ïîäòåðìà, èìåþùåãî ðîâíî äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïîäòåðìà "al(AB)". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî
ïîäòåðìà. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" îïðåäåëÿåò ïî õ16 óêàçàí-
íóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò õàðàêòåðèñòèêó
ñ çàãîëîâêîì "çàìåíàçíàêà". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ21
ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ15 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì
ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀ABCb((−b)− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & 0 ≤ −b & l(AC) = −bl(AB) & òî÷êàëó÷à(A, B, C) &
b− ÷èñëî & l(AB)− ÷èñëî→ (−b) · âåêòîð(AB) = âåêòîð(AC))

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ21. Ïåðåìåí-
íîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýòîãî êîíñåêâåíòà, êîòîðîàÿ ðàñ-
ïîëîæåíà òàê æå, êàê çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå
- âõîæäåíèå òåðìà "âåêòîð(AC)". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ24, íå âõîäÿùàÿ â
òåîðåìó õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ21 ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé õ24
ïîäòåðìó õ23. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ îòëè÷íàÿ îò õ23 ÷àñòü êîíñåêâåí-
òà õ22. Â íàøåì ïðèìåðå- "(−b) · âåêòîð(AB)".

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ïîäòåðìà õ23, íå ÿâëÿþùèõ-
ñÿ ïàðàìåòðàìè òåðìà õ27. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî åäèíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ C.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ28 íåïóñò, è ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ29
ñ ïîñûëêàìè õ25 . Åå öåëè - "èñêëþ÷ õ28", "èçâåñòíî", "íîðìòåîðåìà", "íåèç-
âåñòíûå X", ãäå X - ïàðàìåòðû åå ïîñûëîê. Êîììåíòàðèé "ñìòåîð" àêòèâèðóåò
èñïîëüçîâàíèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è õ29 óæå èìåþùèõñÿ â ñïèñêå âûâîäà òåîðåì.
Äîïîëíèòåëüíî çàäà÷å ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé (íåèçâ õ24) ê åå ïîñûëêàì.

Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è õ29 â åå ñïèñêå ïîñûëîê íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ31 ïå-
ðåìåííîé õ24 òåðìó õ34, íå ñîäåðæàùåìó ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ28. Â íàøåì
ïðèìåðå õ31 èìååò âèä "−(bâåêòîð(AB)) = a". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðàâåíñòâî òåðìîâ õ27 è õ34. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àí-
òåöåäåíòîâ òåîðåìû õ21, ïåðåìåííîé õ37 - ïîäñïèñîê ñïèñêà õ36, îáðàçîâàí-
íûé âñåìè óòâåðæäåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè ïåðåìåííûå ñïèñêà õ28, ïåðåìåííîé
õ38 - îñòàòîê ñïèñêà õ36. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâà-
íèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì õ28 íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäå-
íèé õ37. Â íàøåì ïðèìåðå - "∃C(C − òî÷êà & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & l(AC) =
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−bl(AB) & òî÷êàëó÷à(A, B, C)". Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòà-
íàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ39 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ38. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ38 è êîíñåêâåíòîì õ35. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

14. Àíàëèç ðàâåíñòâà äâóõ çíà÷åíèé îïðåäåëÿåìîé äâóìåñòíîé îïåðàöèè ïðè âà-
ðüèðîâàíèè åäèíñòâåííîãî êîðíåâîãî ïàðàìåòðà - ñëó÷àé èäåíòè÷íûõ òåîðåì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABab(¬(A = B) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & 0 ≤ a &
0 ≤ b→ a · âåêòîð(AB) = b · âåêòîð(AB)↔ a = b)

èç òåîðåìû

∀ABCa(a− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & 0 ≤ a & l(AC) = al(AB) & òî÷êàëó÷à(A, B, C)→
a · âåêòîð(AB) = âåêòîð(AC))

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "a · âåêòîð(AB)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà
- ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî òåðì õ8 áåñïîâòîðíûé è èìååò ðîâíî äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà, à îïðåäåëÿþ-
ùèé òåðì ýëåìåíòàðåí. Îäíèì èç îïåðàíäîâ òåðìà õ8 ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ14.
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èñõîä-
íîé òåîðåìû íà íîâûå ïåðåìåííûå. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

∀bcde(b− ÷èñëî & c− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà & ¬(c = d) &
e ∈ ïðÿìàÿ(cd) & 0 ≤ b & l(ce) = bl(cd) & òî÷êàëó÷à(c, d, e) → b · âåêòîð(cd) =
âåêòîð(ce))

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ8, îò-
ëè÷íîãî îò õ14, ïåðåìåííîé õ18 - ñîîòâåòñòâóþùåå âõîæäåíèå â òåîðåìå õ15.
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ18, ïåðåìåííîé õ20 -
ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 èìååò âèä "âåêòîð(cd)", õ20
- âèä "âåêòîð(AB)". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà
õ19. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ21, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì
õ19 â òåðì õ20. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû
õ15. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ S ê óòâåð-
æäåíèÿì õ23, ïåðåìåííîé õ25 - îáúåäèíåíèå íàáîðîâ õ12 è õ24. Ïåðåìåííîé
õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â òåîðåìó õ15, ñîîòâåòñòâóþùåå âõîæäåíèþ ïå-
ðåìåííîé õ14 â îïðåäåëÿåìûé òåðì èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ27 - ñèìâîë
ïî ýòîìó âõîæäåíèþ. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë b. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàè-
âàåòñÿ âõîæäåíèå â òåîðåìó õ15, ñîîòâåòñòâóþùåå âõîæäåíèþ îïðåäåëÿåìîãî
òåðìà â èñõîäíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíå-
íèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ïîäòåðìó õ28. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(Ae)". Ïåðåìåí-
íîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ25 ðàâåíñòâà îïðåäå-
ëÿþùåãî òåðìà èñõîäíîé òåîðåìû è òåðìà õ29. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâà
"âåêòîð(AC) = âåêòîð(Ae)".
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Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ31 ñ ïîñûëêàìè õ30 è öåëÿìè "èçâåñòíî",
"íåèçâåñòíûå X", "íîðìòåîðåìà", "òåîðåìà". Çäåñü X - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ïî-
ñûëîê çàäà÷è. Ïîñëå ðåøåíèÿ â ñïèñêå ïîñûëîê íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ33 ïå-
ðåìåííûõ õ14 è õ27. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî b = a. Ïåðåìåííîé õ36
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû õ15 âõîæäåíèÿ
õ18 íà òåðì õ20. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "b · âåêòîð(AB)". Ïåðåìåííîé
õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ8 è õ36 ðàâåíñòâó
õ33. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ37. Ïåðåìåííîé
õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ25, ïàðàìåòðû êîòîðûõ
âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ38.

Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ25, íå âîøåäøèõ â
ñïèñîê õ39. Åñëè îí íåïóñò, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê õ41 ïàðàìåòðîâ òåðìîâ
õ40, íå âõîäÿùèõ â ñïèñîê õ38. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå
"ñóùåñòâóåò(õ41 è(õ40))". Åñëè íå óäàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå -
ñëåäñòâèå ïîñûëîê õ39, òî ïðèìåíåíèå ïðèåìà îòìåíÿåòñÿ.

Â ñëó÷àå óñïåøíîé ïðîâåðêè ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ39 è êîí-
ñåêâåíòîì õ37. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðó-
åòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

15. Àíàëèç ðàâåíñòâà äâóõ çíà÷åíèé îïðåäåëÿåìîé äâóìåñòíîé îïåðàöèè ïðè âà-
ðüèðîâàíèè åäèíñòâåííîãî êîðíåâîãî ïàðàìåòðà - ñëó÷àé ðàçëè÷íûõ òåîðåì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABab(¬(A = B) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & a ≤ 0 &
0 ≤ b→ a · âåêòîð(AB) = b · âåêòîð(AB)↔ a = b)

èç òåîðåìû

∀ABCa(a− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & a ≤ 0 & l(AC) = −al(AB) & A ∈ îòðåçîê(BC)→
a · âåêòîð(AB) = âåêòîð(AC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCa(a− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & 0 ≤ a & l(AC) = al(AB) & òî÷êàëó÷à(A, B, C)→
a · âåêòîð(AB) = âåêòîð(AC))

Îáå òåîðåìû îïðåäåëÿþò òåðì "a · âåêòîð(AB)".

Ïðîãðàììà ïðèåìà àíàëîãè÷íà ïðîãðàììå ïðåäûäóùåãî ïðèåìà, íî íà÷èíàåò
îòëè÷àòüñÿ îò íåå ïî÷òè ñ ñàìîãî íà÷àëà. Ïðèâåäåì îáùóþ èõ ÷àñòü. Ïåðå-
ìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ðà-
âåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
òåðì õ8 áåñïîâòîðíûé è èìååò ðîâíî äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà, à îïðåäåëÿþùèé
òåðì ýëåìåíòàðåí. Îäíèì èç îïåðàíäîâ òåðìà õ8 ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ14.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ òåîðåìà, îòëè÷íàÿ
îò èñõîäíîé òåîðåìû è ÿâëÿþùàÿñÿ îïðåäåëåíèåì òåðìà õ17, äëèíà êîòîðî-
ãî ðàâíà äëèíå òåðìà õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ
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òåîðåìà. Âî èçáåæàíèå äóáëèðîâàíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà ëåêñè-
êîãðàôè÷åñêè ïðîåäøåñòâóåò äîïîëíèòåëüíîé. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåí-
íûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀bcde(b− ÷èñëî & c− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà & ¬(c = d) &
e ∈ ïðÿìàÿ(cd) & 0 ≤ b & l(ce) = bl(cd) & òî÷êàëó÷à(c, d, e) → b · âåêòîð(cd) =
âåêòîð(ce))

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè èñ-
õîäíîé òåîðåìû, îòëè÷íîãî îò õ14. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â
òåîðåìó õ19 íåîäíîáóêâåííîãî îïåðàíäà îïðåäåëÿåìîãî òåðìà. Ïåðåìåííîé õ26
ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ25, ïåðåìåííîé õ27 - ïîäòåðì õ21. Â íàøåì ïðèìåðå -
òåðìû "âåêòîð(cd)", "âåêòîð(AB)". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàþòñÿ ïàðàìåòðû
òåðìà õ26. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ28, ïåðåâîäÿùàÿ
òåðì õ26 â õ27.

Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ19. Ïåðåìåííîé
õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ S ê óòâåðæäåíèÿì õ30, ïå-
ðåìåííîé õ32 - îáúåäèíåíèå íàáîðîâ õ12 è õ31. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå â òåîðåìó õ19 îïåðàíäà îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé
ïåðåìåííóþ õ35. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííóþ b. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû õ19.
Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(Ae)". Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äî-
áàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ32 ðàâåíñòâà îïðåäåëÿþùåãî òåðìà èñõîäíîé òåîðåìû è
òåðìà õ36. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâà "âåêòîð(AC) = âåêòîð(Ae)".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ38 ñ ïîñûëêàìè õ37 è öåëÿìè "èçâåñòíî",
"íåèçâåñòíûå X", "íîðìòåîðåìà", "òåîðåìà". Çäåñü X - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ïî-
ñûëîê çàäà÷è. Ïîñëå ðåøåíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå â ñïèñêå ïîñûëîê ðàâåíñòâà
ïåðåìåííûõ õ14 è õ35 ëèáî äâóõ ðàâåíñòâ äëÿ ïåðåìåííûõ õ14 è õ35 ñ îäèíà-
êîâûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â
îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû õ19 âõîæäåíèÿ õ25 íà òåðì õ27. Â íàøåì ïðèìåðå
îí èìååò âèä "b · âåêòîð(AB)". Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ8 è õ40 ðàâåíñòâó ïåðåìåííûõ õ14 è õ35. Ïåðåìåííîé
õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ41. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ32, ïàðàìåòðû êîòîðûõ âêëþ÷àþòñÿ â
ñïèñîê õ42.

Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ32, íå âîøåäøèõ â
ñïèñîê õ43. Åñëè îí íåïóñò, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê õ45 ïàðàìåòðîâ òåðìîâ
õ44, íå âõîäÿùèõ â ñïèñîê õ42. Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå
"ñóùåñòâóåò(õ45 è(õ44))". Åñëè íå óäàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå -
ñëåäñòâèå ïîñûëîê õ43, òî ïðèìåíåíèå ïðèåìà îòìåíÿåòñÿ.

Â ñëó÷àå óñïåøíîé ïðîâåðêè ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ43 è êîí-
ñåêâåíòîì õ41. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðó-
åòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

16. Âûâîä ñîîòíîøåíèé äëÿ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, ñâÿçàííûõ ñ îáúåêòàìè àíòåöåäåíòîâ
òåîðåìû.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(A = B) &
¬(A = D) & ¬(A = C) & áèññåêòðèñà(BACD)→ ∠(BAC) = 2∠(BAD) &
∠(CAD) = ∠(BAD))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(A = B) &
¬(A = D) & ¬(A = C)→ áèññåêòðèñà(BACD)↔ ∠(CAD) = ∠(DAB) &
ðàçíûåñòîðîíû(B, C, ïðÿìàÿ(AD)) & ∠(CAD) ≤ π/2)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "áèññåêòðèñà(BACD)".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé îäíîãî èç ïðåäûäóùèõ
ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýê-
âèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùàÿ
÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâîê - íå êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ14 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ
ê õ13 óòâåðæäåíèÿ õ9 è ñïèñêà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ12.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èñëåäîâàíèå õ15 ñî ñïèñêîì ïîñûëîê õ14. Öåëè çàäà÷è -
"èçâåñòíî", "íåèçâåñòíûåX", "òåîðåìà". ÇäåñüX - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ïîñûëîê.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâ-
ëåíèÿ ê ñïèñêó õ13 óòâåðæäåíèÿ õ9, ïåðåìåííîé õ19 - ñïèñîê âñåõ ïîñûëîê
çàäà÷è õ15, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ðàâåíñòâà ñ íåâûðîæäåííûì ÷èñëîâûì àòî-
ìîì, ïàðàìåòðû êîòîðûõ âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé õ18. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ19 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "∠(BAC) = 2∠(BAD)", "∠(CAD) =
∠(BAD))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ19 èìååò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ. Ïå-
ðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ18, êîíñåêâåíòîì
êîòîðîé ñëóæèò êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ19. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

17. Âûâîä èìïëèêàöèè äëÿ ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà óñìîòðåíèÿ ðàçëè÷èÿ îáúåêòîâ
çàäàííîãî òèïà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(A = B) &
¬(A = D) & áèññåêòðèñà(BACD) & ¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB))→
¬(ïðÿìàÿ(AD) = ïðÿìàÿ(AC)))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(A = B) &
¬(A = D) & neg(A = C)→ áèññåêòðèñà(BACD)↔ ∠(CAD) = ∠(DAB) &
ðàçíûåñòîðîíû(B, C, ïðÿìàÿ(AD)) & ∠(CAD) ≤ π/2)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "áèññåêòðèñà(BACD)".
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Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé îäíîãî èç ïðåäûäóùèõ
ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýê-
âèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùàÿ
÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâîê - íå êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ14 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ
ê õ13 óòâåðæäåíèÿ õ9 è ñïèñêà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ12.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èñëåäîâàíèå õ15 ñî ñïèñêîì ïîñûëîê õ14. Öåëè çàäà÷è -
"èçâåñòíî", "íåèçâåñòíûåX", "òåîðåìà". ÇäåñüX - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ïîñûëîê.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è õ15 íàõîäèòñÿ óòâåð-
æäåíèå ñ çàãîëîâêîì "àêòèâ". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê åãî
êîðíåâîãî îïåðàíäà. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðÿìàÿ". Ñïðàâî÷íèê "ðàçíûåòî÷-
êè" óñìàòðèâàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà, óñòàíàâëèâàþùåãî
ðàçëè÷èå îáúåêòîâ ñ çàãîëîâêîì õ19. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
âñåõ ïîñûëîê çàäà÷è õ15, èìåþùèõ çàãîëîâîê "àêòèâ". Â íàøåì ïðèìåðå -
"àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB))", "àêòèâ(ïðÿìàÿ(AD))", "àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC))". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê èìååò íå ìåíåå äâóõ è íå áîëåå 4 ýëåìåíòîâ. Ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ðàâåíñòâà õ24 êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ21. Â
íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "ïðÿìàÿ(AD) = ïðÿìàÿ(AC)". Ïåðåìåííîé õ25 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ðàâåíñòâà õ24 ê ñïèñêó ïîñûëîê çàäà÷è õ15.
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ26 ñ ïîñûëêàìè õ25. Öåëè çàäà÷è - "èçâåñò-
íî", "íåèçâåñòíûå X", "òåîðåìà". Çäåñü X - ïàðàìåòðû ïîñûëîê. Äîáàâëåííîå
ðàâåíñòâî ñîïðîâîæäàåòñÿ êîììåíòàðèåì "èñõîäíûé".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è õ26 îíà íå èìååò ïîñûëêè "ëîæü". Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ïîñûëêà õ28 ýòîé çàäà÷è, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ïîñûëêîé çàäà÷è õ15, íå
èìåþùàÿ çàãîëîâêà "àêòèâ" è íå ñîïðîâîæäàåííàÿ êîììåíòàðèåì "èñõîäíûé".
Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå ïîñûëêè õ28. Â íàøåì ïðèìåðå -
"¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB))". Ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ õ30 ê ïîñûëêàì çàäà÷è õ15 íåïðîòè-
âîðå÷èâ. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ13
óòâåðæäåíèé õ9 è õ30. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè åãî
îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ24. Çàòåì ñî-
çäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ32, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò îòðè-
öàíèå óòâåðæäåíèÿ õ24.

18. Àíàëèç ïîäñëó÷àÿ, â êîòîðîì çàäàííûé ðàçðÿä îïðåäåëÿþùåãî íàáîðà - êîí-
ñòàíòíûé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDKa(ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C) & D− òî÷êà & êîîðä(D, K) = (a, 0)→
D ∈ ïðÿìàÿ(AB))

èç òåîðåìû

∀ABCDK(ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & A ∈ îòðåçîê(BD)→
êîîðä(D, K) = (−l(AD)/l(AB), 0))
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Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "êîîðä(D, K)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïðåäåëÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ12 - îïðåäåëÿþùèé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïðå-
äåëÿþùèé òåðì íåîäíîáóêâåííûé è èìååò çàãîëîâîê "íàáîð". Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîð-
íåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ12. Â íåì âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ15 òåðìà õ16, íå
èìåþùåãî ïåðåìåííûõ. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå íóëÿ. Ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð âñåõ òåîðåì, âûäåëåííûõ â ñïèñêå âûâîäà õàðàêòåðèñòè-
êîé "îïðåäåëåíèå(. . .)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòèõ òåîðåì íå ìåíåå äâóõ è ÷òî ëåâàÿ
÷àñòü êîíñåêâåíòà êàæäîé èç íèõ ðàâíà õ9. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 ñîñòîèò èç
âîñüìè ýëåìåíòîâ, îïðåäåëÿþùèõ êîîðäèíàòó òî÷êè â çàâèñèìîñòè îò ðàçìå-
ùåíèÿ åå â îäíîì èç ÷åòûðåõ êâàäðàíòîâ è íà îäíîì èç ÷åòûðåõ ëó÷åé îñåé
êîîðäèíàò. Åñëè â ñïèñêå õ17 ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî òîæäåñòâ, ó êîòîðûõ òåðì,
ðàñïîëîæåííûé òàê æå, êàê õ15 â òåêóùåé òåîðåìå, ðàâåí õ16, òî ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà ëåêñèêîãðàôè÷åñêè íàèìåíüøàÿ èç âñåõ ýòèõ òîæäåñòâ.

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð íàáîðîâ àíòåöåäåíòîâ òåîðåì ñïèñêà õ17.
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïðàâûõ ÷àñòåé òîæäåñòâ ñïèñêà õ17. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ýòè ÷àñòè èìåþò çàãîëîâîê "íàáîð" ñ îäíèì è òåì æå êîëè-
÷åñòâîì êîðíåâûõ îïåðàíäîâ. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñ-
êîâ íàáîðà õ18. Â íàøåì ïðèìåðå îíî ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "ñèñòêîîðä(K)",
"K = (A, B, C)".

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ9. Â íàøåì ïðèìåðå
- D, K. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ20, ïåðà-
ìåòðû êîòîðûõ âêëþ÷àþòñÿ â õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - "ñèñòêîîðä(K)". Äàëåå
ïðåäïðèíèìàåòñÿ öèêë ïðîñìîòðîâ ñïèñêà õ20. Åñëè ýëåìåíò õ23 ýòîãî ñïèñêà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî, îäíà èç ÷àñòåé êîòîðîãî ñîäåðæèòñÿ â ñïèñêå
õ21, òî âñå ïàðàìåòðû ýòîãî ðàâåíñòâà äîáàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó õ21, à ê ñïèñêó
õ22 ïðèñîåäèíÿþòñÿ âñå ýëåìåíòû ñïèñêà õ20, ïàðàìåòðû êîòîðûõ âêëþ÷àþòñÿ
â ðàñøèðåííûé òàêèì îáðàçîì ñïèñîê õ21. Ïî îêîí÷àíèè öèêëà ïåðåìåííîé õ20
ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê õ22. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 ïî-ïðåæíåìó ñîñòîèò èç
óêàçàííûõ âûøå äâóõ óòâåðæäåíèé.

Ïî îêîí÷àíèè óêàçàííûõ äåéñòâèé âñå ïåðåìåííûå, íà÷èíàÿ ñ õ21, ñíîâà îêà-
çûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ20 íåïóñò.

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ20 è óòâåð-
æäåíèÿ õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - A, B, C,D, K. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ïåðåìåííûå õ22
ñïèñêà õ21. Äëÿ êàæäîé òàêîé ïåðåìåííîé ïðîñìàòðèâàþòñÿ íàáîðû - ýëåìåíòû
ñïèñêà õ18. Â êàæäîì òàêîì íàáîðå ðàññìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ âèäà P (22).
Ïîñëå òîãî, êàê òàêîå óòâåðæäåíèå îáíàðóæåíî, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì êàæäîãî èç îñòàëüíûõ íàáîðîâ ñïèñêà õ18. Çàòåì äàííîå óòâåð-
æäåíèå äîáàâëÿåòñÿ ñ ñïèñêó õ20. Â íàøåì ïðèìåðå ê ñïèñêó õ20 äîáàâëÿåòñÿ
óòâåðæäåíèå "D − òî÷êà".

Ïî îêîí÷àíèè óêàçàííîãî öèêëà âñå ïåðåìåííûå, íà÷èíàÿ ñ õ21, ñíîâà îêàçû-
âàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ñèíõðîííûé ïðîñìîòð ñïèñêîâ õ18 è
õ19. Ïåðåìåííàÿ õ21 ïðè ýòîì ïðîñìîòðå óêàçûâàåò íà âõîæäåíèå â ñïèñîê



620 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

õ18, ïåðåìåííàÿ õ22 - íà ñîîòâåòñòâóþùåå âõîæäåíèå â ñïèñîê õ19. Ïåðåìåí-
íîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà ïî âõîæäåíèþ õ22 (â
íàøåì ïðèìåðå - î÷åðåäíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàòíîãî íàáîðà). Ïåðåìåí-
íîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ýòîãî íàáîðà, ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó õ15
íàáîðà õ14 (â íàøåì ïðèìåðå - íóëþ). Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ27,
ïîñûëêè êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ê íàáîðó õ21 ðàâåíñòâà òåðìîâ õ24
è õ16 (â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâà íóëþ ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòû). Çà-
òåì íà ïîçèöèþ õ21 âìåñòî ñòàðîãî íàáîðà çàíîñèòñÿ ñïèñîê âñåõ îáðàáîòàííûõ
îïåðàòîðîì "ñòàíä" ïîñûëîê çàäà÷è õ27, íå èìåþùèõ çàãîëîâîê "àêòèâ" è íå
âõîäÿùèõ â ñïèñîê õ20.

Ïî îêîí÷àíèè óêàçàííîãî öèêëà êîððåêöèè ñïèñêîâ àíòåöåäåíòîâ, ïðåäñòàâëåí-
íûõ â íàáîðå õ18, âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ21 ñíîâà îêàçûâàþòñÿ íå îïðå-
äåëåíû. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ýëåìåíòîâ íàáîðà õ18, íå
ñîäåðæàùèõ êîíñòàíòû "ëîæü". Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò ñïèñîê èìååò âñåãî ÷å-
òûðå ýëåìåíòà. Ïåðâûé èç íèõ ñîäåðæèò óòâåðæäåíèÿ "¬(A ∈ èíòåðâàë(BD))",
"D ∈ ïðÿìàÿ(AB)", "òî÷êàëó÷à(A, B, D)". Âòîðîé - óòâåðæäåíèÿ "A− òî÷êà",
"òî÷êàëó÷à(A, C,A)", "A = D". Òðåòèé - óòâåðæäåíèÿ "A − òî÷êà", "D ∈
ïðÿìàÿ(AB)", A ∈ îòðåçîê(BD)". ×åòâåðòûé - óòâåðæäåíèÿ "A − òî÷êà" è
"A = D".

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ýëåìåíò õ23 ñïèñêà õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðâûé ýëåìåíò.
Â íåì âûáèðàåòñÿ ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå õ24, ïàðàìåòðû êîòîðîãî âêëþ-
÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû òåðìîâ ñïèñêà õ20. Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïîâòîðîâ ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå íå âñòðå÷àëîñü â ïðåäûäóùèõ íàáîðàõ ñïèñêà õ21. Â
íàøåì ïðèìåðå õ24 - óòâåðæäåíèå "D ∈ ïðÿìàÿ(AB)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåð-
æäåíèå õ24 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì êàæäîãî èç íàáîðîâ ñïèñêà õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî åãî èñòèííîñòü íå óñìàòðèâàåòñÿ èç óòâåðæäåíèé õ20. Ïåðåìåííîé õ26 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â óòâåðæäåíèÿ õ20 è â õ9, äëèíà
êîòîðîãî ðàâíà äëèíå íàáîðà õ14. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîçèöèÿ ñïèñ-
êà õ26, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîçèöèè õ15 ñïèñêà õ14. Íà ýòó ïîçèöèþ çàíîñèòñÿ
òåðì õ16. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ9 òåðìó "íà-
áîð(õ26)". Â íàøåì ïðèìåðå õ28 èìååò âèä "êîîðä(D, K)= (a, 0)". Ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ20 è óòâåðæäåíèå õ28, à
êîíñåêåíòîì ñëóæèò õ24. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

19. Äîïîëíèòåëüíîå ïîñòðîåíèå äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ îïðåäåëåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDFK(¬(D ∈ ïðÿìàÿ(AB)) & ðàçíûåñòîðîíû(B, D, ïðÿìàÿ(AC)) &
D − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) & (A, B, C) = K → F − òî÷êà & ¬(D = F ) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & A ∈ îòðåçîê(BF ))

èç òåîðåìû

∀ABCDEFK(D − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà & cèñòêîîðä(K) &
¬(D = F ) & ¬(D = E) & K = (A, B, C) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(DF ) ‖
ïðÿìàÿ(AC) & A ∈ îòðåçîê(BF ) & A ∈ îòðåçîê(CE)→ êîîðä(D, K) =
(−l(AF )/l(AB),−l(AE)/l(AC)))
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Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "êîîðä(D, K)".

Çàìåòèì, ÷òî âûâîäèìàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè òåîðåìîé ïðè-
åìà, âûïîëíÿþùåãî äîïîëíèòåëüíîå ïîñòðîåíèå. Îí ââîäèò íîâóþ òî÷êó F è
ïðîâîäèò ÷åðåç íåå ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ êîîðäèíàòíîé îñè, ÷òîáû ìîæíî
áûëî âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì êîîðäèíàò òî÷êè D.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà
ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïå-
ðåìåííîé õ13 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ8, ê êîòîðûì äîáàâëÿþòñÿ ïàðàìåòðû
âñåõ ðàâåíñòâ ñïèñêà õ12, îäíà èç ÷àñòåé êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò õ13. Â íàøåì
ïðèìåðå õ13 ñòàíîâèòñÿ ñîñòîÿùèì èç ïåðåìåííûõ A, B, C,D, K. Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ12, ïåðåìåííîé õ15 - ïåðå-
ìåííàÿ ñïèñêà õ14, íå âõîäÿùàÿ â ñïèñîê õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ
F . Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â õ13 ïàðàìåòðîâ óòâåð-
æäåíèé ñïèñêà õ12, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 ñîñòî-
èò èç ïåðåìåííîé F . Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ13 è
õ16. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ12, ïàðàìåò-
ðû êîòîðûõ âêëþ÷àþòñÿ â õ17. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé
"D − òî÷êà", "F − òî÷êà", "ñèñòêîîðä(K)", "¬(D = F )", "(A, B, C) = K",
"K ∈ ïðÿìàÿ(AB)", "ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(AC)", "A ∈ îòðåçîê(BF )".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ19 ñ ïîñûëêàìè õ18. Åå öåëè - "èñêëþ÷ õ16",
"èçâåñòíî", "íåèçâåñòíûå X", "àíòåöåäåíòû". Çäåñü X - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ïî-
ñûëîê çàäà÷è. Öåëü "èñêëþ÷ õ16" îïðåäåëÿåò òåíäåíöèþ ê âûâîäó ñëåäñòâèé,
íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííîé õ16. Öåëü "àíòåöåäåíòû" óêàçûâàåò, ÷òî çàäà÷à ðå-
øàåòñÿ äëÿ ðåäàêòèðîâàíèÿ ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû.

Ïî îêîí÷àíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è â íàøåì ïðèìåðå âîçíèêàåò ñëåäóþùèé ñïèñîê
ïîñûëîê:

"¬(D ∈ ïðÿìàÿ(AB))", "ðàçíûåñòîðîíû(B, D, ïðÿìàÿ(AC))", "A− òî÷êà",
"àêòèâ(ïðÿìàÿ(AC))", "àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB))", "D − òî÷êà", "ñèñòêîîðä(K)",
"(A, B, C) = K".

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ïîñûëîê çàäà÷è õ19, íå èìåþùèõ
çàãîëîâêà "àêòèâ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíè íå ñîäåðæàò ïåðåìåííûõ õ16. Ñïèñîê
õ21 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííûõ
ïàðàìåòðîâ. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ21, êîíñåêâåíòîì êîòî-
ðîé ñëóæèò êîíúþíêöèÿ âñåõ ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ15 óòâåðæäåíèé ñïèñêà
õ12. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà è ñíàáæàåòñÿ åäèíñòâåííîé õàðàêòå-
ðèñòèêîé "âñïîìîáúåêòû(õ8)".

20. Ïåðåíåñåíèå íåðàâåíñòâà äëÿ îäíîãî ÷èñëîâîãî àòîìà íà äðóãîé ÷èñëîâîé àòîì
ñ ïîìîùüþ ñâÿçè ìåæäó íèìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B− òî÷êà & C− òî÷êà & D− òî÷êà & òðàïåöèÿ(ABCD)→
π/2 ≤ ∠(ABC))

èç òåîðåìû
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∀ABCD(A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà & D−òî÷êà→ òðàïåöèÿ(ABCD)↔
÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) ‖
ïðÿìàÿ(CD)) & ∠(BAD) ≤ π/2 & ∠(ADC) ≤ π/2)

Ýòà òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "òðàïåöèÿ(ABCD)".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé îäíîãî èç ïðåäûäóùèõ
ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýê-
âèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùàÿ
÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâîê - íå êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ14 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ
ê õ13 óòâåðæäåíèÿ õ9 è ñïèñêà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ12.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èñëåäîâàíèå õ15 ñî ñïèñêîì ïîñûëîê õ14. Öåëè çàäà÷è -
"èçâåñòíî", "íåèçâåñòíûåX", "òåîðåìà". ÇäåñüX - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ïîñûëîê.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è õ15 íàõîäèòñÿ ñòðîãîå
ëèáî íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(BAD) ≤ π/2". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî â îäíîé ÷àñòè äàííîãî íåðàâåíñòâà ðàñïîëîæåí êîíñòàíòíûé ïîäòåðì
õ21, â äðóãîé - íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì õ22. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 -
"π/2", õ22 - "∠(BAD)". Â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è õ15 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ24,
ñîäåðæàùåå ïîäòåðì õ22. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â îäíîé èç ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà
ðàñïîëîæåí íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì õ27, îòëè÷íûé îò õ22. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ24 èìååò âèä "∠(ABC) = π − ∠(BAD)", õ27 - "∠(ABC)". Ïåðåìåííîé
õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå - "π −∠(BAD)".
Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âõîæäåíèé òåðì àõ22 â òåðì õ29. Âû-
áèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ31, íå âõîäÿùàÿ â ïîñûëêè çàäà÷è õ15. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âñåõ ýòèõ
âõîæäåíèé íà ïåðåìåííóþ õ31. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "π− a". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ32 íå èìååò ïàðàìåòðîâ, îòëè÷íûõ îò õ31. Ïåðåìåííîé õ33
ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "îòîáðàæåíèå(õ31 ÷èñëî(õ31) õ32)". Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "λa(π − a, a− ÷èñëî)". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû
âõîæäåíèé õ30 â òåðì õ29 íà âûðàæåíèå õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - "π − π/2".

Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ 0. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðåäïðèíèìàþòñÿ ïîïûòêè
óñìîòðåòü, ÷òî ôóíêöèÿ õ33 íåóáûâàåò íà ÷èñëîâîé îñè è ÷òî îíà íåâîçðàñòàåò
íà íåé. Èñïîëüçóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû. Â ïåðâîì ñëó-
÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåçóëüòàò R çàìåíû â íåðàâåíñòâå õ18 åãî íåêîíñòàíòíîé è
êîíñòàíòíîé ÷àñòåé, ñîîòâåòñòâåííî, íà õ27 è õ35, âî âòîðîì - íà õ35 è õ27. Åñ-
ëè õîòÿ áû â îäíîì èç ñëó÷àåâ ïîëó÷åí ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò, ïåðåìåííîé
õ36 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ íåðàâåíñòâî R.

Ïî îêîí÷àíèè ïîïûòîê ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ36 íå ðàâíî 0. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëè-
êàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû è òåðì õ9, à
êîíñåêâåíò - õ36. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðìòåîðåìà"
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

21. Ïðèñîåäèíåíèå îïðåäåëÿþùèõ óòâåðæäåíèé ê êîíòåêñòó äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû, âûâîä ñëåäñòâèé ñ èñêëþ÷åíèåì ñòàðîãî ïàðàìåòðà è ïîïûòêà ñâåðòêè
ïî îïðåäåëåíèþ òåêóùåãî ðàçäåëà.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCK(¬(A = C) & C ∈ îòðåçîê(AB) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
âíèç(âåêòîð(AC), K) & Òðåõìåðí(K)→ âíèç(âåêòîð(CB), K))

èç òåîðåìû

∀Kbc(b−òî÷êà& c−òî÷êà& Òðåõìåðí(K)→ âíèç(âåêòîð(bc), K)↔ êðä(b, K, 1) =
êðä(c, K, 1) & êðä(b, K, 2) = êðä(c, K, 2) & 0 ≤ êðä(b, K, 3)− êðä(c, K, 3))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCKipq(p− ÷èñëî & q − ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
Òðåõìåðí(K) & i ∈ {1, 2, 3} & 0 ≤ p & 0 ≤ q & 0 < p + q & C ∈ îòðåçîê(AB) &
pl(AC) = ql(BC)→ êðä(C, K, i) = (p · êðä(A, K, i) + q · êðä(B, K, i))/(p + q))

Èñõîäíàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "âíèç(âåêòîð(bc), K)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà -
ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü - êîíúþíêöèÿ, è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâà-
åòñÿ íàáîð åå êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè ýëåìåíòàðíû.
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, âõî-
äÿùèõ â îïðåäåëÿþùóþ ÷àñòü. Â íàøåì ïðèìåðå - "êðä(b, K, 1)","êðä(c, K, 1)",
"êðä(b, K, 2)", "êðä(c, K, 2)", "êðä(c, K, 3)", "êðä(b, K, 3)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñ-
ëî ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ14 íå ìåíåå 3 è âñå îíè èìåþò îäèí è òîò æå çàãîëîâîê
õ15, ÿâëÿþùèéñÿ îáîçíà÷åíèåì îòäåëüíîé êîîðäèíàòû. Â íàøåì ñëó÷àå - "êðä".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ïàðàìåòðàõ òåðìîâ ñïèñêà õ14 âñòðå÷àþòñÿ âñå ïåðåìåííûå
òåîðåìû.

Îïðåäåëÿåòñÿ ðàçäåë õ16, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ15. Â íàøåì ïðèìåðå
- "ñèñòåìûêîîðäèíàò". Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû õ20 äàííîãî ðàçäåëà, èìåþ-
ùèå õàðàêòåðèñòèêó "íîðìêðä" è ñîäåðæàùèå ñèìâîë õ15. Â íàøåì ïðèìåðå
õ20 - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ê ýòîé òåîðåìå ïðèìåíÿåòñÿ
ïðîöåäóðà "ðàçâòåîð". Îíà ïðîâåðÿåò íàëè÷èå àíòåöåäåíòà âèäà "ïðèíàäëå-
æèò(X ïåðå÷åíü(íàáîð(P1 . . . Pk)))", ãäå X - ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â ïðî÷èå
àíòåöåäåíòû, è ïðåîáðàçóåò êîíñåêâåíò â êîíúþíêöèþ ïóòåì ïîëñòàíîâêè âìå-
ñòî X çíà÷åíèé P1, . . . , Pk. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó
õ21:

∀ABCKpq(p− ÷èñëî & q − ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
Òðåõìåðí(K) & 0 ≤ p & 0 ≤ q & 0 < p + q & C ∈ îòðåçîê(AB) & pl(AC) =
ql(BC)→ êðä(C, K, 1) = (p·êðä(A, K, 1)+q·êðä(B, K, 1))/(p+q) & êðä(C, K, 2) =
(p · êðä(A, K, 2) + q · êðä(B, K, 2))/(p + q) & êðä(C, K, 3) = (p · êðä(A, K, 3) + q ·
êðä(B, K, 3))/(p + q))

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ21. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî â íåì íåò ðàâåíñòâà ñ ïåðåìåííîé â îäíîé èç ñâîèõ ÷àñòåé. Ïåðåìåííîé
õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ21, ïåðåìåííîé õ24 - ñïèñîê íåâûðîæ-
äåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ ýòîãî êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå - "êðä(C, K, 1)",
"êðä(A, K, 1)", "êðä(B, K, 1)", "êðä(C, K, 2)", "êðä(A, K, 2)", "êðä(B, K, 2)",
"êðä(C, K, 3)", "êðä(A, K, 3)", "êðä(B, K, 3)".
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Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ÷èñëîâûå àòîìû ñïèñêà õ24 èìåþò çàãîëîâîê õ15 è ÷òî
ýòîò ñïèñîê íå êîðî÷å ñïèñêà õ14. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðà-
ìåòðîâ òåðìîâ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "b, c, K". Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ25, ïåðåâîäÿùàÿ òåðìû õ14 â ïîäìíîæåñòâî òåðìîâ õ24.
Ïðè ýòîì ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îñòàøèõñÿ íåèñïîëüçîâàííûìè
òåðìîâ ñïèñêà õ24. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ27 íåïóñò. Â íàøåì ïðèìåðå îí
ñîñòîèò èç òåðìîâ "êðä(B, K, 1)", "êðä(B, K, 2)", "êðä(B, K, 2)". Ïîäñòàíîâêà
S ïîäñòàâëÿåò âìåñòî b, c, k ïåðåìåííûå A, C,K.

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ27. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - B, K. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðîâíî îäèí ýëåìåíò ñïèñêà õ28 íå âõîäèò ñïè-
ñîê ïåðåìåííûõ òåðìîâ, ïîäñòàâëÿåìûõ ïîäñòàíîâêîé S âìåñòî ïåðåìåííûõ
õ25. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâ-
êè S ê óòâåðæäåíèÿì õ12. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñ-
êîâ õ29 è õ22. Â íàøåì ïðèìåðå îíî èìååò âèä: "A − òî÷êà", "C − òî÷êà",
"Òðåõìåðí(K)", "p − ÷èñëî", "q − ÷èñëî", "B − òî÷êà", "0 ≤ p", "0 ≤ q",
"0 < p + q", "C ∈ îòðåçîê(AB)", "pl(AC) = ql(BC)".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ31 ñ ïîñûëêàìè õ30. Öåëè çàäà÷è - "èç-
âåñòíî", "íåèçâåñòíûå Y ", "òåîðåìà". Çäåñü Y - âñå ïàðàìåòðû ïîñûëîê çàäà-
÷è. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëå ðåøåíèÿ ñïèñîê ïîñûëîê íå ñîäåðæèò êîíñòàíòû
"ëîæü". Â íàøåì ïðèìåðå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è õ31 äîáàâèëèñü ëèøü ïîñûëêè
"àêòèâ(l(BC))", "àêòèâ(l(AC))", "àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB))". Ïåðåìåííîé õ33 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì õ13.
Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "êðä(A, K, 1) = êðä(C, K, 1)", "êðä(A, K, 2) =
êðä(C, K, 2)", "0 ≤ −êðä(, K, 3) + êðä(A, K, 3)". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ
îáúåäèíåíèå ñïèñêà ïîñûëîê çàäà÷è õ31, íàáîðà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñå-
êâåíòà õ23 òåîðåìû õ21 è íàáîðà õ33.

Âûáèðàåòñÿ ïàðàìåòð õ35 óòâåðæäåíèé õ33, íå âõîäÿùèé â ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
òåðìîâ ñïèñêà õ27. Â íàøåì ïðèìåðå - ïàðàìåòð A. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëå-
äîâàíèå õ36 ñ ïîñûëêàìè õ34 è öåëÿìè "èçâåñòíî", "íåèçâåñòíûå Z", "èñêëþ÷
õ35", "äîïïîñûëêè", "òåîðåìà".

Öåëü "äîïïîñûëêè" ðàçðåøàåò ââîä äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà èçâåñòíûå
îáúåêòû. Òàêèå îãðàíè÷åíèÿ R ðåãèñòðèðóþòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è â
êîììåíòàðèÿõ (äîïïîñûëêè R).

Â íàøåì ïðèìåðå èñõîäíûé ñïèñîê ïîñûëîê çàäà÷è õ36 èìåë âèä: "àêòèâ(l(BC))",
"àêòèâ(l(AC))", "àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB))", "A−òî÷êà", "C−òî÷êà", "Òðåõìåðí(K)",
"p− ÷èñëî", "q − ÷èñëî", "B − òî÷êà", "0 ≤ p", "0 ≤ q", "0 < p + q",
"C ∈ îòðåçîê(AB)", "pl(AC) = ql(BC)", "êðä(C, K, 1) = (p · êðä(A, K, 1) + q ·
êðä(B, K, 1))/(p+q)", "êðä(C, K, 2) = (p ·êðä(A, K, 2)+q ·êðä(B, K, 2))/(p+q)",
"êðä(C, K, 3) = (p · êðä(A, K, 3) + q · êðä(B, K, 3))/(p + q)", "êðä(A, K, 1) =
êðä(C, K, 1)", "êðä(A, K, 2) = êðä(C, K, 2)", "0 ≤ −êðä(C, K, 3) + êðä(A, K, 3)".

Ïîñëå ðåøåíèÿ âîçíèêàåò ñïèñîê ïîñûëîê:

"0 ≤ −êðä(C, K, 3) + êðä(B, K, 3)", "l(BC) = | − | − l(AB) + l(BC)| + l(AB)|",
"l(AB) = | − l(AB) + l(BC)| + l(BC)", "àêòèâ(l(AB))", "l(AC) = | − l(AB) +
l(BC)|", "0 < q", "àêòèâ(l(BC))", "àêòèâ(l(AC))", "àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB))",
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"A− òî÷êà", "C − òî÷êà", "Òðåõìåðí(K)", "p− ÷èñëî", "q − ÷èñëî"
"B − òî÷êà", "0 ≤ p", "0 ≤ q", "0 < p + q", "C ∈ îòðåçîê(AB)", "p| − l(AB) +
l(BC)| = ql(BC)", "êðä(C, K, 1) = êðä(B, K, 1)", "êðä(C, K, 2) = êðä(B, K, 2)",
"êðä(C, K, 3) = (p · êðä(A, K, 3) + q · êðä(B, K, 3))/(p + q)", "êðä(A, K, 1) =
êðä(B, K, 1)", "êðä(A, K, 2) = êðä(B, K, 2)", "0 ≤ −êðä(B, K, 3)+êðä(A, K, 3)".

Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ áûë ââåäåí êîììåíòàðèé (äîïïîñûëêè 0 < q). Åãî ââåë
ïðèåì, çàìåíèâøèé ðàâåíñòâî "q · êðä(A, K, 1) = qêðä(B, K, 1)" íà ðàâåíñòâî
"êðä(A, K, 1) = êðä(B, K, 1)" è íåðàâåíñòâî "0 < q". Îñíîâàíèåì ïîñëóæèëî
íàëè÷èå íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà "0 ≤ q".

Äàëåå ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû õ39 ñïèñêà âûâîäà, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó
"îïðåäåëåíèå(. . .)" è ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ39 ñîâïàäàåò ñ õ2. Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè ñòàðòîâûõ òåîðåì ñïèñêà âûâîäà
çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå øåñòü âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé, à íå òîëüêî "âíèç".
Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ45
- íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ45. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S ′ âìå-
ñòî ïåðåìåííûõ õ46, ïåðåâîäÿùàÿ óòâåðæäåíèÿ õ45 â íåêîòîðûå ïîñûëêè çàäà-
÷è õ36. Â íàøåì ïðèìåðå îíà ïîäñòàâëÿåò C, B, K âìåñòî b, c, K. Îïðåäåëÿåòñÿ
ðåçóëüòàò õ49 ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ′ ê ïîäòåðìó õ43. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò âèä "âíèç(âåêòîð(CB), K)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ35 íå âõîäèò
â òåðì õ49. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ50 ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ïîäòåð-
ìó õ10. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "âíèç(âåêòîð(AC),K))". Ïðîâåðÿåòñÿ
÷òî õ50 îòëè÷íî îò õ49. Ïåðåìåííîé õ51 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ
õ29, õ22 è óòâåðæäåíèÿ õ50. Ê õ51 äîáàâëÿþòñÿ âñå óòâåðæäåíèÿ êîììåíòà-
ðèåâ (äîïïîñûëêè . . .) ê ïîñûëêàì çàäà÷è õ36. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ51 è êîíñåêâåíòîì õ49. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà ðàññìîòðåòü îïåðàöèþ, çíà÷åíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ àòîìàðíûé îáú-
åêò, âñòðå÷àþùèéñÿ â îïðåäåëÿåìîì òåðìå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABac(¬(c = B) & ¬(A = B) & ¬(ïðÿìàÿ(cB) = ïðÿìàÿ(AB)) & a− ÷èñëî &
c− òî÷êà & A− òî÷êà & B − òî÷êà & 0 ≤ a→ a · (âåêòîð(cB) + âåêòîð(Ac)) =
a · âåêòîð(cB) + a · âåêòîð(Ac))

èç òåîðåìû

∀ABCa(a− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & 0 ≤ a & l(AC) = al(AB) & òî÷êàëó÷à(A, B, C)→
a · âåêòîð(AB) = âåêòîð(AC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà → âåêòîð(AB) + âåêòîð(BC) =
âåêòîð(AC))
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Èñõîäíàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "a · âåêòîð(AB)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà -
òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè. Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Âíóòðè îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè
òåîðåìû ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 íåîäíîáóêâåííîãî òåðìà, îòëè÷íîãî îò
õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(AB)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë
ïî âõîæäåíèþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê
îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè - ñèìâîë õ14. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îïðàòîì" îïðå-
äåëÿåò ïî ñèìâîëó õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìå åå ïå-
ðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå
èìååì:

∀bcd(b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà→ âåêòîð(bc) + âåêòîð(cd) = âåêòîð(bd))

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà - êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ17,
êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(bd)". Ïåðåìåííîé õ22
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ21. Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî ïîäòåðì õ13
ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ê õ21 íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè S âìåñòî ïåðå-
ìåííûõ õ22. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ12 è ñïèñêà
ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíè ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ17. Îïðåäåëÿ-
åòñÿ òèï õ26 çíà÷åíèé âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "Âåê-
òîð". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäòåðì õ13 ÿâëÿåòñÿ àòîìàðíûì âûðàæåíèåì òèïà
õ26. Îí ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ27. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(AB)". Ïå-
ðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ïîäòåðìó
õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(Ac)+âåêòîð(cB)". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê àòîìàðíûõ ïîäâûðàæåíèé òåðìà õ28, èìåþùèõ òèï õ26. Â íàøåì
ïðèìåðå - âûðàæåíèÿ "âåêòîð(Ac)" è "âåêòîð(cB)". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê õ29 ïîäòåðìà õ11, ò.å. "âåêòîð(AC)". Âûáèðàåòñÿ
ñïèñîê õ31 ïåðåìåííûõ, îòëè÷íûõ îò ïåðåìåííûõ èñõîäíîé è äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåì, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ30. Â íàøåì ïðèìåðå õ31 ñîñòîèò
èç ïåðåìåííûõ e, f, g. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ32 çàìåíû â òåðìå õ28 ïîäòåð-
ìîâ õ30 íà ñîîòâåòñòâþùèå ïåðåìåííûå ñïèñêà õ31. Â íàøåì ïðèìåðå - "f + e".
Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ13 â îïðåäåëÿå-
ìóþ ÷àñòü íà òåðì õ32. Â íàøåì ïðèìåðå - "a(f + e)". Çäåñü è äàëåå èìååòñÿ â
âèäó óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî.

Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ24 ñ ðàâåíñòâàìè âûðàæå-
íèé õ30 ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì õ31. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì: "a −
÷èñëî", "A−òî÷êà", "B−òî÷êà", "C−òî÷êà", "¬(A = B)", "C ∈ ïðÿìàÿ(AB)",
"0 ≤ a", "l(AC) = al(AB)", "òî÷êàëó÷à(A, B, C)", "c − òî÷êà", "âåêòîð(Ac) =
e", "âåêòîð(cB) = f".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ35 ñ ïîñûëêàìè õ34, åäèíñòâåííûì óñëîâèåì êî-
òîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî ïîäòåðìà õ11 è ïîñëåäíåé ïåðåìåííîé X ñïèñêà õ31.
Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "âåêòîð(AC) = g". Öåëè çàäà÷è - "ïðÿìîéîòâåò",
"ïîëíûé", "äîïïîñûëêè", "íåèçâåñòíûå X", "èçâåñòíî P". Çäåñü P - ïàðàìåò-
ðû òåðìà õ33. Â íàøåì ïðèìåðå - a, f, e. Öåëü "äîïïîñûëêè" àíàëàëîãè÷íà óæå
ðàññìîòðåííîé òàêîé æå öåëè äëÿ çàäà÷ íà èññëåäîâàíèå. Îíà ðàçðåøàåò ââîä
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äîïîëíèòåëüíûõ ïîñûëîê, ñîõðàíÿåìûõ â êîììåíòàðèÿõ (äîïïîñûëêè . . .) ê ïî-
ñûëêàì èñõîäíîé çàäà÷è. Çàäà÷à õ35 ñîïðîâîæäàåòñÿ îáùèì êîììåíòàðèåì ê
ñâîèì ïîñûëêàì "èñõòî÷êè Q", ãäå Q - ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ24. Â
íàøåì ïðèìåðå - a, c, A,B,C. Ýòîò êîììåíòàðèé óêàçûâàåò ñïèñîê òåõ ïåðåìåí-
íûõ, êîòîðûì ðàçðåøàåòñÿ âñòðå÷àòüñÿ â äîïîëíèòåëüíûõ ïîñûëêàõ.

Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ36. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"g = ae + af". Äîïîëíèòåëüíàÿ ïîñûëêà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è áûëà ââåäåíà
ëèøü îäíà - "¬(ïðÿìàÿ(cB) = ïðÿìàÿ(AB))". Îíà ïîçâîëèëà ïðèìåíèòü ñîîò-
íîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ñâÿçàííîå ñ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî õ36 - ðàâåíñòâî äëÿ ïåðåìåííîé X, è ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ33 ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ36. Â íàøåì ïðèìåðå -
ðàâåíñòâî "a(f + e) = ae + af". Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîä-
ñòàíîâêè âûðàæåíèé õ30 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ31 â òåðì õ37. Â íàøåì ñëó÷àå -
"a · âåêòîð(cB) + âåêòîð(Ac) = a · âåêòîð(Ac) + a · âåêòîð(cB)".

Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê õ24. Óòâåðæäåíèÿ èç êîììåíòàðèåâ "äîï-
ïîñûëêè . . ." ê ïîñûëêàì áëîêà àíàëèçà çàäà÷è õ35, à òàêæå óñëîâèÿ íà î.ä.ç.
ýòèõ óòâåðæäåíèé äîáàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó õ39.

Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ24, íå ÿâëÿþùèõñÿ
ïàðàìåòðàìè òåðìà õ38. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ïåðåìåí-
íóþ C. Åñëè õ40 íåïóñò, òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ. Ïåðåìåííîé õ41
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ39, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ïåðåñåêà-
þòñÿ ñî ñïèñêîì õ40. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ39 è õ41.
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ43 è óñëîâèåì õ42. Öåëè çàäà÷è -
"ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ40", "ïàðàìåò-
ðû õ40", "èñêëþ÷". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ45. Â íàøåì ñëó÷àå -
êîíñòàíòà "èñòèíà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç" è íå
ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ õ40. Çàòåì ñïèñîê õ39 çàìåíÿåòñÿ íà îáúåäèíåíèå ñïèñêà
õ42 ñ íàáîðîì êîíúþíêèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ45. Â íàøåì ïðèìåðå õ39
ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä: "a−÷èñëî", "A−òî÷êà", "B−òî÷êà", "C−òî÷êà",
"¬(A = B)", "0 ≤ a", "c−òî÷êà", "¬(ïðÿìàÿ(cB) = ïðÿìàÿ(AB))", "¬(c = B)",
"èñòèíà".

Åñëè ñïèñîê õ40 áûë íåïóñò, à äàííàÿ êîððåêöèÿ ñïèñêà õ39 íå ñîñòîÿëàñü, òî
ïðèåì íå ïðèìåíÿåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåí-
òàìè õ39 è êîíñåêâåíòîì õ38. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà óñìîòðåíèÿ äèñòðèáóòèâíîñòè îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè, ïîäñêàçàííîé
àíòåöåäåíòîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABaj(¬(A = B) & a− ÷èñëî & j − ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & a ≤ 0 &
j ≤ 0→ (a + j)âåêòîð(AB) = a · âåêòîð(AB) + j · âåêòîð(AB))

èç òåîðåìû

∀ABCa(a− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & a ≤ 0 & l(AC) = −al(AB) & A ∈ îòðåçîê(BC)→
a · âåêòîð(AB) = âåêòîð(AC))
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è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab + ac = a(b + c))

Èñõîäíàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "a · âåêòîð(AB)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà
- òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè.
Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ8 áåñ-
ïîâòîðíî è èìååò ðîâíî äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïðåäåëÿþ-
ùåå âûðàæåíèå ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ òî èç âõîæäåíèé
êîðíåâûõ îïåðàíäîâ îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåí-
íóþ. Ýòà ïåðåìåííàÿ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "a".
Âûáèðàåòñÿ àíòåöåäåíò õ15 è â íåì ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ16 ïåðåìåííîé
õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî âõîæäåíèå - îïåðàíä àññîöèàòèâíîé è êîììóòàòèâíîé
îïåðàöèè õ18. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 èìååò âèä "l(AC) = −al(AB)", õ18 - îïå-
ðàöèÿ "óìíîæåíèå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "äèñòðèáðàçâåðòêà" íàõîäèò
ïî õ18 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâà-
åòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà. Íàõîäèòñÿ îïåðàíä õ22 äàííîãî êîíñåêâåíòà,
èìåþùèé çàãîëîâîê õ18. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå íåîäíîáóê-
âåííîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ22, ïåðåìåííîé õ24 - ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ23.
Â íàøåì ïðèìåðå õ23 èìååò âèä "a+ b", õ24 - ñèìâîë "ïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ24 - ñèìâîë àññîöèàòèâíîé è êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè.

Â ñïèñêå âûâîäà âûáèðàåòñÿ òåîðåìà õ28 ñ õàðàêòåðèñòèêîé "îïðåäåëåíèå(. . .)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü îíà èìååò òó æå äëèíó, ÷òî è õ8. Ïðî-
âåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî òåîðåìà õ28 ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò èñõîäíîé
òåîðåìå (íåñòðîãî). Â íàøåì ïðèìåðå õ28 ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé òåîðåìîé. Ïå-
ðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ òåîðåìû
õ28 íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â òåîðåìó õ2. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

∀bcde(b− ÷èñëî & c− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà & ¬(c = d) &
e ∈ ïðÿìàÿ(cd) & b ≤ 0 & l(ce) = −bl(cd) & c ∈ îòðåçîê(de)→
b · âåêòîð(cd) = âåêòîð(ce))

Â ñïèñêå âûâîäà ñíîâà íàõîäèòñÿ òåîðåìà õ35 ñ õàðàêòåðèñòèêîé "îïðåäåëå-
íèå(. . .)", îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü êîòîðîé èìååò òó æå äëèíó,÷òî è õ8. Â íàøåì
ïðèìåðå õ35 ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé òåîðåìîé. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ òåîðåìû õ35 íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå
â èñõîäíóþ òåîðåìó è â òåîðåìó õ31. Â íàøåì ïðèìåðå õ38 èìååò âèä:

∀fghi(f − ÷èñëî & g − òî÷êà & h− òî÷êà & i− òî÷êà & ¬(g = h) &
i ∈ ïðÿìàÿ(gh) & f ≤ 0 & l(gi) = −fl(gh) & g ∈ îòðåçîê(hi)→
f · âåêòîð(gh) = âåêòîð(gi))

Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð èç ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ X1, X2, X3, X4,
íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó è â òåîðåìû õ31, õ38. Â íàøåì ïðèìåðå -
ïåðåìåííûå j, k, l,m.

Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ31. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "b ·âåêòîð(cd)". Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà
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õ41. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ42, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì
õ41 â õ8. Åñëè ýòà ïîäñòàíîâêà ïîäñòàâëÿëà âìåñòî íåêîòîðîé ïåðåìåííîé ïå-
ðåìåííóþ õ14, òî äàííàÿ ïåðåìåííàÿ çàìåíÿåòñÿ â íåé íà X1. Â íàøåì ïðèìåðå
- íà j. Â ðåçóëüòàòå íàáîð õ43 òåðìîâ, ïîäñòàâëÿåìûõ âìåñòî ïåðåìåííûõ õ42,
ïðèîáðåòàåò âèä "j, A,B".

Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S
ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ31. Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìå-
íåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû õ31. Â íàøåì ïðèìåðå
- "âåêòîð(Ae)". Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ12, õ44,
ðàâåíñòâà ïîäòåðìà õ11 ïåðåìåííîé X2 è ðàâåíñòâà òåðìà õ46 ïåðåìåííîé X3.
Â íàøåì ïðèìåðå äâà ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâà èìåþò âèä "âåêòîð(AC) = k" è
"âåêòîð(Ae) = l".

Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ38. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "f ·âåêòîð(gh)". Ïåðåìåííîé õ50 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà
õ49. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S ′ âìåñòî ïåðåìåííûõ õ50, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì
õ49 â õ8. Åñëè ýòà ïîäñòàíîâêà ïîäñòàâëÿëà âìåñòî íåêîòîðîé ïåðåìåííîé ïå-
ðåìåííóþ õ14, òî äàííàÿ ïåðåìåííàÿ çàìåíÿåòñÿ â íåé íà ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ
îïåðàöèåé õ24 ïåðåìåííûõ õ14 è X1. Â íàøåì ïðèìåðå - íà a + j. Â ðåçóëüòà-
òå íàáîð õ51 òåðìîâ, ïîäñòàâëÿåìûõ âìåñòî ïåðåìåííûõ õ50, ïðèîáðåòàåò âèä
"a + j, A,B".

Ïåðåìåííîé õ52 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ′ ê
àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ38. Ýòîò íàáîð äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó õ47. Ïåðåìåííîé
õ54 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ′ ê îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè
òåîðåìû õ38. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(Ai)". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå
õ56, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ47, à åäèíñòâåííûì óñëîâèåì
- ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ54 ïåðåìåííîé X4. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå",
"ïðÿìîéîòâåò", "îäç", "íåèçâåñòíûå X4", "èçâåñòíî X2 X3". Â íàøåì ïðèìåðå
ñïèñîê õ47 ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

"a − ÷èñëî", "A − òî÷êà", "B − òî÷êà", "C − òî÷êà", "¬(A = B)", "C ∈ ïðÿ-
ìàÿ(AB)", "a ≤ 0", "l(AC) = −al(AB)", "A ∈ îòðåçîê(BC)", "j − ÷èñëî",
"A−òî÷êà", "B−òî÷êà", "e−òî÷êà", "¬(A = B)", "e ∈ ïðÿìàÿ(AB)", "j ≤ 0",
"l(Ae) = −jl(AB)", "A ∈ îòðåçîê(Be)", "âåêòîð(AC) = k", "âåêòîð(Ae) =
l", a + j − ÷èñëî", "A − òî÷êà", "B − òî÷êà", "i − òî÷êà", "¬(A = B)", "i ∈
ïðÿìàÿ(AB)", "a + j ≤ 0", "l(Ai) = −(a + j)l(AB)", "A ∈ îòðåçîê(Bi)".

Óñëîâèå èìååò âèä "âåêòîð(Ai) = m". Îòâåò çàäà÷è õ56 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðå-
ìåííîé õ57. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "m = k + l". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ57
îòëè÷íî îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ58 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìå-
íåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ′ ê îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû õ38, ïåðåìåííîé õ59 - ðå-
çóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû õ31. Â íàøåì
ïðèìåðå èìååì âûðàæåíèÿ "(a+j)âåêòîð(AB)" è "j ·âåêòîð(AB)". Ïåðåìåííîé
õ60 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå õ57 òåðìîâ õ8,õ59 è
õ58 âìåñòî ïåðåìåííûõ X2, X3, X4. Â íàøåì ïðèìåðå - "(a + j)âåêòîð(AB) =
a · âåêòîð(AB) + j · âåêòîð(AB)". Ïåðåìåííîé õ61 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêîâ õ12, õ44 è õ52.
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Ïåðåìåííîé õ62 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ61, íå ÿâàëÿ-
þùèõñÿ ïàðàìåòðàìè òåðìà õ60. Åñëè îí íåïóñò (â íàøåì ïðèìåðå - ñîñòîèò
èç ïåðåìåííûõ e, i, C), òî ïðåäïðèíèìàþòñÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ. Ïåðåìåííîé
õ63 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ61, èìåþùèõ ïåðåìåííóþ
èç õ62. Ïåðåìåííîé õ64 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê íàáîðà õ61. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà
îïèñàíèå õ66 ñ ïîñûëêàìè õ64 è óñëîâèÿìè õ63. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâ-
íîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ62", "ïàðàìåòðû õ62", "èñ-
êëþ÷". Åñëè îòâåò õ67 íà ýòó çàäà÷ó îòëè÷åí îò "îòêàç" è íå ñîäåðæèò ïåðå-
ìåííûõ õ62, òî ñïèñîê õ61 çàìåíÿåòñÿ íà ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê õ64 êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ67. Â íàøåì ïðèìåðå õ67 - êîíñòàíòà "èñòèíà".
Åñëè óêàçàííîãî îòâåòà ïîëó÷èòü íå óäàëîñü, òî ïðèìåíåíèå ïðèåìà îòìåíÿåò-
ñÿ.

Äàëåå ñïèñîê õ61 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëü-
íî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ60. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ62 è êîíñå-
êâåíòîì õ60. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïîïûòêà ðàññìîòðåòü îïåðàöèþ, çíà÷åíèåì êîòîðîé ñëóæèò àòîìàðíûé îáúåêò,
êîîðäèíàòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABKefglm(êîîðä(âåêòîð(fB), K) = (l,m) & êîîðä(âåêòîð(Af), K) = (e, g) &
f − òî÷êà & A − òî÷êà & B − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) → êîîðä(âåêòîð(fB) +
âåêòîð(Af), K) = (e + l, g + m))

èç òåîðåìû

∀ABKabcd(ñèñòêîîðä(K) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & êîîðä(A, K) = (a, b) &
êîîðä(B, K) = (c, d)→ êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (c− a, d− b))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà → âåêòîð(AB) + âåêòîð(BC) =
âåêòîð(AC))

Èñõîäíàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "êîîðä(âåêòîð(AB), K)".

Íà÷àëî ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì îäíîãî èç ïðåäûäóùèõ ïðèåìîâ. Äëÿ óäîá-
ñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ.
Âíóòðè îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 íåîäíî-
áóêâåííîãî òåðìà, îòëè÷íîãî îò õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(AB)". Ïåðåìåí-
íîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè - ñèìâîë "íàáîð" (â îòëè÷èå
îò ïðåøåñòâóþùåãî ïðèåìà). Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îïðàòîì" îïðåäåëÿ-
åò ïî ñèìâîëó õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìå åå ïåðå-
ìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå
èìååì:
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∀efg(e−òî÷êà & f−òî÷êà & g−òî÷êà→ âåêòîð(ef)+âåêòîð(fg) = âåêòîð(eg))

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà - êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ17,
êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(eg)". Ïåðåìåííîé õ22
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ21. Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî ïîäòåðì õ13
ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ê õ21 íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè S âìåñòî ïåðå-
ìåííûõ õ22. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ12 è ñïèñêà
ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíè ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ17. Îïðåäåëÿ-
åòñÿ òèï õ26 çíà÷åíèé âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "Âåê-
òîð". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäòåðì õ13 ÿâëÿåòñÿ àòîìàðíûì âûðàæåíèåì òèïà õ26.
Îí ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ27. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(AB)". Ïåðåìåí-
íîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ïîäòåðìó õ19.
Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(Af)+âåêòîð(fB)". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê àòîìàðíûõ ïîäâûðàæåíèé òåðìà õ28, èìåþùèõ òèï õ26. Â íàøåì
ïðèìåðå - âûðàæåíèÿ "âåêòîð(Af)" è "âåêòîð(fB)".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþùåãî è
îïðåäåëÿåìîãî âûðàæåíèé íå ïåðåñåêàþòñÿ è ÷òî ñïèñîê õ29 íåïóñò. Ïåðåìåí-
íîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîðíåâûõ îïåðàíäîâ îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè (íàïîì-
íèì, ÷òî åå çàãîëîâîê - "íàáîð"). Ââîäÿòñÿ ïóñòûå íàêîïèòåëè õ31, õ32 è õ33.
Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ28, íå ÿâëÿþùèõñÿ
ïàðàìåòðàìè òåðìîâ õ29. Â íàøåì ïðèìåðå - ïóñòîé ñïèñîê.

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ àòîìàðíûå âûðàæåíèÿ õ35 ñïèñêà õ29. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ
ñîçäàåòñÿ ñâîÿ êîïèÿ èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàêîïèòåëå õ31 áóäóò ñîõðàíÿòüñÿ
ðàâåíñòâà äëÿ êîîðäèíàòíûõ íàáîðîâ âûðàæåíèé õ35, â íàêîïèòåëå õ32 - ðà-
âåíñòâà, ñâÿçûâàþùèå ìåæäó ñîáîé îòäåëüíûå êîîðäèíàòû, â íàêîïèòåëå õ33 -
óêàçàííûå êîïèè òåîðåìû. Áîëåå ïîäðîáíî, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ.
Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â îïðåäåëÿåìîì òåðìå ïîä-
òåðìà õ13 íà õ35. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, â íàøåì ïðèìåðå ðàññìîòðèì â êà÷å-
ñòâå õ35 ïåðâûé èç ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ29 - "âåêòîð(Af)". Òîãäà õ36 èìååò âèä
"êîîðä(âåêòîð(Af), K)". Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà-
÷åíèÿ â èñõîäíîé òåîðåìå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âñòðå÷àþùèåñÿ â èñ-
õîäíîé òåîðåìå, òåîðåìå õ17 è òåîðåìàõ íàêîïèòåëÿ õ33. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì:

∀lmnhijk(ñèñòêîîðä(n) & l − òî÷êà & m− òî÷êà & êîîðä(l, n) = (h, i) &
êîîðä(m, n) = (j, k)→ êîîðä(âåêòîð(lm), n) = (j − h, k − i))

Òåîðåìà õ37 ðåãèñòðèðóåòñÿ â íàêîïèòåëå õ33. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïðåäåëÿåìûé òåðì òåîðåìû õ37. Â íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä(âåêòîð(lm), n)".
Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ39. Îïðåäåëÿåòñÿ
ïîäñòàíîâêà S ′ âìåñòî ïåðåìåííûõ õ40, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ39 â õ36. Ê ñïèñêó
õ24 äîáàâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ′ ê àíòåöåäåíòàì òåî-
ðåìû õ37. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â
óòâåðæäåíèÿ ñïèñêîâ õ24 è õ32, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå íàáîðà õ30. Â íà-
øåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå e, g. Ïåðåìåííûå õ42 äîáàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó õ34. Ê
ñïèñêó õ31 äîáàâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ36 òåðìó "íàáîð(õ42)". Â íàøåì
ïðèìåðå - "êîîðä(âåêòîð(Af), K) = (e, g)". Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð êîðíåâûõ îïåðàíäîâ îïðåäåëÿþùåãî íàáîðà òåîðåìû õ37. Â íàøåì ïðèìåðå
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- "j−h", "k− i". Ê ñïèñêó õ32 äîáàâëÿþòñÿ ðàâåíñòâà ýëåìåíòâî ñïèñêà õ44 ñî-
îòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòàì ñïèñêà õ42. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâà "j−h = e",
"k − i = g".

Ïî îêîí÷àíèè öèêëà ïðîñìîòðà ñïèñêà õ29 âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ35 ñíîâà
îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ïðè ýòîì â ñïèñêå õ31 îêàçûâàþòñÿ ðàâåíñòâà
"êîîðä(âåêòîð(Af), K) = (e, g)", "êîîðä(âåêòîð(fB), K) = (l,m)", â ñïèñêå õ32
- ðàâåíñòâà "j − h = e", "k − i = g", "r − p = l", "s − q = m", â ñïèñêå
õ34 - ïåðåìåííûå e, g, l,m. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ,
íå âõîäÿùèõ â òåðìû ñïèñêîâ õ24, õ32, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà
õ30. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå n, t. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ðàâåíñòâ âûðàæåíèé ñïèñêà õ30 ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì ñïèñêà õ35. Â
íàøåì ïðèìåðå - "c − a = n", "d − b = t". Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ
îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ24 è õ32.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ38, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ
õ37, à óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ õ36. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿ-
ìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ35", "èçâåñòíî õ34". Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ37 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé: "ñèñòêîîðä(K)", "A − òî÷êà", "B − òî÷êà",
"êîîðä(A, K) = (a, b)", "êîîðä(B, K) = (c, d)", "f − òî÷êà", "êîîðä(A, K) =
(h, i)","êîîðä(f, K) = (j, k)","êîîðä(f, K) = (p, q)","êîîðä(B, K) = (r, s)", "j −
h = e", "k − i = g", "r − p = l", "s− q = m".

Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ39. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"t = g+m", "n = e+ l". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ39 îòëè÷íî îò ñèìâîëà "îòêàç", è ïå-
ðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îòâåòà. Ïåðåìåííîé
õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ íàáîðà õ40, îïðåäåëÿþùèõ
çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ õ35. Â íàøåì ïðèìåðå - "e + l", "g + m". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî åãî äëèíà ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ35. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî
âûðàæåíèÿ, ïîëó÷åííîãî çàìåíîé âõîæäåíèÿ õ13 â îïðåäåëÿåìóþ ÷àñòü èñõîä-
íîé òåîðåìû íà õ28, âûðàæåíèþ "íàáîð(õ41)". Â íàøåì ïðèìåðå õ42 èìååò âèä
"êîîðä(âåêòîð(Af) + âåêòîð(fB), K) = (e+ l, g +m)". Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâà-
èâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ24 è õ31, ïåðåìåííîé õ44 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
òåðìà õ42 è òåðìîâ ñïèñêà õ31. Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåò-
ðîâ óòâåðæäåíèé õ43, íå âîøåäøèõ â ñïèñîê õ44. Â íàøåì ïðèìåðå õ44 ñîñòîèò
èç ïåðåìåííûõ e, f, g, l, m, A, B, K, õ45 - èç ïåðåìåííûõ a, b, c, d, h, i, j, k, p, q, r, s.
Ñïèñîê õ43 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "ñèñòêîîðä(K)", "A−òî÷êà", "B−òî÷êà",
"êîîðä(A, K) = (a, b)", "êîîðä(B, K) = (c, d)", "f − òî÷êà", "êîîðä(A, K) =
(h, i)", "êîîðä(f, K) = (j, k)", "êîîðä(f, K) = (p, q)", "êîîðä(B, K) = (r, s)",
"êîîðä(âåêòîð(Af), K) = (e, g)", "êîîðä(âåêòîð(fB), K) = (l,m)".

Åñëè ñïèñîê õ45 íåïóñò, òî ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé
íàáîðà õ43, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ ñî ñïèñêîì õ45. Â íàøåì ïðèìåðå
- óòâåðæäåíèÿ "êîîðä(A, K) = (a, b)", "êîîðä(B, K) = (c, d)", "êîîðä(A, K) =
(h, i)", "êîîðä(f, K) = (j, k)", "êîîðä(f, K) = (p, q)", "êîîðä(B, K) = (r, s)".
Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ43 óòâåðæäåíèé
õ46. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ
õ47, à óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ õ46. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿ-
ìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ45", "ïàðàìåòðû õ45", "èñêëþ÷". Îòâåò
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ49. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ êîíñòàíòà "èñòè-
íà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îòâåò îòëè÷åí îò "îòêàç" è íå èìååò ïåðåìåííûõ
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ñïèñêà õ45. Åñëè ýòî íå òàê, ïðèìåíåíèå ïðèåìà îòìåíÿåòñÿ. Èíà÷å ïåðåìåííîé
õ43 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê õ47.

Íàêîíåö, ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ43 è êîíñåêâåíòîì õ42. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Ïîïûòêà ðàññìîòðåòü îïåðàöèþ, çíà÷åíèåì êîòîðîé ñëóæèò àòîìàðíûé îáúåêò,
êîîðäèíàòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ - ñ ïîäñòàíîâêîé îïðåäåëÿþùåãî îïåðàöèþ
òåðìà â ðåçóëüòèðóþùåå òîæäåñòâî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABKefglm(êîîðä(âåêòîð(fB), K) = (l,m) & êîîðä(âåêòîð(Af), K) = (e, g) &
f −òî÷êà & A−òî÷êà & B−òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→ êîîðä(âåêòîð(AB), K) =
(e + l, g + m))

èç òåîðåìû

∀ABKabcd(ñèñòêîîðä(K) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & êîîðä(A, K) = (a, b) &
êîîðä(B, K) = (c, d)→ êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (c− a, d− b))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà → âåêòîð(AB) + âåêòîð(BC) =
âåêòîð(AC))

Èñõîäíàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "êîîðä(âåêòîð(AB), K)".

Ïðîãðàììà ïðèåìà îòëè÷àåòñÿ îò ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðèåìà ëèøü çà-
âåðøàþùèì øàãîì. Â äàííîì ïðèìåðå çíà÷åíèÿ âñåõ ïðîãðàììíûõ ïåðåìåííûõ
òàêèå æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå. Âìåñòî ñîçäàíèÿ çàâåðøàþùåé èìïëèêà-
öèè ïðåäûäóùåãî ïðèåìà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïàðàìåòðû îïðåäåëÿåìîãî òåðìà èñõîäíîé òåîðåìû âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû
óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ43. Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ýòîãî òåðìà
òåðìó "íàáîð(õ41)". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ43 è êîíñå-
êâåíòîì õ46. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

5. Îïðåäåëÿåòñÿ îäíîìåñòíàÿ îïåðàöèÿ íàä âûðàæåíèåì èç ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïè-
ñàíèÿ îáúåêòîâ çàäàííîãî òèïà. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà âû÷èñëèòü åå çíà÷å-
íèå íà äðóãèõ îäíîìåñòíûõ è äâóìåñòíûõ îïåðàöèÿõ ðàçäåëà (áåç èñêëþ÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abde(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & d − ÷èñëî & e − ÷èñëî & ¬(d2 + e2 = 0) →
Re((a + bi)/(d + ei)) = (ad + be)/(d2 + e2))

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ Re(a + bi) = a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
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∀z(z − êîìïëåêñíîå↔ ∃xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z = x + iy))

Èñõîäíàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "Re(a + bi)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà -
òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè. Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîð-
íåâûõ îïåðàíäîâ îïðåäåëÿåìîãî òåðìà ðàâíî 1. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàãîëîâîê ýòîãî îïåðàíäà. Â íàøåì ïðèìåðå - êîìïëåêñíîå ñëîæåíèå "Ïëþñ".
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ13. Â
íàøåì ïðèìåðå - "êîìïëåêñíîå". Ñïðàâî÷íèê "ïàðàìîïèñàíèå" îïðåäåëÿåò ïî
õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìå åå ïåðåìåííûõ íà ïåðå-
ìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 ñîâïàäàåò ñ äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìîé. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà
òåîðåìû õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé
õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé åå ÷àñòè, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ15, ïå-
ðåìåííîé õ21 - âõîæäåíèå ÷àñòè, çàãîëîâêîì êîòîðîé ñëóæèò êâàíòîð ñóùå-
ñòâîâàíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà õ18 íå èìååò àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé
õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì
ñóùåñòâîâàíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - "x−÷èñëî", "y−÷èñëî", "z = x+iy". Ñðåäè
íèõ íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ23 ïåðåìåííîé õ24 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ25. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ20 ðàñïîëîæåí òåðì "õ15(õ24)". Â íàøåì ïðèìåðå
õ24 - ïåðåìåííàÿ z, õ25 - âûðàæåíèå "x + iy". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ
êîðíåâîé îïåðàíä îïðåäåëÿåìîãî òåðìà èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå -
"a + bi". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ26. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê âêëþ÷àåò âñå ïåðåìåííûå èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì
ïðèìåðå õ27 - a, b. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ27, ïå-
ðåâîäÿùàÿ òåðì õ26 â õ25. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "x−÷èñëî",
"y − ÷èñëî".

Ââîäèòñÿ ïóñòûå íàêîïèòåëè õ30 è õ31. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ õ32
ñïèñêà õ29. Åñëè âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî íå óñìàòðèâàåò, ÷òî
õ32 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ22, òî óòâåðæäåíèå õ32 çàíîñèòñÿ â íàêîïèòåëü
õ31.

Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà óòâåðæäåíèé õ32 âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ32 ñíî-
âà îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Åñëè ïðè ýòîì ñïèñîê õ31 îêàçàëñÿ íåïóñò, òî
ïðåäïðèíèìàþòñÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ31. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå
âõîäÿùèõ â òåðìû ñïèñêà õ22, èìåþùèé òó æå äëèíó, ÷òî è ñïèñîê õ32. Ïåðå-
ìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàâåíñòâ ïåðåìåííûõ õ33 ñîîòâåòñòâóþùèì
ïåðåìåííûì õ32. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ35, ïîñûëêè êîòîðîé - óòâåð-
æäåíèÿ õ22, óñëîâèÿ - ðàâåíñòâà õ34. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿ-
ìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ33", "èçâåñòíî õ24". Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ
îòâåò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ37 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ36, ïåðåìåííîé õ38 -
ñïèñîê ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ äëÿ ïåðåìåííûõ õ33, èìåþùèõñÿ â ñïèñêå õ37.
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Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû íàáîðîâ õ38 è õ33 ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ38 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ32 â
óòâåðæäåíèÿ õ31. Êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ39 óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðå-
îáðàçîâàíèå îòíîñèòåëüíî åäèíñòâåííîé ïîñûëêè - ïîäòåðìà õ20. Çàòåì ñïèñîê
õ30 çàìåíÿåòñÿ íà íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ðåçóëüòàòà óïðîùåíèÿ. Åñëè
îïèñàííûå äåéñòâèÿ ïðè íåïóñòîì ñïèñêå õ31 íå âûïîëíåíû, ïðèåì íå ðåàëè-
çóåòñÿ.

Ïîñëå îïèñàííûõ äåéñòâèé âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ31 îêàçûâàþòñÿ íå îïðå-
äåëåíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ30 - ïóñòîé ñïèñîê.

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ 0. Äëÿ äîîïðåäåëåíèÿ åå çíà÷åíèÿ âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê îïðåäåëÿþùåé
÷àñòè òåîðåìû. Åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñèìâîëîì, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ15 ïðèíàäëåæèò ñïèñêó âîçìîæíûõ òèïîâ çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì
õ32. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè îïðåäåëÿ-
þùåãî òåðìà âìåñòî ïåðåìåííîé õ24 â óòâåðæäåíèÿ õ22. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà
îïèñàíèå õ36, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ12, à óñëîâèÿ - õ34. Öåëè
çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå X", ãäå X - ñâÿçû-
âàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ õ21. Åñëè íà çàäà÷ó õ36 ïîëó÷åí
îòâåò, îòëè÷íûé îò ñèìâîëà "îòêàç", òî õ31 ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ íà 1. Â íàøåì
ïðèìåðå õ31 îñòàåòñÿ ðàâíî 0.

Ïîñëå äîîïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ õ31 âñå ïåðåìåííûå, íà÷èíàÿ ñ õ32, ñíîâà îêà-
çûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ íàçâàíèå ðàçäåëà, ê
êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "êîìïëåêñíûå÷èñëà". Ñðå-
äè ñèìâîëîâ ðàçäåëà õ32 âûáèðàåòñÿ ñïèìâîë õ34 îäíîìåñòíîé ëèáî äâóìåñò-
íîé îïåðàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå - "Äðîáü". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè âîçìîæíûõ
òèïîâ çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ34 èìååòñÿ ñèìâîë õ15. Â ñëó÷àå
îäíîìåñòíîãî ñèìâîëà ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "õ34(X1)", â
ñëó÷àå äâóìåñòíîãî - "õ34(X1, X2)". Çäåñü X1, X2 - ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïåðåìåííûå
ËÎÑà. Â íàøåì ïðèìåðå õ37 èìååò âèä - "Äðîáü(a, b)". Èñïîëüçóÿ îáû÷íóþ
ôîðìóëüíóþ çàïèñü - "a/b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà p òåðìà
õ37 óòâåðæäåíèå "õ15(p)" ÿâëÿåòñÿ ñîïðîâîæäàþùèì ïî î.ä.ç. äëÿ õ37.

Ââîäÿòñÿ ïóñòûå íàêîïèòåëè õ39, õ40, õ41, õ42, õ43. Äëÿ êàæäîãî íîìåðà õ44
îïåðàíäà îïåðàöèè õ34 (â íàøåì ïðèìåðå - äëÿ õ44 = 1 è õ44 =2) âûïîëíÿþò-
ñÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ. Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå
âõîäÿùèõ â íàêîïèòåëü õ39 óæå ââåäåííûõ íîâûõ ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì äëèíà
ýòîãî ñïèñêà ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ27. Âñå ýòè ïåðåìåííûå ñðàçó ðåãèñòðèðóþò-
ñÿ â íàêîïèòåëå õ39. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ46, îòñóòñòâóþùàÿ â íàêîïèòåëå
õ39. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêàõ õ39 è õ42. Â íàêîïèòåëü õ40 äîáàâëÿþòñÿ
ðåçóëüòàòû çàìåíû ïåðåìåííûõ õ27 íà õ45 â àíòåöåäåíòàõ õ12 èñõîäíîé òåîðå-
ìû. Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííûõ õ27 íà õ45 â
òåðìå õ26, ïðè÷åì ýòîò ðåçóëüòàò ðåãèñòðóåòñÿ â íàêîïèòåëå õ41. Ïåðåìåííîé
õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííûõ õ27 íà õ45 â îïðåäåëÿþùåé
÷àñòè õ11 èñõîäíîé òåîðåìû. Íàêîíåö, â íàêîïèòåëü õ43 çàíîñÿòñÿ ðàâåíñòâî
òåðìîâ õ46 è õ47, à òàêæå ðàâåíñòâî òåðìîâ H(46) è õ48. Çäåñü H - çàãîëîâîê
îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - Re.
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Â íàøåì ïðèìåðå, ïî îêîí÷àíèè óêàçàííîãî öèêëà, áóäåì èìåòü: â íàêîïèòåëå
õ39 ïåðåìåííûå a, b, c, d, e, f ; â íàêîïèòåëå õ40 - óòâåðæäåíèÿ "a− ÷èñëî", "b−
÷èñëî", "d − ÷èñëî", "e − ÷èñëî"; â íàêîïèòåëå õ41 - "a + bi" è "d + ei"; â
íàêîïèòåëå õ42 - c, f ; â íàêîïèòåëå õ43 - "c = a + bi", "Re(c) = a", "f = d + ei",
"Re(f) = d".

Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â õ39, ïðè÷åì
äëèíà åãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ27. Âñå ýòè ïåðåìåííûå äîáàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó
õ39. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ46, íå âõîäÿùàÿ â õ39, è îíà òîæå çàíîñèòñÿ â
ñïèñîê õ39. Â íàøåì ïðèìåðå õ45 - g, h; õ46 - i. ×òîáû íå ïóòàòü ïåðåìåííóþ
i ñ ìíèìîé åäèíèöåé i, áóäåì äàëåå ïîìå÷àòü ýòó ïåðåìåííóþ øòðèõîì. Ïåðå-
ìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ òåêóùåå ñîñòîÿíèå ñïèñêà õ40, ïîñëå ÷åãî ê ñïèñêó
õ40 äîáàâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû çàìåíû â óòâåðæäåíèÿõ õ12 ïåðåìåííûõ õ27 íà
ïåðåìåííûå õ45. Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé æå çàìåíû
ïåðåìåííûõ â òåðìå õ26. Â íàøåì ïðèìåðå - "g +hi". Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ34 âûðàæåíèé õ41. Â íàøåì ïðèìåðå -
"(a+bi)/(d+ei)". Ïåðåìåííîé õ50 ïðèñâàèâàåòñÿ òåêóùåå ñîñòîÿíèå ñïèñêà õ40.
Çàòåì ê ñïèñêó õ40 äîáàâëÿþòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ49 è õ48, à òàêæå âñå
óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ýòîãî ðàâåíñòâà ïî î.ä.ç. Ïåðå-
ìåííîé õ51 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííûõ õ27 íà ïåðåìåííûå õ45
â îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè õ11 èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ52 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ46 è õ51. Â íàøåì ïðèìåðå - "i′ = g".

Äàëåå ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ53, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäå-
íèÿ õ40, à åäèíñòâåííûì óñëîâèåì - ðàâåíñòâî õ52. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé",
"ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ46", "èçâåñòíî P", ãäå P - âñå ïàðàìåò-
ðû âûðàæåíèé õ41. Â íàøåì ïðèìåðå ýòè ïàðàìåòðû ñóòü a, b, d, e, à ïîñûëêàìè
ñëóæàò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

"a−÷èñëî", "b−÷èñëî", "d−÷èñëî", "e−÷èñëî", "g−÷èñëî", "h−÷èñëî", "(a+
bi)/(d+ ei) = g +hi", "h−êîìïëåêñíîå", "g−êîìïëåêñíîå", "e−êîìïëåêñíîå",
"d− êîìïëåêñíîå", "b− êîìïëåêñíîå", "a− êîìïëåêñíîå", "¬(d + ei = 0)".

Íåèçâåñòíîé ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííàÿ i′. Îòâåò çàäà÷è õ53 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåí-
íîé õ54. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "i′ = (ad + be)/(d2 + e2)". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îòâåò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî, íå ñîäåðæàùåå ïîäòåðìà õ49 è çàãîëîâ-
êà Z îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû (â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîëà Re).
Ïåðåìåííîé õ55 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ54. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ
ïîïûòêà óïðîñòèòü åå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå îòíîñèòåëü-
íî ïîñûëîê õ50. Ïåðåìåííîé õ56 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåðìà õ49
îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ47 íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Â íàøåì
ïðèìåðå õ49 íå èçìåíÿåòñÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè îïåðàòîðîì
"ñòàíä" òåðìîâ õ49 è õ56 ñîâïàäàþò. Ïåðåìåííîé õ57 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî
âûðàæåíèÿ Z(õ49) ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ54. Ïåðåìåííîé õ58 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" ñïèñêà õ47, ê êîòîðîìó
äîáàâëåíû óòâåðæäåíèÿ, íåáõîäèìûå äëÿ ñîâïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. âàûðàæå-
íèÿ õ49. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ58 è êîíñåêâåíòîì õ57. Îíà
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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6. Îïðåäåëÿåòñÿ îäíîìåñòíàÿ îïåðàöèÿ íàä âûðàæåíèåì èç ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïè-
ñàíèÿ îáúåêòîâ çàäàííîãî òèïà. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà âû÷èñëèòü åå çíà-
÷åíèå íà äðóãèõ îäíîìåñòíûõ è äâóìåñòíûõ îïåðàöèÿõ ðàçäåëà (ñ èñêëþ÷åíèåì
ïàðàìåòðîâ).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

Re(c/f) = (Re(c)Re(f) + Im(c)Im(f))/|f |2

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ Re(a + bi) = a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀z(z − êîìïëåêñíîå↔ ∃xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z = x + iy))

Èñõîäíàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò òåðì "Re(a + bi)".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà è åãî äåéñòâèÿ â äàííîì ïðèìåðå äîñëîâíî ñîâïà-
äàþò ñ ïðåäûäóùèì ïóíêòîì. Ïîâòîðÿòü èõ íå áóäåì. Îòëè÷èÿ íà÷èíàþòñÿ ñ
òîãî ìîìåíòà, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèåìå ïðîèñõîäèëî îïðåäåëåíèå òåðìà õ56.
Òåïåðü ïåðåìåííîé õ56 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ50 è õ43. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ56 ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé: "a−÷èñëî", "b−÷èñëî",
"d − ÷èñëî", "e − ÷èñëî", "g − ÷èñëî", "h − ÷èñëî", "c = a + bi", "Re(c) = a",
"f = d + ei", "Re(f) = d". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêàìè êîòî-
ðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ56, à åäèíñòâåííûì óñëîâèåì - ðàâåíñòâî âûðàæå-
íèé õ46 è õ55. Â íàøåì ïðèìåðå - "i′ = (ad + be)/(d2 + e2)". Öåëè çàäà÷è -
"ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ46", "èçâåñòíî õ42". Â íà-
øåì ïðèìåðå íåèçâåñòíîé ÿâëÿåòñÿ i, èçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè - c, f . Îòâåò
çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ58. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "i′ =
(Re(c)Re(f) + Im(c)Im(f))/(Re(f)2 + Im(f)2)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îòâåò
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ46 â ëåâîé ÷àñòè. Ïóñòü Z, êàê
è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, îáîçíà÷àåò çàãîëîâîê îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé
òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - Re. Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç T ðåçóëüòàò ñîåäèíå-
íèÿ îïåðàöèåé õ34 ïåðåìåííûõ õ42. Â íàøåì ïðèìåðå - "c/f". Ïåðåìåííîé õ59
ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ Z(T ) ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ58.

Ïåðåìåííîé õ60 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèÿ
ñïèñêà õ30 ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ42 âìåñòî ïåðåìåííîé õ24. Â íàøåì ïðèìåðå
ñïèñîê õ60 ïóñò. Îïåðàòîð "äåáëîê" âêëþ÷àåò ïðèìåíåíèå ïðèåìîâ, îñíîâàí-
íûõ íà óæå ïîëó÷åííûõ òåîðåìàõ ñïèñêà âûâîäà. Â íàøåì ïðèìåðå òàêèì îá-
ðàçîì îêàçûâàåòñÿ ðàçáëîêèðîâàí ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé â ñóììå êâàäðàòîâ
âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé êâàäðàò ìîäóëÿ. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ,
àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ15(Y ) äëÿ âñåâîçìîæíûõ ïåðåìåííûõ
Y ñïèñêà õ42, óòâåðæäåíèÿ õ60, à òàêæå óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñî-
ïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ59 è óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ43.
Åå êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ðàâåíñòâî õ59. Äàííàÿ èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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7. Îïðåäåëÿåòñÿ îäíîìåñòíàÿ îïåðàöèÿ f íàä âûðàæåíèåì, çàäàþùèì îáùèé âèä
îáúåêòîâ íåêîòîðîãî òèïà. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà âûðàçèòü åå çíà÷åíèå íà
äðóãèõ îäíîìåñòíûõ è äâóìåñòíûõ îïåðàöèÿõ ðàçäåëà ÷åðåç çíà÷åíèÿ f îò èõ
îïåðàíäîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cf (¬(f = 0) & c − êîìïëåêñíîå & f − êîìïëåêñíîå → ñîïðÿæåííîå(c/f) =
ñîïðÿæåííîå(c)/ñîïðÿæåííîå(f))

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ñîïðÿæåííîå(a + bi) = a− bi)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀z(z − êîìïëåêñíîå↔ ∃xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z = x + iy))

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäûäóùèé ïðèåì, ïðèìåíÿåìûé ê òåì æå òåîðåìàì, áóäåò âû-
ðàæàòü ñîïðÿæåííîå ê äðîáè ÷åðåç âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ÷èñëèòåëÿ è
çíàìåíàòåëÿ âåñüìà ãðîìîçäêèì îáðàçîì. ×òîáû âûðàçèòü åãî ÷åðåç âåëè÷èíû,
ñîïðÿæåííûå ñ ÷èñëèòåëåì è çíàìåíàòåëåì, è ïîíàäîáèëñÿ äàííûé ïðèåì.

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëàìè ïðîãðàìì äâóõ ïðåäûäóùèõ
ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì ýòî íà÷àëî. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâà-
èâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî. Ïåðåìåí-
íîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ12 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ
îïðåäåëÿåìîãî òåðìà ðàâíî 1. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî
îïåðàíäà. Â íàøåì ïðèìåðå - êîìïëåêñíîå ñëîæåíèå "Ïëþñ". Ïåðåìåííîé õ15
ïðèñâàèâàåòñÿ òèï çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ13. Â íàøåì ïðèìåðå
- "êîìïëåêñíîå". Ñïðàâî÷íèê "ïàðàìîïèñàíèå" îïðåäåëÿåò ïî õ15 óêàçàííóþ
âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðå-
îáîçíà÷åíèÿ â äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìå åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõî-
äÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 ñîâïàäàåò ñ äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìîé. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ18.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàè-
âàåòñÿ âõîæäåíèå òîé åå ÷àñòè, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ15, ïåðåìåííîé õ21 -
âõîæäåíèå ÷àñòè, çàãîëîâêîì êîòîðîé ñëóæèò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà õ18 íå èìååò àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Â
íàøåì ïðèìåðå - "x − ÷èñëî", "y − ÷èñëî", "z = x + iy". Ñðåäè íèõ íàõîäèòñÿ
ðàâåíñòâî õ23 ïåðåìåííîé õ24 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ25. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïî âõîæäåíèþ õ20 ðàñïîëîæåí òåðì "õ15(õ24)". Â íàøåì ïðèìåðå õ24 - ïåðå-
ìåííàÿ z, õ25 - âûðàæåíèå "x + iy". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâîé
îïåðàíä îïðåäåëÿåìîãî òåðìà èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "a + bi".
Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ26. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ýòîò ñïèñîê âêëþ÷àåò âñå ïåðåìåííûå èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ27
- a, b. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ27, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì
õ26 â õ25. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîä-
ñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "x− ÷èñëî", "y − ÷èñëî".
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Ââîäèòñÿ ïóñòûå íàêîïèòåëè õ30 è õ31. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ õ32
ñïèñêà õ29. Åñëè âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî íå óñìàòðèâàåò, ÷òî
õ32 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ22, òî óòâåðæäåíèå õ32 çàíîñèòñÿ â íàêîïèòåëü
õ31.

Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà óòâåðæäåíèé õ32 âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ32 ñíî-
âà îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Åñëè ïðè ýòîì ñïèñîê õ31 îêàçàëñÿ íåïóñò, òî
ïðåäïðèíèìàþòñÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ31. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå
âõîäÿùèõ â òåðìû ñïèñêà õ22, èìåþùèé òó æå äëèíó, ÷òî è ñïèñîê õ32. Ïåðå-
ìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàâåíñòâ ïåðåìåííûõ õ33 ñîîòâåòñòâóþùèì
ïåðåìåííûì õ32. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ35, ïîñûëêè êîòîðîé - óòâåð-
æäåíèÿ õ22, óñëîâèÿ - ðàâåíñòâà õ34. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿ-
ìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ33", "èçâåñòíî õ24". Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ
îòâåò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ37 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ36, ïåðåìåííîé õ38 -
ñïèñîê ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ äëÿ ïåðåìåííûõ õ33, èìåþùèõñÿ â ñïèñêå õ37.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû íàáîðîâ õ38 è õ33 ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ38 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ32 â
óòâåðæäåíèÿ õ31. Êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ39 óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðå-
îáðàçîâàíèå îòíîñèòåëüíî åäèíñòâåííîé ïîñûëêè - ïîäòåðìà õ20. Çàòåì ñïèñîê
õ30 çàìåíÿåòñÿ íà íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ðåçóëüòàòà óïðîùåíèÿ. Åñëè
îïèñàííûå äåéñòâèÿ ïðè íåïóñòîì ñïèñêå õ31 íå âûïîëíåíû, ïðèåì íå ðåàëè-
çóåòñÿ.

Ïîñëå îïèñàííûõ äåéñòâèé âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ31 îêàçûâàþòñÿ íå îïðå-
äåëåíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ30 - ïóñòîé ñïèñîê.

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ 0. Äëÿ äîîïðåäåëåíèÿ åå çíà÷åíèÿ âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê îïðåäåëÿþùåé
÷àñòè òåîðåìû. Åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ñèìâîëîì, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ15 ïðèíàäëåæèò ñïèñêó âîçìîæíûõ òèïîâ çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì
õ32. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè îïðåäåëÿ-
þùåãî òåðìà âìåñòî ïåðåìåííîé õ24 â óòâåðæäåíèÿ õ22. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà
îïèñàíèå õ36, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ12, à óñëîâèÿ - õ34. Öåëè
çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå X", ãäå X - ñâÿçû-
âàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ õ21. Åñëè íà çàäà÷ó õ36 ïîëó÷åí
îòâåò, îòëè÷íûé îò ñèìâîëà "îòêàç", òî õ31 ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ íà 1. Â íàøåì
ïðèìåðå õ31 îñòàåòñÿ ðàâíî 0.

Ïîñëå äîîïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ õ31 âñå ïåðåìåííûå, íà÷èíàÿ ñ õ32, ñíîâà îêà-
çûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ íàçâàíèå ðàçäåëà, ê
êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "êîìïëåêñíûå÷èñëà". Ñðå-
äè ñèìâîëîâ ðàçäåëà õ32 âûáèðàåòñÿ ñïèìâîë õ34 îäíîìåñòíîé ëèáî äâóìåñò-
íîé îïåðàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå - "Äðîáü". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè âîçìîæíûõ
òèïîâ çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ34 èìååòñÿ ñèìâîë õ15. Â ñëó÷àå
îäíîìåñòíîãî ñèìâîëà ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "õ34(X1)", â
ñëó÷àå äâóìåñòíîãî - "õ34(X1, X2)". Çäåñü X1, X2 - ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïåðåìåííûå
ËÎÑà. Â íàøåì ïðèìåðå õ37 èìååò âèä - "Äðîáü(a, b)". Èñïîëüçóÿ îáû÷íóþ
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ôîðìóëüíóþ çàïèñü - "a/b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà p òåðìà
õ37 óòâåðæäåíèå "õ15(p)" ÿâëÿåòñÿ ñîïðîâîæäàþùèì ïî î.ä.ç. äëÿ õ37.

Ââîäÿòñÿ ïóñòûå íàêîïèòåëè õ39, õ40, õ41, õ42, õ43. Äëÿ êàæäîãî íîìåðà õ44
îïåðàíäà îïåðàöèè õ34 (â íàøåì ïðèìåðå - äëÿ õ44 = 1 è õ44 =2) âûïîëíÿþò-
ñÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ. Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå
âõîäÿùèõ â íàêîïèòåëü õ39 óæå ââåäåííûõ íîâûõ ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì äëèíà
ýòîãî ñïèñêà ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ27. Âñå ýòè ïåðåìåííûå ñðàçó ðåãèñòðèðóþò-
ñÿ â íàêîïèòåëå õ39. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ46, îòñóòñòâóþùàÿ â íàêîïèòåëå
õ39. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêàõ õ39 è õ42. Â íàêîïèòåëü õ40 äîáàâëÿþòñÿ
ðåçóëüòàòû çàìåíû ïåðåìåííûõ õ27 íà õ45 â àíòåöåäåíòàõ õ12 èñõîäíîé òåîðå-
ìû. Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííûõ õ27 íà õ45 â
òåðìå õ26, ïðè÷åì ýòîò ðåçóëüòàò ðåãèñòðóåòñÿ â íàêîïèòåëå õ41. Ïåðåìåííîé
õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííûõ õ27 íà õ45 â îïðåäåëÿþùåé
÷àñòè õ11 èñõîäíîé òåîðåìû. Íàêîíåö, â íàêîïèòåëü õ43 çàíîñÿòñÿ ðàâåíñòâî
òåðìîâ õ46 è õ47, à òàêæå ðàâåíñòâî òåðìîâ H(46) è õ48. Çäåñü H - çàãîëîâîê
îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "ñîïðÿæåííîå".

Â íàøåì ïðèìåðå, ïî îêîí÷àíèè óêàçàííîãî öèêëà, áóäåì èìåòü: â íàêîïèòåëå
õ39 ïåðåìåííûå a, b, c, d, e, f ; â íàêîïèòåëå õ40 - óòâåðæäåíèÿ "a− ÷èñëî", "b−
÷èñëî", "d − ÷èñëî", "e − ÷èñëî"; â íàêîïèòåëå õ41 - "a + bi" è "d + ei"; â
íàêîïèòåëå õ42 - c, f ; â íàêîïèòåëå õ43 - "c = a+ bi", "ñîïðÿæåííîå(c) = a− bi",
"f = d + ei", "ñîïðÿæåííîå(f) = d− ei".

Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â õ39, ïðè÷åì
äëèíà åãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ27. Âñå ýòè ïåðåìåííûå äîáàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó
õ39. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ46, íå âõîäÿùàÿ â õ39, è îíà òîæå çàíîñèòñÿ â
ñïèñîê õ39. Â íàøåì ïðèìåðå õ45 - g, h; õ46 - i. ×òîáû íå ïóòàòü ïåðåìåííóþ i ñ
ìíèìîé åäèíèöåé, ïîìå÷àåì åå äàëåå øòðèõîì. Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ
òåêóùåå ñîñòîÿíèå ñïèñêà õ40, ïîñëå ÷åãî ê ñïèñêó õ40 äîáàâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû
çàìåíû â óòâåðæäåíèÿõ õ12 ïåðåìåííûõ õ27 íà ïåðåìåííûå õ45. Ïåðåìåííîé
õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé æå çàìåíû ïåðåìåííûõ â òåðìå õ26. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "g + hi". Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ
îïåðàöèåé õ34 âûðàæåíèé õ41. Â íàøåì ïðèìåðå - "(a+bi)/(d+ei)". Ïåðåìåííîé
õ50 ïðèñâàèâàåòñÿ òåêóùåå ñîñòîÿíèå ñïèñêà õ40. Çàòåì ê ñïèñêó õ40 äîáàâëÿ-
þòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ49 è õ48, à òàêæå âñå óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå
äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ýòîãî ðàâåíñòâà ïî î.ä.ç. Ïåðåìåííîé õ51 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííûõ õ27 íà ïåðåìåííûå õ45 â îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè õ11
èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ52 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ46 è
õ51. Â íàøåì ïðèìåðå - "i′ = g − hi".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðåæäå âñåãî, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå âûâî-
äà ïîêà íå ïîëó÷åíî òîæäåñòâî òðåáóåìîãî âèäà. Â íàøåì ïðèìåðå - òîæäå-
ñòâî, âûðàæàþùåå âûðàæåíèå âèäà "ñîïðÿæåííîå(Äðîáü(X, Y ))", ãäå X, Y -
ïåðåìåííûå, ÷åðåç âåëè÷èíû, ñîïðÿæåííûå X, Y . Ïîñëå ýòîãî ïåðåìåííîé õ53
ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë
"ñîïðÿæåííîå". Ïåðåìåííîé õ54 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿ-
ùèõ â íàáîð õ39, ïðè÷åì äëèíà ýòîãî ñïèñêà ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ42. Â íàøåì
ïðèìåðå õ54 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ j, k. Ïåðåìåííîé õ55 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ ñïèñêà õ43, çàãîëîâêîì ëåâîé ÷àñòè êîòîðûõ ñëóæèò
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ñèìâîë õ53. Â íàøåì ïðèìåðå õ55 ñîñòîèò èç âûðàæåíèé "a − bi", "d − ei".
Ïåðåìåííîé õ56 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ40 ðàâåíñòâ ïå-
ðåìåííûõ õ54 ñîîòâåòñòâóþùèì âûðàæåíèÿì õ55. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâ
"j = a− bi", "k = d− ei". Ñïèñîê õ56 ïîïîëíÿåòñÿ óêàçàòåëÿìè òèïà çíà÷åíèÿ
ïåðåìåííûõ õ54. Â íàøåì ïðèìåðå - "j − êîìïëåêñíîå", "k − êîìïëåêñíîå".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ57, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ56,
à åäèíñòâåííûì óñëîâèåì - ðàâåíñòâî õ52. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå",
"ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ46", "èçâåñòíî õ54". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêà-
ìè ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ "a − ÷èñëî", "b − ÷èñëî", "d − ÷èñëî", "e − ÷èñëî",
"g − ÷èñëî", "h − ÷èñëî", "(a + bi)/(d + ei) = g + hi", "h − êîìïëåêñíîå",
"g − êîìïëåêñíîå", "e − êîìïëåêñíîå", "d − êîìïëåêñíîå", "b − êîìïëåêñíîå",
"a−êîìïëåêñíîå", "¬(d+ei = 0)", "j = a− bi", "k = d−ei", "j−êîìïëåêñíîå",
"k− êîìïëåêñíîå". Óñëîâèå èìååò âèä "i′ = g− hi", íåèçâåñòíàÿ - i′, èçâåñòíûå
ïàðàìåòðû - j, k.

Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ58. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"i′ = (−jiIm(k) + jRe(k))/(Re(k)2 + Im(k)2)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ58 - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ59 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ëåâûõ
÷àñòåé ðàâåíñòâ íàáîðà õ43. Â íàøåì ïðèìåðå - "ñîïðÿæåííîå(c)", "ñîïðÿæåí-
íîå(f)". Ïåðåìåííîé õ60 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé õ59
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ54 â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ58, ïåðåìåííîé õ61 - ðàâåí-
ñòâî òåðìà "õ53(õ34(õ42))" òåðìó õ60. Â íàøåì ïðèìåðå õ61 èìååò âèä:

"ñîïðÿæåííîå(c/f) = (−ñîïðÿæåííîå(c)iIm(ñîïðÿæåííîå(f)) +
ñîïðÿæåííîå(c)Re(ñîïðÿæåííîå(f)))/(Re(ñîïðÿæåííîå(f))2 +
Im(ñîïðÿæåííîå(f))2)

Ïåðåìåííîé õ62 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèÿ
ñïèñêà õ30 ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ42 âìåñòî ïåðåìåííîé õ24. Â íàøåì ïðèìåðå
ñïèñîê õ62 ïóñò. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäå-
íèÿ õ15(Y ) äëÿ âñåâîçìîæíûõ ïåðåìåííûõ Y ñïèñêà õ42, óòâåðæäåíèÿ õ62, à
òàêæå óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. ëåâîé ÷àñòè ðà-
âåíñòâà õ61 è óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ43. Åå êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ðàâåíñòâî õ61.
Äàííàÿ èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðó-
åòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûå ïðèåìû, ñâÿçàííûå
ñ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòÿìè, à òàêæå ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé, ÷òî ìî-
äóëü ñîïðÿæåííîãî ÷èñëà ðàâåí ìîäóëþ ýòîãî ÷èñëà. Îí íå çàáëîêèðîâàí, òàê
êàê îñíîâàí íà òåîðåìå, îòíîñÿùåéñÿ ê äðóãîé ÿ÷åéêå âûâîäà - ñâÿçàííîé ñî
ñâîéñòâàìè ìîäóëÿ.

8. Óñìîòðåíèå âîçìîæíîñòè âûðàçèòü âñå ïàðàìåòðû ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ
îáúåêòîâ çàäàííîãî òèïà ÷åðåç îäíîìåñòíûå îïåðàöèè îò ýòîãî îáúåêòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀z(z − êîìïëåêñíîå→ Re(z) + iIm(z) = z)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ Im(a + bi) = b)



642 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀z(z − êîìïëåêñíîå↔ ∃xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z = x + iy))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñå-
êâåíò - ðàâåíñòâî, è ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåé
÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 - ïåðåìåííàÿ, òåðì õ8 áåñïîâòîðíûé. à ÷èñëî åãî
êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ðàâíî 1. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê êîðíåâî-
ãî îïåðàíäà òåðìà õ8, ïåðåìåííîé õ15 - òèï çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì
õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "êîìïëåêñíîå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îïðåäå-
ëåíèå" íàõîäèò ïî õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé
õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå
âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 ñîâïàäàåò ñ äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ16 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ áåç àíòåöåäåíòîâ,
à åå êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
òîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ15, ïåðåìåííîé õ21 - âõîæäå-
íèå äðóãîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ21 ðàñïîëîæåí êâàíòîð
ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò íàáîðà
õ22, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ðàâåíñòâî íåêîòîðîé ïåðåìåííîé õ24 âûðàæåíèþ
õ25. Â íàøåì ïðèìåðå õ24 - z, õ25 - "x + iy". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ20 èìååò âèä
"õ15(õ24)". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ8. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "a+bi". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà
õ26. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îõâàòûâàåò âñå ïåðåìåííûå èñõîäíîé òåîðåìû.

Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ27, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ26 â
òåðì õ25. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîèìåíåíèÿ ïîä-
ñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "x− ÷èñëî",
"y−÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ30 - ïîäñïèñîê ñïèñêà õ22. Ïåðåìåííîé õ31 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ òåðì Z(õ24), ãäå Z - çàãîëîâîê òåðìà õ8. Â íàøåì ïðèìåðå õ31 èìååò
âèä "Im(z)". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå, ïîäñòàâëÿåìîå ïîäñòà-
íîâêîé S âìåñòî ïåðåìåííîé b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî âûðàæåíèå - íåêîòîðàÿ
ïåðåìåííàÿ õ33. Â íàøåì ïðèìåðå - y. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
îòëè÷íûõ îò õ33 ïàðàìåòðîâ òåðìà õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííàÿ ïåðå-
ìåííàÿ x. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ34 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ20, ïåðåìåííîé õ36 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ýòîãî ïîäòåð-
ìà. Â íàøåì ïðèìåðå õ35 èìååò âèä "z − êîìïëåêñíîå", õ36 - åäèíñòâåííàÿ
ïåðåìåííàÿ z. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ36 îäíîýëåìåíòíûé.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, èìåþùàÿ åäèíñòâåííóþ ïîñûëêó õ35 è óñëîâèÿ
õ22. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ34", "èç-
âåñòíî õ36". Â íàøåì ïðèìåðå óñëîâèÿ ñóòü "x−÷èñëî", "y−÷èñëî", "z = x+iy".
Íåèçâåñòíàÿ - x, èçâåñòíûé ïàðàìåòð - z. Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåí-
íîé õ39. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "x = Re(z)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò
îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâ-
íûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ39, ïåðåìåííîé õ41 - ñïèñîê ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ
â õ40, îïðåäåëÿþùèõ çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ. Â íàøåì ïðèìåðå - îäíîýëåìåíò-
íûé ñïèñîê, ñîñòîÿùèé èç âûðàæåíèÿ Re(z). Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ
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ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ïåðåìåííîé õ33 ïåðåä ñïèñêîì õ34, ïåðåìåííîé õ43 - ðå-
çóëüòàò äîáàâëåíèÿ òåðìà õ31 ïåðåä ñïèñêîì õ41. Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ43 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ42 â òåðì õ25. Â
íàøåì ïðèìåðå - "Re(z)+iIm(z)". Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
åäèíñòâåííûì àíòåöåäåíòîì õ35, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âû-
ðàæåíèÿ õ44 ïåðåìåííîé ñïèñêà õ36. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

9. Ïîïûòêà âûðàçèòü îïðåäåëÿåìóþ îäíîìåñòíóþ îïåðàöèþ íàä âûðàæåíèåì èç
ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ îáúåêòîâ çàäàííîãî òèïà ÷åðåç ðàíåå îïðåäåëåííûå
îïåðàöèè íàä òàêèìè îáúåêòàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀z(z − êîìïëåêñíîå→
√
Re(z)2 + Im(z)2 = |z|)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ |a + bi| =
√

a2 + b2)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀z(z − êîìïëåêñíîå↔ ∃xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z = x + iy))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû îäíîãî èç ïîñëåä-
íèõ ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà -
òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè. Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîð-
íåâûõ îïåðàíäîâ îïðåäåëÿåìîãî òåðìà ðàâíî 1. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàãîëîâîê ýòîãî îïåðàíäà. Â íàøåì ïðèìåðå - êîìïëåêñíîå ñëîæåíèå "Ïëþñ".
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ13. Â
íàøåì ïðèìåðå - "êîìïëåêñíîå". Ñïðàâî÷íèê "ïàðàìîïèñàíèå" îïðåäåëÿåò ïî
õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìå åå ïåðåìåííûõ íà ïåðå-
ìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 ñîâïàäàåò ñ äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìîé. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà
òåîðåìû õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé
õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé åå ÷àñòè, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ15, ïå-
ðåìåííîé õ21 - âõîæäåíèå ÷àñòè, çàãîëîâêîì êîòîðîé ñëóæèò êâàíòîð ñóùå-
ñòâîâàíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà õ18 íå èìååò àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé
õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì
ñóùåñòâîâàíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - "x−÷èñëî", "y−÷èñëî", "z = x+iy". Ñðåäè
íèõ íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ23 ïåðåìåííîé õ24 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ25. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ20 ðàñïîëîæåí òåðì "õ15(õ24)". Â íàøåì ïðèìåðå
õ24 - ïåðåìåííàÿ z, õ25 - âûðàæåíèå "x + iy". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ
êîðíåâîé îïåðàíä îïðåäåëÿåìîãî òåðìà èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå -
"a + bi". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ26. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê âêëþ÷àåò âñå ïåðåìåííûå èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì
ïðèìåðå õ27 - a, b. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ27, ïå-
ðåâîäÿùàÿ òåðì õ26 â õ25. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ
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ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "x−÷èñëî",
"y − ÷èñëî".

Ââîäèòñÿ ïóñòûå íàêîïèòåëè õ30 è õ31. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ õ32
ñïèñêà õ29. Åñëè âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî íå óñìàòðèâàåò, ÷òî
õ32 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ22, òî óòâåðæäåíèå õ32 çàíîñèòñÿ â íàêîïèòåëü
õ31.

Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà óòâåðæäåíèé õ32 âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ32 ñíî-
âà îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Åñëè ïðè ýòîì ñïèñîê õ31 îêàçàëñÿ íåïóñò, òî
ïðåäïðèíèìàþòñÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ31. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå
âõîäÿùèõ â òåðìû ñïèñêà õ22, èìåþùèé òó æå äëèíó, ÷òî è ñïèñîê õ32. Ïåðå-
ìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàâåíñòâ ïåðåìåííûõ õ33 ñîîòâåòñòâóþùèì
ïåðåìåííûì õ32. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ35, ïîñûëêè êîòîðîé - óòâåð-
æäåíèÿ õ22, óñëîâèÿ - ðàâåíñòâà õ34. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿ-
ìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ33", "èçâåñòíî õ24". Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ
îòâåò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ37 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ36, ïåðåìåííîé õ38 -
ñïèñîê ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ äëÿ ïåðåìåííûõ õ33, èìåþùèõñÿ â ñïèñêå õ37.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû íàáîðîâ õ38 è õ33 ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ38 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ32 â
óòâåðæäåíèÿ õ31. Êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ39 óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðå-
îáðàçîâàíèå îòíîñèòåëüíî åäèíñòâåííîé ïîñûëêè - ïîäòåðìà õ20. Çàòåì ñïèñîê
õ30 çàìåíÿåòñÿ íà íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ðåçóëüòàòà óïðîùåíèÿ. Åñëè
îïèñàííûå äåéñòâèÿ ïðè íåïóñòîì ñïèñêå õ31 íå âûïîëíåíû, ïðèåì íå ðåàëè-
çóåòñÿ.

Ïîñëå îïèñàííûõ äåéñòâèé âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ31 îêàçûâàþòñÿ íå îïðå-
äåëåíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ30 - ïóñòîé ñïèñîê.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ31, íå âõîäÿùàÿ â òåî-
ðåìó õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðè-
ìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì
ïðèìåðå - "

√
x2 + y2".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ22 è åäèíñòâåííûì óñëîâèåì "ðàâ-
íî(õ31 õ32)". Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå
õ31", "èçâåñòíî õ24". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü: "x−÷èñëî", "y−÷èñëî",
"z = x + iy". Óñëîâèå - ðàâåíñòâî "a =

√
x2 + y2". Íåèçâåñòíàÿ - a, èçâåñò-

íûé ïàðàìåòð - z. Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ34. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò âèä "a =

√
Re(z)2 + Im(z)2". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèì-

âîëà "îòêàç". Ñðåäè åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ35 ñ
ïåðåìåííîé õ31 â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü
ðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ36 âûðàæå-
íèþ Z(õ24). Çäåñü Z - çàãîëîâîê îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå õ37
èìååò âèä "

√
Re(z)2 + Im(z)2 = |z|)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà

õ37 íå ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé
ñóòü ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ20 è óòâåðæäåíèÿ õ30, à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò
ðàâåíñòâî õ37. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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10. Ïåðåõîä ê àëüòåðíàòèâíîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó îïèñàíèþ îáúåêòîâ äàííîãî òè-
ïà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀xy(0 < x & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî→ arg(x + yi) = arctg(y/x))

èç òåîðåìû

∀ab(a−÷èñëî & b−÷èñëî & 0 < b+π & 0 ≤ π−b & 0 < a→ arg(a(cos b+i sin b)) =
b)

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀z(z − êîìïëåêñíîå↔ ∃ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & − π < b & b ≤ π &
0 ≤ a & z = a(cos b + i sin b)))

∀z(z − êîìïëåêñíîå↔ ∃xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z = x + iy))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà
- òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè.
Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî
êîðíåâûõ îïåðàíäîâ îïðåäåëÿåìîãî òåðìà ðàâíî 1. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàè-
âàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî îïåðàíäà. Â íàøåì ïðèìåðå - êîìïëåêñíîå óìíîæåíèå
"Óìíîæåíèå". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé ñ çàãî-
ëîâêîì õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "êîìïëåêñíîå". Ñïðàâî÷íèê "ïàðàìîïèñàíèå"
îïðåäåëÿåò ïî õ15 óêàçàííóþ âûøå ïåðâóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåí-
íîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìå åå
ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå
õ18 èìååò âèä:

∀e(e− êîìïëåêñíîå↔ ∃cd(c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & − π < d & d ≤ π &
0 ≤ c & e = c(cos d + i sin d)))

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ18. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ âõîæäåíèå òîé åå ÷àñòè, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ15, ïåðåìåííîé õ21 -
âõîæäåíèå ÷àñòè, çàãîëîâêîì êîòîðîé ñëóæèò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà õ18 íå èìååò àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâî-
âàíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - "c − ÷èñëî", "d − ÷èñëî", "−π < d", "d ≤ π",
"0 ≤ c", "e = c(cos d + i sin d)". Ñðåäè íèõ íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ23 ïåðåìåííîé
õ24 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ25. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ20 ðàñïîëî-
æåí òåðì "õ15(õ24)". Â íàøåì ïðèìåðå õ24 - ïåðåìåííàÿ e, õ25 - âûðàæåíèå
"c(cos d + i sin d)". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä îïðåäåëÿå-
ìîãî òåðìà èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "a(cos b+i sin b)". Ïåðåìåííîé
õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ26. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê
âêëþ÷àåò âñå ïåðåìåííûå èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ27 - a, b. Îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ27, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ26 â õ25.
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Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S
ê óòâåðæäåíèÿì õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "c− ÷èñëî", "d− ÷èñëî", "0 < d + π",
"0 ≤ π − d", "0 < c".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïàðàìîïèñàíèå" îïðå-
äåëÿåò ïî ñèìâîëó õ15 óêàçàííóþ âûøå âòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó, îò-
ëè÷íóþ îò ïåðâîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà íå èìååò àíòåöåäåíòîâ, ïîñëå ÷åãî
ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â ýòîé òåîðåìå ïåðå-
ìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó è â ïåðâóþ äîïîëíè-
òåëüíóþ. Â íàøåì ïðèìåðå õ32 ñîâïàäàåò ñî âòîðîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìîé.
Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ29 ñ îòäè÷íûìè îò õ23
óòâåðæäåíèÿìè ñïèñêà õ22. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñå-
êâåíòà âòîðîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè õ34, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ15, ïåðåìåí-
íîé õ36 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâà-
íèÿ. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ ñëóæèò êîðíåâûì
îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ35. Â íàøåì ïðèìåðå - z. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â ïîäòåðì õ36 âûðàæåíèÿ õ25 âìåñòî ïåðåìåííîé
õ37. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∃xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & c(cos d + i sin d) = x + iy)

Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ33. Â íàøåì
ïðèìåðå - c, d. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ õ38. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ40, íå èìåþùèõ ñâîèìè ïàðàìåòðàìè
ïåðåìåííûõ õ39. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ42 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ33 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé íàáîðà
õ40.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ43, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ41,
à óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ õ42. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîò-
âåò", "ðàâíî", "íåèçâåñòíûå õ39".

Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè çàäà÷è ñóòü "x−÷èñëî", "y−÷èñëî". Óñëîâèÿ ñóòü:
"c− ÷èñëî", "d− ÷èñëî", "0 < d + π", "0 ≤ π − d", "0 < c", "−π < d", "d ≤ π",
"0 ≤ c", "c(cos d + i sin d) = x + iy)". Íåèçâåñòíûå ñóòü ïåðåìåííûå c, d.

Îòâåò çàäà÷è õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ44. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò îòâåò
èìååò âèä:

"((d = −πartcg(y/x) & y < 0 ∨ d = π + arctg(y/x) & 0 ≤ y) & x < 0 ∨ d =
arctg(y/x) & − 1 < arctg(y/x)/π & 0 < x) & c =

√
x2 + y2 ∨ (c = y & d =

π/2 & 0 < y ∨ c = −y & d = −π/2 & y < 0) & x = 0"

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè õ11 èñ-
õîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ45 - ïåðåìåííàÿ d. Ñðåäè êîíúþíêòèâ-
íûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì õ36 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ46, â ëå-
âîé ÷àñòè êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ïåðåìåííàÿ õ37. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî
"z = x + iy". Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå, çàãîëîâêîì êîòîðîãî
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ñëóæèò çàãîëîâîê îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû, à åäèíñòâåííûì êîð-
íåâûì îïåðàíäîì - ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ46. Â íàøåì ïðèìåðå õ47 èìååò
âèä "arg(x + iy)". Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ ðåçóëüòàòà ïðèâåäåíèÿ ê âèäó ä.í.ô. îòâåòà õ44 çàäà÷è õ43. Ïåðåìåííîé
õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò íàáîðà õ48. Â íàøåì ïðèìåðå õ49 - óòâåðæäåíèå
"d = arctg(y/x) & − 1 < arctg(y/x)/π & 0 < x & c =

√
x2 + y2". Ïåðåìåííîé

õ50 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ49. Ïåðåìåííîé
õ51 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàâåíñòâ íàáîðà õ50, â ëåâûõ ÷àñòÿõ êîòîðûõ íàõî-
äÿòñÿ ïåðåìåííûå ñïèñêà õ39 (ñ ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà ñïèñêà õ39). Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòèõ ðàâåíñòâ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ïåðåìåííûõ õ39. Ïåðåìåííîé õ52 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé õ50, íå âîøåäøèõ â ñïèñîê õ51, ïåðåìåííîé
õ53 - ñïèñîê ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ õ51. Â íàøåì ïðèìåðå õ53 ñîñòîèò èç
âûðàæåíèé "

√
x2 + y2", "arctg(y/x)". Ïåðåìåííîé õ54 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò

ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé õ53 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ39 â âûðàæåíèå õ45. Â íàøåì
ïðèìåðå õ54 èìååò âèä "arctg(y/x)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòî-
ðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ41 è õ52, à êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ47 è õ54.
Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

11. Ðàññìîòðåíèå äîïîëíèòåëüíûõ óïðîùàþùèõ òîæäåñòâ, ïîçâîëÿþùèõ ñîêðà-
òèòü îïåðàöèþ íàä îïðåäåëÿåìîé îïåðàöèåé è åå îïåðàíäîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀z(z − êîìïëåêñíîå→ z + ñîïðÿæåííîå(z) = 2Re(z))

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ñîïðÿæåííîå(a + bi) = a− bi)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀z(z − êîìïëåêñíîå↔ ∃xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z = x + iy))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû îäíîãî èç ïðåäû-
äóùèõ ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà -
òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè. Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîð-
íåâûõ îïåðàíäîâ îïðåäåëÿåìîãî òåðìà ðàâíî 1. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàãîëîâîê ýòîãî îïåðàíäà. Â íàøåì ïðèìåðå - êîìïëåêñíîå ñëîæåíèå "Ïëþñ".
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ13. Â
íàøåì ïðèìåðå - "êîìïëåêñíîå". Ñïðàâî÷íèê "ïàðàìîïèñàíèå" îïðåäåëÿåò ïî
õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìå åå ïåðåìåííûõ íà ïåðå-
ìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 ñîâïàäàåò ñ äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìîé. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà
òåîðåìû õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé
õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé åå ÷àñòè, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ15, ïå-
ðåìåííîé õ21 - âõîæäåíèå ÷àñòè, çàãîëîâêîì êîòîðîé ñëóæèò êâàíòîð ñóùå-
ñòâîâàíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà õ18 íå èìååò àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé
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õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì
ñóùåñòâîâàíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - "x−÷èñëî", "y−÷èñëî", "z = x+iy". Ñðåäè
íèõ íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ23 ïåðåìåííîé õ24 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ25. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ20 ðàñïîëîæåí òåðì "õ15(õ24)". Â íàøåì ïðèìåðå
õ24 - ïåðåìåííàÿ z, õ25 - âûðàæåíèå "x + iy". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ
êîðíåâîé îïåðàíä îïðåäåëÿåìîãî òåðìà èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå -
"a + bi". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ26. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê âêëþ÷àåò âñå ïåðåìåííûå èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì
ïðèìåðå õ27 - a, b. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ27, ïå-
ðåâîäÿùàÿ òåðì õ26 â õ25. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "x−÷èñëî",
"y − ÷èñëî".

Ââîäèòñÿ ïóñòûå íàêîïèòåëè õ30 è õ31. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ õ32
ñïèñêà õ29. Åñëè âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî íå óñìàòðèâàåò, ÷òî
õ32 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ22, òî óòâåðæäåíèå õ32 çàíîñèòñÿ â íàêîïèòåëü
õ31.

Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà óòâåðæäåíèé õ32 âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ32 ñíî-
âà îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Åñëè ïðè ýòîì ñïèñîê õ31 îêàçàëñÿ íåïóñò, òî
ïðåäïðèíèìàþòñÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ31. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå
âõîäÿùèõ â òåðìû ñïèñêà õ22, èìåþùèé òó æå äëèíó, ÷òî è ñïèñîê õ32. Ïåðå-
ìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàâåíñòâ ïåðåìåííûõ õ33 ñîîòâåòñòâóþùèì
ïåðåìåííûì õ32. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ35, ïîñûëêè êîòîðîé - óòâåð-
æäåíèÿ õ22, óñëîâèÿ - ðàâåíñòâà õ34. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿ-
ìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ33", "èçâåñòíî õ24". Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ
îòâåò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ37 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ36, ïåðåìåííîé õ38 -
ñïèñîê ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ äëÿ ïåðåìåííûõ õ33, èìåþùèõñÿ â ñïèñêå õ37.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû íàáîðîâ õ38 è õ33 ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ38 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ32 â
óòâåðæäåíèÿ õ31. Êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ39 óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðå-
îáðàçîâàíèå îòíîñèòåëüíî åäèíñòâåííîé ïîñûëêè - ïîäòåðìà õ20. Çàòåì ñïèñîê
õ30 çàìåíÿåòñÿ íà íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ðåçóëüòàòà óïðîùåíèÿ. Åñëè
îïèñàííûå äåéñòâèÿ ïðè íåïóñòîì ñïèñêå õ31 íå âûïîëíåíû, ïðèåì íå ðåàëè-
çóåòñÿ.

Ïîñëå îïèñàííûõ äåéñòâèé âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ31 îêàçûâàþòñÿ íå îïðå-
äåëåíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ30 - ïóñòîé ñïèñîê.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìå-
íåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê çàìåíÿþùåìó âûðàæåíèþ èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì
ïðèìåðå - "x− yi". Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ32. Äëÿ çàïîëíåíèÿ åãî ïðåä-
ïðèíèìàþòñÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ.

Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ25. Â íàøåì ïðèìåðå -
"Ïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ33 - ñèìâîë àññîöèàòèâíîé è êîììóòàòèâíîé îïåðà-
öèè. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "êîíñòíîðì" ïåðå÷èñëÿåò ïî ñèìâîëó õ33 íåêî-
òîðûå òåîðåìû õ34, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)". Â íàøåì



3.63. Õàðàêòåðèñòèêà "îïðåäåëåíèå" 649

ïðèìåðå èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà "∀a(a− êîìïëåêñíîå→ a− a = 0)". Ïåðåìåííîé
õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð õ33-÷ëåíîâ çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû õ34, ïåðåìåí-
íîé õ39 - îáúåäèíåíèå õ33-÷ëåíîâ âûðàæåíèÿ õ25 ñ õ33-÷ëåíàìè âûðàæåíèÿ
õ31. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ òåðìîâ õ38. Ïðîöåäóðà
"ðåàëèçàöèÿ" ïðîâåðÿåò ñóùåñòâîâàíèå ïîäñòàíîâêè âìåñòî ïåðåìåííûõ õ40,
ïåðåâîäÿùåé òåðìû õ38 â ïîäìíîæåñòâî òåðìîâ õ39. Çàòåì ê ñïèñêó õ32 äîáàâ-
ëÿåòñÿ ïàðà, ïåðâûé ýëåìåíò êîòîðîé - âûðàæåíèå, ïîëó÷åííîå ñîåäèíåíèåì
îïåðàöèåé õ33 ïåðåìåííîé õ24 è âûðàæåíèÿ, çàãîëîâîê êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ
çàãîëîâêîì îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû, à åäèíñòâåííûé êîðíåâîé
îïåðàíä - ïåðåìåííàÿ õ24. Âòîðîé ýëåìåíò ïàðû - ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðà-
öèåé õ33 âûðàæåíèé õ25 è õ31.

Ïîñëå ïðîñìîòðà âñåâîçìîæíûõ òåîðåì õ34 âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ34 îêà-
çûâàþòñÿ ñíîâà íå îïðåäåëåíû. Â íàøåì ïðèìåðå íà ýòîò ìîìåíò õ32 ñîñòîèò
èç åäèíñòâåííîé ïàðû (z + ñîïðÿæåííîå(z), x + iy + x− yi).

Äàëåå ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñîêðàùëèí" ïåðå÷èñëÿåò ïî ñèìâîëó õ33
íåêîòîðûå òåîðåìû õ34, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "ñîêðàùãðóïï(. . .)". Â íà-
øåì ïðèìåðå èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà "∀abc(a−êîìïëåêñíîå& b−êîìïëåêñíîå& c−
êîìïëåêñíîå → (a + b) − (a + c) = b − c)". Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð îïåðàíäîâ çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû õ34. Â íàøåì ïðèìåðå - "(a + b)" è
"−(a + c)". Åñëè êàêîé-ëèáî ýëåìåíò íàáîðà õ39 èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì îäíî-
ìåñòíóþ îïåðàöèþ, òî ýòà îïåðàöèÿ îòáðàñûâàåòñÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå ïîâòîðÿåò-
ñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ñðåäè òåðìîâ õ39 íå îñòàåòñÿ òåðìà ñ êîðíåâîé îäíîìåñòíîé
îïåðàöèåé. Â íàøåì ïðèìåðå õ39 ïðèâîäèòñÿ ê âèäó "a + b", "a + c". Ïåðåìåí-
íîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ òåðìîâ íàáîðà õ39. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - a, b, c. Ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïîäñòàíîâêè T âìåñòî ïåðåìåííûõ õ40, ïåðåâîäÿùèå
îäèí èç òåðìîâ ïàðû õ39 â òåðì õ25, à äðóãîé - â òåðì õ31. Ïåðåìåííîé õ45
ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ34. Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû â íåé òîãî èç òåðìîâ ïàðû õ39, êîòîðûé áûë ïåðåâåäåí â
õ25, íà ïåðåìåííóþ õ24, à äðóãîãî èç òåðìîâ õ39 - íà âûðàæåíèå, çàãîëîâîê
êîòîðîãî åñòü çàãîëîâîê çàìåíÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû, à êîðíåâîé îïå-
ðàíä ðàâåí õ24. Â íàøåì ïðèìåðå òàêèì îáðàçîì áóäóò ïîëó÷àòüñÿ: ñíà÷àëà
ðàçíîñòü "z − ñîïðÿæåííîå(z)", à çàòåì - "ñîïðÿæåííîå(z) − z". Â êàæäîì èç
ñëó÷àåâ ê ñïèñêó õ32 áóäåò äîáàâëÿòüñÿ ïàðà, ïåðâûé ýëåìåíò êîòîðîé ðàâåí
õ48, à âòîðîé ïîëó÷åí ïðèìåíåíèåì ïîäñòàíîâêè T ê òåðìó õ45.

Â íàøåì ïðèìåðå ñïèñîê õ32 ïîñëå óêàçàííîãî ïîïîëíåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ñîñòî-
ÿùèì èç ñëåäóþùèõ ïàð:

(z + ñîïðÿæåííîå(z), x + iy + x− yi), (z − ñîïðÿæåííîå(z), (x + iy)− (x− yi)),
(ñîïðÿæåííîå(z)− z, (x− yi)− (x + iy)).

Ïî çàâåðøåíèè çàïîëíåíèÿ íàêîïèòåëÿ õ32 âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ33 îêà-
çûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Âûáèðàåòñÿ ïàðà õ33 íàáîðà õ32. Â íàøåì ïðèìåðå -
ïåðâàÿ èç óêàçàííûõ âûøå ïàð. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé åå ýëå-
ìåíò, ïåðåìåííîé õ35 - ñïèñîê âñåõ îòëè÷íûõ îò õ23 óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ22.
Ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèå õ34 óïðî-
ùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ33. Ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ37. Â
íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ 2x. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, íå
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âõîäÿùàÿ â òåîðåìó õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à
íà îïèñàíèå õ41, ïîñûëêè êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ê ñïèñêó õ29 ðà-
âåíñòâà âûðàæåíèé õ24 è õ25, à åäèíñòâåííîå óñëîâèå - ðàâåíñòâî âûðàæåíèé
õ38 è õ37. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ38",
"èçâåñòíî õ24", "óïðîñòèòü".

Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè çàäà÷è ñóòü "x − ÷èñëî", "y − ÷èñëîz = x + yi".
Óñëîâèå - "a = 2x". Íåèçâåñòíîé ñëóæèò a, èçâåñòíûì ïàðàìåòðîì - z.

Îòâåò çàäà÷è õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ42. Â íàøåì ïðèìåðå - "a =
2Re(z)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îòâåò ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ38 íåêîòîðîìó
âûðàæåíèþ õ43. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷åíû äîáàâ-
ëåíèåì ê ñïèñêó õ30 ïîäòåðìà õ20, à êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî ïåðâîãî ýëåìåíòà
ïàðû õ33 âûðàæåíèþ õ43. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

12. Ïîïûòêà ïåðåéòè îò ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ êëàññà ê ÿâíîìó îïèñàíèþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀A(A− set & A ⊆ R× R→ êîìïëôîðìà(A) = setz(z − êîìïëåêñíîå &
(Re(z), Im(z)) ∈ A))

èç òåîðåìû

∀A(A− set & A ⊆ R×R→ êîìïëôîðìà(A) = setz(∃xy((x, y) ∈ A & z = x + iy)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà -
òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè. Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïèñàòåëü "êëàññ",
ïðè÷åì óòâåðæäåíèå ïîä ýòèì îïèñàòåëåì - êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåí-
íîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà îäíîýëåìåíòíàÿ, è ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííàÿ z. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà
êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé õ17 - íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåð-
æäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ18, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ12,
à óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ õ17. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîò-
âåò", "íåèçâåñòíûå õ16", "èçâåñòíî õ14".

Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "A− set", "A ⊆ R×R", óñëîâèÿ - "(x, y) ∈ A",
"z = x + iy)". Íåèçâåñòíûå - x, y; èçâåñòíûé ïàðàìåòð - z.

Îòâåò çàäà÷è õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ19. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä "y = Im(z) & x = Re(z) & z−êîìïëåêñíîå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí
îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð åãî êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàâåíñòâ íàáîðà õ20, â ëåâîé
÷àñòè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ16 (ñ ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà
ñïèñêà õ16). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû ñïèñêîâ õ16 è õ21 ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ22
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ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - "Re(z)",
"Im(z)". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé õ22
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ16 â óòâåðæäåíèå ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Â íàøåì
ïðèìåðå - "(Re(z), Im(z)) ∈ A)) & z = Re(z) + iIm(z)". Ôîðìèðóåòñÿ êîíú-
þíêöèÿ K íå âîøåäøèõ â ñïèñîê õ21 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ20 è óòâåðæäåíèÿ
õ23. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "êëàññ(õ14 K)". Çàòåì ñîçäàåò-
ñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ12, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî
âûðàæåíèé õ8 è õ24. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

13. Ïîïûòêà ñâåðíóòü îïðåäåëÿþùèé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ â áåñêâàíòîðíîå óòâåð-
æäåíèå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀mn(¬(m = 0) & m− öåëîå & n− öåëîå→ m|n↔ (n/m)− öåëîå)

èç òåîðåìû

∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ m|n↔ ∃k(k − öåëîå & n = mk))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëå-
ìåíòàðíîå îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå, ïåðåìåííîé õ12 - îïðåäåëÿþùåå. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëåäíåå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåí-
íîé õ14 - íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïåðå-
ìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ16, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ15, à
óñëîâèÿ - õ14. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå
õ13", "ïàðàìåòðû õ13".

Â íàøåì ïðèìåðå çàäà÷à èìååò ïîñûëêè "m − öåëîå", "n − öåëîå" è óñëîâèÿ
"k − öåëîå", "n = mk". Íåèçâåñòíàÿ - k, ïðè÷åì îíà íåñóùåñòâåííàÿ.

Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ17. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "¬(m =
0) & (n/m) − öåëîå ∨ m = 0 & n = 0 & k − öåëîå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò
îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð åãî äèçúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ, ïåðåìåííîé õ19 - îäèí èç íèõ. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 èìååò âèä
"¬(m = 0) & (n/m) − öåëîå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ19 íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ
õ13. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ
õ19.

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Ðàíåå
îí óæå áûë ïðèñâîåí ïåðåìåííîé õ15, íî òåïåðü ââîäèòñÿ åãî êîïèÿ, êîòîðàÿ
ìîæåò èçìåíÿòüñÿ. Èìåííî, åñëè â íàáîðå õ18 íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ, à â
ñïèñêå õ20 âñòðå÷àåòñÿ îòðèöàíèå ðàâåíñòâà, èìåþùåãîñÿ ñðåäè êîíúþíêòèâ-
íûõ ÷ëåíîâ êàæäîãî èç îòëè÷íûõ îò õ19 óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ18, òî ýòî îòðè-
öàíèå äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó õ21 è èñêëþ÷àåòñÿ èç ñïèñêà õ20. Â íàøåì ïðèìåðå
òàêèì îáðàçîì îáðàáàòûâàåòñÿ îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ¬(m = 0).
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Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ20. Â íàøåì
ïðèìåðå - "(n/m)−öåëîå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè òåðìà õ22 ìåíü-
øå îöåíêè ñëîæíîñòè òåðìà õ9. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ21, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ9 è õ22. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

14. Ïîïûòêà ðàçðåøèòü äâóìåñòíûå îòíîøåíèÿ ðàçäåëà îòíîñèòåëüíî îïåðàíäà
îïðåäåëÿåìîé îäíîìåñòíîé îïåðàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ b ≤ [a]↔ −[−b] ≤ a)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ [a] = sup(setn(n− öåëîå & n ≤ a)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà
- òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî òåðì õ8 èìååò åäèíñòâåííûé êîðíåâîé îïåðàíä íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ,
êîòîðàÿ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ13. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî ïåðåìåííàÿ "a".
Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ó òåîðåìû õàðàêòåðèñòèêè "îïðåäåëåíî". Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå åäèíñòâåííîé ïå-
ðåìåííîé ñëóæèò õ13. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ14. Â
íàøåì ïðèìåðå - "ñóï". Îïðåäåëÿåòñÿ òèï T çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì
õ14. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ äâóìåñòíûå ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû õ19, îòíîñÿùèåñÿ ê
ðàçäåëó ñèìâîëà T è åãî íàäðàçäåëàì. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 - ñèìâîë "ìåíü-
øåèëèðàâíî". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ20, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ b. Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ äëÿ
îïðåäåëåíèÿ òåðìîâ õ21 è õ22. Â ïåðâîì èç íèõ õ21 èìååò âèä "õ19(õ20 õ14)",
õ22 - âèä "õ19(õ20 õ8)". Âî âòîðîì, êîòîðûé ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî åñëè îò-
íîøåíèå õ19 íåñèììåòðè÷íî, õ21 èìååò âèä "õ19(õ14 õ20)", à õ22 - âèä "õ19(õ8
õ20)". Â íàøåì ïðèìåðå õ21 èìååò âèä "b ≤ sup(setn(n− öåëîå & n ≤ a))", õ22
- âèä "b ≤ [a]". Ïðîâåðÿåòñÿ äîïóñòèìîñòü òèïîâ çíà÷åíèé êîðíåâûõ îïåðàíäîâ
òåðìà õ21 äëÿ îòíîøåíèÿ õ19.

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð õ12, ïîïîëíåííûé òåìè èç íåîáõîäèìûõ
äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. óòâåðæäåíèÿìè, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ïåðåìåííîé
õ13. Ñîçäàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ26, ïîñûëêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ óòâåðæäå-
íèÿ õ23, à åäèíñòâåííûì óñëîâèåì - óòâåðæäåíèå õ21. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé",
"ÿâíîå", "ñìàíòåöåäåíòû", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ13".

Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè çàäà÷è ñóòü "a − ÷èñëî", "b − ÷èñëî". Óñëîâèå -
"b ≤ sup(setn(n− öåëîå & n ≤ a))". Íåèçâåñòíàÿ - a.

Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ27. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"inf(setn(n− öåëîå & b ≤ n)) ≤ a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà
"îòêàç", Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îòâåòà.

Íà÷èíàåòñÿ ïðîñìîòð òåõ ýëåìåíòîâ õ30 ñïèñêà õ28, êîòîðûå ñîäåðæàò ïåðåìåí-
íóþ õ13. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ23 è îñòàëüíûõ
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ýëåìåíòâî ñïèñêà õ28. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ìàêñèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ ïîäâû-
ðàæåíèÿ õ33 óòâåðæäåíèÿ õ30, Åñëè òàêîå ïîäâûðàæåíèå íå ñîäåðæèò ïåðå-
ìåííîé õ13, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óïðîñòèòü åãî îòíîñèòåëüíî õ31 ïðè
ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Åñëè îòâåò õ35 îòëè÷åí îò
õ33, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàìåíà ïîäâûðàæåíèÿ õ33 â óòâåðæäåíèè õ30 íà õ35.
Ñîîòâåòñòâåííî èçìåíÿåòñÿ ñïèñîê õ28. Â íàøåì ïðèìåðå ïðîèñõîäèò çàìåíà
âûðàæåíèÿ "inf(setn(n− öåëîå & b ≤ n))" íà "−[−b]".

Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà ñïèñêà õ28 âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ29 ñíîâà îêà-
çûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óòâåð-
æäåíèé ñïèñêà õ28. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ23, êîíñåêâåíòîì
êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ22 è õ29. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Òåîðåìà ñíàáæà-
åòñÿ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "ãëóá(õ13 âòîðîéòåðì)".

15. Ïîïûòêà îïðåäåëèòü ïåðåñå÷åíèå îïðåäåëÿåìîãî ìíîæåñòâà ñ äðóãèì îïðåäå-
ëÿåìûì ìíîæåñòâîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcef (b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & 0 ≤ b− e & 0 ≤ c− f →
(b, c] ∩ (e, f) = (b, f))

èç òåîðåìû

∀abc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ a ∈ (b, c]↔ a− ÷èñëî & 0 < a− b & 0 ≤ c− a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ a ∈ (b, c)↔ a− ÷èñëî & 0 < a− b & 0 < c− a)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà
ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåí-
òîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ8 - ñèìâîë "ïðèíàäëåæèò", ïðè-
÷åì ïåðâûé êîðíåâîé îïåðàíä ýòîãî óòâåðæäåíèÿ - ïåðåìåííàÿ õ13, íå èìåþ-
ùàÿ â õ8 äðóãèõ âõîæäåíèé. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ "a". Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè ýëåìåíòàðíû. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî âñå ïåðåìåí-
íûå èñõîäíîé òåîðåìû ñîäåðæàòñÿ ñðåäè ïàðàìåòðîâ òåðìà õ8. Ïåðåìåííîé õ15
ïðèñâàèâàåòñÿ ïóòü â îãëàâëåíèè áàçû òåîðåì ê òåêóùåé ÿ÷åéêå ëîãè÷åñêîãî
âûâîäà. Â íàøåì ïðèìåðå - (2, 16, 11, 1, 1). Â äàííîì íàáîðå ïåðå÷èñëåíû
íîìåðà ïåðåõîäîâ â îãëàâëåíèè, åñëè äâèãàòüñÿ îò åãî êîðíÿ. Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âòîðîãî îïåðàíäà óòâåðæäåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè õ8.
Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðîìåæóòîê".

Îïðåäåëÿåòñÿ ðàçäåë, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ õ16, è ïåðå÷èñëÿþòñÿ òåîðåìû õ26
äàííîãî ðàçäåëà, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó âèäà "îïðåäåëåíèå(ïðèíàäëåæèò(
. . .))", ïðè÷åì òàêèå, ÷òî ïóòü ê íèì â îãëàâëåíèè áàçû òåîðåì ëåêñèêîãðàôè÷å-
ñêè ïðåäøåñòâóåò ïóòè õ15. Åñëè îáà ïóòè ñîâïàäàþò, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ26
ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò èñõîäíîé òåîðåìå. Ýòè ïðîâåðêè ïðåäîòâðà-
ùàþò äóáëèðîâàíèå. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ
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òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â òåîðåìå
õ26 ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå õ27 èìååò âèä:

∀def (e− ÷èñëî & f − ÷èñëî→ d ∈ (e, f)↔ d− ÷èñëî & 0 < d− e & 0 < f − d)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ27 - îòíîøåíèå ïðèíàä-
ëåæíîñòè ñ ïåðåìåííîé õ29 â êà÷åñòâå ïåðâîãî îïåðàíäà. Â íàøåì ïðèìåðå -
ïåðåìåííîé d. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåîðåìå õ27
ïåðåìåííîé õ29 íà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

∀aef (e− ÷èñëî & f − ÷èñëî→ a ∈ (e, f)↔ a− ÷èñëî & 0 < a− e & 0 < f − a)

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ30, ïåðåìåííîé
õ32 - îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ12 è õ31. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíå-
íèå ñïèñêà õ14 ñ íàáîðîì êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû
õ30.

Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ32 è óñëîâèÿ-
ìè õ34. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèç-
âåñòíûå õ13".

Â íàøåì ïðèìåðå çàäà÷à õ35 èìååò ïîñûëêè "b−÷èñëî", "c−÷èñëî", "e−÷èñëî",
"f−÷èñëî" è óñëîâèÿ "a−÷èñëî", "0 < a−b", "0 ≤ c−a", "0 < a−e", "0 < f−a".
Íåèçâåñòíàÿ - a.

Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ36. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

((a < f & b < a & 0 ≤ c− f ∨ b < a & 0 < f − c & a ≤ c) & 0 < b− e ∨
(a < f & e < a & 0 ≤ c−f ∨ e < a & 0 < f − c & a ≤ c) & 0 ≤ e− b) & a−÷èñëî

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", è ïåðåìåííîé õ37 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèâåäåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ36 ê âèäó ä.í.ô. Ïåðåìåííîé
õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ37. Âûáèðàåòñÿ
ýëåìåíò õ39 íàáîðà õ38. Â íàøåì ïðèìåðå - "a < f & b < a & 0 ≤ c− f & 0 <
b−e & a−÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
óòâåðæäåíèÿ õ39.

Åñëè ñïèñîê õ38 èìååò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûò-
êà îñëàáèòü ÷àñòü óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ40. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûå
óòâåðæäåíèÿ õ41 ñïèñêà õ40, íå ñîäåðæàùèå ïåðåìåííîé õ13. Ïåðåìåííîé õ42
ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ41, è ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà ïîèñêà
òåîðåì "îñëàáëåíèå" ïî õ42 íàõîäèòñÿ îñëàáëåííàÿ âåðñèÿ õ45 îòíîøåíèÿ õ42.
Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû çàãîëîâêà óòâåðæäåíèÿ õ41
íà õ45. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äèçúþíêöèÿ
îòëè÷íûõ îò õ39 ýëåìåíòîâ íàáîðà õ38 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñïèñêà ïîñûëîê
çàäà÷è õ35, ê êîòîðîìó äîáàâëåíû îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ41, óòâåðæäåíèå
õ46, à òàêæå âñå îòëè÷íûå îò õ41 ýëåìåíòû íàáîðà õ40. Òîãäà õ41 çàìåíÿåòñÿ
à íàáîðå õ40 íà õ46. Â íàøåì ïðèìåðå òàêèì îáðàçîì íåðàâåíñòâî "0 < b − e"
îêàçûâàåòñÿ çàìåíåíî íà "0 ≤ b− e".
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Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà óòâåðæäåíèé õ41 âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ41 ñíîâà
îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ñîäåð-
æàùèõ õ13 óòâåðæäåíèé íàáîð õ40, ïåðåìåííîé õ42 - îñòàòîê ýòîãî íàáîðà.
Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ïîñûëêàì çàäà÷è õ35
óòâåðæäåíèé õ42. Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà "êëàññ(õ13
è(õ41))". Â íàøåì ïðèìåðå - "seta(a < f & b < a & a − ÷èñëî)". Ïåðåìåí-
íîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè âûðàæåíèÿ õ44 íîðìàëèçàòîðîì
"íîðìêëàññ" îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ43. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ "(b, f)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ45 íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "êëàññ". Ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ32 è õ42, à êîíñåêâåíò - ðà-
âåíñòâî ïåðåñå÷åíèÿ âòîðûõ îïåðàíäîâ çàìåíÿåìûõ ÷àñòåé èñõîäíîé òåîðåìû è
òåîðåìû õ30 âûðàæåíèþ õ45. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

16. Îïðåäåëåíèå óñëîâèÿ ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ýëåìåíòà ñî âñåìè äðóãèìè ýëåìåíòà-
ìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀an(ìàòð(a, R, n, n)↔ ∀b(ìàòð(b, R, n, n)→ ab = ba)↔ ∃b(a = ñêàëÿðíìàòð(b,
n)))

èç òåîðåìû

∀abmnk(a−ôóíêöèÿ & b−ôóíêöèÿ & m− íàòóðàëüíîå & n− íàòóðàëüíîå &
k−íàòóðàëüíîå & Val(a) ⊆ R & Val(b) ⊆ R & Dom(a) = {1, . . . ,m}×{1, . . . , n} &
Dom(b) = {1, . . . , n} × {1, . . . , k} → ab = λij(

∑n
p=1(a(i, p)b(p, j)), i ∈ {1, . . . ,m} &

j ∈ {1, . . . , k}))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî, è ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðå-
äåëÿåìîå âûðàæåíèå. Â íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæìàòð(a, b)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ýòîãî âûðàæåíèÿ ðàâíî 2, ïðè÷åì ýòè îïåðàíäû ñóòü
íåêîòîðûå ïåðåìåííûå õ12 è õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "a" è "b". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî â ñïèñêå âûâîäà íåò òåîðåìû ñ çàãîëîâêîì "êîììóòàòèâíî". Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îí íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ýòîãî ñïèñêà ñî ñïèñêîì
óòâåðæäåíèé, ïîëó÷àåìûõ èç õ14 ïåðåñòàíîâêîé ïåðåìåííûõ õ12 è õ13. Ðåøà-
åòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ16, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ15.
Öåëè çàäà÷è - "ïðîòèâîðå÷èå" è "ñîõð". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ðåçóëüòèðóþùåì
ñïèñêå ïîñûëîê õ18 îòñóòñòâóåò êîíñòàíòà "ëîæü". Çàìåòèì, ÷òî öåëü "ñîõð"
âñåãî ëèøü áëîêèðóåò èñêëþ÷åíèå ðàâåíñòâ, ââîäÿùèõ íå èñïîëüçóåìûå â çà-
äà÷å âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ.

Â íàøåì ïðèìåðå õ18 ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé: "m = k",
"n = k", "{1, . . . , k} × {1, . . . , k} = Dom(a)", "b − ôóíêöèÿ", "a − ôóíêöèÿ",
"k − íàòóðàëüíîå", "Val(b) ⊆ R", "Val(a) ⊆ R", "Dom(b) = Dom(a)".

Íàáîð õ18 ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäíàáîð õ19 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåí-
íóþ a, è ïîäíàáîð õ20 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïðåäåëÿþùèé òåðì èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ22 - ðåçóëüòàò ïåðåñòàíîâ-
êè â íåì ïåðåìåííûõ õ12 è õ13. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ25, ïîñûëêàìè
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êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ20, à óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ õ19, ê êîòîðûì
äîáàâëåíî îòðèöàíèå ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ21 è õ22. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé",
ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ13", "ïàðàìåòðû õ13", "èñêëþ÷".

Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè çàäà÷è ñóòü: "m = k", "n = k", "{1, . . . , k} ×
{1, . . . , k} = Dom(a)", "a−ôóíêöèÿ", "k−íàòóðàëüíîå", "Val(a) ⊆ R". Óñëîâèÿ
ñóòü "b−ôóíêöèÿ", "Val(b) ⊆ R", "Dom(b) = Dom(a)", "¬(λij(

∑n
p=1(a(i, p)b(p, j)),

i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , k}) = λij(
∑n

p=1(b(i, p)a(p, j)), i ∈ {1, . . . ,m} &
j ∈ {1, . . . , k}))". Íåèçâåñòíàÿ - b.

Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ26. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"∃ie(¬(i = e) & ¬(a(i, e) = 0) & e ∈ {1, . . . , k} & i ∈ {1, . . . , k}) ∨ ∃ij(¬(a(i, i) =
a(j, j)) & i ∈ {1, . . . , k} & j ∈ {1, . . . , k})".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâà-
åòñÿ îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ26, è ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ28, ïîñûëêè
êîòîðîé òå æå, ÷òî ó çàäà÷è õ25, à åäèíñòâåííîå óñëîâèå - óòâåðæäåíèå õ27.
Öåëè çàäà÷è - "ðåäàêöèÿ", "ñâåðòêà".

Îòâåò çàäà÷è õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ29. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"∃b(a = ñêàëÿðíìàòð(b, k) & Äèàãìàòð(a))". Ïðîâåðÿåòñÿ,÷òî ýòîò îòâåò îòëè-
÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåñòàíîâêè
â îïðåäåëÿåìîì òåðìå õ8 ïåðåìåííûõ õ12 è õ13. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ
óòâåðæäåíèå "äëÿëþáîãî(õ13 åñëè õ19 òî ðàâíî(õ8 õ30))". Â íàøåì ïðèìåðå -
"∀b(b − ôóíêöèÿ & Val(b) ⊆ R & Dom(b) = Dom(a) → ab = ba)". Ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ20, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíò-
íîñòü óòâåðæäåíèé õ31 è õ29. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà óñìîòðåòü ñîõðàíåíèå îïðåäåëÿåìîãî ñâîéñòâà ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ýëå-
ìåíòàðíûõ îïåðàöèé ðàçäåëà - ñëó÷àé îïðåäåëÿþùåé ýëåìåíòàðíîé êîíúþíê-
öèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− íàòóðàëüíîå & b− íàòóðàëüíîå→ a + b− íàòóðàëüíîå)

èç òåîðåìû

∀n(n− íàòóðàëüíîå↔ n− öåëîå & 1 ≤ n)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îïðåäåëÿþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè ýëåìåíòàðíû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ8 èìååò
äëèíó 2, à åãî êîðíåâîé îïåðàíä - ïåðåìåííàÿ. Ýòà ïåðåìåííàÿ ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - n. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äðóãèõ ïåðåìåííûõ
èñõîäíàÿ òåîðåìà íå èìååò. Ñðåäè óòâåðæäåíèé õ13 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå
õ15 äëèíû 2. Â íàøåì ïðèìåðå - "n − öåëîå". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
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çàãîëîâîê äàííîãî óòâåðæäåíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå - "öåëîå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ16 - íàçâàíèå òèïà îáúåêòîâ. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê, îáðàçî-
âàííûé ñèìâîëîì õ16 è íàçâàíèÿìè âñåõ íàäòèïîâ òèïà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå
- "öåëîå", "ðàöèîíàëüíîå", "÷èñëî", "êîìïëåêñíîå". Â ðàçäåëå ñèìâîëà õ16 è
â åãî íàäðàçäåëàõ ïðîñìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû õ21, òèï çíà÷å-
íèÿ êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò ñïèñêó õ18. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 - ñèìâîë "ïëþñ".
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ àðíîñòü ñèìâîëà õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - 2. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî õ23 îòëè÷íî îò 0 è îò ñèìâîëà "íàòóðàëüíîå". Ïåðåìåííîé õ24
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííûõ, ÷èñëî êî-
òîðûõ ðàâíî õ23. Â íàøåì ïðèìåðå - "a, b". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì
õ21(õ24). Â íàøåì ïðèìåðå - "a + b".

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ çàìåíû â îïðåäåëÿþùåé ÷à-
ñòè èñõîäíîé òåîðåìû ïåðåìåííîé õ14 íà ïåðåìåííûå ñïèñêà õ24. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - óòâåðæäåíèÿ "a − öåëîå & 1 ≤ a)" è "b − öåëîå & 1 ≤ b)". Ïåðåìåííîé
õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â îïðåäåëÿþùóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ
õ25 âìåñòî ïåðåìåííîé õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "(a + b) − öåëîå & 1 ≤ a + b".
Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåâîçìîæíûõ ðåçóëüòàòîâ çàìåíû â àí-
òåöåäåíòàõ èñõîäíîé òåîðåìû ïåðåìåííîé õ14 íà ïåðåìåííûå õ24. Â íàøåì ïðè-
ìåðå ñïèñîê õ30 ïóñò. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèÿ
õ29 è ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû òåðìà õ25 âìåñòî õ14. Ïåðåìåí-
íîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ26 è õ30. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ31 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ32. Ïåðå-
ìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû,
ïåðåìåííîé õ35 - îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ30 è óòâåðæäåíèé "õ34(X)" äëÿ âñåõ
ïåðåìåííûõ X ñïèñêà õ24. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîò-
êè ñïèñêà õ35 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ õ24.
Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ36 è êîíñåêâåíòîì õ34(õ25), êî-
òîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà óñìîòðåòü ñîõðàíåíèå îïðåäåëÿåìîãî ñâîéñòâà ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ýëå-
ìåíòàðíûõ îïåðàöèé ðàçäåëà - ñëó÷àé îïðåäåëÿþùåãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïè-
ñàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bc(b− rational & c− rational→ (b + c)− rational)

èç òåîðåìû

∀a(a− rational↔ ∃mn(m− öåëîå & n− íàòóðàëüíîå & a = m/n))

Ïðîãðàììà ïðèåìà àíàëîãè÷íà ïðîãðàììå ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìîå
óòâåðæäåíèå, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïðåäå-
ëÿþùåå óòâåðæäåíèå - êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ K. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäå-
íèå õ8 èìååò äëèíó 2, à åãî êîðíåâîé îïåðàíä - ïåðåìåííàÿ. Ýòà ïåðåìåííàÿ
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äðóãèõ
ïåðåìåííûõ èñõîäíàÿ òåîðåìà íå èìååò. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì K. Ñðåäè óòâåðæäåíèé
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õ15 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ16, èìåþùåå â îäíîé ÷àñòè ïåðåìåííóþ õ14, à â
äðóãîé - âûðàæåíèå ñ çàãîëîâêîì õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "äðîáü". Ïåðåìåí-
íîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ19. Â íàøåì
ïðèìåðå - "÷èñëî".

Â ðàçäåëå ñèìâîëà õ21 è â åãî íàäðàçäåëàõ ïðîñìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûå
ñèìâîëû õ24, ñïèñîê òèïîâ çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ñîäåðæèò õ21. Â íàøåì ïðèìåðå
õ24 - ñèìâîë "ïëþñ". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ àðíîñòü ñèìâîëà õ24. Â
íàøåì ïðèìåðå - 2. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ26 îòëè÷íî îò 0 è îò ñèìâîëà "íàòóðàëü-
íîå". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó
ïåðåìåííûõ, ÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî õ26. Â íàøåì ïðèìåðå - "b, c". Ïåðåìåííîé
õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì õ24(õ27). Â íàøåì ïðèìåðå - "b + c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
äîïóñòèìûå òèïû äàííûõ îïåðàíäîâ îïåðàöèè õ24 ðàâíû õ21.

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ çàìåíû â îïðåäåëÿþùåé ÷à-
ñòè èñõîäíîé òåîðåìû ïåðåìåííîé õ14 íà ïåðåìåííûå ñïèñêà õ27. Â íàøåì
ïðèìåðå - óòâåðæäåíèÿ "∃mn(m − öåëîå & n − íàòóðàëüíîå & b = m/n))" è
"∃mn(m−öåëîå & n−íàòóðàëüíîå & c = m/n))". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â îïðåäåëÿþùóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ õ28 âìåñòî ïåðåìåí-
íîé õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "∃mn(m−öåëîå & n−íàòóðàëüíîå & b+c = m/n))".
Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåâîçìîæíûõ ðåçóëüòàòîâ çàìåíû â àí-
òåöåäåíòàõ èñõîäíîé òåîðåìû ïåðåìåííîé õ14 íà ïåðåìåííûå õ27. Â íàøåì ïðè-
ìåðå ñïèñîê õ33 ïóñò. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèÿ
õ32 è ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû òåðìà õ28 âìåñòî õ14. Ïåðåìåííîé
õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ29 è õ33. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêà-
çàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ34 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ35. Ïåðåìåííîé
õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåí-
íîé õ39 - îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ33, óòâåðæäåíèé "õ37(X)" äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ
X ñïèñêà õ27, à òàêæå âñåõ óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ
ïî î.ä.ç. òåðìà õ28. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñ-
êà õ39 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ õ27. Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ37 è êîíñåêâåíòîì õ37(õ28), êîòîðàÿ
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü îáîáùåííóþ òðàíçèòèâíîñòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀c(c− ÷èñëî→ ∃n(n < c & n− íàòóðàëüíîå)↔ 1 < c)

èç òåîðåìû

∀n(n− íàòóðàëüíîå↔ n− öåëîå & 1 ≤ n)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀cde(e < c & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & d ≤ e→ d < c)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé



3.63. Õàðàêòåðèñòèêà "îïðåäåëåíèå" 659

õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùåå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî íå èìå-
åò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà íå èìå-
åò àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
óòâåðæäåíèÿ õ13, à ïåðåìåííîé õ15 - íåêîòîðûé ýëåìåíò ñïèñêà õ14. Â íà-
øåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèå "1 ≤ n". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê
óòâåðæäåíèÿ õ15, è ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "òðàíçèòîïåðàíä" îïðåäåëÿåò
ïî ñèìâîëó õ16 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå
õ16 - ñèìâîë "ìåíüøåèëèðàâíî". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïå-
ðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó.
Â íàøåì ïðèìåðå õ19 ñîâïàäàåò ñ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìîé.

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ19, ïåðåìåííîé
õ21- åå êîíñåêâåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - "d < c". Â ñïèñêå õ20 âûáèðàåòñÿ óòâåð-
æäåíèå õ22 ñ çàãîëîâêîì õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "d ≤ e". Ïåðåìåííîé õ23
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ22, ïåðåìåííîé õ24 - ñïèñîê
ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ,÷òî õ24 íå âêëþ÷àåòñÿ â õ23. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ23 - d, e; õ24 - c, d. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñ-
êîâ õ24 è õ23. Â íàøåì ïðèìåðå îíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé c.

Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ23, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû
õ22 è õ15. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâ-
êè S ê óòâåðæäåíèþ õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - "1 < c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïà-
ðàìåòðû óòâåðæäåíèÿ õ27 íå âñòðå÷àþòñÿ â óòâåðæäåíèÿõ õ14. Ïåðåìåííîé
õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îòëè÷íûì
îò õ22 óòâåðæäåíèÿì íàáîðà õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - "n < c", "c − ÷èñëî",
"1 − ÷èñëî", "n − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåð-
æäåíèé íàáîðà õ28, ïàðàìåòðû êîòîðûõ âñòðå÷àþòñÿ â óòâåðæäåíèÿõ õ14. Â
íàøåì ïðèìåðå - "n < c", "n − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðàì óòâåðæäåíèé õ14
íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé ñïèñêî õ29 è õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "∃n(n <
c & n − ÷èñëî & n − öåëîå & 1 ≤ n)". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò äîáàâëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ27 ê íå âîøåäøèì â ñïèñîê õ29 óòâåðæäåíèÿì
íàáîðà õ28. Â íàøåì ïðèìåðå - "c− ÷èñëî", "1− ÷èñëî", "1 < c".

Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ31 - ñëåäñòâèå óòâåð-
æäåíèé õ32. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà
ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðàì óòâåðæäåíèé õ14 íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèÿ
õ8 è óòâåðæäåíèé õ29. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü íå âî-
øåäøèå â ñïèñêîê õ29 óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ28, à êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü
óòâåðæäåíèé õ34 è õ27. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðì-
òåîðåìà", êîòîðîìó ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü óæå ïîëó÷åííûå òåîðåìû ñïèñêà
âûâîäà. Çàòåì îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Ïîïûòêà óñìîòðåòü íåÿâíîå îïðåäåëåíèå íàèáîëüøåãî ëèáî íàèìåíüøåãî öåëî-
ãî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ [a] = sup(setn(n− öåëîå & n ≤ a)))

èç òåîðåìû
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∀an(a− ÷èñëî & n− öåëîå & n ≤ a & a < n + 1→ [a] = n)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿ-
åìîå âûðàæåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü - íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ
õ12.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "îïðåäåëåíî". Äàííàÿ õàðàê-
òåðèñòèêà îçíà÷àåò, ÷òî òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîæäåñòâî, îïðåäåëÿþùåå
íåêîòîðóþ îïåðàöèþ ÷åðåç âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â àíòåöå-
äåíòû è íå âõîäÿùèå â ýòó îïåðàöèþ. Äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ îïðå-
äåëÿåìîé ÷àñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ âñåì ñîäåðæàùèì òàêèå ïåðåìåííûå àíòå-
öåäåíòàì, ñóùåñòâóþò ïîäõîäÿùèå çíà÷åíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íåì óñìàòðèâàåòñÿ óòâåð-
æäåíèå õ14 âèäà "öåëîå(õ12)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ12 íå âõîäèò â
òåðì õ8. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ñîäåðæàùèõ õ12 óòâåð-
æäåíèé ñïèñêà õ13, îòëè÷íûõ îò õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "n ≤ a" è "a < n+1".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 èìååò ðîâíî äâà ýëåìåíòà. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ13, íå ñîäåðæàùèõ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå -
åäèíñòâåííîå óòâåðæäåíèå "a− ÷èñëî". Â ñïèñêå õ15 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå
õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "n ≤ a".

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ â ïåðâîì ñëó÷àå ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
âûðàæåíèå "ïëþñ(õ12 1)", à ïåðåìåííîé õ19 - ñèìâîë "ñóï". Âî âòîðîì ñëó÷àå
ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "ïëþñ(õ12 ìèíóñ(1))", à ïåðåìåííîé
õ19 - ñèìâîë "èíô". Â íàøåì ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâûé ñëó÷àé, à õ18
èìååò âèä "n+1". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðà-
æåíèÿ õ18 âìåñòî ïåðåìåííîé õ12 â òåðì õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "n + 1 ≤ a".

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ15, îòëè÷íûé îò õ17. Ïåðå-
ìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ20 óòâåð-
æäåíèþ õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - "¬(n + 1 ≤ a) ↔ a < n + 1)". Ïðè ïîìîùè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ22 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ16 è
óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ õ22 ïî î.ä.ç.

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ16 óòâåðæäåíèé
õ14 è õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - "a−÷èñëî", "n−öåëîå" è "a < n+1". Ïåðåìåííîé
õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ18 âìåñòî ïåðåìåííîé
õ12 â óòâåðæäåíèå õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - "a < (n + 1) + 1". Ïðè ïîìîùè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ25 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé
õ24.

Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå "ñó-
ùåñòâóåò(õ12 è(õ14 õ17))" (â íàøåì ïðèìåðå - "∃n(n−öåëîå & n ≤ a)") ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ16. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð, ñîñòîÿùèé
èç óòâåðæäåíèé õ14 è õ17.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ16 è óñëîâèÿìè õ28. Öåëè çàäà÷è
- "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ12". Åñëè íà ýòó çàäà÷ó
ïîëó÷åí îòâåò, îòëè÷íûé îò ñèìâîëà "îòêàç", òî õ28 çàìåíÿåòñÿ íà íàáîð êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îòâåòà. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 íå èçìåíÿåòñÿ.
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Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðà-
âåíñòâî âûðàæåíèÿ õ8 âûðàæåíèþ "õ19(êëàññ(õ12 è(õ28)))". Îíà îáðàáàòûâà-
åòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Óñìîòðåíèå ñòàíäàðòíîãî ñâîéñòâà îïðåäåëÿåìûõ îïåðàöèè ëèáî îòíîøåíèÿ.

(a) Óñìîòðåíèå îïðåäåëåíèÿ êîììóòàòèâíîé äâóìåñòíîé îïåðàöèè - ñëó÷àé ïå-
ðåìåííûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

"êîììóòàòèâíî(ïëþñôóíê)"

èç òåîðåìû

∀fg(f −ôóíêöèÿ & g −ôóíêöèÿ & Dom(f) = Dom(g) & Val(f) ⊆ R &
Val(g) ⊆ R→ ïëþñôóíê(f, g) = λx(f(x) + g(x), x ∈ Dom(f)))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî, ïðè÷åì åå îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü ðàñ-
ïîëîæåíà ñëåâà. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íåïóñòîé ñïèñîê àíòåöå-
äåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü èìååò ðîâíî äâà êîðíåâûõ
îïåðàíäà, ïðè÷åì ýòè îïåðàíäû - íåêîòîðûå ïåðåìåííûå õ12 è õ13. Ïðî-
âåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà èñõîäíîé òåîðåìû íå èìååò
ïåðåìåííûõ, îòëè÷íûõ îò õ12 è õ13 è ÷òî â ñïèñêå âûâîäà íåò äðóãèõ
òåîðåì ñ õàðàêòåðèñòèêîé "îïðåäåëåíèå". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ11, ïåðåìåííîé õ15 - ðåçóëüòàò ïåðåñòàíîâêè
â ýòîé êîíúþíêöèè ïåðåìåííûõ õ12 è õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû
îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" óòâåðæäåíèé õ14 è õ15 ñîâïàäàþò. Ïåðå-
ìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ17
- ðåçóëüòàò ïåðåñòàíîâêè â íåé ïåðåìåííûõ õ12 è õ13. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ16 è õ17
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ11. Òîãäà â ñïèñêå âûâîäà ðåãèñòðèðó-
åòñÿ òåîðåìà "êîììóòàòèâíî(f)", ãäå f - çàãîëîâîê îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè.

(b) Óñìîòðåíèå îïðåäåëåíèÿ êîììóòàòèâíîé äâóìåñòíîé îïåðàöèè - ñëó÷àé
ñëîæíûõ îïåðàíäîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

"êîììóòàòèâíî(ñêàëóìíîæ)"

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(C = D) &
¬(A = B)→ ñêàëóìíîæ(âåêòîð(AB), âåêòîð(CD)) =
l(AB)l(CD) cos(óãîëìåæäó(âåêòîð(AB), âåêòîð(CD))))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî, ïðè÷åì åå îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü ðàñ-
ïîëîæåíà ñëåâà. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íåïóñòîé ñïèñîê àíòåöå-
äåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü èìååò ðîâíî äâà êîðíåâûõ
îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòà ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà
ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå èñõîäíîé òåîðåìû è ÷òî äëèíà åå íå ìåíåå 4.
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ12. Â íàøåì ñëó÷àå -
"ñêàëóìíîæ". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ òåîðåì ñïèñêà
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âûâîäà, èìåþùèõ õàðàêòåðèñòèêó "îïðåäåëåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñõîä-
íàÿ òåîðåìà - ñàìàÿ äëèííàÿ â ñïèñêå õ14 è ÷òî ó êàæäîé òåîðåìû ñïèñêà
õ14 ëåâàÿ ÷àñòü êîíñåêâåíòà âêëþ÷àåò âñå åå ïåðåìåííûå, à çàãîëîâîê åå
ðàâåí õ13.

Äëÿ ïðîâåðêè êîììóòàòèâíîñòè îïðåäåëÿåìîé îïåðàöèè ïðåäïðèíèìàåòñÿ
ïðîñìîòð ýëåìåíòîâ õ15 ñïèñêà õ14. Ýòè ýëåìåíòû ñóòü îïðåäåëåíèÿ îïå-
ðàöèè õ13 äëÿ àëüòåðíàòèâíûõ ïîäñëó÷àåâ. Â íàøåì ïðèìåðå ñïèñîê õ14
íàñ÷èòûâàåò, êðîìå èñõîäíîé òåîðåìû, åùå äâà ýëåìåíòà:

∀a(Âåêòîð(a)→ ñêàëóìíîæ(âåêòîð0, a) = 0)

∀a(Âåêòîð(a)→ ñêàëóìíîæ(a, âåêòîð0) = 0)

Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ15, ïåðå-
ìåííîé õ17 - åå êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü
ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, ïåðåìåííîé õ21 - ïðàâàÿ. Òàêèì îáðàçîì, õ18 -
îïðåäåëÿåìîå âûðàæåíèå, õ21 - îïðåäåëÿþùåå. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåñòàíîâêè ó õ18 ïåðâîãî è âòîðîãî îïåðàíäîâ.

Åñëè õ15 íå èìååò çàãîëîâêà "äëÿëþáîãî", òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäå-
íèå õ20 âõîäèò â ñïèñîê õ14.

Èíà÷å - ïðîñìàòðèâàþòñÿ êâàíòîðûå èìïëèêàöèè õ22 ñïèñêà õ14. Ïåðå-
ìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òàêîé èìïëèêàöèè, ïåðåìåííîé õ24
- ïàðàìåòðû åãî ëåâîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ20 - ðåçóëüòàò íåêîòîðîé
ïîäñòàíîâêè S â ýòó ëåâóþ ÷àñòü, ïðè÷åì ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì èìïëèêà-
öèè õ22. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ26, íå âîøåäøåå
â ñïèñîê õ16, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ16. Ïåðåìåííîé õ27 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èç óòâåðæäåíèé õ16 âûòåêàåò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé
õ27 è õ21. Åñëè äëÿ òåîðåìû õ15 óäàëîñü íàéòè òàêóþ òåîðåìó õ22, òî
ïåðåõîä ê î÷åðåäíîìó ýëåìåíòó õ15 ñïèñêà õ14.

Åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîé òåîðåìû õ15 óêàçàííûå ïðîâåðêè äàëè îòðèöà-
òåëüíûé ðåçóëüòàò, òî ïðèåì íå ïðèìåíÿåòñÿ. Èíà÷å - â ñïèñêå âûâîäà
ðåãèñòðèðóåòñÿ òåîðåìà "êîììóòàòèâíî(õ13)".

(c) Óñìîòðåíèå îïðåäåëåíèÿ àññîöèàòèâíîé äâóìåñòíîé îïåðàöèè - ñëó÷àé ïå-
ðåìåííûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

"àññîöèàòèâíî(ïëþñôóíê)"

èç òåîðåìû

∀fg(f −ôóíêöèÿ & g −ôóíêöèÿ & Dom(f) = Dom(g) & Val(f) ⊆ R &
Val(g) ⊆ R→ ïëþñôóíê(f, g) = λx(f(x) + g(x), x ∈ Dom(f)))

Íà÷àëî ïðîãðàììû äîñëîâíî ïîâòîðÿåò íà÷àëî ïðîãðàììû îäíîãî èç ïðåäû-
äóùèõ ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåî-
ðåìà - òîæäåñòâî, ïðè÷åì åå îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü ðàñïîëîæåíà ñëåâà. Ïå-
ðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íåïóñòîé ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ,
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÷òî îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü èìååò ðîâíî äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà, ïðè÷åì ýòè
îïåðàíäû - íåêîòîðûå ïåðåìåííûå õ12 è õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - f è g. Ïðî-
âåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà èñõîäíîé òåîðåìà íå èìååò
ïåðåìåííûõ, îòëè÷íûõ îò õ12 è õ13 è ÷òî â ñïèñêå âûâîäà íåò äðóãèõ
òåîðåì ñ õàðàêòåðèñòèêîé "îïðåäåëåíèå".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ,
íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Ïåðåìåííîé õ15
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â èñõîäíîé òåîðåìå ïåðåìåííûõ õ12 è õ13
íà õ13 è õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 èìååò âèä:

∀ga(g −ôóíêöèÿ & a−ôóíêöèÿ & Dom(g) = Dom(a) & Val(g) ⊆ R &
Val(a) ⊆ R→ ïëþñôóíê(g, a) = λx(g(x) + a(x), x ∈ Dom(g)))

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè îïðåäåëÿþùåé ÷à-
ñòè òåîðåìû õ15 âìåñòî ïåðåìåííîé õ13 â îïðåäåëÿþùóþ ÷àñòü èñõîäíîé
òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä:

"λx(f(x) + λx(g(x) + a(x), x ∈ Dom(g))(x), x ∈ Dom(f))".

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â óòâåð-
æäåíèÿ õ11 îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû õ15 âìåñòî ïåðåìåííîé õ13. Ïå-
ðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé
òåîðåìû è òåîðåìû õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "f−
ôóíêöèÿ", "g − ôóíêöèÿ", "Dom(f) = Dom(g)", "Val(f) ⊆ R", "Val(g) ⊆
R", "g − ôóíêöèÿ", "a − ôóíêöèÿ", "Dom(g) = Dom(a)", "Val(g) ⊆ R",
"Val(a) ⊆ R".

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè îïðåäåëÿþùåé ÷à-
ñòè èñõîäíîé òåîðåìû âìåñòî ïåðåìåííîé õ13 â îïðåäåëÿþùóþ ÷àñòü òåî-
ðåìû õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 èìååò âèä:

"λx(λx(f(x) + g(x), x ∈ Dom(f))(x) + a(x), x ∈ Dom(λx(f(x) + g(x), x ∈
Dom(f))))".

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè îïðåäå-
ëÿþùåé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû âìåñòî ïåðåìåííîé õ13 â àíòåöåäåíòû
òåîðåìû õ15.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ18, âõîäÿùååé â ñïèñîê õ21
è íå âõîäÿùåå â ñïèñîê õ19, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ19. Ïðè
ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî âûðà-
æåíèé õ17 è õ20 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ19. Çàòåì â ñïèñêå
âûâîäà ðåãèñòðèðóåòñÿ òåîðåìà "àññîöèàòèâíî(s)", ãäå s - çàãîëîâîê îïðå-
äåëÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû.

(d) Óñìîòðåíèå îïðåäåëåíèÿ àññîöèàòèâíîé äâóìåñòíîé îïåðàöèè - ñëó÷àé àòî-
ìàðíûõ âûðàæåíèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

"àñîöèàòèâíî(ïëþñâåêò)"

èç òåîðåìû
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∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà→ âåêòîð(AB) + âåêòîð(BC) =
âåêòîð(AC))

Çäåñü èìååòñÿ â âèäó âåêòîðíîå ñëîæåíèå "ïëþñâåêò". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
òåîðåìà - òîæäåñòâî, ïðè÷åì åå îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü ðàñïîëîæåíà ñëåâà.
Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íåïóñòîé ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü èìååò ðîâíî äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà. Ïåðå-
ìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòà ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ñîäåðæèò âñå
ïåðåìåííûå èñõîäíîé òåîðåìû.

Ñðåäè õàðàêòåðèñòèê òåîðåìû íàõîäèòñÿ ýëåìåíò "Àòîìàðíîå(p)". Â íà-
øåì ïðèìåðå p - ñèìâîë "Âåêòîð". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé
êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ12, ïåðåìåííîé õ16 - âòîðîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó, áîëüøóþ 1, è îäèíàêîâûå çàãîëîâêè. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ15 - "âåêòîð(AB)", õ16 - "âåêòîð(AC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îáà âûðàæåíèÿ õ15, õ16 - àòîìàðíûå âûðàæåíèÿ òèïà p. Ïåðåìåííîé õ19
ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå
- âåêòîð AC.

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â èñõîäíîé òåî-
ðåìå âñåõ åå ïåðåìåííûõ íà íîâûå ïåðåìåííûå. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

∀abc(a − òî÷êà & b − òî÷êà & b − òî÷êà → âåêòîð(ab) + âåêòîð(bc) =
âåêòîð(ac))

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé êîðíåâîé îïåðàíä îïðåäåëÿåìîé ÷à-
ñòè òåîðåìû õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(ab)". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ22. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìå-
ñòî ïåðåìåííûõ õ23, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ22 è õ19. Ïåðåìåííîé õ25
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåí-
òàì èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíå-
íèÿ ïîäñòàíîâêè S êî âòîðîìó êîðíåâîìö îïåðàíäó îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè
òåîðåìû õ20, ïåðåìåííîé õ27 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòàíîâêè ê
îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 èìååò âèä
"âåêòîð(Cc)", õ27 - âèä "âåêòîð(Ac)". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ îáú-
åäèíåíèå ñïèñêîâ õ11 è õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - "A− òî÷êà", "B− òî÷êà",
"C − òî÷êà", "c− òî÷êà".

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "f(õ16, õ26)", ãäå f - çàãîëîâîê
îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïëþñâåêò".
Ïðè ýòîì õ29 èìååò âèä "âåêòîð(BC)+ âåêòîð(Cc)". Ïåðåìåííîé õ30 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 èìååò âèä
"âåêòîð(AB)+ âåêòîð(BC)". Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî õ29 - ðåçóëüòàò ïðèìåíå-
íèÿ íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè T âìåñòî ïåðåìåííûõ õ30 ê òåðìó õ12. Ïåðå-
ìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåðåíèÿ ïîäñòàíîâêè T ê
óòâåðæäåíèÿì õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "B−òî÷êà", "C−òî÷êà", "c−òî÷êà".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ32 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
óòâåðæäåíèé õ28. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè T ê âûðàæåíèþ õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(Bc)".

Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "f(õ15, õ33)". Â íàøåì ïðèìåðå
- âåêòîð(AB) + âåêòîð(Bc)". Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî õ34 - ðåçóëüòàò ïðèìåíå-
íèÿ íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè R âìåñòî ïåðåìåííûõ õ30 ê âûðàæåíèþ õ12.
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Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåðåíèÿ ïîäñòàíîâ-
êè R ê óòâåðæäåíèÿì õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "A − òî÷êà", "B − òî÷êà",
"c − òî÷êà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ36 ÿâëÿåò-
ñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ28. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R ê âûðàæåíèþ õ19. Â íàøåì ïðèìåðå -
"âåêòîð(Ac)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ õ37 è õ27 ðàâíû, ïîñëå ÷åãî â ñïèñêå âûâîäà
ðåãèñòðèðóåòñÿ òåîðåìà "àññîöèàòèâíî(f)".

(e) Óñìîòðåíèå îïðåäåëåíèÿ àññîöèàòèâíîé äâóìåñòíîé îïåðàöèè - ñëó÷àé äî-
ïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

"àññîöèàòèâíî(óìíîæìàòð)"

èç òåîðåìû

∀abmnk(a−ôóíêöèÿ & b−ôóíêöèÿ & m−íàòóðàëüíîå & n−íàòóðàëüíîå &
k − íàòóðàëüíîå & Val(a) ⊆ R & Val(b) ⊆ R & Dom(a) = {1, . . . ,m} ×
{1, . . . , n}&Dom(b) = {1, . . . , n}×{1, . . . , k} → ab = λij(

∑n
p=1(a(i, p)b(p, j)),

i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , k}))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî, ïðè÷åì åå îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü ðàñ-
ïîëîæåíà ñëåâà. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íåïóñòîé ñïèñîê àíòåöå-
äåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü èìååò ðîâíî äâà êîðíåâûõ
îïåðàíäà, ïðè÷åì ýòè îïåðàíäû - íåêîòîðûå ïåðåìåííûå õ12 è õ13. Â íà-
øåì ïðèìåðå - a è b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà èñõîäíîé
òåîðåìà èìååò ïåðåìåííûå, îòëè÷íûå îò õ12 è õ13. Ïåðåìåííîé õ14 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü. Îïðåäåëÿåòñÿ òèï s çíà÷åíèÿ âûðàæå-
íèÿ õ14, è ïðîâåðÿåòñÿ ÷òî ñðåäè àíòåöåäåíòîâ âñòðå÷àþòñÿ óòâåðæäåíèÿ
s(õ12), s (õ13). Â íàøåì ïðèìåðå s - ñèìâîë "ôóíêöèÿ".

Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåí-
íóþ õ12, à ïåðåìåííîé õ17 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ
õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè ñïèñêè íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïåðåìåííîé õ18 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûõ õ12, õ13.

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èñ-
õîäíîé òåîðåìû íà íîâûå ïåðåìåííûå. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 èìååò âèä:

∀cdhlg(c−ôóíêöèÿ & d−ôóíêöèÿ & h− íàòóðàëüíîå & l− íàòóðàëüíîå &
g − íàòóðàëüíîå & Val(c) ⊆ R & Val(d) ⊆ R & Dom(c) = {1, . . . , h} ×
{1, . . . , l} & Dom(d) = {1, . . . , l}×{1, . . . , g} → cd = λef (

∑l
q=1(c(e, q)d(q, f)),

e ∈ {1, . . . , h} & f ∈ {1, . . . , g}))

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ19, ïåðå-
ìåííîé õ21 - âõîæäåíèå åå îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè. Ïåðåìåííûì õ22 è õ23
ïðèñâàèâàþòñÿ ïåðåìåííûå - îïåðàíäû âõîæäåíèÿ õ21. Â íàøåì ïðèìåðå
- c è d. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ19.

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ24, õ17, õ18 è ðå-
çóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ16 âûðàæåíèÿ õ20 âìåñòî
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ïåðåìåííîé õ12. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü
óòâåðæäåíèÿ õ25, à öåëè - "ñîõð", "ïðîòèâîðå÷èå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðå-
çóëüòèðóþùèé ñïèñîê ïîñûëîê íå ñîäåðæèò êîíñòàíòû "ëîæü".

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â âûðàæåíèå õ14
âûðàæåíèÿ õ20 âìåñòî ïåðåìåííîé õ12. Ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çà-
äà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèå õ28 óïðîùàåòñÿ, è ðåçóëüòàò ïðèñâàè-
âàåòñÿ ïåðåìåííîé õ29. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì:

λij(
∑g

p=1(
∑l

q=1(c(i, q)d(q, p))b(p, j)), i ∈ {1, . . . , h} & j ∈ {1, . . . , k})

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ19, ñîäåð-
æàùèõ ïåðåìåííóþ õ22, ïåðåìåííîé õ32 - ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ23.
Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ19, íå ñî-
äåðæàùèõ ïåðåìåííûõ õ22 è õ23. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò çàìåíû â âûðàæåíèè õ14 ïåðåìåííîé õ12 íà ïåðåìåííóþ õ23. Â íàøåì
ïðèìåðå èìååì:

λij(
∑n

p=1(d(i, p)b(p, j)), i ∈ {1, . . . ,m} & j ∈ {1, . . . , k}))

Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â óòâåð-
æäåíèÿ ñïèñêà õ32 âûðàæåíèÿ õ34 âìåñòî ïåðåìåííîé õ23, ïåðåìåííîé
õ36 - îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ17, õ18, õ31, õ35, õ33 è ðåçóëüòàòîâ çàìåíû
ïåðåìåííîé õ12 íà õ23 â óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ16. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà
èññëåäîâàíèå, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ36, à öåëè - "ïðîòè-
âîðå÷èå", "ñîõð". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ðåçóëüòèðóþùèé ñïèñîê ïîñûëîê íå
âõîäèò êîíñòàíòà "ëîæü".

Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ
ïî âñåì îòëè÷íûì îò õ22, õ23, õ13 ïåðåìåííûì çàäà÷è õ26, íàâåøåííîãî íà
êîíúþíêöèþ ïîñûëîê çàäà÷è õ26, êâàíòîðó ñóùåñòâîâàíèÿ ïî âñåì îòëè÷-
íûì îò õ22, õ23, õ13 ïåðåìåííûì çàäà÷è õ37, íàâåøåííîãî íà êîíúþíêöèþ
ïîñûëîê çàäà÷è õ37. Â íàøåì ïðèìåðå õ22,õ23,õ13 ñóòü ïåðåìåííûå c, d, b.
Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ èñòèííîñòü óòâåð-
æäåíèÿ õ39. Åäèíñòâåííîé ïîñûëêîé ñëóæèò êîíñòàíòà "èñòèíà".

Â íàøåì ïðèìåðå ëåâàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè èìååò âèä:

∃ghklmn(n = g & c−ôóíêöèÿ & d−ôóíêöèÿ & h− íàòóðàëüíîå &
l−íàòóðàëüíîå & g−íàòóðàëüíîå & Val(c) ⊆ R & Val(d) ⊆ R & {1, . . . , h}×
{1, . . . , l} = Dom(c) & {1, . . . , l} × {1, . . . , g} = Dom(d) & b−ôóíêöèÿ &
Val(b) ⊆ R & {1, . . . , g}×{1, . . . , k} = Dom(b) & k−íàòóðàëüíîå & m = h).

Ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò âèä:

∃ghklmn(m = l & d − ôóíêöèÿ & & Val(d) ⊆ R & {1, . . . , l} × {1, . . . , n} =
Dom(d) & b−ôóíêöèÿ & Val(b) ⊆ R & {1, . . . , n} × {1, . . . , g} = Dom(b) &
n − íàòóðàëüíîå & c − ôóíêöèÿ & Val(c) ⊆ R & {1, . . . , h} × {1, . . . , l} =
Dom(c) & k = g & h− íàòóðàëüíîå & g − íàòóðàëüíîå)

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü èñõîäíóþ òåîðåìó äëÿ ïðåîáðà-
çîâàíèÿ âûðàæåíèÿ s(õ23 õ13) îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê çàäà÷è õ26. Çäåñü
s - çàãîëîâîê îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå -
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"óìíîæìàòð". Ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ41. Â íàøåì ïðèìåðå
îí èìååò âèä:

λfi(
∑g

r=1(d(f, r)b(r, i)), f ∈ {1, . . . , l} & i ∈ {1, . . . , k}))

Çàòåì ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü èñõîäíóþ òåîðåìó äëÿ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèÿ s(õ22 õ41). Ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ42. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

λjp(
∑l

u=1(c(j, u)λfi(
∑g

r=1(d(f, r)b(r, i)), f ∈ {1, . . . , l}& i ∈ {1, . . . , k})(u, p)),
j ∈ {1, . . . , h} & p ∈ {1, . . . , k})

Íàêîíåö, ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâåíñòâî
âûðàæåíèé õ29 è õ42. Çàòåì óòâåðæäåíèå "àññîöèàòèâíî(s)" ðåãèñòðèðó-
åòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(f) Ïðîâåðêà ðåôëåêñèâíîñòè äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀b(b− set→ b ⊆ b)

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set→ a ⊆ b↔ ∀c(c ∈ a→ c ∈ b))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü è ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñòàðòî-
âûõ òåîðåì ÿ÷åéêè âûâîäà. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìàÿ
÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ýëåìåíòàðíà, èìååò ðîâíî äâà êîðíåâûõ îïå-
ðàíäà è âêëþ÷àåò âñå ïåðåìåííûå ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè òåîðåìû. Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü. Ïåðåìåííîé õ13 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïåðâûé êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ9, ïåðåìåííîé õ14 - âòîðîé.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíè èìåþò ðàâíûå äëèíû. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ13, ïåðåìåííîé õ16 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà
õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ15 è õ16 íå ïåðåñåêàþòñÿ è èìåþò ðàâíûå
äëèíû. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ15, ïåðåâîäÿùàÿ
òåðì õ13 â õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îñóùåñòâëÿåò ïåðåîáîçíà÷åíèå ïåðå-
ìåííûõ áåç èõ îòîæäåñòâëåíèÿ. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðå-
çóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû. Ïåðåìåí-
íîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòàíîâêè ê òåðìó
õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 èìååò âèä "∀c(c ∈ b→ c ∈ b)". Ïðè ïîìîùè çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ19 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé
õ18. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S
ê óòâåðæäåíèþ õ9. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ18 è
êîíñåêâåíòîì õ21. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(g) Ïðîâåðêà òðàíçèòèâíîñòè äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cmn(m|n & n|c & c− öåëîå & m− öåëîå & n− öåëîå→ m|c)

èç òåîðåìû

∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ m|n↔ ∃k(k − öåëîå & n = mk))
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Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùå-
ãî ïðèåìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà -
ýêâèâàëåíòíîñòü è ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñòàðòîâûõ òåîðåì ÿ÷åéêè âûâîäà. Ïå-
ðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ýëå-
ìåíòàðíà, èìååò ðîâíî äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà è âêëþ÷àåò âñå ïåðåìåííûå
ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäå-
ëÿþùàÿ ÷àñòü. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé êîðíåâîé îïåðàíä
òåðìà õ9, ïåðåìåííîé õ14 - âòîðîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíè èìåþò ðàâíûå
äëèíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - m, õ14 - n. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ13, ïåðåìåííîé õ16 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà
õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ15 è õ16 íå ïåðåñåêàþòñÿ è èìåþò ðàâíûå
äëèíû. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ15, ïåðåâîäÿùàÿ
òåðì õ13 â õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îñóùåñòâëÿåò ïåðåîáîçíà÷åíèå ïåðå-
ìåííûõ áåç èõ îòîæäåñòâëåíèÿ.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïå-
ðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ òåîðåìû íà íîâûå ïåðåìåííûå. Â íàøåì ïðè-
ìåðå îí èìååò âèä:

∀bc(b− öåëîå & c− öåëîå→ b|c↔ ∃a(a− öåëîå & c = ba))

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû
õ18, ïåðåìåííîé õ20 - åå ïåðâûé êîðíåâîé îïåðàíä. Â íàøåì ïðèìåðå - b.
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàþòñÿ ïàðàìåòðû òåðìà õ20. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîä-
ñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ21, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ20 â òåðì õ14. Ïå-
ðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè
S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ18. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû õ18. Â íàøåì
ïðèìåðå - "∃a(a − öåëîå & c = na)". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ îáú-
åäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû è ñïèñêà õ23, ê êîòîðîìó
äîáàâëÿþòñÿ îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü èñõîäíîé òåîðåìû è óòâåðæäåíèå õ25.

Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà T âìåñòî ïåðåìåííûõ õ16, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì
õ14 âî âòîðîé êîðíåâîé îïåðàíä îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû õ18. Ïåðå-
ìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè T
ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû,ïåðåìåííîé õ29 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ
ýòîé ïîäñòàíîâêè ê îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé
õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ28, ê êîòîðîìó äî-
áàâëåíî óòâåðæäåíèå õ29. Â íàøåì ïðèìåðå õ30 èìååò âèä "m−öåëîå & c−
öåëîå & ∃k(k − öåëîå & c = mk)".

Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ30 - ñëåä-
ñòâèå óòâåðæäåíèé õ26. Ïðè ýòîì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê ïîñûëîê ðåøåí-
íîé çàäà÷è íå ñîäåðæèò êîíñòàíòû "ëîæü". Äîïîëíèòåëüíî, äëÿ êîíòðîëÿ
íåïðîòèâîðå÷èâîñòè, ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ26 è
öåëÿìè "èçâåñòíî", "íåèçâåñòíûå X", ãäå X - âñå ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé
õ26. Åñëè â åå ïîñûëêàõ îáíàðóæèâàåòñÿ êîíñòàíòà "ëîæü", òî ïðèåì íå
ïðèìåíÿåòñÿ.

Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè T ê
îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷åòñÿ "m|c".
Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê
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îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû õ18. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ "n|c". Ïå-
ðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé
òåîðåìû è ñïèñêà õ23, ê êîòîðîìó äîáàâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ õ9 è õ33.
Íàêîíåö, ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ34 è êîíñåêâåíòîì õ32.
Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

(h) Ïðîâåðêà ñèììåòðè÷íîñòè äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

"êîììóòàòèâíî(ïðîïîðöíàáîðû)"

èç òåîðåìû

∀abcdef (a−÷èñëî& b−÷èñëî& c−÷èñëî& d−÷èñëî& e−÷èñëî& f−÷èñëî→
ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (d, e, f))↔ ∃uv(u−÷èñëî & v−÷èñëî & ¬(u2 +v2 =
0) & au + dv = 0 & bu + ev = 0 & cu + fv = 0))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùå-
ãî ïðèåìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà
- ýêâèâàëåíòíîñòü è ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñòàðòîâûõ òåîðåì ÿ÷åéêè âûâîäà.
Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà
ýëåìåíòàðíà, èìååò ðîâíî äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà è âêëþ÷àåò âñå ïåðå-
ìåííûå ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé êîðíåâîé
îïåðàíä òåðìà õ9, ïåðåìåííîé õ14 - âòîðîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíè èìåþò
ðàâíûå äëèíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - (a, b, c), õ14 - (d, e, f). Ïåðåìåííîé
õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ13, ïåðåìåííîé õ16 - ñïèñîê
ïàðàìåòðîâ òåðìà õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ15 è õ16 íå ïåðåñåêàþòñÿ
è èìåþò ðàâíûå äëèíû.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà íå èìååò
ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêîâ õ15 è õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå ñâÿçûâàþùåé ïðè-
ñòàâêè èñõîäíîé òåîðåìû âõîäÿò â ñïèñîê õ17. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâ-
êà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ17, ïåðåâîäÿùàÿ êàæäûé èç òåðìîâ õ13, õ14 â
äðóãîé. Â íàøåì ïðèìåðå S ïåðåâîäèò ïåðåìåííûå a, b, c, d, e, f , ñîîòâåò-
ñòâåííî, â ïåðåìåííûå d, e, f, a, b, c. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ20 - íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðè-
ìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ20
âêëþ÷àåòñÿ â õ19. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè S ê îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì
"∃uv(u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & ¬(u2 + v2 = 0) & du + av = 0 &
eu + bv = 0 & fu + cv = 0))".

Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ21 - ñëåä-
ñòâèå óòâåðæäåíèé õ19, ê êîòîðûì äîáàâëåíî óòâåðæäåíèå õ12. Çàòåì â
ñïèñêå âûâîäà ðåãèñòðèðóåòñÿ òåîðåìà "êîììóòàòèâíî(s)", ãäå s - çàãîëî-
âîê îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû.
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Ðåàëèçàöèÿ ëèáî óïðîùåíèå àíòåöåäåíòà

1. Ïîïûòêà ðåàëèçàöèè àíòåöåäåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀b(b− öåëîå→ [b] = b)

èç òåîðåìû

∀an(a− ÷èñëî & n− öåëîå & n ≤ a & a < n + 1→ [a] = n)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ a ≤ a)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ íåêîòîðûé ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò òåîðåìû.
Â íàøåì ïðèìåðå - "n ≤ a". Åñëè îí èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì îòðèöàíèå, òî
ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïîä ýòèì îòðèöàíèåì, èíà÷å - çàãîëîâîê
àíòåöåäåíòà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - ñèìâîë "ìåíüøåèëèðàâíî". Ñïðàâî÷-
íèê ïîèñêà òåîðåì "ïðèìåð" íàõîäèò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ïàðàìåòðîâ åå êîíñåêâåíòà ìåíüøå, ÷åì ó àí-
òåöåäåíòâ õ10. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò âûâîäà ñëåäñòâèÿ èç
èñõîäíîé òåîðåìû ïóòåì óíèôèêàöèè åå àíòåöåäåíòà õ10 ñ êîíñåêâåíòîì äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "∀b(b − ÷èñëî & b − öåëîå & b <
b + 1 & b − ÷èñëî → [b] = b)". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðà-
áîòêè òåîðåìû õ15 îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå êîíòðîëèðóåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü àíòåöåäåíòîâ òåî-
ðåìû õ16. Çàòåì ýòà òåîðåìà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà óïðîñòèòü ïîäâûðàæåíèå àíòåöåäåíòà ïóòåì ïîäñòàíîâêè êîíñòàíòû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(0 < a & a− ÷èñëî→ arg(a) = 0)

èç òåîðåìû

∀ab(a−÷èñëî& b−÷èñëî& 0 < b+π & 0 ≤ π−b & 0 < a→ arg(a(cos b+sin bi)) = b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ a + 0 = a)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà òåîðåìû. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - àíòåöåäåíòà "0 < b+π". Âíóòðè ýòîãî àíòåöåäåíòà ðàññìàòðèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå õ10, èìåþùåå ðîâíî äâà îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèì-
âîë ïî ýòîìó âõîæäåíèþ. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - ñèìâîë "ïëþñ". Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "êîíñòíàáîð" îïðåäåëÿåò ïî õ11 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëü-
íóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ òåîðåìà, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé
ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäòåðìà õ10 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì
ïðèìåðå - "∀a(a−÷èñëî & 0−÷èñëî & 0 < π & 0 ≤ π−0 & 0 < a & π−÷èñëî→
arg(a(cos 0 + sin 0i)) = 0)". Òåîðåìà õ16 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåî-
ðåìà", è ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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3. Ðåàëèçàöèÿ ðàâåíñòâà äëÿ íàáîðà êîîðäèíàò.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀d(Òðåõìåðí(d)→ êðä(âåêòîð0, d, 1) = 0)

èç òåîðåìû

∀AKabc(Òðåõìåðí(K) & Âåêòîð(A) & êîîðä(A, K) = (a, b, c) → êðä(A, K, 1) =
a & êðä(A, K, 2) = b & êðä(A, K, 3) = c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀K(Òðåõìåðí(K)→ êîîðä(âåêòîð0, K) = (0, 0, 0))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà òåîðåìû, ïðåäñòàâëÿþ-
ùåãî ñîáîé ðàâåíñòâî, â îäíîé èç ÷àñòåé êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî âûðàæåíèå,
çàãîëîâîê õ11 êîòîðîãî - íàçâàíèå êîîðäèíàò. Â íàøåì ïðèìåðå õ8 - âõîæäå-
íèå ðàâåíñòâà "êîîðä(A, K) = (a, b, c)", õ11 - ñèìâîë "êîîðä". Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ íàçâàíèå ðàçäåëà, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå
- "ñèñòåìûêîîðäèíàò". Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû õ16 äàííîãî ðàçäåëà, èìåþ-
ùèå õàðàêòåðèñòèêó "ñèñòêîîðä". Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - óêàçàííàÿ âûøå äî-
ïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåíî
ðàâåíñòâî, çàãîëîâîê îäíîé èç ÷àñòåé êîòîðîãî - ñèìâîë õ11, à äðóãàÿ ÷àñòü
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåðì áåç ïåðåìåííûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè àíòåöåäåí-
òîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íåò ðàâåíñòâ. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò ïðèìåíåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ ðåàëèçàöèè àíòåöåäåíòà õ8
èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 èìååò âèä:

∀d(Òðåõìåðí(d) & Âåêòîð(âåêòîð0) & Òðåõìåðí(d)→ êðä(âåêòîð0, d, 1) = 0 &
êðä(âåêòîð0, d, 2) = 0 & êðä(âåêòîð0, d, 3) = 0)

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîé îáðàáîòêè òåîðåìû
õ20 îïåðàòîðàìè "íîðìòåîðåìà" è "íîðìäëÿëþáîãî". Êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû
óòâåðæäåíèÿ õ22 ðåãèñòðèðóþòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ïðèìåíåíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåìî-
ãî òåðìà

1. Ïîïûòêà ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ îïðåäåëÿåìîãî âûðàæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aC(a− òî÷êà & C − òî÷êà→ âåêòîð(aC) + âåêòîð0 = âåêòîð(aC))

èç òåîðåìû

∀ABC(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà → âåêòîð(AB) + âåêòîð(BC) =
âåêòîð(AC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
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∀A(A− òî÷êà→ âåêòîð(AA) = âåêòîð0)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå â òåîðåìó îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ12 - ðàñïîëîæåííîå âíóòðè
õ10 âõîæäåíèå íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå òåð-
ìà "âåêòîð(AB)". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ12.
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "êîíñòíîðì" íàõîäèò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ
âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò
õ18 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ12 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïå-
ðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ18 îïå-
ðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Îí ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Âàðüèðîâàíèå àòîìàðíîãî ïîäâûðàæåíèÿ çàìåíÿþùåé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abA(a−òî÷êà & b−òî÷êà & A−òî÷êà→ âåêòîð(Ab)−âåêòîð(ab) = âåêòîð(Aa))

èç òåîðåìû

∀ABC(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà → âåêòîð(AB) + âåêòîð(BC) =
âåêòîð(AC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà→ −âåêòîð(AB) = âåêòîð(BA))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî áåç ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ, è ïåðå-
ìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìîå âûðàæåíèå. Íàõîäèòñÿ õàðàêòåðèñòèêà
"Àòîìàðíîå(s)". Â íàøåì ïðèìåðå - "Àòìàðíîå(Âåêòîð)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû âûðàæåíèÿ õ8
ïåðåñåêàþòñÿ ñî ñïèñêîì ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿþùåãî âûðàæåíèÿ. Íàõîäèòñÿ
àòîìàðíîå ïîäâûðàæåíèå õ16 âûðàæåíèÿ õ8, îòëè÷íîå îò õ8. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - "âåêòîð(BC)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "îïðàòîì" îïðåäåëÿåò ïî õ17 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà, ïåðåìåí-
íîé õ21 - òîò îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ20, êîòîðûé èìååò çàãîëîâîê õ17. Â íàøåì
ïðèìåðå - îïåðàíä "âåêòîð(BA)". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
âûðàæåíèÿ õ16 â îïðåäåëÿåìóþ ÷àñòü òåîðåìû. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" ïðè-
ñâàèâàåò ïåðåìåííîé õ24 ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ23 ïðè ïîìîùè
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïðèìåíÿåìîé â òàêîì íàïðàâëåíèè, ÷òî õ21 ÿâëÿåòñÿ
çàìåíÿåìîé ÷àñòüþ. Òåîðåìà õ24 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ïðîâåðêà ïðîñòåéøèõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ êëàññà

1. Óñìîòðåíèå ìîíîòîííîñòè ïî âêëþ÷åíèþ - ðàññìîòðåíèå åäèíñòâåííîé ïåðå-
ìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀bcd(b− set & c− set & d− set & b ⊆ d→ b ∩ c ⊆ d ∩ c)

èç òåîðåìû

∀abc(b− set & c− set→ a ∈ b ∩ c↔ a ∈ b & a ∈ c)

Òåîðåìà ìîæåò áûòü êàê òîæäåñòâîì, òàê è ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ëèáî îí èìååò âèä ïðèíàäëåæíîñòè, â ëåâîé
÷àñòè êîòîðîé ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ, íå èìåþùàÿ äðóãèõ âõîæäåíèé â õ9
(â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ), ëèáî îí èìååò çàãîëîâîê
"êëàññ" (â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà - òîæäåñòâî).

Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé õ14 - íåêî-
òîðûé ïàðàìåòð òåðìà õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 èìååò
åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â õ13. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòî âõîæäåíèå,
ïåðåìåííîé õ16 - âõîæäåíèå, íåïîñðåäñòâåííûì îïåðàíäîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íà âõîæäåíèè õ16 ðàñïîëîæåí ñèìâîë "ïðèíàäëåæèò"
ëèáî "ñîäåðæèòñÿ", ïðè÷åì õ15 - âòîðîé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ16 ðàñïîëîæåíî ëèøü âíóòðè òàêèõ âõîæäåíèé v, ÷òî âûïîëíåíî îäíî èç
òðåáîâàíèé:

(a) Ïî âõîæäåíèþ v ðàñïîëîæåí îäèí èç ñèìâîëîâ "è", "èëè", "ñóùåñòâóåò".

(b) v - âõîæäåíèå ñèìâîëà "êëàññ", ïðè÷åì îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì äëÿ õ13.

(c) v - âõîæäåíèå êâàíòîðà "äëÿëþáîãî", ïðè÷åì õ16 ïîä÷èíåíî êîíñåêâåíòó
ýòîãî êâàíòîðà.

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó.
Â íàøåì ïðèìåðå - d. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ: åñëè òåîðåìà - òîæäå-
ñòâî, òî âûðàæåíèå õ9, èíà÷å - âòîðîé êîðíåâîé îïåðàíä óòâåðæäåíèÿ õ9. Â
íàøåì ïðèìåðå - "b ∩ c". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â
õ18 ïåðåìåííîé õ14 íà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "d∩ c". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû õ14 íà õ17 â ñîäåðæàùèõ õ14 àíòåöåäåíòàõ
òåîðåìû. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü àíòåöåäåí-
òû èñõîäíîé òåîðåìû, óòâåðæäåíèÿ õ20 è óòâåðæäåíèå "ñîäåðæèòñÿ(õ14 õ17)".
Êîíñåêâåíòîì ñëóæèò óòâåðæäåíèå "ñîäåðæèòñÿ(õ18 õ19)". Ýòà èìïëèêàöèÿ
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Óñìîòðåíèå ìîíîòîííîñòè ïî âêëþ÷åíèþ - ðàññìîòðåíèå ñïèñêà ïåðåìåííûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(a− set & b− set & c− set & d− set & a ⊆ c & b ⊆ d→ a× b ⊆ c× d)

èç òåîðåìû

∀abf (a− set & b− set→ f ∈ a× b↔ l(f) = 2 & f(1) ∈ a & f(2) ∈ b & f − ñëîâî)

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Áî-
ëåå òîãî, ïðåäûäóùèé ïðèåì ôîðìèðóåò íåêîòîðûé âñïîìîãàòåëüíûé íàáîð,
íåîáõîäèìûé äëÿ ñðàáàòûâàíèÿ äàííîãî ïðèåìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòî-
ðèì îáùóþ ÷àñòü ïðèåìîâ.
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Òåîðåìà ìîæåò áûòü êàê òîæäåñòâîì, òàê è ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ëèáî îí èìååò âèä ïðèíàäëåæíîñòè, â ëåâîé
÷àñòè êîòîðîé ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ, íå èìåþùàÿ äðóãèõ âõîæäåíèé â õ9
(â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ), ëèáî îí èìååò çàãîëîâîê
"êëàññ" (â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà - òîæäåñòâî).

Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü, â êîòîðûé áóäóò çàíîñèòüñÿ
òå ïåðåìåííûå õ14 ïðåäûäóùåãî ïðèåìà, äëÿ êîòîðûõ îí ñîçäàâàë òåîðåìû.
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèé òåðì.

Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ ïðîèñõîäÿò ïîñëå òîãî, êàê ïðåäûäóùèé ïðèåì ïðîñìîò-
ðåë âñå âàðèàíòû ïåðåìåííûõ õ14 îïðåäåëÿåìîãî òåðìà è çàïîëíèë íàêîïèòåëü
õ12 òåìè èç íèõ, äëÿ êîòîðûõ áûëà âûÿâëåíà ìîíîòîííîñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñïèñîê õ12 èìååò íå ìåíåå äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó, èìåþùèé òó æå äëèíó,
÷òî ñïèñîê õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - a, b; õ14 - c, d. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâà-
èâàåòñÿ: åñëè òåîðåìà - òîæäåñòâî, òî âûðàæåíèå õ9, èíà÷å - âòîðîé êîðíåâîé
îïåðàíä óòâåðæäåíèÿ õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - "a × b". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ15 ïåðåìåííûõ õ12 íà ïåðåìåííûå õ14. Â
íàøåì ïðèìåðå - "c × d". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ
çàìåíû ïåðåìåííûõ õ12 íà õ14 â ñîäåðæàùèõ õ12 àíòåöåäåíòàõ òåîðåìû. Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðå-
ìû, óòâåðæäåíèÿ õ17 è âñåâîçìîæíûå óòâåðæäåíèÿ "ñîäåðæèòñÿ(x, y)", ãäå x -
ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ12, y - ðàñïîëîæåííàÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåé ïîçèöèè ïåðå-
ìåííàÿ ñïèñêà õ14. Êîíñåêâåíòîì ñëóæèò óòâåðæäåíèå "ñîäåðæèòñÿ(õ15 õ16)".
Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Óñìîòðåíèå ñîõðàíåíèÿ íåïóñòîòû ìíîæåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abf (a− set & f −ôóíêöèÿ & a ⊆ Dom(f) & b− set & b ⊆ Dom(f) & a ⊆ b &
¬(îáðàç(f, a) = ∅)→ ¬(îáðàç(f, b) = ∅))

èç òåîðåìû

∀fa(a − set & f − ôóíêöèÿ & a ⊆ Dom(f) → setx(∃y(y ∈ a & x = f(y))) =
îáðàç(f, a))

Íà÷àëî ïðîãðàììû äàííîãî ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïåðâîãî èç äâóõ ïðåäû-
äóùèõ ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Òåîðåìà ìîæåò áûòü êàê òîæäåñòâîì, òàê è ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ëèáî îí èìååò âèä ïðèíàäëåæíîñòè, â ëåâîé
÷àñòè êîòîðîé ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ, íå èìåþùàÿ äðóãèõ âõîæäåíèé â õ9
(â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ), ëèáî îí èìååò çàãîëîâîê
"êëàññ" (â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà - òîæäåñòâî).

Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé õ14 - íåêîòî-
ðûé ïàðàìåòð òåðìà õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 èìååò
åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â õ13. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòî âõîæäåíèå,
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ïåðåìåííîé õ16 - âõîæäåíèå, íåïîñðåäñòâåííûì îïåðàíäîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íà âõîæäåíèè õ16 ðàñïîëîæåí ñèìâîë "ïðèíàäëåæèò"
ëèáî "ñîäåðæèòñÿ", ïðè÷åì õ15 - âòîðîé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ16 ðàñïîëîæåíî ëèøü âíóòðè òàêèõ âõîæäåíèé v, ÷òî âûïîëíåíî îäíî èç
òðåáîâàíèé:

(a) Ïî âõîæäåíèþ v ðàñïîëîæåí îäèí èç ñèìâîëîâ "è", "èëè", "ñóùåñòâóåò".

(b) v - âõîæäåíèå ñèìâîëà "êëàññ", ïðè÷åì îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì äëÿ õ13.

(c) v - âõîæäåíèå êâàíòîðà "äëÿëþáîãî", ïðè÷åì õ16 ïîä÷èíåíî êîíñåêâåíòó
ýòîãî êâàíòîðà.

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó.
Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ: åñëè òåîðåìà - òîæäåñòâî,
òî âûðàæåíèå õ9, èíà÷å - âòîðîé êîðíåâîé îïåðàíä óòâåðæäåíèÿ õ9. Â íàøåì
ïðèìåðå - "îáðàç(f, a)". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â õ18
ïåðåìåííîé õ14 íà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "îáðàç(f, b)". Ïåðåìåííîé õ20 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû õ14 íà õ17 â ñîäåðæàùèõ õ14 àíòåöå-
äåíòàõ òåîðåìû. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü àíòå-
öåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû, óòâåðæäåíèÿ õ20 è óòâåðæäåíèÿ "ñîäåðæèòñÿ(õ14
õ17)", "íå(ðàâíî(õ18 ∅))". Êîíñåêâåíòîì ñëóæèò óòâåðæäåíèå "íå(ðàâíî(õ19
∅))". Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Óñìîòðåíèå ñîõðàíåíèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abf (f−ôóíêöèÿ& a−set& b−set& íåïåðåñåê(a, b)→ íåïåðåñåê(ïðîîáðàç(f, a),
ïðîîáðàç(f, b)))

èç òåîðåìû

∀afx(f −ôóíêöèÿ & a− set→ x ∈ ïðîîáðàç(f, a)↔ x ∈ Dom(f) & f(x) ∈ a)

Ïðîãðàììà ïðèåìà ïî÷òè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ïðåäûäóùåé. Äëÿ óäîáñòâà
÷òåíèÿ ïîâòîðèì åå.

Òåîðåìà ìîæåò áûòü êàê òîæäåñòâîì, òàê è ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ëèáî îí èìååò âèä ïðèíàäëåæíîñòè, â ëåâîé
÷àñòè êîòîðîé ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ, íå èìåþùàÿ äðóãèõ âõîæäåíèé â õ9
(â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ), ëèáî îí èìååò çàãîëîâîê
"êëàññ" (â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà - òîæäåñòâî).

Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé õ14 - íåêîòî-
ðûé ïàðàìåòð òåðìà õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 èìååò
åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â õ13. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòî âõîæäåíèå,
ïåðåìåííîé õ16 - âõîæäåíèå, íåïîñðåäñòâåííûì îïåðàíäîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íà âõîæäåíèè õ16 ðàñïîëîæåí ñèìâîë "ïðèíàäëåæèò",
ïðè÷åì õ15 - âòîðîé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ âõîæäåíèÿ
õ16 âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé:

(a) õ16 ðàñïîëîæåíî ëèøü âíóòðè òàêèõ âõîæäåíèé v, ÷òî âûïîëíåíî îäíî èç
óñëîâèé:
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i. Ïî âõîæäåíèþ v ðàñïîëîæåí ñèìâîë "è".
ii. v - âõîæäåíèå ñèìâîëà "êëàññ", ïðè÷åì îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì äëÿ

õ13.

(b) õ13 èìååò âèä "setx(∃y1...yk
(A1 & . . . & An))", ïðè÷åì õ16 - âõîæäåíèå

íåêîòîðîãî Ai. Íåêîòîðîå Aj èìååò âèä x = t. Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå
z1, . . . , zk, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Îïðåäåëÿþòñÿ ðåçóëüòàò t′ çà-
ìåíû â t ïåðåìåííûõ y1, . . . , yk íà z1, . . . , zk, à òàêæå ðåçóëüòàòûB1, . . . , Bn−1

òàêîé æå çàìåíû â îòëè÷íûõ îò Aj óòâåðæäåíèÿõ A1, . . . , An. Ïðè ïî-
ìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óäàåòñÿ óñòàíîâèòü, ÷òî ðàâåíñòâà y1 =
z1, . . . , yk = zk ñóòü ñëåäñòâèÿ ñïèñêà, ñîñòàâëåííîãî èç àíòåöåäåíòîâ èñ-
õîäíîé òåîðåìû, îòëè÷íûõ îò Aj óòâåðæäåíèé A1, . . . , An, óòâåðæäåíèé
B1, . . . , Bn−1, è ðàâåíñòâà t = t′.

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó.
Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ: åñëè òåîðåìà - òîæäåñòâî,
òî âûðàæåíèå õ9, èíà÷å - âòîðîé êîðíåâîé îïåðàíä óòâåðæäåíèÿ õ9. Â íàøåì
ïðèìåðå - "ïðîîáðàç(f, a)". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â
õ18 ïåðåìåííîé õ14 íà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðîîáðàç(f, b)". Ïåðåìåííîé
õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû õ14 íà õ17 â ñîäåðæàùèõ õ14
àíòåöåäåíòàõ òåîðåìû.

Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü àíòåöåäåíòû èñõîäíîé
òåîðåìû, óòâåðæäåíèÿ õ20 è óòâåðæäåíèå "íåïåðåñåê(õ14 õ17)". Êîíñåêâåíòîì
ñëóæèò óòâåðæäåíèå "íåïåðåñåê(õ18 õ19)". Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

5. Óñìîòðåíèå ñîõðàíåíèÿ îáúåäèíåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(a− set & b− set & c− set→ a× (b ∪ c) = (a× b) ∪ (a× c))

èç òåîðåìû

∀abf (a− set & b− set→ f ∈ a× b↔ l(f) = 2 & f(1) ∈ a & f(2) ∈ b & f − ñëîâî)

Ïðîãðàììà ïðèåìà ïî÷òè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé ïðåäûäóùåãî
ïðèåìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åå.

Òåîðåìà ìîæåò áûòü êàê òîæäåñòâîì, òàê è ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ëèáî îí èìååò âèä ïðèíàäëåæíîñòè, â ëåâîé
÷àñòè êîòîðîé ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ, íå èìåþùàÿ äðóãèõ âõîæäåíèé â õ9
(â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ), ëèáî îí èìååò çàãîëîâîê
"êëàññ" (â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà - òîæäåñòâî).

Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé õ14 - íåêî-
òîðûé ïàðàìåòð òåðìà õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 èìååò
åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â õ13. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòî âõîæäåíèå,
ïåðåìåííîé õ16 - âõîæäåíèå, íåïîñðåäñòâåííûì îïåðàíäîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íà âõîæäåíèè õ16 ðàñïîëîæåí ñèìâîë "ïðèíàäëåæèò",
ïðè÷åì õ15 - âòîðîé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ16 ðàñïîëîæåíî
ëèøü âíóòðè òàêèõ âõîæäåíèé v, ÷òî âûïîëíåíî îäíî èç òðåáîâàíèé:
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(a) Ïî âõîæäåíèþ v ðàñïîëîæåí îäèí èç ñèìâîëîâ "è", "èëè", "ñóùåñòâóåò".

(b) v - âõîæäåíèå ñèìâîëà "êëàññ", ïðè÷åì îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì äëÿ õ13.

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó.
Â íàøåì ïðèìåðå - c. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ: åñëè òåîðåìà - òîæäåñòâî,
òî âûðàæåíèå õ9, èíà÷å - âòîðîé êîðíåâîé îïåðàíä óòâåðæäåíèÿ õ9. Â íàøåì
ïðèìåðå - "a× b". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â õ18 ïåðå-
ìåííîé õ14 íà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "a× c". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû õ14 íà õ17 â ñîäåðæàùèõ õ14 àíòåöåäåíòàõ òåîðåìû.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ14 â îïðåäåëÿåìîì òåðìå íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì
îáúåäèíåíèÿ. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â òåðì õ18
âûðàæåíèÿ "îáúåäèíåíèå(õ14 õ17)" âìåñòî ïåðåìåííîé õ14. Ñîçäàåòñÿ èìïëè-
êàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû è óòâåðæäå-
íèÿ õ20. Êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ21 îáúåäèíåíèþ âûðà-
æåíèé õ18 è õ19. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

6. Óñìîòðåíèå ñîõðàíåíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abf (f − ôóíêöèÿ & a − set & b − set → ïðîîáðàç(f, a ∩ b) = ïðîîáðàç(f, a) ∩
ïðîîáðàç(f, b))

èç òåîðåìû

∀afx(f −ôóíêöèÿ & a− set→ x ∈ ïðîîáðàç(f, a)↔ x ∈ Dom(f) & f(x) ∈ a)

Ïðîãðàììà ïðèåìà ïî÷òè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ïðåäûäóùåé. Äëÿ óäîáñòâà
÷òåíèÿ ïîâòîðèì åå.

Òåîðåìà ìîæåò áûòü êàê òîæäåñòâîì, òàê è ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ëèáî îí èìååò âèä ïðèíàäëåæíîñòè, â ëåâîé
÷àñòè êîòîðîé ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ, íå èìåþùàÿ äðóãèõ âõîæäåíèé â õ9
(â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ), ëèáî îí èìååò çàãîëîâîê
"êëàññ" (â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà - òîæäåñòâî).

Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé õ14 - íåêîòî-
ðûé ïàðàìåòð òåðìà õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 èìååò
åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â õ13. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòî âõîæäåíèå,
ïåðåìåííîé õ16 - âõîæäåíèå, íåïîñðåäñòâåííûì îïåðàíäîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íà âõîæäåíèè õ16 ðàñïîëîæåí ñèìâîë "ïðèíàäëåæèò"
ëèáî "ñîäåðæèòñÿ", ïðè÷åì õ15 - âòîðîé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ16.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ âõîæäåíèÿ õ16 âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåáîâà-
íèé:

(a) õ16 ðàñïîëîæåíî ëèøü âíóòðè òàêèõ âõîæäåíèé v, ÷òî âûïîëíåíî îäíî èç
óñëîâèé:

i. Ïî âõîæäåíèþ v ðàñïîëîæåí ñèìâîë "è".
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ii. v - âõîæäåíèå ñèìâîëà "êëàññ", ïðè÷åì îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì äëÿ
õ13.

iii. v - âõîæäåíèå êâàíòîðà "äëÿëþáîãî", ïðè÷åì õ16 ïîä÷èíåíî êîíñå-
êâåíòó ýòîãî êâàíòîðà.

(b) õ13 èìååò âèä "setx(∃y1...yk
(A1 & . . . & An))", ïðè÷åì õ16 - âõîæäåíèå

íåêîòîðîãî Ai. Íåêîòîðîå Aj èìååò âèä x = t. Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå
z1, . . . , zk, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Îïðåäåëÿþòñÿ ðåçóëüòàò t′ çà-
ìåíû â t ïåðåìåííûõ y1, . . . , yk íà z1, . . . , zk, à òàêæå ðåçóëüòàòûB1, . . . , Bn−1

òàêîé æå çàìåíû â îòëè÷íûõ îò Aj óòâåðæäåíèÿõ A1, . . . , An. Ïðè ïî-
ìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óäàåòñÿ óñòàíîâèòü, ÷òî ðàâåíñòâà y1 =
z1, . . . , yk = zk ñóòü ñëåäñòâèÿ ñïèñêà, ñîñòàâëåííîãî èç àíòåöåäåíòîâ èñ-
õîäíîé òåîðåìû, îòëè÷íûõ îò Aj óòâåðæäåíèé A1, . . . , An, óòâåðæäåíèé
B1, . . . , Bn−1, è ðàâåíñòâà t = t′.

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó.
Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ: åñëè òåîðåìà - òîæäåñòâî,
òî âûðàæåíèå õ9, èíà÷å - âòîðîé êîðíåâîé îïåðàíä óòâåðæäåíèÿ õ9. Â íàøåì
ïðèìåðå - "ïðîîáðàç(f, a)". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â
õ18 ïåðåìåííîé õ14 íà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðîîáðàç(f, b)". Ïåðåìåííîé
õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû õ14 íà õ17 â ñîäåðæàùèõ õ14
àíòåöåäåíòàõ òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â îïðåäåëÿåìîì òåðìå ïåðåìåííàÿ õ14
íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì ïåðåñå÷åíèÿ. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè ê òåðì õ18 âûðàæåíèÿ "ïåðåñå÷åíèå(õ14 õ17)" âìåñòî ïåðåìåííîé
õ14. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü àíòåöåäåíòû èñõîäíîé
òåîðåìû è óòâåðæäåíèÿ õ20. Êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ21
ïåðåñå÷åíèþ âûðàæåíèé õ18 è õ19. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

7. Óñìîòðåíèå ñîõðàíåíèÿ ðàçíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abf (f − ôóíêöèÿ & a − set & b − set → ïðîîáðàç(f, a \ b) = ïðîîáðàç(f, a) \
ïðîîáðàç(f, b))

èç òåîðåìû

∀afx(f −ôóíêöèÿ & a− set→ x ∈ ïðîîáðàç(f, a)↔ x ∈ Dom(f) & f(x) ∈ a)

Ïðîãðàììà ïðèåìà ïî÷òè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ïðåäûäóùåé. Äëÿ óäîáñòâà
÷òåíèÿ ïîâòîðèì åå.

Òåîðåìà ìîæåò áûòü êàê òîæäåñòâîì, òàê è ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ëèáî îí èìååò âèä ïðèíàäëåæíîñòè, â ëåâîé
÷àñòè êîòîðîé ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ, íå èìåþùàÿ äðóãèõ âõîæäåíèé â õ9
(â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ), ëèáî îí èìååò çàãîëîâîê
"êëàññ" (â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà - òîæäåñòâî).

Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé õ14 - íåêîòî-
ðûé ïàðàìåòð òåðìà õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 èìååò



3.63. Õàðàêòåðèñòèêà "îïðåäåëåíèå" 679

åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â õ13. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòî âõîæäåíèå,
ïåðåìåííîé õ16 - âõîæäåíèå, íåïîñðåäñòâåííûì îïåðàíäîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íà âõîæäåíèè õ16 ðàñïîëîæåí ñèìâîë "ïðèíàäëåæèò",
ïðè÷åì õ15 - âòîðîé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ16.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ âõîæäåíèÿ õ16 âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåáîâà-
íèé:

(a) õ16 ðàñïîëîæåíî ëèøü âíóòðè òàêèõ âõîæäåíèé v, ÷òî âûïîëíåíî îäíî èç
óñëîâèé:

i. Ïî âõîæäåíèþ v ðàñïîëîæåí ñèìâîë "è".

ii. v - âõîæäåíèå ñèìâîëà "êëàññ", ïðè÷åì îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì äëÿ
õ13.

(b) õ13 èìååò âèä "setx(∃y1...yk
(A1 & . . . & An))", ïðè÷åì õ16 - âõîæäåíèå

íåêîòîðîãî Ai. Íåêîòîðîå Aj èìååò âèä x = t. Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå
z1, . . . , zk, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Îïðåäåëÿþòñÿ ðåçóëüòàò t′ çà-
ìåíû â t ïåðåìåííûõ y1, . . . , yk íà z1, . . . , zk, à òàêæå ðåçóëüòàòûB1, . . . , Bn−1

òàêîé æå çàìåíû â îòëè÷íûõ îò Aj óòâåðæäåíèÿõ A1, . . . , An. Ïðè ïî-
ìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óäàåòñÿ óñòàíîâèòü, ÷òî ðàâåíñòâà y1 =
z1, . . . , yk = zk ñóòü ñëåäñòâèÿ ñïèñêà, ñîñòàâëåííîãî èç àíòåöåäåíòîâ èñ-
õîäíîé òåîðåìû, îòëè÷íûõ îò Aj óòâåðæäåíèé A1, . . . , An, óòâåðæäåíèé
B1, . . . , Bn−1, è ðàâåíñòâà t = t′.

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó.
Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ: åñëè òåîðåìà - òîæäåñòâî,
òî âûðàæåíèå õ9, èíà÷å - âòîðîé êîðíåâîé îïåðàíä óòâåðæäåíèÿ õ9. Â íàøåì
ïðèìåðå - "ïðîîáðàç(f, a)". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â
õ18 ïåðåìåííîé õ14 íà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðîîáðàç(f, b)". Ïåðåìåííîé
õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû õ14 íà õ17 â ñîäåðæàùèõ õ14
àíòåöåäåíòàõ òåîðåìû.

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ê òåðì õ18 âûðàæåíèÿ
"ðàçíîñòü(õ14 õ17)" âìåñòî ïåðåìåííîé õ14. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöå-
äåíòû êîòîðîé ñóòü àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû è óòâåðæäåíèÿ õ20. Êîíñå-
êâåíòîì ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ21 ðàçíîñòè âûðàæåíèé õ18 è õ19. Ýòà
èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ïåðåíåñåíèå â àíòåöåäåíòû ÷àñòè îïðåäåëÿþùåãî óñëîâèÿ

1. Ïåðåíåñåíèå â àíòåöåäåíòû êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îïðåäåëåíèÿ êëàññà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀zA(A− set & z − êîìïëåêñíîå & A ⊆ R× R & âåùôîðìà(z) ∈ A→
z ∈ êîìïëôîðìà(A))

èç òåîðåìû

∀A(A− set & A ⊆ R× R→ êîìïëôîðìà(A) = setz(z − êîìïëåêñíîå &
(Re(z), Im(z)) ∈ A))
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Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿ-
åìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - îïðåäåëÿþùåå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïðåäåëÿþ-
ùåå âûðàæåíèå èìååò çàãîëîâîê "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ ñâàÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ "êëàññ", ïåðåìåííîé õ14 -
íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì. Ñîçäàåòñÿ èìïëè-
êàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ12 è õ14, à êîíñåêâåíòîì
- óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè íàáîðà õ13 âûðàæåíèþ õ9. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïåðåíåñåíèå â àíòåöåäåíòû ðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùåãî ñâÿçàííóþ ïåðåìåííóþ
êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ èç îïðåäåëÿþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀af (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R) & a = lim(f)→ ñõîäèòñÿ(f)↔ a− ÷èñëî)

èç òåîðåìû

∀f (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R)→ ñõîäèòñÿ(f)↔ ∃a(a− ÷èñëî & a = lim(f)))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëå-
ìåíòàðíîå îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå, ïåðåìåííîé õ12 - îïðåäåëÿþùåå. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê õ12 - êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàè-
âàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòíàÿ. Ïå-
ðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò Â íàøåì ïðèìåðå - a. Ïåðåìåííîé õ15
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ. Â
ýòîì íàáîðå íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ16, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíà ïå-
ðåìåííàÿ õ14. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì
ïðèìåðå - "lim(f)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé õ14. Ïåðå-
ìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ îòëè÷íûõ îò õ16 óòâåðæäåíèé ñïèñ-
êà õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ15 ýëåìåíòàðíû, ïðè÷åì
îöåíêà ñëîæíîñòè óòâåðæäåíèÿ õ18 ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè îïðåäåëÿåìîãî
óòâåðæäåíèÿ õ9. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü àíòåöåäåí-
òû òåîðåìû è ðàâåíñòâî õ16, à êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèÿ õ9
óòâåðæäåíèþ õ18. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Óñìîòðåíèå ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ ôóíêöèè èç åå îïðåäåëåíèÿ

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ÷åðåç îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aAB(A− set & B − set & B ⊆ A→ Dom(èíäèêàòîð(A, B, a)) = A)

èç òåîðåìû

∀ABa(A− set & B − set & B ⊆ A→ èíäèêàòîð(A, B, a) = λx((a ïðè
x ∈ B, èíà÷å 0), x ∈ A))
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Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì ýòîé ÷àñòè ñëóæèò îïè-
ñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâ-
êà îïèñàòåëÿ, ïåðåìåííîé õ12 - åãî ïðåäïîñëåäíèé îïåðàíä (îí çàäàåò óñëî-
âèå íà âàðüèðóåìûå ïåðåìåííûå). Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå
"êëàññ(õ11 õ12)", ïåðåìåííîé õ14 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Âûðàæå-
íèå õ13 óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ14, è
ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèþ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - ïåðåìåí-
íàÿ A. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ16 îòëè÷íî îò ñèìâîëà "ïðîòèâîðå÷èå". Ñîçäàåò-
ñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ14, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî
"ðàâíî(îáëàñòü(F )õ16)". Çäåñü F - îïðåäåëÿåìîå âûðàæåíèå. Äàííàÿ èìïëèêà-
öèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè, çàäàííîé ÷åðåç îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aB(B − set→ Val(êîíñò(B, a)) = (∅ ïðè B = ∅, èíà÷å {a}))

èç òåîðåìû

∀aB(B − set→ êîíñò(B, a) = λx(a, x ∈ B))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî, è ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðå-
äåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïðåäåëÿþùèé òåðì - îïèñàòåëü "îòîáðà-
æåíèå". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ
ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòíàÿ, è ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - x. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ïàðà, ñîñòîÿùàÿ èç ïðåäïîñëåäíåãî êîðíåâîãî îïåðàíäà Q îïèñàòåëÿ (îí
îïðåäåëÿån óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ) è ðàâåíñòâà "ðàâíî(õ12 Q)".
Åñëè óäàåòñÿ îïðåäåëèòü òèï s çíà÷åíèÿ ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ, òî ê
ïàðå õ15 äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå "s(õ12)". Â íàøåì ïðèìåðå õ15 ñîñòîèò èç
óòâåðæäåíèé "x ∈ B" è "b = a".

Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ðåøàåòñÿ çàäà-
÷à íà îïèñàíèå õ17, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ16, à óñëîâèÿ - õ15.
Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ14". Îòâåò
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ18. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "x ∈ B & b =
a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ18 îòëè÷íî îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ19 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "êëàññ(õ12 ñóùåñòâóåò(õ14 õ18))". Â íàøåì ïðèìåðå -
"setb(∃x(x ∈ B & b = a))". Âûðàæåíèå õ19 óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçî-
âàíèå îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ16, è ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ21.
Â íàøåì ïðèìåðå èìååì "(∅ ïðè B = ∅, èíà÷å {a})". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ21
îòëè÷íî îò ñèìâîëîâ "îòêàç", "ïðîòèâîðå÷èå". Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî êîëè-
÷åñòâî âõîæäåíèé ñèìâîëà "âàðèàíò" â õ21 ìåíüøå 3 è ÷òî âûðàæåíèå õ21 íå
ñîäåðæèò ñèìâîëà "êëàññ". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16 è
êîíñåêâåíòîì "ðàâíî(çíà÷åíèå(õ8)õ21)". Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïîïûòêà íàéòè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìîé áåç îïèñàòåëÿ "îòî-
áðàæåíèå".
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀f (f −ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)→ Val(îáðôóíêöèÿ(f)) = Dom(f))

èç òåîðåìû

∀f (f −ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)→ îáðôóíêöèÿ(f)−ôóíêöèÿ &
Dom(îáðôóíêöèÿ(f)) = Val(f) & ∀x(x ∈ Dom(f)→ îáðôóíêöèÿ(f)(f(x)) = x))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì F . Ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå âèäà "ôóíêöèÿ(F )". Ïåðåìåííîé
õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ïåðåìåííûõ X,Y , íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó.
Â íàøåì ïðèìåðå - a, b. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "∃X(X ∈
Dom(F ) & Y = F (X))". Â íàøåì ïðèìåðå - "∃a(a ∈ Dom(îáðôóíêöèÿ(f)) & b =
îáðôóíêöèÿ(f)(a))". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñ-
õîäíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ13,
ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ12, à åäèíñòâåííûì óñëîâèåì - õ11.
Öåëè çàäà÷è - "ðåäàêöèÿ", "ðàçâåðòêà". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ14.
Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "b ∈ Dom(f)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 - ýëå-
ìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå, çàãîëîâêîì êîòîðîãî ñëóæèò ñèìâîë "ïðèíàäëåæèò",
à ïåðâûì îïåðàíäîì ñëóæèò õ14. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé îïå-
ðàíä. Â íàøåì ïðèìåðå - "Dom(f)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå ñîäåðæèò ïåðåìåí-
íûõ õ10. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ12, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé
ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ "çíà÷åíèÿ(õ8)" âûðàæåíèþ õ15. Îíà ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Çíà÷åíèå ôóíêöèè, çàäàííîé ÷åðåç îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀axB(B − set & x ∈ B → êîíñò(B, a)(x) = a)

èç òåîðåìû

∀aB(B − set→ êîíñò(B, a) = λx(a, x ∈ B))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî, ïðè÷åì îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü èìååò ñâî-
èì çàãîëîâêîì îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿ-
çûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ, ïåðåìåííîé õ12 - åãî ïðåäïîñëåäíèé îïåðàíä
(îí îïðåäåëÿåò óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìûå ïåðåìåííûå). Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 ñîñòîèò èç åäèí-
ñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ14
è ñïèñêà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ12. Ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïå-
ðàòîðà "íîðìàíòåöåäåíòû" ê õ15 îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ êîíñåêâåíòà ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ16. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16,
êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî "F (õ11) = T". Çäåñü F - îïðåäåëÿå-
ìàÿ ÷àñòü èñõîäíîé òåîðåìû, T - ïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå".
Äàííàÿ èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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5. Îáðàç ìíîæåñòâà äëÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ïîñðåäñòâîì îïèñàòåëÿ "îòîáðàæå-
íèå".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bfA(b− set & A− set & b ⊆ A & b ⊆ Dom(f) & f −ôóíêöèÿ→
îáðàç(ñóæåíèå(f, A), b) = îáðàç(f, b))

èç òåîðåìû

∀fA(f −ôóíêöèÿ & A− set→ ñóæåíèå(f, A) = λx(f(x), x ∈ A ∩Dom(f)))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäå-
ëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü - îïèñàòåëü "îòîáðàæå-
íèå". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïóñòü P -
ïðåäïîcëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ (îí îïðåäåëÿåò óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìûå ïå-
ðåìåííûå), T - ïîñëåäíèé îïåðàíä (îí îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè). Âûáèðà-
þòñÿ ïåðåìåííûå X, Y , íå âõîäÿùèå â òåîðåìó, è ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
âûðàæåíèå "êëàññ(X ñóùåñòâóåò(õ12 è(ïðèíàäëåæèò(õ12 Y )P ðàâíî(Y T ))))".
Â íàøåì ïðèìåðå X, Y - ïåðåìåííûå a, b; õ14 èìååò âèä "seta(∃x(x ∈ b & x ∈
A∩Dom(f) & a = f(x)))". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ
ê ñïèñêó àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû óòâåðæäåíèé "ìíîæåñòâî(Y )", "ñîäåðæèòñÿ(Y
êëàññ(õ12 P ))". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ âûðàæå-
íèÿ õ14 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "îáðàç(f, b)". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ16 èìååò íå áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ ñèìâîëà "âàðèàíò"
è íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòà-
ìè õ15, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî "ðàâíî(îáðàç(õ9 Y )õ16)". Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

6. Ïðîîáðàç ýëåìåíòà äëÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ïîñðåäñòâîì îïèñàòåëÿ "îòîáðàæå-
íèå".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abAB(A− set & B − set & B ⊆ A→ ñëîé(èíäèêàòîð(A, B, a), b) =
(A ïðè a = 0, èíà÷å B) ïðè a = b, èíà÷å (A \B ïðè b = 0), èíà÷å ∅)

èç òåîðåìû

∀ABa(A− set & B − set & B ⊆ A→ èíäèêàòîð(A, B, a) =
λx((a ïðè x ∈ B, èíà÷å 0), x ∈ A))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäå-
ëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü - îïèñàòåëü "îòîáðàæå-
íèå". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïóñòü P -
ïðåäïîcëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ (îí îïðåäåëÿåò óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìûå ïå-
ðåìåííûå), T - ïîñëåäíèé îïåðàíä (îí îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè). Âûáè-
ðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ X, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó, è ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
âûðàæåíèå "êëàññ(õ12 è(ðàâíî(T X)P ))". Â íàøåì ïðèìåðå X - ïåðåìåííàÿ
b; õ14 - "setx((a ïðè x ∈ B, èíà÷å 0) & x ∈ A)". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ õ14 îòíîñèòåëüíî àíòåöåäåíòîâ òåî-
ðåìû ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
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"((A ïðè a = 0, èíà÷å B) ïðè a = b, èíà÷å (A \ B ïðè b = 0), èíà÷å ∅)". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî õ16 íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ, ëèáî ñîäåðæèò ñèìâîë
"ñëîé". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü
àíòåöåäåíòû òåîðåìû, à êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ "ñëîé(õ9 X) âûðà-
æåíèþ õ16. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà", è êîíúþíêòèâíûå
÷ëåíû ðåçóëüòàòà ðåãèñòðèðóþòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

7. Ñóæåíèå ôóíêöèè, çàäàííîé ÷åðåç îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abAB(b−set& A−set& B−set& B ⊆ b & B ⊆ A→ ñóæåíèå(èíäèêàòîð(A, B, a),
b) = èíäèêàòîð(b ∩ A, B, a))

èç òåîðåìû

∀ABa(A − set & B − set & B ⊆ A → èíäèêàòîð(A, B, a) = λx((a ïðè x ∈
B, èíà÷å 0), x ∈ A))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî, èìåþùåå ñâîåé îïðåäåëÿþùåé ÷àñòüþ
îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðè-
ñòàâêà îïèñàòåëÿ, ïåðåìåííîé õ12 - åãî ïðåäïîñëåäíèé îïåðàíä (îí îïðåäåëÿåò
óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìûå ïåðåìåííûå), ïåðåìåííîé õ13 - ïîñëåäíèé îïåðàíä,
îïðåäåëÿþùèé çíà÷åíèÿ ôóíêöèè.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ11 îäíîýëåìåíòûé, è ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
åãî ýëåìåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 - óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè, ïåðâûì îïåðàí-
äîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ14, à âòîðûì - íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ15,
íå âõîäÿùàÿ â õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 èìååò âèä "x ∈ A", õ15 - ïåðåìåííàÿ
A. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íà-
øåì ïðèìåðå - b. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû,
ïåðåìåííîé õ18 - ïîäñïèñîê ñïèñêà õ17, îáðàçîâàííàÿ âñåìè ñîäåðæàùèìè õ15
óòâåðæäåíèÿìè. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "ïåðåñå÷åíèå(õ15
õ16)".

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè õ19 âìåñòî õ15
â óòâåðæäåíèÿ õ18, ïåðåìåííîé õ21 - ðåçóëüòàò òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â îïðå-
äåëÿåìóþ ÷àñòü òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 èìååò âèä "èíäèêàòîð(A ∩
b, B, a)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ17,
õ20 è óòâåðæäåíèå "ìíîæåñòâî(õ16)". Åå êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ðàâåíñòâî âû-
ðàæåíèÿ "ñóæåíèå(T ,õ16)" âûðàæåíèþ õ21. Çäåñü T - îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü òåî-
ðåìû. Äàííàÿ èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

8. Âûâîä ýêâèâàëåíòíîñòè ðàñøèôðîâêè ðàâåíñòâà äëÿ ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé
÷åðåç îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abB(B − set→ b = êîíñò(B, a)↔ Dom(b) = B & B ⊆ ñëîé(b, a) & b−ôóíêöèÿ)

èç òåîðåìû
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∀aB(B − set→ êîíñò(B, a) = λx(a, x ∈ B))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî, èìåþùåå ñâîåé îïðåäåëÿþùåé ÷àñòüþ
îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðè-
ñòàâêà îïèñàòåëÿ, ïåðåìåííîé õ12 - åãî ïðåäïîñëåäíèé îïåðàíä (îí îïðåäåëÿåò
óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìûå ïåðåìåííûå), ïåðåìåííîé õ13 - ïîñëåäíèé îïåðàíä,
îïðåäåëÿþùèé çíà÷åíèÿ ôóíêöèè.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ14, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ15
ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé "ôóíêöèÿ(õ14)", "ðàâíî(îáëàñòü(õ14)
êëàññ(õ11 õ12))", "äëÿëþáîãî(õ11 åñëè õ12 òî ðàâíî(çíà÷åíèå(õ14 õ11)õ13))".
Åñëè ñïèñîê õ11 áîëåå ÷åì îäíîýëåìåíòíûé, òî â âûðàæåíèè "çíà÷åíèå(õ14
õ11)" åãî ýëåìåíòû ïîìåùàþòñÿ ïîä îïåðàöèþ "íàáîð". Ïåðåìåííîé õ16 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâà "ðàâíî(T õ14)"óòâåðæäåíèþ õ15. Çäåñü
T - îïðåäåëÿåìîå âûðàæåíèå. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé òå
æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû, à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò õ16. Ýòà èìïëèêàöèÿ îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

9. Ïîïûòêà èçâëå÷åíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äëÿ ôóíêöèé, îáëàäàþùèõ
ñïåöèàëüíûì ñâîéñòâîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bci(i− íàòóðàëüíîå & i ≤ l(c)→ c− ñëîâî & b = c(i)↔ ∃a(a− ñëîâî &
i ∈ {1, . . . , l(a) + 1} & c = Âñòàâêà(a, i, b)))

èç òåîðåìû

∀abi(a− ñëîâî & i ∈ {1, . . . , l(a) + 1} → Âñòàâêà(a, i, b) = λj((a(j) ïðè
j < i, èíà÷å (b ïðè j = i, èíà÷å a(j − 1))), j ∈ {1, . . . , l(a) + 1}))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà -
òîæäåñòâî, ïðè÷åì îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëåò ñîáîé îïèñàòåëü "îòîáðà-
æåíèå". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ12, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå
- c. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ îäíîýëåìåíòíûé íàáîð, ñîñòîÿùèé èç óòâåð-
æäåíèÿ "ôóíêöèÿ(õ12)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ
òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ15 - îïðåäåëÿþùèé òåðì. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ14 è òåðìà õ15.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ îäíîýëåìåíòíûì ñïèñêîì ïîñûëîê õ13 è óñëî-
âèÿìè õ14, ê êîòîðûì äîáàâëåíî ðàâåíñòâî "ðàâíî(õ12 õ15)". Öåëè çàäà÷è -
"ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ16", "óïðîñòèòü". Â íàøåì
ïðèìåðå ïîñûëêà - "ôóíêöèÿ(c)"; óñëîâèÿ - "a− ñëîâî", "i ∈ {1, . . . , l(a) + 1}",
"c = λj((a(j) ïðè j < i, èíà÷å (b ïðè j = i, èíà÷å a(j−1))), j ∈ {1, . . . , l(a)+1})".
Íåèçâåñòíûìè ñëóæàò ïåðåìåííûå a, b, i.

Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ19. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"i− íàòóðàëüíîå & i ≤ l(c) & b = c(i) & a = λd((c(d) ïðè d ≤ i− 1, èíà÷å c(d +
1)), d ∈ {1, . . . ,−1+l(c)}) & c−ñëîâî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâî-
ëà "îòêàç", è ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ.
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ20, èìåþùèõ ïà-
ðàìåòðû ñïèñêà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - âñå êîíúþíêòâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ
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õ19, êðîìå ïîñëåäíåãî. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ñîäåðæàùèõ-
ñÿ â õ21 ðàâåíñòâ ñ ïåðåìåííîé ñïèñêà õ16 â ëåâîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå -
òðåòèé è ÷åòâåðòûé êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ õ19.

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ íå âîøåäøèõ â õ21 óòâåðæäåíèé
ñïèñêà õ20, ïåðåìåííîé õ24 - ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ20, íå âîøåä-
øèõ â õ22. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêîâ õ23, õ24 ýëåìåíòàðíû.
Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé ñïèñ-
êà õ22. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ26 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê âñåõ íå ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ22. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ27
íåïóñò. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "c−ñëîâî",
õ24 - èç óòâåðæäåíèé "i − íàòóðàëüíîå" è "i ≤ l(c)", õ26 - èç óòâåðæäåíèÿ
"b = c(i)", õ27 - èç óòâåðæäåíèÿ "a = λd((c(d) ïðè d ≤ i− 1, èíà÷å c(d+1)), d ∈
{1, . . . ,−1 + l(c)})".

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê çàãîëîâêîâ ïåðâûõ îïåðàíäîâ óòâåðæäå-
íèé íàáîðà õ27. Â íàøåì ïðèìåðå - îäíîýëåìåíòíûé ñïèñîê a. Ïåðåìåííîé õ29
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ
ñî ñïèñêîì õ28. Â íàøåì ïðèìåðå - îáà àíòåöåäåíòà. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàè-
âàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ñóùåñòâóåò(õ28 è(õ29 ðàâíî(õ12 õ8)))". Â íàøåì ïðèìåðå
- "∃a(a−ñëîâî & i ∈ {1, . . . , l(a)+1} & c = Âñòàâêà(a, i, b))". Íàêîíåö, ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ24 è íå âîøåäøèå
â ñïèñîê õ29 àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû, à êîíñåêâåíòîì - ýêâèâàëåíòíîñòü
êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé ñïèñêîâ õ23, õ26 óòâåðæäåíèþ õ30. Ýòà èìïëèêàöèÿ
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

10. Âûâîä óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðîì ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ
ïðåäñòàâèìà â çàäàííîì ÷åðåç îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå" âèäå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abA(A− set & b−ôóíêöèÿ→ ∃B(b = èíäèêàòîð(A, B, a))↔ Dom(b) = A &
Val(b) ⊆ {a, 0})

èç òåîðåìû

∀ABa(A− set & B − set & B ⊆ A→ èíäèêàòîð(A, B, a) = λx((a ïðè
x ∈ B, èíà÷å 0), x ∈ A))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà -
òîæäåñòâî, ïðè÷åì îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëåò ñîáîé îïèñàòåëü "îòîáðà-
æåíèå". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ12, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå
- b. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòíàÿ, è ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò.
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðåäïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ (îí çàäàåò
óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ). Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàè-
âàåòñÿ âûðàæåíèå "êëàññ(õ14 õ15)". Â íàøåì ïðèìåðå - "setx(x ∈ A)". Âûðà-
æåíèå õ17 óïðîùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ16 çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå.
Åñëè ðåçóëüòàò íå ñîäåðæèò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ, òî îí ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ17. Â íàøåì ïðèìåðå çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé õ17 ñòàíîâèòñÿ A.
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Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ17 îòëè÷åí îò ñèìâîëîâ "êëàññ", "ïðî-
òèâîðå÷èå". Âûáèðàåòñÿ ïàðàìåòð õ18 òåðìà õ8, íå âõîäÿùèé â õ17. Â íàøåì
ïðèìåðå - B. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ñîäåðæàùèõ õ18 àíòå-
öåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ20 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê íå âîøåäøèì â õ19
àíòåöåäåíòàì òåîðåìû óòâåðæäåíèé "ôóíêöèÿ(õ12)", "ðàâíî(îáëàñòü(õ12)õ17)".
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "äëÿëþáîãî(õ14 åñëè õ15 òî ðàâ-
íî(õ12(õ14) T ))", ãäå T - ïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå" (îí îïðå-
äåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè). Â íàøåì ïðèìåðå õ21 èìååò âèä "∀x(x ∈ A→ b(x) =
(a ïðè x ∈ B, èíà÷å 0))". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ23, ïîñûëêè êîòîðîé
ñóòü óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ20, à óñëîâèÿ - óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ19 è óòâåðæäå-
íèå õ21. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ18",
"ïàðàìåòðû õ18", "óïðîñòèòü".

Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "A−set", "b−ôóíêöèÿ", "Dom(b) = A". Óñëîâèÿ
ñóòü "B − set", "B ⊆ Dom(b)", "∀x(¬(x ∈ B) & x ∈ Dom(b) → 0 = b(x))".
Íåèçâåñòíàÿ - B.

Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ24. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"Val(b) ⊆ {a, 0}". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ24 îòëè÷íî îò ñèìâîëà "îòêàç" è íå èìååò
ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåð-
æäåíèÿ "ñóùåñòâóåò(õ18 ðàâíî(õ12 õ8))" êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèÿ "ðàâíî(îá-
ëàñòü(õ12)õ17)" è õ24.

Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò íå âîøåäøèå â
ñïèñîê õ19 óòâåðæäåíèÿ õ16 è óòâåðæäåíèå "ôóíêöèÿ(õ12)", à êîíñåêâåíòîì -
õ25. Äàííàÿ èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

11. ßâíîå ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà óñëîâèÿ ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêöèè
â çàäàííîì ÷åðåç îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå" âèäå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abAB(A − set & B − set & B ⊆ & b − ôóíêöèÿ → b = èíäèêàòîð(A, B, a) ↔
Dom(b) = A & B ⊆ ñëîé(b, a) & (∅ ïðè a = 0, èíà÷å ñëîé(b, a)) ⊆ B & Val(b) ⊆
{a, 0})

èç òåîðåìû

∀ABa(A− set & B − set & B ⊆ A→ èíäèêàòîð(A, B, a) = λx((a ïðè
x ∈ B, èíà÷å 0), x ∈ A))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäû-
äóùåãî ïðèåìà - âïëîòü äî ïðèñâîåíèÿ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé õ25. Ïîâòîðÿòü
åãî ìû íå áóäåì.

Äàëåå âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ îáú-
åäèíåíèå ñïèñêà õ20 è íàáîðà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ24. Ðåøà-
åòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ27, ïîñûëêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ õ26, à
óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ19 è óòâåðæäåíèå õ21. Öåëè çàäà÷è - "ïîë-
íûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ðàâíî", "íåèçâåñòíûå õ18", "óïðîñòèòü". Îò-
ëè÷èå îò çàäà÷è õ23 ñîñòîèò â òîì, ÷òî çäåñü íåèçâåñòíûå ñóùåñòâåííûå è èç
îòâåòà íå èñêëþ÷àþòñÿ.
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Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêàìè ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ "A − set", "b − ôóíêöèÿ",
"Dom(b) = A", "Val(b) ⊆ {a, 0}". Óñëîâèÿ ñóòüB−set", "B ⊆ Dom(b)", "∀x(¬(x ∈
B) & x ∈ Dom(b)→ 0 = b(x))". Íåèçâåñòíûå - B.

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ îòâåò çàäà÷è õ27. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"B ⊆ A∩ñëîé(b, a) & b−set & (∅ ïðè a = 0, èíà÷å ñëîé(b, a)) ⊆ B". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç" è íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Çà-
òåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà
õ16 è "ôóíêöèÿ(õ12)", à êîíñåêâåíòîì - ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâà âûðàæåíèé
õ12 è õ8 êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé "ðàâíî(îáëàñòü(õ12)õ17)", õ24 è õ28. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

12. Èçâëå÷åíèå ÿâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ôóíêöèé èç êîñâåííîãî èõ çà-
äàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(a, b) → ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü(c, a) ↔ ∃d(ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü(d, N) & âîçðàñòàåò(d, N) & c = λi(a(d(i)), i− íàòóðàëüíîå)))

èç òåîðåìû

∀abc(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(a, b)→ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü(c, a)↔ c−ôóíêöèÿ &
Dom(c) = N & ∃d(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(d, N) & âîçðàñòàåò(d, N) & ∀i(i−íàòóðàëü-
íîå→ c(i) = a(d(i)))))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü, è ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå, à ïåðåìåííîé õ12 - îïðåäåëÿþùåå. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ12 - êîíúþíêöèÿ, è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ. Ñðåäè íèõ íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ14 âèäà "ôóíêöèÿ(F )", ãäå F -
ïåðåìåííàÿ, à òàêæå ðàâåíñòâî õ16 âûðàæåíèÿ "îáëàñòü(F )" íåêîòîðîìó íå ñî-
äåðæàùåìó ïåðåìåííîé F âûðàæåíèþ õ19. Â íàøåì ïðèìåðå F - ïåðåìåííàÿ c,
õ19 - âûðàæåíèå N. Êðîìå òîãî, â õ13 ðàñïîëîæåí êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ õ20.
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä
äàííûì êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Ñðåäè óòâåðæäåíèé õ21 íàõîäèòñÿ êâàíòîð
îáùíîñòè õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - "∀i(i− íàòóðàëüíîå→ c(i) = a(d(i)))". Ïåðå-
ìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà õ22. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îíà îäíîýëåìåíòíàÿ, è ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Â íàøåì
ïðèìåðå - i. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò êâàíòîðà õ22. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì âûðàæåíèÿ "F (õ24)" íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ
õ28, íå ñîäåðæàùåìó F . Â íàøåì ïðèìåðå - âûðàæåíèþ "a(d(i))". Ïåðåìåííîé
õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îòëè÷íûõ îò õ14, õ16 è õ20 ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ21.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè íå ñîäåðæàò ïåðåìåííîé F . Â íàøåì ïðèìåðå ñïèñîê
õ29 ïóñò. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ21, íå
âîøåäøèõ â íàáîð õ22. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè íå ñîäåðæàò ïåðåìåííîé F . Â
íàøåì ïðèìåðå ñïèñîê õ30 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(d, N)",
"âîçðàñòàåò(d, N)".

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "êëàññ(õ24 Q)", ãäå Q - êîíúþíê-
öèÿ àíòåöåäåíòîâ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè õ22. Â íàøåì ïðèìåðå õ31 èìååò
âèä "seti(i − íàòóðàëüíîå)". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ33 - îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ32 è õ29. Ïðè
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ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî âûðàæåíèé
õ31 è õ19 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ33.

Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé F âûðàæåíèþ "îòîáðà-
æåíèå(õ24 Q õ28)". Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé
ñïèñêà õ29 è óòâåðæäåíèÿ "ñóùåñòâóåò(X è(õ30 õ35))". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ
ñ àíòåöåäåíòàìè õ32, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåð-
æäåíèé õ9 è õ36. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

13. ßâíîå ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ óñëîâèÿ ïðåäñòàâèìî-
ñòè ôóíêöèè â çàäàííîì ÷åðåç îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå" âèäå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ − abc(l(a) = l(b) & a− ñëîâî & b− ñëîâî→ c = êîðòåæïàð(a, b)↔
∀i(i ∈ {1, . . . , l(c)} → l(c(i)) = 2 & c(i)−ñëîâî) & a = λi(c(i)(1), i ∈ {1, . . . , l(c)}) &
b = λi(c(i)(2), i ∈ {1, . . . , l(c)}) & c− ñëîâî)

èç òåîðåìû

∀abn(a−ôóíêöèÿ & Dom(a) = {1, . . . , n} & b−ôóíêöèÿ & Dom(b) = {1, . . . , n} →
êîðòåæïàð(a, b) = λi((a(i), b(i)), i ∈ {1, . . . , n}))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì îäíîãî èç ðàíåå ðàññìîòðåí-
íûõ ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì è ÷òî
îïðåäåëÿþùåé ÷àñòüþ ñëóæèò îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåí-
íàÿ õ12, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà
îäíîýëåìåíòíàÿ, è ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå
- ïåðåìåííàÿ i. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðåäïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñà-
òåëÿ (îí îïðåäåëÿåò óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ). Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
âûðàæåíèå "êëàññ(õ14 õ15)". Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óïðîñòèòü åãî îòíî-
ñèòåëüíî ïîñûëîê õ16 çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Åñëè ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå
áåç ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ, òî îíî ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ17. Â íàøåì
ïðèìåðå õ17 ïðèîáðåòàåò âèä "{1, . . . , n}". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê âûðàæå-
íèÿ õ17 îòëè÷åí îò ñèìâîëîâ "êëàññ", "ïðîòèâîðå÷èå".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåò-
ðîâ îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "a, b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ýòè ïàðàìåòðû íå âñòðå÷àþòñÿ â âûðàæåíèè õ17 è ÷òî èõ ÷èñëî íå ìåíåå
äâóõ. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ16, ñîäåðæà-
ùèõ ïàðàìåòð ñïèñêà õ18. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ
ê îñòàëüíûì óòâåðæäåíèÿì ñïèñêà õ16 óòâåðæäåíèé "ôóíêöèÿ(õ12)" è "ðàâ-
íî(îáëàñòü(õ12)õ17)". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "äëÿëþáî-
ãî(õ14 åñëè õ15 òî ðàâíî(çíà÷åíèå(õ12 õ14)T ))". Çäåñü T - ïîñëåäíèé îïåðàíä
îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå" (îí çàäàåò çíà÷åíèå ôóíêöèè).

Ñîçäàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ23 ñ ïîñûëêàìè õ20, óñëîâèÿìè êîòîðîé ñëóæàò
óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ19 è óòâåðæäåíèå õ21. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå",
"ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ18", "óïðîñòèòü".
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Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè çàäà÷è ñóòü: "c−ôóíêöèÿ", "Dom(c) = {1, . . . , n}",
óñëîâèÿ - "a − ôóíêöèÿ", "Dom(a) = {1, . . . , n}", "b − ôóíêöèÿ", "Dom(b) =
{1, . . . , n}", "∀i(i ∈ {1, . . . , n} → c(i) = (a(i), b(i)))". Íåèçâåñòíûå - a, b.

Îòâåò çàäà÷è õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ24. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä: "b = λi(c(i)(2), i ∈ {1, . . . , l(c)}) & ñåìåéñòâîôóíêöèé(c) & ∀i(i ∈ {1, . . . , n} →
Dom(c(i)) = {1, 2}) & a = λi(c(i)(1), i ∈ {1, . . . , l(c)})". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò
îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç".

Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýê-
âèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ8 è õ12 êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé "ôóíê-
öèÿ(õ12)", "ðàâíî(îáëàñòü(õ12)õ17)"è óòâåðæäåíèÿ õ24. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðà-
áàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

14. Âûâîä óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ôóíêöèé, çàäàííûõ ÷åðåç îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcB(c− set & B − set→ êîíñò(c, b) = êîíñò(B, a)↔ a = b & c = B ∨
c = ∅ & B = ∅)

èç òåîðåìû

∀aB(B − set→ êîíñò(B, a) = λx(a, x ∈ B))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî, è ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðå-
äåëÿåìîå âûðàæåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå - îïèñàòåëü
"îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà òåîðå-
ìû, ïåðåìåííîé õ13 - ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â õ12 è èìåþùèé òàêóþ
æå äëèíó, êàê õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - a, B; õ13 - b, c. Ïåðåìåííîé õ14 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ15 - ñïèñîê
ðåçóëüòàòîâ çàìåíû â ýòèõ àíòåöåäåíòàõ ïåðåìåííûõ õ12 íà õ13. Ïåðåìåííîé
õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ14 è õ15.

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðåäïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ "îòîáðàæå-
íèå" (îí óêàçûâàåò óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìûå ïåðåìåííûå), ïåðåìåííîé õ18 -
ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
çàìåíû â õ17 ïåðåìåííûõ õ12 íà õ13. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåí-
ñòâî âûðàæåíèÿ "êëàññ(õ18 õ17)" âûðàæåíèþ "êëàññ(õ18 õ19)". Ïåðåìåííîé
õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå" (îí çàäàåò çíà-
÷åíèå ôóíêöèè), ïåðåìåííîé õ22 - ðåçóëüòàò çàìåíû â õ21 ïåðåìåííûõ õ12 íà
õ13. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "äëÿëþáîãî(õ18 åñëè õ17 òî
ðàâíî(õ21 õ22))".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ25, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ16,
à óñëîâèÿìè - õ20 è õ23. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò", "ðåäàêöèÿ",
"ñâåðòêà".

Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè çàäà÷è ñóòü "B − set", "c − set". Óñëîâèÿ - óòâåð-
æäåíèÿ "setx(x ∈ B) = setx(x ∈ c)" è "∀x(x ∈ B → a = b)".
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Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ26. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"b = a & B = c ∨ c = ∅ & B = ∅)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ26 îòëè÷íî îò ñèì-
âîëà "îòêàç" è íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â õ9 ïåðåìåííûõ õ12 íà õ13. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ16, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâà
âûðàæåíèé õ9 è õ27 óòâåðæäåíèþ õ26. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

15. Óñìîòðåíèå ÿâíîãî âûðàæåíèÿ ôóíêöèè ÷åðåç ïàðàìåòðû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀g(∀x(x ∈ Dom(g)→ äèôôåðåíöèðóåìà(g, x)) & Dom(g) ⊆ R & Val(g) ⊆ R &
g −ôóíêöèÿ→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(ïðîèçâîäíàÿ(g, x), x ∈ Dom(g)), g))

èç òåîðåìû

∀fg(f −ôóíêöèÿ & Dom(f) ⊆ R & Val(f) ⊆ R→ ïåðâîîáðàçíàÿ(f, g)↔
g −ôóíêöèÿ & Dom(f) = Dom(g) & Val(g) ⊆ R & ∀x(x ∈ Dom(g)→
äèôôåðåíöèðóåìà(g, x) & ïðîèçâîäíàÿ(g, x) = f(x)))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü, è ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùåå óòâåðæäåíèå, ïåðåìåííîé õ13 - ñïèñîê åãî êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðå-
ìû. Ñðåäè íèõ íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ15 âèäà "ôóíêöèÿ(F )", ãäå F - ïåðå-
ìåííàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ f . Â ñïèñêå õ13 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî
õ17 ñ âûðàæåíèåì "îáëàñòü(F )" â ëåâîé ÷àñòè. Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü ïðèñâàèâà-
åòñÿ ïåðåìåííîé õ20. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ20 íå ñîäåðæèò F . Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ20 èìååò âèä "Dom(g)". Â ñïèñêå õ13 íàõîäèòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ
õ21. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îíà îäíîýëåìåíòíàÿ, è ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò ýëåìåíò. Â íà-
øåì ïðèìåðå - x. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ èìïëè-
êàöèè õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàè-
âàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - "x ∈ Dom(g)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ25
- óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ïåðåìåííîé õ23 âûðàæåíèþ õ20. Ïåðåìåííîé õ26
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà èìïëèêàöèè õ21. Â
íåì âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ27 âûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(õ16 õ23)" íåêîòîðîìó âû-
ðàæåíèþ õ30, íå ñîäåðæàùåìó ïåðåìåííîé õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ30 èìååò
âèä "ïðîèçâîäíàÿ(g, x)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ16 èìååò åäèíñòâåí-
íîå âõîæäåíèå â êîíñåêâåíò èìïëèêàöèè õ21. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ
âûðàæåíèå "îòîáðàæåíèå(õ23 ïðèíàäëåæèò(õ23 õ20)õ30)". Â íàøåì ïðèìåðå -
"λx(ïðîèçâîäíàÿ(g, x), x ∈ Dom(g))". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðå-
çóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ31 âìåñòî ïåðåìåííîé õ16 â óòâåðæäåíèÿ
õ14. Åñëè â ñïèñêå õ26 èìåþòñÿ óòâåðæäåíèÿ, îòëè÷íûå îò õ27, òî ðàññìàòðè-
âàåòñÿ êîíúþíêöèÿ K òàêèõ óòâåðæäåíèé, è ê ñïèñêó õ32 äîáàâëÿåòñÿ óòâåð-
æäåíèå "äëÿëþáîãî(õ23 åñëè ïðèíàäëåæèò(õ23 õ20)òî K)". Â íàøåì ïðèìåðå
äîáàâëÿåòñÿ "∀x(x ∈ Dom(g)→ äèôôåðåíöèðóåìà(g, x))".
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Äàëåå ê ñïèñêó õ32 äîáàâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ31 âìå-
ñòî ïåðåìåííîé õ16 â îòëè÷íûå îò õ17 è õ21 óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ13. Â íàøåì
ïðèìåðå äîáàâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "g −ôóíêöèÿ", "Val(g) ⊆ R".

Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè õ31 âìåñòî õ16 â óòâåð-
æäåíèå õ9. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ32 è êîíñåêâåíòîì
õ33. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

16. Ïåðåôîðìóëèðîâêà îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿìè ÷åðåç îïåðàíäû, çà-
äàííûå ñ ïîìîùüþ îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bfg(λx(f(x), b(x)) + λx(g(x), b(x)) = λx(f(x) + g(x), b(x)))

èç òåîðåìû

∀fg(f −ôóíêöèÿ & g −ôóíêöèÿ & Dom(f) = Dom(g) & Val(f) ⊆ R &
Val(g) ⊆ R→ f + g = λx(f(x) + g(x), x ∈ Dom(f)))

Òàì, ãäå çíàê ñëîæåíèÿ îòíîñèòñÿ ê ôóíêöèÿì, îí îáîçíà÷àåò ñèìâîë "ïëþñ-
ôóíê".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî, ïðè÷åì îïðåäåëÿþùåé ÷àñòüþ ñëóæèò
îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðè-
ñòàâêà îïèñàòåëÿ, ïåðåìåííîé õ12 - åãî ïðåäïîñëåäíèé îïåðàíä (îí óêàçûâàåò
óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìûå ïåðåìåííûå), ïåðåìåííîé õ13 - ïîñëåäíèé îïåðàíä (îí
îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè). Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - "f(x) + g(x)". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ11 îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî
ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - x. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 èìååò âèä óñëîâèÿ ïðè-
íàäëåæíîñòè ïåðåìåííîé õ11 íåêîòîðîìó íåîäíîáóêâåííîìó âûðàæåíèþ T . Â
íàøåì ïðèìåðå T èìååò âèä "Dom(f)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé
îïåðàíä âûðàæåíèÿ T . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - f . Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåí-
íîé õ19 - ñïèñîê âñåõ âõîäÿùèõ â õ18 óòâåðæäåíèé ñ çàãîëîâêîì "ôóíêöèÿ".
Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ - îïåðàíäîâ óòâåðæäåíèé
õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - f, g. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ17 âõîäèò â ñïèñîê õ20.

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìîå âûðàæåíèå òåîðåìû. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îíî ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå õ20. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå
ïåðåìåííîé ñïèñêà õ20 â âûðàæåíèå õ13 ÿâëÿåòñÿ âõîæäåíèåì ïåðâîãî îïåðàí-
äà ñèìâîëà "çíà÷åíèå".

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðå-
ìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b. Ïåðå-
ìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ñîïðîâîæäåíèå
âûðàæåíèÿ õ13 ïî î.ä.ç. Â íàøåì ïðèìåðå - "g − ôóíêöèÿ", "f − ôóíêöèÿ",
"g(x)− ÷èñëî", "f(x)− ÷èñëî".

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ õ24 ñïèñêà õ18, èìåþùèå ïàðàìåòð ñïèñêà õ20
è íå âõîäÿùèå â õ19. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî óòâåðæäåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëå-
äóþùèå ñëó÷àè:
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(a) õ24 èìååò âèä "ðàâíî(îáëàñòü(õ25)îáëàñòü(õ26))", ãäå ïåðåìåííûå õ25, õ26
âõîäÿò â õ20. Òîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåðåìåííûå õ27, õ28 ñïèñêà õ22, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ïåðåìåííûì õ25 è õ26. Ïåðåìåííàÿ õ27 çàìåíÿåòñÿ â ñïèñêå
õ22 íà õ28, à óòâåðæäåíèå õ24 äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó õ19.

(b) õ24 èìååò âèä "ñîäåðæèòñÿ(çíà÷åíèÿ(õ25) Q)", ãäå õ25 âõîäèò â ñïèñîê
õ20. Äëÿ êàæäîãî âõîæäåíèÿ v ïåðåìåííîé õ13 â âûðàæåíèå õ13 ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûé íàäòåðì R ýòîãî âõîæäåíèÿ (ò.å. òàêîé, ÷òî
v - åãî êîðíåâîé îïåðàíä), è ïðè ïîìîùè çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå "R ∈ Q" - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ23. Òîãäà
óòâåðæäåíèå õ24 äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó õ19.

Åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî õ24 íè îäèí èç óêàçàííûõ ñëó÷àåâ íå èìååò ìåñòà, òî
ïðèåì íå ïðèìåíÿåòñÿ. Èíà÷å, ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà, âñå ïåðåìåííûå íà÷è-
íàÿ ñ õ24 ñíîâà îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåííûìè.

Â íàøåì ïðèìåðå íàáîð õ22 ïðèîáðåòàåò âèä "b, b". Ñïèñîê õ19 ñîñòîèò èç óòâåð-
æäåíèé "f − ôóíêöèÿ", "g − ôóíêöèÿ", "Dom(f) = Dom(g)", "Val(f) ⊆ R",
"Val(g) ⊆ R".

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ18, íå âîøåäøèõ
â õ19. Â íàøåì ïðèìåðå îí ïóñò. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âûðà-
æåíèé "îòîáðàæåíèå(õ14 çíà÷åíèå(Y õ14) çíà÷åíèå(X õ14))", ãäå X ïðîáåãàåò
ñïèñîê õ20, à Y - ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ22. Â íàøåì ïðèìåðå
õ25 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "λx(f(x), b(x))", "λx(g(x), b(x))".

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â îïðåäåëÿåìîå âûðàæå-
íèå òåîðåìû âûðàæåíèé õ25 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ20. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ22, ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó õ17 ñïèñêà õ20. Â íà-
øåì ïðèìåðå - b. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "îòîáðàæåíèå(õ14
çíà÷åíèå(õ27 õ14)õ13)". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ24 è
êîíñåâêåíòîì "ðàâíî(õ26 õ28)", êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

17. Ïîïûòêà âûâåñòè óñëîâèå íà çíà÷åíèå ôóíêöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀af (f −ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) & a ∈ Val(f)→ îáðôóíêöèÿ(f)(a) ∈
Dom(f))

èç òåîðåìû

∀f (f −ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)→ îáðôóíêöèÿ(f)−ôóíêöèÿ &
Dom(îáðôóíêöèÿ(f)) = Val(f) & ∀x(x ∈ Dom(f)→ îáðôóíêöèÿ(f)(f(x)) = x))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ êîíñåêâåíòà òåîðåìû èìååòñÿ óòâåðæäåíèå "ôóíêöèÿ(õ8)". Âûáèðàþòñÿ ïå-
ðåìåííûå X, Y , íå âõîäÿùèå â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, b.
Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ñóùåñòâóåò(X è(ïðèíàäëåæèò(X
îáëàñòü(õ8))ðàâíî(Y çíà÷åíèå(õ8 X))))". Â íàøåì ïðèìåðå ýòî óòâåðæäåíèå
èìååò âèä "∃a(a ∈ Dom(îáðôóíêöèÿ(f)) & b = îáðôóíêöèÿ(f)(a))". Ïåðåìåí-
íîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû.
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Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ12, à
åäèíñòâåííûì óñëîâèåì - óòâåðæäåíèå õ11. Öåëè çàäà÷è - "ðåäàêöèÿ", "ðàç-
âåðòêà". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ14. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"b ∈ Dom(f)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 îòëè÷íî îò ñèìâîëà "îòêàç" è ýëåìåíòàð-
íî. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ "çíà÷å-
íèå(õ8 X)" âìåñòî ïåðåìåííîé Y â âûðàæåíèå õ14. Â íàøåì ïðèìåðå 15 èìååò
âèä "îáðôóíêöèÿ(f)(a) ∈ Dom(f)". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ12 óòâåðæäåíèÿ "ïðèíàäëåæèò(X îáëàñòü(õ8))", ïåðå-
ìåííîé õ17 - ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ16 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû"
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ15. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåí-
òàìè õ17 è êîíñåêâåíòîì õ15, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

18. Âûâîä óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè åå îáëàñòè çíà÷åíèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀afAB(a ∈ A & Îòîáðàæåíèå(f, A,B)→ f(a) ∈ B)

èç òåîðåìû

∀fAB(Îòîáðàæåíèå(f, A,B)↔ f −ôóíêöèÿ & Dom(f) = A & B − set &
Val(f) ⊆ B)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü ñ êîíúþíêòèâíîé îïðåäåëÿþùåé
÷àñòüþ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíòàðíàÿ îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü, ïå-
ðåìåííîé õ12 - íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè. Â ýòîì íà-
áîð íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå "ôóíêöèÿ(F )", ãäå F - ïåðåìåííàÿ. Â íàøåì ïðè-
ìåðå ýòî ïåðåìåííàÿ f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî F âõîäèò â òåðì õ11. Â ñïèñêå õ12
íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ "îáëàñòü(F )" íåêîòîðîìó íå ñîäåðæàùåìó F
âûðàæåíèþ õ17, à òàêæå âêëþ÷åíèå âûðàæåíèÿ "çíà÷åíèÿ(F )" â íåêîòîðîå âû-
ðàæåíèå õ20. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 - A, õ20 - B. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ21, íå
âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé
õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ïðèíàäëåæèò(çíà÷åíèå(F õ21)õ20)", ïåðåìåí-
íîé õ23 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû óòâåðæäåíèé
õ11 è "ïðèíàäëåæèò(õ21 õ17)". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ23 è êîíñåêâåíòîì õ22. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà" ñ îï-
öèåé "êâàíòîðíàÿñâåðòêà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

19. Ñóæåíèå îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿìè íà ñïåöèàëüíûå òèïû ôóíêöèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀efgh(ìàòð(f, R, e, h) & ìàòð(g, R, e, h)→ ìàòð(f + g, R, e, h))

èç òåîðåìû

∀fg(f −ôóíêöèÿ & g −ôóíêöèÿ & Dom(f) = Dom(g) & Val(f) ⊆ R &
Val(g) ⊆ R→ f + g = λx(f(x) + g(x), x ∈ Dom(f)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
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∀abmn(m− íàòóðàëüíîå & n− íàòóðàëüíîå & b− set→ ìàòð(a, b, m, n)↔
a−ôóíêöèÿ & Dom(a) = {1, . . . ,m} × {1, . . . , n} & Val(a) ⊆ b)

Â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà, çíàê ñëîæåíèÿ îáîçíà÷àåò ëèáî ëîãè÷åñêèé ñèì-
âîë "ïëþñôóíê", ëèáî ñèìâîë "ïëþñ". Êàê âèäíî èç äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû,
óòâåðæäåíèå "ìàòð(a, b, m, n)" îçíà÷àåò, ÷òî a - ìàòðèöà ðàçìåðà m × n ñ ýëå-
ìåíòàìè èç ìíîæåñòâà b.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî, ïðè÷åì îïðåäåëÿþùåé ÷àñòüþ ñëóæèò
îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò îïèñàòåëü, ïåðå-
ìåííîé õ13 - åãî ïîñëåäíèé îïåðàíä (îí îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè). Ïåðå-
ìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê âñåõ òàêèõ ïåðåìåííûõ F , ÷òî â òåðìå õ13 âñòðå÷àåòñÿ ïîòåðì âèäà
F (X). Â íàøåì ïðèìåðå - f, g. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ14 íåïóñò.

Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé F èç õ14 â ñïèñêå õ15 âñòðå÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå "ôóíê-
öèÿ(F )".

Ïðèåì ïîêà îðèåíòèðîâàí ëèøü íà òðè ñïåöèàëüíûõ òèïà ôóíêöèé - êîíå÷íûå
íàáîðû, ìàòðèöû (ïðåäèêàò "ìàòð(a, b, m, n)") è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ïðåäè-
êàò "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(a, b)"). Â ñëó÷àå êîíå÷íûõ íàáîðîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ
äâà ïðåäèêàòà - "ñëîâî(a)" è "êîðòåæ(a, b, c)". Âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé èç
óêàçàííûõ ïðåäèêàòîâ, è ðàññìàòðèâàåòñÿ åãî îïðåäåëåíèå. Â íàøåì ñëó÷àå -
ïðåäèêàò "ìàòð", îïðåäåëÿåìûé óêàçàííîé âûøå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìîé.

Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ21, êîòîðûé áóäåò çàïîëíÿòüñÿ ïàðàìè (ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ - êîíñåêâåíò) äëÿ ïðåîáðàçîâàííûõ êîïèé äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû, à òàêæå íàêîïèòåëü õ22, â êîòîðûé èçíà÷àëüíî çàíîñèòñÿ èñõîäíàÿ òåîðå-
ìà, à çàòåì - âñå ðàññìàòðèâàåìûå íèæå êîïèè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Äëÿ
çàïîëíåíèÿ óêàçàííûõ íàêîïèòåëåé ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàè-
âàåòñÿ òåðì õ12, à òàêæå âñå ýëåìåíòû ñïèñêà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 èìååò
âèä "λx(f(x) + g(x), x ∈ Dom(f))", õ14 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ f, g. Òàêèì îá-
ðàçîì, â äàííîì öèêëå õ23 - âûðàæåíèå, îïðåäåëÿþùåå ëèáî ðåçóëüòèðóþùóþ
ôóíêöèþ, ëèáî îäíó èç èñõîäíûõ.

Ïðè ðàññìîòðåíèè î÷åðåäíîãî çíà÷åíèÿ õ23 ïðåæäå âñåãî ïðîèñõîäèò ïðèñâîå-
íèå ïåðåìåííîé õ24 ðåçóëüòàòà ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìå âñåõ
åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âñòðå÷àþùèåñÿ â òåîðåìàõ ñïèñêà õ22. Ñðàçó
âñëåä çà ýòèì òåîðåìà õ24 çàíîñèòñÿ â ñïèñîê õ22. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû õ24. Ñðåäè
íèõ íàõîäèòñÿ òåðì "ôóíêöèÿ(F )". Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ31 ïåðåìåííûõ, âìå-
ñòî êîòîðûõ áóäåò ïðîèñõîäèòü ïîäñòàíîâêà ïðè ïðåîáðàçîâàíèè òåîðåìû õ24,
à òàêæå íàêîïèòåëü õ32 òåðìîâ, êîòîðûå áóäóò ïîäñòàâëÿòüñÿ âìåñòî ïåðåìåí-
íûõ õ31. Èçíà÷àëüíî õ31 ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé F , õ32 - èç òåðìà õ23.

Åñëè õ23 - ïåðåìåííàÿ (ò.å. îäíà èç èñõîäíûõ ôóíêöèé), òî â ñïèñêå õ28 íàõî-
äèòñÿ âêëþ÷åíèå äëÿ åå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïðàâàÿ ÷àñòü òàêîãî âêëþ÷åíèÿ, ïðè÷åì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ34 - ïåðåìåííàÿ. Òî-
ãäà ñðåäè àíòåöåäåíòîâ õ15 èñõîäíîé òåîðåìû íàõîäèòñÿ âêëþ÷åíèå äëÿ ìíî-
æåñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè õ23, è ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü
äàííîãî âêëþ÷åíèÿ. Çàòåì ê ñïèñêó õ31 äîáàâëÿåòñÿ õ34, à ê ñïèñêó õ32 - õ36.
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Ïîñëå êîððåêöèè ñïèñêîâ õ31, õ32 ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëü-
òàòîâ ïîäñòàíîâêè õ32 âìåñòî õ31 â àíòåöåäåíòû òåîðåìû õ24, à ïåðåìåííîé
õ34 - ðåçóëüòàò òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â åå êîíñåêâåíò. Çàòåì ïàðà (õ33, õ34)
äîáàâëÿåòñÿ ê íàêîïèòåëþ õ21, è ïåðåõîä ê î÷åðåäíîìó õ23.

Åñëè õîòÿ áû â îäíîì ñëó÷àå ïîïîëíåíèå íàêîïèòåëÿ õ21 íå èìåëî ìåñòà, ïðèåì
íå ïðèìåíÿåòñÿ. Èíà÷å, ïîñëå ðàññìîòðåíèÿ âñåõ çíà÷åíèé õ23, âñå ïåðåìåííûå
íà÷èíàÿ ñ õ23 ñòàíîâÿòñÿ íå îïðåäåëåííûìè.

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ õ15 ñ ïåðâû-
ìè ýëåìåíòàìè ïàð íàáîðà õ21 (ñïèñêàìè àíòåöåäåíòîâ ïðåîáðàçîâàííûõ êî-
ïèé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû). Â íàøåì ïðèìåðå õ23 áóäåò ñîñòîÿòü èç ñëå-
äóþùèõ óòâåðæäåíèé: "f − ôóíêöèÿ", "g − ôóíêöèÿ", "Dom(f) = Dom(g)",
"Val(f) ⊆ R", "Val(g) ⊆ R", "e − íàòóðàëüíîå", "h − íàòóðàëüíîå", "R − set",
"k − íàòóðàëüíîå", "l − íàòóðàëüíîå". Ðàññìàòðèâàþòñÿ âòîðûå ýëåìåíòû ïàð
íàáîðà õ21, ñîîòâåòñòâóþùèõ èñõîäíûì ôóíêöèÿì. Ýòè ýëåìåíòû ñóòü ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ - êîíúþíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëÿþ-
ùåé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
äîáàâëåíèÿ ê õ23 íàáîðîâ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ òàêèõ êîíúþíêöèé. Â íàøåì
ïðèìåðå äîáàâëÿþòñÿ âñåãî äâà óòâåðæäåíèÿ: "Dom(f) = {1, . . . , e}×{1, . . . , h}"
è "Dom(g) = {1, . . . , k} × {1, . . . , l}".

Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ25. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âòîðûå ýëåìåíòû ïàð íà-
áîðà õ21, ñîîòâåòñòâóþùèå èñõîäíûì ôóíêöèÿì F . Ýòè ýëåìåíòû ñóòü ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, ëåâûå ÷àñòè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû. Ýòè ÷àñòè çàíîñÿòñÿ â ñïèñîê õ23. Ïðè ýòîì â ïðàâîé ÷àñòè
ýêâèâàëåíòíîñòè íàõîäÿòñÿ ðàâåíñòâà âèäà "ðàâíî(îáëàñòü(F )T )", è â íàêî-
ïèòåëü õ25 çàíîñÿòñÿ ïàðû (îáëàñòü(F ), T ). Â íàøåì ïðèìåðå ê ñïèñêó õ23
äîáàâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "ìàòð(f, R, e, h)" è "ìàòð(g, R, k, l)". Ñïèñîê õ25 ñî-
ñòîèò èç ïàð ("Dom(f)", "{1, . . . , e} × {1, . . . , h}") è ("Dom(g)", "{1, . . . , k} ×
{1, . . . , l}"). Åñëè ñïèñîê õ25 îêàçàëñÿ íåïóñòûì, òî â óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ23
âñå âõîæäåíèÿ ïåðâûõ ýëåìåíòîâ ïàð íàáîðà õ25 çàìåíÿþòñÿ íà âòîðûå ýëå-
ìåíòû ýòèõ ïàð. Äàëåå - îòêàò, ïîñëå êîòîðîãî çíà÷åíèå õ25 ñíîâà îêàçûâàåòñÿ
íå îïðåäåëåííûì.

Â íàøåì ïðèìåðå õ23 ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä: "f−ôóíêöèÿ", "g−ôóíêöèÿ",
"{1, . . . , e}×{1, . . . , h} = {1, . . . , k}×{1, . . . , l}", "Val(f) ⊆ R", "Val(g) ⊆ R", "e−
íàòóðàëüíîå", "h−íàòóðàëüíîå", "R−set", "k−íàòóðàëüíîå", "l−íàòóðàëüíîå",
"ìàòð(f, R, e, h)" è "ìàòð(g, R, k, l)".

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâàÿ ïàðà íàáîðà õ21. Îíà ñîîòâåòñòâóåò âåðñèè V äîïîë-
íèòåëüíîé òåîðåìû, ïîëó÷àåìîé ïðè ïîäñòàíîâêå â íåå ðåçóëüòèðóþùåé ôóíê-
öèè. Âòîðîé ýëåìåíò ïàðû - êîíñåêâåíò. Â åãî îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ
ïîäòåðì "îòîáðàæåíèå(. . .)", ÿâíî îïðåäåëÿþùèé ðåçóëüòèðóþùóþ ôóíêöèþ,
è ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû äàííîãî ïîäòåðìà íà îïðå-
äåëÿåìóþ ÷àñòü èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå "ìàòð(λx(f(x) + g(x), x ∈
Dom(f)), b, m, n)" ïðåîáðàçóåòñÿ òàêèì îáðàçîì â "ìàòð(f + g, b,m, n)".

Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè èìïëè-
êàöèè V , íå ÿâëÿþùèõñÿ ïàðàìåòðàìè òåðìà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - b, m, n.
Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè
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V ñ êîíúþíêòèâíûìè ÷ëåíàìè îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè ýòîé èìïëèêàöèè. Â íà-
øåì ïðèìåðå èìååì "m−íàòóðàëüíîå", "n−íàòóðàëüíîå", "b−set", "λx(f(x)+
g(x), x ∈ Dom(f))−ôóíêöèÿ", "Dom(λx(f(x)+g(x), x ∈ Dom(f))) = {1, . . . ,m}×
{1, . . . , n}", "Val(λx(f(x) + g(x), x ∈ Dom(f))) ⊆ b".

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ:

(a) Ñïèñîê õ30 ïóñò. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåò-
ñÿ, ÷òî êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ31 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé
õ24. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ23 è êîíñåêâåíòîì õ29.
Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

(b) Ñïèñîê õ31 íåïóñò. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ32 ñ ïîñûëêàìè õ24 è
óñëîâèÿìè õ31. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ïðèìåð", "ïðÿìîéîòâåò", "íåçà-
âèñèò õ14", "íåèçâåñòíûå õ30". Â íàøåì ïðèìåðå íåèçâåñòíûå b, m, n, èç-
âåñòíûå ïàðàìåòðû - f, g. Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ33. Â
íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "m = e & n = h & b = R". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ33 îòëè÷íî îò ñèìâîëîâ "îòêàç", "èñòèíà". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ33. Ïåðåìåííîé õ35
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ ñïèñêà õ34, îïðåäåëÿþùèõ
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ õ30. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîä-
ñòàíîâêè â õ29 òåðìîâ õ35 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ30. Â íàøåì ïðèìåðå -
"ìàòð(f + g, R, e, h)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ23 è êîíñå-
êâåíòîì õ36. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(c) Çàìåíà ïåðåìåííîé äëÿ ôóíêöèè íà îïåðàöèþ íàä ôóíêöèÿìè è ïîïûòêà
îáðàòíîé ñâåðòêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(Val(b) ⊆ R & b−ôóíêöèÿ & a− ÷èñëî→ a · (−b) = −(ab))

èç òåîðåìû

∀af (a− ÷èñëî & f −ôóíêöèÿ & Val(f) ⊆ R→ af = λx(af(x), x ∈ Dom(f)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀f (f −ôóíêöèÿ & Val(f) ⊆ R→ −f = λx(−f(x), x ∈ Dom(f)))

Çäåñü ïîñðåäñòâîì af îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ "÷èñëîêîýôô(a, f)" óìíîæåíèÿ
âåùåñòâåííîçíà÷íîé ôóíêöèè f íà ÷èñëî a, ïîñðåäñòâîì −f - îïåðàöèÿ
"ìèíóñôóíê(f)" èçìåíåíèÿ çíàêà äëÿ âåùåñòâåííîçíà÷íîé ôóíêöèè f .

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðå-
äåëÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ÷àñòü - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòî-
ðûé êîðíåâîé îïåðàíä îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïåðå-
ìåííóþ õ13. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû,
ïðè÷åì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè íèõ èìååòñÿ óòâåðæäåíèå "ôóíêöèÿ(õ13)".
Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - f . Â ñïèñêå õ14 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ15 âèäà
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"ñîäåðæèòñÿ(çíà÷åíèÿ(õ13)T )", ãäå T îòëè÷íî îò ïåðåìåííîé. Ñïàâî÷íèê
"ýëåìåíòû" ïî çàãîëîâêó âûðàæåíèÿ T îïðåäåëÿåò òèï õ17 ýëåìåíòîâ ìíî-
æåñòâà T . Â íàøåì ïðèìåðå T èìååò âèä "R", è õ17 - ñèìâîë "÷èñëî".

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ôóíêâûõ" îïðåäåëÿåò ïî õ17 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó õ18. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â òåîðåìå õ18 åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå
â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 èìååò âèä:

∀b(b−ôóíêöèÿ & Val(b) ⊆ R→ −b = λx(−b(x), x ∈ Dom(b)))

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå" â îïðåäåëÿþùåé
÷àñòè òåîðåìû õ20, ïåðåìåííîé õ25 - ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âû-
ðàæåíèÿ õ24 âìåñòî ïåðåìåííîé õ13 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ14.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ27, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåð-
æäåíèÿ õ25 è àíòåöåäåíòû òåîðåìû õ20. Öåëè çàäà÷è - "ñîõð", "ïðîòèâî-
ðå÷èå". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè çàäà÷è ñóòü: "a−÷èñëî", "λc(−b(c), c ∈
Dom(b)) − ôóíêöèÿ", "Val(λc(−b(c), c ∈ Dom(b))) ⊆ R", "b − ôóíêöèÿ",
"Val(b) ⊆ R".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è õ27 åå ñïèñîê ïîñûëîê õ29 íå ñî-
äåðæèò êîíñòàíòû "ëîæü". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîä-
ñòàíîâêè â îïèñàòåëü õ11 âûðàæåíèÿ õ24 âìåñòî ïåðåìåííîé õ13. Â íàøåì
ïðèìåðå îí èìååò âèä "λx(aλc(−b(c), c ∈ Dom(b))(x), x ∈ Dom(λc(−b(c), c ∈
Dom(b))))". Òåðì õ30 óïðîùàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçî-
âàíèå, è ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ31. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó-
÷àåì "λx(−ab(x), x ∈ Dom(b))".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå õ33, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü óòâåðæäå-
íèÿ íàáîðà õ29, à óñëîâèåì ñëóæèò õ31. Öåëè çàäà÷è - "óïðîñòèòü", "ôóíê",
"ñâåðòêà". Öåëü "ôóíê" îðèåíòèðóåò íà èñïîëüçîâàíèå îïåðàöèé íàä ôóíê-
öèÿìè. Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ34. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä "−ab", ò.å. "ìèíóñôóíê(÷èñëêîýôô(a, b))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæå-
íèå õ34 íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â îïðåäåëÿåìóþ ÷àñòü èñõîäíîé òåîðåìû âìå-
ñòî ïåðåìåííîé õ13 îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû õ20. Â íàøåì ïðèìåðå -
"÷èñëêîýôô(a ìèíóñôóíê(b))". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòà-
ìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ25 è àíòåöåäåíòû òåîðåìû õ20, à êîíñå-
êâåíòîì - ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ35 è õ34. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

20. Ïðèìåíåíèå äîïîëíèòåëüíûõ ýêâèâàëåíòíîñòè ëèáî òîæäåñòâà ê îïðåäåëÿþ-
ùåé ÷àñòè.

(a) Ïîïûòêà ïîëó÷åíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ çàìåíÿþùåé ÷àñòè ñ ïî-
ìîùüþ ðàíåå íàéäåííîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ åå ôðàãìåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀be(b− set→ êîðòåæ(e, 2, b)↔ ∃cd(e = (c, d) & c ∈ b & d ∈ b))

èç òåîðåìû
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∀anb(b− set & n− öåëîå & 0 ≤ n→ êîðòåæ(a, n, b)↔ a−ôóíêöèÿ &
Dom(a) = {1, . . . , n} & Val(a) ⊆ b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀f (f −ôóíêöèÿ & Dom(f) = {1, 2} ↔ ∃ab(f = (a, b)))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü, è ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàè-
âàåòñÿ îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îïðåäåëÿþùåãî óòâåðæäåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ýòî óòâåðæäåíèå íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ, âõîäÿùèõ â îïðåäåëÿþùóþ ÷àñòü.
Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ14 ñïèñêà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "îáëàñòü". Ñïðà-
âî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñìïàðàì" îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äî-
ïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáî-
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿ-
ùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä:

∀e(e−ôóíêöèÿ & Dom(e) = {1, 2} ↔ ∃ab(e = (a, b)))

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà òåîðå-
ìû õ17, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé
õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïðîòèâîïîëîæíîé ÷àñòè.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ12 íå êîðî÷å ñïèñêà õ20. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäñ-
ïèñîê õ21 ñïèñêà õ12, èìåþùèé òó æå äëèíó, ÷òî ñïèñîê õ20, ïðè÷åì òàêîé,
÷òî â ñïèñêàõ õ21 è õ20 íà îäèíàêîâûõ ïîçèöèÿõ ðàñïîëîæåíû òåðìû ñ
îäèíàêîâûìè çàãîëîâêàìè. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé
"e − ôóíêöèÿ", "Dom(e) = {1, 2}"; õ21 - èç óòâåðæäåíèé "a − ôóíêöèÿ",
"Dom(a) = {1, . . . , n}".

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé ñïèñêîâ
õ20 è õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - a, n, e. Èç ýòîãî ñïèñêà èñêëþ÷àþòñÿ ïåðå-
ìåííûå X, äëÿ êîòîðûõ ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä
êâàíòîðîì õ19 èìååòñÿ ðàâåíñòâî âèäà X = T , ãäå X íå âõîäèò â T è â
ñâÿçûâàþùóþ ïðèñòàâêó êâàíòîðà. Â íàøåì ïðèìåðå èñêëþ÷àåòñÿ e.

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû è
òåîðåìû õ17, ïàðàìåòðû êîòîðûõ âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ22. Íàõîäèòñÿ
ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ22, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû "íàáîð(õ20)"
è "íàáîð(õ21)". Ïðè óíèôèêàöèè ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü çàäà÷è íà îïè-
ñàíèå äëÿ îáðàáîòêè ðàâåíñòâ âûðàæåíèé ñ ðàçëè÷íûìè çàãîëîâêàìè, ïðè-
÷åì â êà÷åñòâå ñïèñêà ïîñûëîê, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ðåøàþòñÿ òàêèå
çàäà÷è, áåðåòñÿ íàáîð õ23. Â íàøåì ïðèìåðå ïîäñòàíîâêà S çàìåíÿåò ïå-
ðåìåííóþ a íà e, à ïåðåìåííóþ n íà 2.

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâ-
êè S ê óòâåðæäåíèÿì ñïèñêà õ12, íå âîøåäøèì â ñïèñîê õ21. Â íàøåì
ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "Val(e) ⊆ b". Ïåðåìåí-
íîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ S ê êâàíòîðó õ19. Â íàøåì
ïðèìåðå ýòîò êâàíòîð íå èçìåíÿåòñÿ: ∃cd(e = (c, d)).

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå íàáîðà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì õ27 è íàáîðà õ26. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ êâàíòîðà õ27 íà
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êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ28. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì: "∃cd(e = (c, d) &
Val(e) ⊆ b)". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîä-
ñòàíîâêè S ê îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå
ïîëó÷àåòñÿ "êîðòåæ(e, 2, b)".

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ30 è õ29,
ïåðåìåííîé õ32 - ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòå-
öåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ17. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ
ñ àíòåöåäåíòàìè õ32 è êîíñåêâåíòîì õ31. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(b) Ïîïûòêà ïîäñòàíîâêè êîíñòàíòíîãî òåðìà äëÿ óïðîùåíèÿ ðàâåíñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aB(a−ôóíêöèÿ→ Îòîáðàæåíèå(a, ∅, B)↔ a = ïóñòîåñëîâî & B − set)

èç òåîðåìû

∀fAB(Îòîáðàæåíèå(f, A,B)↔ f −ôóíêöèÿ & Dom(f) = A & B − set &
Val(f) ⊆ B)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀f (f −ôóíêöèÿ→ Dom(f) = ∅ ↔ f = ïóñòîåñëîâî)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü è åå îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäå-
íèå õ9 ýëåìåíòàðíî. Â îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå
õ12 ðàâåíñòâà ñ íåêîòîðîé ïåðåìåííîé õ15 â îäíîé ÷àñòè è âûðàæåíèåì T â
äðóãîé. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ T . Â íàøåì
ïðèìåðå õ12 - ðàâåíñòâî "Dom(f) = A", õ16 - ñèìâîë "îáëàñòü". Ñïðà-
âî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ôèêñêîíñò" îïðåäåëÿåò ïî õ16 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò çàãîëîâîê "äëÿëþ-
áîãî". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõî-
æäåíèÿ õ12 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â
íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä: "∀aB(a−ôóíêöèÿ→ Îòîáðàæåíèå(a, ∅, B)↔
a−ôóíêöèÿ & a = ïóñòîåñëîâî & B − set & Val(a) ⊆ B).

Èìïëèêàöèÿ õ21 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(c) Ïîïûòêà èñêëþ÷èòü êâàíòîð îáùíîñòè â îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè ïóòåì ñèëü-
íîãî óïðîùåíèÿ àíòåöåäåíòà ýòîãî êâàíòîðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ae(e− ÷èñëî→ íàèìåíüøèé(a, {e})↔ a = e)

èç òåîðåìû

∀ab(b− set & b ⊆ R→ íàèìåíüøèé(a, b)↔ a ∈ b & ∀c(c ∈ b→ a ≤ c))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a = b↔ a ∈ {b})
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Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü è åå îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäå-
íèå õ9 ýëåìåíòàðíî. Â îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ12 êâàí-
òîðà îáùíîñòè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ17 ñóùåñòâåííîãî àíòåöåäåí-
òà êâàíòîðà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå óòâåðæäåíèÿ c ∈ b. Ïåðå-
ìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå
- "ïðèíàäëåæèò". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò çàãîëîâîê îòëè÷åí îò ñèìâîëà
"íå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðîùýêâ" îïðåäåëÿåò ïî õ18 óêàçàí-
íóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðå-
çóëüòàò õ23 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ17 èñõîäíîé òåîðåìû ïðè ïîìî-
ùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà". Ïîñëå ïðîâåðêè òîãî, ÷òî ïîëó÷åííûé òåðì - êâàíòîðíàÿ
èìïëèêàöèÿ, íå ñîäåðæàùàÿ ñèìâîëà "äëÿëþáîãî" â ñâîåì êîíñåêâåíòå,
ýòîò òåðì ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(d) Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíîå òîæäåñòâî, äåêîìïîçèðóþùåå îäèí
èç ÷èñëîâûõ àòîìîâ îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè äëÿ ïîñëåäóþùåé ñâåðòêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀dfAC(¬(âåðîÿòíîñòü(A, C) = 0) & d− set & f − set & A− set &
d ∈ ñîáûòèÿ(C) & f ∈ ñîáûòèÿ(C) & A ∈ ñîáûòèÿ(C) & âåðïðîñòðàíñòâî(C)→
óñëâåðîÿòí(d ∪ f, A,C) = −óñëâåðîÿòí(d ∩ f, A,C) + óñëâåðîÿòí(d,A, C) +
óñëâåðîÿòí(f, A,C))

èç òåîðåìû

∀ABC(A−set & B−set & ¬(âåðîÿòíîñòü(A, C) = 0) & B ∈ ñîáûòèÿ(C) & A ∈
ñîáûòèÿ(C) & âåðïðîñòðàíñòâî(C)→ óñëâåðîÿòí(B, A, C) =
âåðîÿòíîñòü(A ∩B, C)/âåðîÿòíîñòü(A, C))

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀bde(¬(d = 0) & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ b/d + e/d = (b + e)/d)

∀ABC(A− set & B − set & A ∈ ñîáûòèÿ(C) & B ∈ ñîáûòèÿ(C) &
âåðïðîñòðàíñòâî(C)→ âåðîÿòíîñòü(A ∪B, C) = âåðîÿòíîñòü(A, C) +
âåðîÿòíîñòü(B, C)− âåðîÿòíîñòü(A ∩B, C))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåî-
ðåìà - òîæäåñòâî, è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ.
Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè ðàâíî 2, è
ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå -
"äðîáü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì îïðåäåëÿåò ïî õ13 ïåðâóþ äîïîëíè-
òåëüíóþ òåîðåìó õ14. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîí-
ñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
õ16, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ13. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëî-
âîê òîãî îïåðàíäà õ20 îïåðàöèè õ17, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé. Â
íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ õ22 àññîöèà-
òèâíà è êîììóòàòèâíà. Åñëè îïåðàöèÿ õ13 êîììóòàòèâíà, òî â êà÷åñòâå õ23
âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå ïðîèçâîëüíîãî îïåðàíäà îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè õ11,
èíà÷å - âõîæäåíèå îïåðàíäà îïåðàöèè õ11, ðàñïîëîæåííîãî òàê æå, êàê
îïåðàíä õ20 îïåðàöèè õ17. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà
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"âåðîÿòíîñòü(A∩B, C)". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îñòàâ-
øåãîñÿ îïåðàíäà îïåðàöèè õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåðîÿòíîñòü(A, C)".
Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ23, ïåðåìåííîé
õ26 - ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ24.

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿåìîãî òåðìà
õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - A, B, . Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþ-
ùèé òåðì èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî ïàðàìåòðû âêëþ÷àþòñÿ
â ñïèñîê õ27. Ñðåäè ïåðåìåííûõ õ27 âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ29, èìåþùàÿ
åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ28 è âñòðå÷àþùàÿñÿ â òåðìå õ25. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ B. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îñòàëüíûå ïåðåìåííûå ñïèñêà
õ27 èìåþò áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ â òåðì õ28. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ25 - ÷èñ-
ëîâîé àòîì îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ12. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî
çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåðîÿòíîñòü".

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîñìîòð ðàçäåëà áàçû òåîðåì, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèì-
âîëó õ31. Ðàññìàòðèâàåòñÿ òîæäåñòâî õ33 ýòîãî ðàçäåëà, èìåþùåå õàðàê-
òåðèñòèêó "÷èñëçíà÷", ïðè÷åì òàêîå, ÷òî çàãîëîâêîì îäíîé èç åãî ÷àñòåé
ñëóæèò õ31, à äðóãîé - õ22. Â íàøåì ïðèìåðå õ33 - âòîðàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ
òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â õ33
ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå èìååì:

∀abc(a− set & b− set & a ∈ ñîáûòèÿ(c) & b ∈ ñîáûòèÿ(c) &
âåðïðîñòðàíñòâî(c)→ âåðîÿòíîñòü(a ∪ b, c) = âåðîÿòíîñòü(a, c) +
âåðîÿòíîñòü(b, c)− âåðîÿòíîñòü(a ∩ b, c))

Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðå-
ìû õ35, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ31, ïåðåìåííîé õ40 - ïðîòèâîïîëîæ-
íàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû òåðìà õ40 âêëþ÷àþòñÿ â ïàðà-
ìåòðû òåðìà õ39. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê
ïàðàìåòðàì òåðìà õ39 ïåðåìåííîé õ29. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì ñïèñîê
a, b, c, B. Ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "Óíèôèêàöèÿ" îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâ-
êà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ41, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ39 è õ25. Â íàøåì
ïðèìåðå - òåðìû "âåðîÿòíîñòü(a ∪ b, c)" è "âåðîÿòíîñòü(A ∩ B, C)". Îïå-
ðàòîðó "Óíèôèêàöèÿ" ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâà èç áàçû òåî-
ðåì äëÿ îòîæäåñòâëåíèÿ çàãîëîâêîâ óíèôèöèðóåìûõ òåðìîâ. Ïåðåìåííîé
õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïîäñòàâëÿåìûõ òåðìîâ, ïåðåìåííîé õ43 - ñïèñîê
óòâåðæäåíèé, êîòîðûå äîëæíû áûòü èñòèííûìè, ÷òîáû ìîæíî áûëî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ óêàçàííûìè òîæäåñòâàìè.

Â íàøåì ïðèìåðå õ42 - íàáîð âûðàæåíèé "d ∩ A", "A ∩ f", "C", "d ∪ f".
Ñïèñîê õ43 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "d− set", "A− set", "f − set".

Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâ-
êè S ê óòâåðæäåíèÿì ñïèñêà õ12 è ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ35. Ïåðåìåí-
íîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð õ22 - ÷ëåíîâ âûðàæåíèÿ õ40. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "âåðîÿòíîñòü(a, c)", "âåðîÿòíîñòü(b, c)" è "−âåðîÿòíîñòü(a ∩ b, c)".

Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ46. Äëÿ åãî çàïîëíåíèÿ ïðîñìàòðèâàþòñÿ
ýëåìåíòû õ47 ñïèñêà õ45. Îòäåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïåðâîãî ýëåìåí-
òà "âåðîÿòíîñòü(a, c)". Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â
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îïðåäåëÿþùåì ïîäòåðìå õ11 èñõîäíîé òåîðåìû âõîæäåíèÿ õ23 íà âûðà-
æåíèå õ47. Â íàøåì ñëó÷àå - "âåðîÿòíîñòü(a, c)/âåðîÿòíîñòü(A, C)". Ïåðå-
ìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê âûðà-
æåíèþ õ48. Â íàøåì ñëó÷àå - "âåðîÿòíîñòü(d ∩ A, C)/âåðîÿòíîñòü(A, C)".
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå õ50 ñ ïîñûëêàìè õ44 è óñëîâèåì õ49.
Öåëè çàäà÷è - "äëèíà", "óïðîñòèòü". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ51.
Â íàøåì ñëó÷àå - "óñëâåðîÿòí(d,A,C)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ51
èìååò åäèíñòâåííûé ÷èñëîâîé àòîì, ïîñëå ÷åãî îíî çàíîñèòñÿ â íàêîïèòåëü
õ46. Ïðè íàðóøåíèè ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ - îòêàò ê ïðîäîëæåíèþ ïîïûòîê
óíèôèêàöèè.

Â ñëó÷àå óñïåøíîãî çàïîëíåíèÿ íàêîïèòåëÿ õ46, ïî îêîí÷àíèè öèêëà ïðî-
ñìîòðà ñïèñêà õ45, âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ47 ñíîâà îêàçûâàþòñÿ íå
îïðåäåëåíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ46 ñîñòîèò èç âûðàæåíèé "óñëâåðîÿòí(d,A,
C)", "óñëâåðîÿòí(f, A,C)", "−óñëâåðîÿòí(d ∩ f, A,C)". Ïåðåìåííîé õ47
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê âûðàæåíèþ õ8. Â
íàøåì ïðèìåðå èìååì "óñëâåðîÿòí(d ∪ f, A,C)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ44, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ
õ47 ðåçóëüòàòó ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ22 âûðàæåíèé õ46. Ýòà èìïëèêà-
öèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

(e) Ïîïûòêà ðàçâåðòêè óñëîâèé âêëþ÷åíèÿ ëèáî íåïåðåñå÷åíèÿ êëàññîâ è ïðè-
ìåíåíèÿ ê ïîäóòâåðæäåíèþ ðåçóóëüòàòà ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàð-
òèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abi(a− set & b− set & a ⊆ Dom(i) & b ⊆ Dom(i) & i−ôóíêöèÿ &
âçàèìíîîäíîçíà÷íî(i)→ îáðàç(i, a) ⊆ îáðàç(i, b)↔ a ⊆ b)

èç òåîðåìû

∀af (a − set & f − ôóíêöèÿ & a ⊆ Dom(f) → setx(∃y(y ∈ a & x = f(y))) =
îáðàç(f, a))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abf (f −ôóíêöèÿ & a ∈ Dom(f) & b ∈ Dom(f) & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)→
f(a) = f(b)↔ a = b)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåî-
ðåìà - òîæäåñòâî, è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åå àíòåöåäåíòîâ.
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí
èìååò çàãîëîâîê "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðå-
îáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû íà íîâûå ïåðåìåííûå. Â íàøåì
ïðèìåðå èìååì:

∀cb(b − set & c − ôóíêöèÿ & b ⊆ Dom(c) → setd(∃e(e ∈ b & d = c(e))) =
îáðàç(c, b))

Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ àíòåöåäåíòîâ èñõîä-
íîé òåîðåìû è òåîðåìû õ14. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùàÿ
÷àñòü òåîðåìû õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "setd(∃e(e ∈ b & d = c(e)))". Ïî
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î÷åðåäè ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ: ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ëèáî
óòâåðæäåíèå "ñîäåðæèòñÿ(õ13 õ17)", ëèáî "íåïåðåñåê(õ13 õ17)". Â íàøåì
ïðèìåðå õ18 èìååò âèä "setx(∃y(y ∈ a & x = f(y))) ⊆ setd(∃e(e ∈ b & d =
c(e)))". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ19 ñ ïîñûëêàìè õ15 è åäèíñòâåííûì
óñëîâèåì õ18. Åå öåëè - "ðåäàêöèÿ", "ðàçâåðòêà". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïå-
ðåìåííîé õ20. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "∀y(y ∈ a → ∃e(c(e) =
f(y) & e ∈ b))".

Â óòâåðæäåíèè õ20 íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ21 ðàâåíñòâà, îáå ÷àñòè êîòî-
ðîãî èìåþò ñâîèì çàãîëîâêîì îäèí è òîò æå ëîãè÷åñêèé ñèìâîë õ22. Â
íàøåì ïðèìåðå õ21 - ðàâåíñòâî "c(e) = f(y)", õ22 - ñèìâîë "çíà÷åíèå".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "Ðàâíî" îïðåäåëÿåò ïî õ22 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðå-
îáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåî-
ðåìó è â òåîðåìó õ14. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

∀igh(i − ôóíêöèÿ & g ∈ Dom(i) & h ∈ Dom(i) & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(i) →
i(g) = i(h)↔ g = h)

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ25. Â íàøåì
ïðèìåðå - "i(g) = i(h)". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåííûé ñïè-
ñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ29 è õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - g, h, i, a, b, c, f .
Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ30, óíèôèöèðóþùàÿ òåð-
ìû õ21 è õ29. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìå-
íåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ25. Â íàøåì ïðèìåðå -
"i − ôóíêöèÿ", "e ∈ Dom(i)", "y ∈ Dom(i)", "âçàèìíîîäíîçíà÷íî(i)". Ïå-
ðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ òåðìà õ20. Â
íàøåì ïðèìåðå - e, y. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé
íàáîðà õ32, ïàðàìåòðû êîòîðûõ íå ïåðåñåêàþòñÿ ñî ñïèñêîì õ33. Â íàøåì
ïðèìåðå - "i − ôóíêöèÿ", "âçàèìíîîäíîçíà÷íî(i)". Ïåðåìåííîé õ35 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê
óòâåðæäåíèÿì õ15 ñî ñïèñêîì õ34. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèþ õ20. Â íàøåì ïðèìåðå -
"∀y(y ∈ a → ∃e(i(e) = i(y) & e ∈ b))". Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå òåðì õ36, ñîîòâåòñòâóþùåå âõîæäåíèþ ðàâåíñòâà õ21 â òåðì õ20.
Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå ðàâåíñòâà i(e) = i(y).

Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ35 ñ óòâåðæäåíèÿìè
èç îáëàñòè âõîæäåíèÿ õ37. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñ-
êà õ32, íå âõîäÿùåå â ñïèñîê õ34, ÿâëÿåòñÿ ñëåâòñèåì óòâåðæäåíèé õ38.
Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê çà-
ìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - "e = y". Ïåðåìåííîé õ40
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ36 âõîæäåíèÿ õ37 íà óòâåðæäå-
íèå õ39. Â íàøåì ïðèìåðå - "∀y(y ∈ a → ∃e(e = y & e ∈ b))". Ïåðåìåííîé
õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ òåðìà õ40 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê
õ35. Â íàøåì ïðèìåðå - "a ⊆ b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ42 ýëå-
ìåíòàðíîå. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "P (õ8, Q)", ãäå
P - çàãîëîâîê òåðìà õ18 (â íàøåì ïðèìåðå - "ñîäåðæèòñÿ"), Q - îïðåäå-
ëÿþùàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ14 (â íàøåì ïðèìåðå - "îáðàç(f, a)". Íàõîäèòñÿ
ðåçóëüòàò õ44 ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèþ õ43. Çàòåì ñî-
çäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ35, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò
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ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ44 è õ42. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(f) Ïðîâåðêà äèñòðèáóòèâíîñòè äâóìåñòíîé îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abf (Dom(b) = Dom(f) & Val(b) ⊆ R & Val(f) ⊆ R & b−ôóíêöèÿ &
f −ôóíêöèÿ & a− ÷èñëî→ a(b + f) = ab + af)

èç òåîðåìû

∀af (a− ÷èñëî & f −ôóíêöèÿ & Val(f) ⊆ R→ af = λx(af(x), x ∈ Dom(f)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab + ac = a(b + c))

Â ïåðâûõ äâóõ òåîðåìàõ èìåþòñÿ â âèäó îïåðàöèè "÷èñëêîýôô" è "ïëþñ-
ôóíê", â òðåòüåé - îáû÷íûå óìíîæåíèå è ñëîæåíèå.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåî-
ðåìà - òîæäåñòâî, è ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿþ-
ùåãî òåðìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïèñàòåëü "îòîáðàæå-
íèå". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ñðåäè ïàðàìåò-
ðîâ òåðìà õ8 âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - f . Ïðîâåðÿ-
åòñÿ íàëè÷èå àíòåöåäåíòà "ôóíêöèÿ(õ13)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïîäòåðì õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 âñòðå÷àåòñÿ â ïîñëåäíåì êîðíåâîì îïå-
ðàíäå îïèñàòåëÿ õ14 (îí çàäàåò çíà÷åíèå ôóíêöèè) ëèøü îäíîêðàòíî. Ïå-
ðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â õ14 ïîäòåðìà âèäà "çíà÷åíèå(õ13
Q)". Â íàøåì ïðèìåðå - ïîäòåðìà f(x). Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ17,
íåïîñðåäñòâåííûì îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò õ16. Ïåðåìåííîé õ18 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî ýòîìó âõîæäåíèþ. Â íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæåíèå".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "äèñòðèáðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò ïî õ18 óêàçàí-
íóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå åå êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé õ22 - âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
õ21, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - ÷àñòè "a(b + c)".
Åñëè ñèìâîë õ18 íåêîììóòàòèâåí, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íîìåð îïåðàíäà õ16
âõîæäåíèÿ õ17 è íîìåð îïåðàíäà õ22 âõîæäåíèÿ õ21 ðàâíû. Ïåðåìåííîé
õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ22, íà êîòîðîì
ðàñïîëîæåí íåêîòîðûé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë õ24. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë
"ïëþñ".

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ25, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ b. Ñïèñîê õ12 ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ26 óòâåð-
æäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ13, è ïîäñïèñîê õ27 îñòàëüíûõ óòâåð-
æäåíèé. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "f − ôóíêöèÿ",
"Val(f) ⊆ R", õ27 - èç óòâåðæäåíèÿ "a − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ28 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèÿ õ26 ïåðåìåí-
íîé õ25 âìåñòî õ13. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ29, îòëè÷íàÿ îò õ25 è íå
âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåí-
íîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "îòîáðàæåíèå(õ29 ïðèíàäëåæèò(õ29 îá-
ëàñòü(õ13)) õ24(çíà÷åíèå(õ13 õ29)çíà÷åíèå(õ25 õ29)))". Â íàøåì ïðèìåðå
- "λc(f(c) + b(c), c ∈ Dom(f))".
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Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ12, õ28, ê êîòîðîìó
äîáàâëåíî óòâåðæäåíèå "ðàâíî(îáëàñòü(õ13) îáëàñòü(õ25))". Ðåøàåòñÿ çà-
äà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå õ32 ñ ïîñûëêàìè õ31 è óñëîâèåì õ30. Öåëè çàäà÷è
- "óïðîñòèòü", "ôóíê". Ïîñëåäíÿÿ öåëü îðèåíòèðóåò íà ñâåðòêó óñëîâèÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì îïåðàöèé íàä ôóíêöèÿìè. Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåí-
íîé õ33. Â íàøåì ïðèìåðå - "b+f", ãäå èìååòñÿ â âèäó ñèìâîë "ïëþñôóíê".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ33 íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "îòîáðàæåíèå".

Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "õ24(T1 T2)", ãäå T1 - ïîäòåðì
õ17, T2 - ðåçóëüòàò çàìåíû îïåðàíäà õ16 ïîäòåðìà õ17 íà òåðì "çíà÷å-
íèå(õ25 Q)". Â íàøåì ïðèìåðå õ34 èìååò âèä "af(x) + ab(x)". Ïåðåìåííîé
õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ17 â òåðì õ14 íà òåðì
õ34. Â íàøåì ïðèìåðå - "λx(af(x) + ab(x), x ∈ Dom(f))". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à
íà ïðåîáðàçîâàíèå õ36 ñ ïîñûëêàìè õ31 è óñëîâèåì õ35. Åå öåëè - "óïðî-
ñòèòü", "ôóíê". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ37. Â íàøåì ïðèìåðå -
"ab + af", ãäå èñïîëüçóþòñÿ ñèìâîëû "÷èñëêîýôô", "ïëþñôóíê". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ37 íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "îòîáðàæåíèå".

Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â òåðì õ8 âûðàæå-
íèÿ õ33 âìåñòî ïåðåìåííîé õ13. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåí-
òàìè õ31, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ38 è õ37.
Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

21. Ïîïûòêà ÷àñòè÷íîé ðåàëèçàöèè çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè ñ ïîìîùüþ îïðåäåëÿåìîãî óòâåðæäåíèÿ.

(a) Ïîïûòêà ïîëó÷åíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ óñëîâèÿ ðàçëè÷èÿ äâóõ
îáúåêòîâ çàäàííîãî òèïà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀afAB(¬(a = f) & Îòîáðàæåíèå(a, A,B) & Îòîáðàæåíèå(f, A,B)→
∃x(¬(a(x) = f(x)) & x ∈ A))

èç òåîðåìû

∀fAB(Îòîáðàæåíèå(f, A,B)↔ f −ôóíêöèÿ & Dom(f) = A & B − set &
Val(f) ⊆ B)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀fg(f −ôóíêöèÿ & g −ôóíêöèÿ→ f = g ↔ Dom(f) = Dom(g) &
∀x(x ∈ Dom(f)→ f(x) = g(x)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåî-
ðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ13 - íàáîð àíòåöåäåí-
òîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðûìè
îïðåäåëÿåìîãî òåðìà. Ñðåäè ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ12 âûáèðàåòñÿ ïå-
ðåìåííàÿ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - f . Ñïèñîê õ12 ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê
õ15 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ õ14, è ïîäñïèñîê õ16 îñòàëüíûõ óòâåðæäå-
íèé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå óòâåðæäåíèå íàáîð õ16 ÿâëÿåòñÿ ñîïðîâî-
æäàþùèì ïî î.ä.ç. äëÿ êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ15.Ñðåäè óòâåðæäåíèé
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õ15 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ17 äëèíû 2, çàãîëîâêîì êîòîðîãîñëóæèò íà-
çâàíèå òèïà îáúåêòà. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä "f−ôóíêöèÿ". Ñïðà-
âî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îïðåäåëåíèå" íàõîäèò ïî ñèìâîëó "ðàâíî" óêàçàí-
íóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ýêâè-
âàëåíòíîñòüþ, ïðè÷åì ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè
ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì äâóõ ðàçëè÷íûõ ïåðåìåí-
íûõ - íåêîòîðûõ ïåðåìåííûõ õ23 è õ24. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 - f , õ24 - g.
Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî óòâåðæäåíèÿ íå èìåþò ïàðàìåòðîâ, îòëè÷íûõ
îò õ23 è õ24 è ÷òî ñðåäè çàãîëîâêîâ åãî óòâåðæäåíèé âñòðå÷àåòñÿ çàãîëîâîê
óòâåðæäåíèÿ õ17. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ26, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû â èñõîäíîé òåîðåìå ïåðåìåííîé õ14 íà õ26, ïåðåìåí-
íîé õ28 - ðåçóëüòàò òàêîé æå çàìåíû â òåðìå õ8, ïåðåìåííîé õ29 - ñïèñîê
ðåçóëüòàòîâ ýòîé çàìåíû â óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå
õ27 èìååò âèä "∀aAB(Îòîáðàæåíèå(a, A,B) ↔ a − ôóíêöèÿ & Dom(a) =
A & B − set &
Val(a) ⊆ B)", õ28 - âèä "Îòîáðàæåíèå(a, A,B)", õ29 ñîñòîèò èç åäèíñòâåí-
íîãî óòâåðæäåíèÿ "B − set".

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ13, õ16, ñïèñêà àíòå-
öåäåíòîâ óòâåðæäåíèÿ õ27, ñïèñêà õ29, ê êîòîðîìó äîáàâëÿþòñÿ óòâåðæäå-
íèÿ õ8 è õ28. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ31, õ15
è ñïèñêà ðåçóëüòàòîâ çàìåíû â óòâåðæäåíèÿõ õ15 ïåðåìåííîé õ14 íà õ26.
Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû â óòâåðæäåíèÿõ
õ25 ïåðåìåííûõ õ23 è õ24 íà õ14 è õ26. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî
õ34, ïîñûëêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ õ32, à óñëîâèåì - êîíúþíê-
öèÿ óòâåðæäåíèé õ33. Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ îòâåòà "èñòèíà" íàõîäèòñÿ ðåçóëü-
òàò õ35 çàìåíû ïåðåìåííûõ õ23 è õ24 íà õ14 è õ26 â îòðèöàíèè ïîäòåð-
ìà õ22. Â íàøåì ïðèìåðå õ35 èìååò âèä "¬(Dom(f) = Dom(a) & ∀x(x ∈
Dom(f) → f(x) = a(x)))". Òåðì õ35 óïðîùàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçî-
âàíèå îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ32, è ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ36. Â íàøåì ïðèìåðå - "∃x(¬(a(x) = f(x)) & x ∈ Dom(a))". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî òåðì õ36 èìååò çàãîëîâîê "ñóùåñòâóåò". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ,
àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ31 è "íå(ðàâíî(õ14 õ26))",
à êîíñåêâåíòîì - õ36. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

22. Ðàçâåðòêà ïî îïðåäåëåíèþ, èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì è îáðàòíàÿ
ñâåðòêà.

(a) Óñìîòðåíèå òðàíçèòèâíîãî îòíîøåíèÿ â îïðåäåëåíèè ñâîéñòâà ôóíêöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bf (∀c(c− íàòóðàëüíîå→ b(c) ≤ f(c)) & lim(f) = −∞ &
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(b, R) & ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R)→ lim(b) = −∞)

èç òåîðåìû
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∀f (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R)→ lim(f) = −∞↔ ∀a(a− ÷èñëî→
∃n(n− íàòóðàëüíîå & ∀m(m− íàòóðàëüíîå & n < m→ f(m) < a))))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀cde(e < c & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & d ≤ e→ d < c)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåî-
ðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðå-
äåëÿþùåé ÷àñòè. Âíóòðè ýòîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 ñèì-
âîëà "çíà÷åíèå". Ïåðâûì îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ12 ñëóæèò ïåðåìåííàÿ
õ13, âñòðå÷àþùàÿñÿ â îïðåäåëÿåìîì òåðìå, âòîðîé îïåðàíä ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - âõîæäåíèå òåðìà "f(m)", õ13 - ïå-
ðåìåííàÿ f , õ14 - òåðì m. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèé
òåðì òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ13 èìååò â íåì åäèíñòâåííîå
âõîæäåíèå è ÷òî ïàðàìåòðû òåðìà õ14 íå âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
òåðìà õ15. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå, íåïîñðåäñòâåííûì
îïåðàíäîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíîâ âõî-
æäåíèÿ õ16 ðàâíî 2, è ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ
õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - âõîæäåíèå íåðàâåíñòâà "f(m) < a", õ17 - ñèì-
âîë "ìåíüøå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ16 ðàñïîëîæåíî âíóòðè îïðåäåëÿþùåé
÷àñòè òîëüêî âíóòðè ïîäòåðìîâ ñ çàãîëîâêàìè "è", "èëè", "ñóùåñòâóåò",
ëèáî âíóòðè êîíñåêâåíòà êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè.

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "òðàíçèòîïåðàíä" îïðåäåëÿåò ïî õ17 óêàçàí-
íóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò ðîâíî äâà
ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòà. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòà ïàðà. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "e < c" è "d ≤ e". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ22. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò ðîâíî òðè ïåðåìåííûå.
Â íàøåì ïðèìåðå - c, d, e. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ24 ñïèñêà õ23, âõîäÿ-
ùàÿ â êàæäûé èç òåðìîâ ñïèñêà õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ e.
Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâêîì ñëóæèò ñèìâîë õ17. Âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå
õ26 ñïèñêà õ22, èìåþùåå çàãîëîâîê õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "e < c". Ïåðå-
ìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ26. Óñìàòðèâàåòñÿ,
÷òî ïîäòåðì õ16 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè S âìå-
ñòî ïåðåìåííûõ õ27 ê òåðìó õ26. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïîäñòàíîâêà âìåñòî
ïåðåìåííîé õ24 ïîäñòàâëÿåò ïîäòåðì õ12. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ27, îòëè÷íûé îò õ24. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ
c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íîìåðà îïåðàíäîâ âõîæäåíèé õ30 è õ25, íà êîòîðûõ
ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ29, ñîâïàäàþò. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïàðà ïåðåìåííûõ X, Y , íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðåìåííûå b, c. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ22,
îòëè÷íûé îò õ26. Â íàøåì ïðèìåðå - "d ≤ e". Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ34
ñïèñêà ïàðàìåòðîâ òåðìà õ33, îòëè÷íûé îò õ24. Â íàøåì ïðèìåðå - "d".
Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â òåðì õ33 âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ24 è õ34 âûðàæåíèé "çíà÷åíèå(õ13, Y )" è "çíà÷åíèå(X,Y )".
Â íàøåì ïðèìåðå - "b(c) ≤ f(c)".

Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "äëÿëþáîãî(Y åñëè ïðèíàäëå-
æèò(Y îáëàñòü(õ13))òî õ35)". Â íàøåì ïðèìåðå - "∀c(c ∈ Dom(f)→ b(c) ≤
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f(c))". Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåî-
ðåìû, ïåðåìåííîé õ38 - ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííîé õ13 íà X
â ñîäåðæàùèõ õ13 óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ37. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâà-
åòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ37 è õ38, ê êîòîðîìó äîáàâëåíû óòâåðæäåíèÿ
"ðàâíî(îáëàñòü(õ13) îáëàñòü(X))", õ36 è õ8. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííîé õ13 íà X â òåðìå õ8. Çàòåì ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ39 è êîíñåêâåíòîì õ40, êîòîðàÿ îáðàáàòû-
âàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(b) Ïîïûòêà ïðèìåíèòü îïðåäåëåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ ñâåðòêè ðàíåå âûâå-
äåííûõ òåîðåì òèïà äåêîìïîçèöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bd(b − set & d − set & b ⊆ R & d ⊆ R & îãðñâåðõó(b) & îãðñâåðõó(d) →
îãðñâåðõó(setx(∃yz(x = y + z & y ∈ b & z ∈ d))))

èç òåîðåìû

∀a(a− set & a ⊆ R→ îãðñâåðõó(a)↔ ∃b(âåðõíÿÿãðàíü(b, a)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abcd(b− set & d− set & b ⊆ R & d ⊆ R & âåðõíÿÿãðàíü(a, b) &
âåðõíÿÿãðàíü(c, d)→ âåðõíÿÿãðàíü(a + c, setx(∃yz(y ∈ b & z ∈ d &
x = y + z))))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü, è ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ýëåìåíòàðíîå îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâà-
åòñÿ îïðåäåëÿþùåå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ
ïðèñòàâêà. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå ïîä êâàíòîðîì ñó-
ùåñòâîâàíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ïîäåðì õ16
ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåðõíÿÿãðàíü(b, a)". Ïå-
ðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ
õ14. Â íåì âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ18, èìåþùåå ïîäòåðì õ16. Â íàøåì
ïðèìåðå õ18 - "âåðõíÿÿãðàíü(b, a)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå èñõîäíîé òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðà-
ìè òåðìà õ18. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû õ22 òîãî ðàçäåëà, ê êîòîðîìó
îòíîñèòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 - óêàçàííàÿ âûøå
äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ22 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ.
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ åå êîíñåêâåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãî-
ëîâîê ñîâïàäàåò ñ çàãîëîâêîì óòâåðæäåíèÿ õ18 è ÷òî õ23 ñîäåðæèò çàãî-
ëîâîê òåðìà õ16. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà
õ18. Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðàÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ24
ïåðåâîäèò õ18 â õ23, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà îïåðàíäîâ êîììóòàòèâíûõ
ñèìâîëîâ.

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî îòëè÷íîãî îò õ18 ýëåìåíòà ñïèñêà
õ17 ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê íåìó ïîäñòàíîâêè S ÿâëÿåòñÿ ñëîåäñòâèåì
óòâåðæäåíèé õ26. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ
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ïîäñòàíîâêè S ê îïðåäåëÿåìîìó óòâåðæäåíèþ õ9. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò âèä "îãðñâåðõó(setx(∃yz(y ∈ b & z ∈ d & x = y + z))))".

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ26 ñ íàáîðîì ðåçóëü-
òàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðå-
ìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èñõîä-
íîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Â
íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀e(e− set & e ⊆ R→ îãðñâåðõó(e)↔ ∃f (âåðõíÿÿãðàíü(f, e)))

Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè êîíñåâêåíòà òåîðå-
ìû õ29, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "ñóùåñòâóåò", ïåðåìåííîé õ33 - íàáîð
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì õ32, ïåðåìåííîé õ34
- ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ33, ïåðåìåííîé õ35 - ñâÿçûâàþùàÿ ïðè-
ñòàâêà êâàíòîðà õ32.

Â íàøåì ïðèìåðå õ28 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "b− set", "d− set", "b ⊂ R",
"d ⊂ R", "âåðõíÿÿãðàíü(c, d)", "setx(∃yz(y ∈ b & z ∈ d & x = y + z))− set)",
"setx(∃yz(y ∈ b & z ∈ d & x = y + z)) ⊆ R)". Ñïèñîê õ33 - èç åäèíñòâåííîãî
óòâåðæäåíèÿ "âåðõíÿÿãðàíü(f, e)".

Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïîäñòàíîâêè R íåêîòîðûõ òåðìîâ âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ34 â óâåðæäåíèÿ õ33, ïåðåâîäÿùèå èõ â ïîäíàáîð õ38 óòâåð-
æäåíèé õ28. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäñòàíîâêà R ïåðåâîäèò êàæäóþ ïåðåìåí-
íóþ ñïèñêà õ35 â òàêóþ ïåðåìåííóþ, êîòîðàÿ íå âñòðå÷àåòñÿ â òåðìå õ27
è â òåðìàõ ñïèñêà õ28, íå âõîäÿùèõ â ñïèñîê õ38. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ28 è õ38, ïåðåìåííîé õ40 - ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ29. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ40 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ39. Â
ýòîì ñëó÷àå ê ñïèñêó õ28 äîáàâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè
R ê ïîäòåðìó õ31 Çàòåì - ïåðåõîä ê ðàññìîòðåíèþ î÷åðåäíîé ïîäñòàíîâ-
êè R. Â íàøåì ïðèìåðå òàêèì îáðàçîì ê ñïèñêó õ28 äîáàâëåíû ýëåìåíòû
"îãðñâåðõó(b)", "îãðñâåðõó(d)".

Ïî îêîí÷àíèè öèêëà ïåðå÷èñëåíèÿ ïîäñòàíîâîê R âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ
ñ õ37 ñíîâà îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ28 áûë
ðàñøèðåí. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ28 è êîíñåêâåíòîì õ27.
Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

(c) Äèçúþíêòèâíàÿ äåêîìïîçèöèÿ àíòåöåäåíòà îïðåäåëÿþùåé èìïëèêàöèè ñ
ïîñëåäóþùåé ñâåðòêîé â áåñêâàíòîðíûå óòâåðæäåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bef (b− set & e− set & f − set→ e ∪ f ⊆ b↔ e ⊆ b & f ⊆ b)

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set→ a ⊆ b↔ ∀c(c ∈ a→ c ∈ b))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(b− set & c− set→ a ∈ b ∪ c↔ a ∈ b ∨ a ∈ c)
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåî-
ðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðå-
äåëÿþùåé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ÷àñòü - êâàíòîð îáùíîñòè. Ïåðå-
ìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà, ïåðåìåííîé õ13 -
ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ14 - êîíñåêâåíò. Ñðåäè àíòåöåäåíòîâ âû-
áèðàåòñÿ ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå õ15, çàãîëîâîê õ16 êîòîðîãî îòëè÷åí
îò ñèìâîëà "íå". Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - "c ∈ a", õ16 - ñèìâîë "ïðèíàä-
ëåæèò". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèÿ õ15 íå âêëþ÷àþòñÿ â
ñïèñîê õ12.

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðîùäí" îïðåäåëÿåò ïî õ16 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòå-
öåäåíòà õ15 âíóòðè èìïëèêàöèè õ11. Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò
ðåçóëüòàò õ22 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ19 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀bef (e ∪ f − set & b− set & e− set & f − set→ e ∪ f ⊆ b↔ ∀c((c ∈ e ∨
c ∈ f)→ c ∈ b))

Òåîðåìà õ22 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" ïðè ðàçáëîêèðîâ-
êå ïðèåìîâ, èñòî÷íèêîì êîòîðûõ ñëóæèò ñòàðòîâàÿ òåîðåìà ÿ÷åéêè âûâî-
äà. Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(d) Ïîïûòêà ïðèìåíèòü ïåðåãðóïïèðîâî÷íîå ëèáî ïîãëîùàþùåå òîæäåñòâî ê
îïðåäåëÿþùåìó ýëåìåíòàðíîìó óòâåðæäåíèþ, ÷òîáû çàòåì ñâåðíóòü åãî
ïî òîìó æå ñàìîìó îïðåäåëåíèþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdf (¬(f = 0) & c− öåëîå & d− öåëîå & f − öåëîå→ cf |df ↔ c|d)

èç òåîðåìû

∀mn(¬(m = 0) & m− öåëîå & n− öåëîå→ m|n↔ (n/m)− öåëîå)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀cdf (¬(c = 0) & ¬(f = 0) & c−÷èñëî & d−÷èñëî & f−÷èñëî→ (df)/(cf) =
d/c)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðå-
ìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ,
ïåðåìåííîé õ13 - ýëåìåíòàðíîå îïðåäåëÿþùåå óòâåðæäåíèå. Âíóòðè îïðå-
äåëÿþùåé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 íåîäíîáóêâåííîãî ïîä-
òåðìà ñ çàãîëîâêîì õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "n/m";
õ15 - ñèìâîë "äðîáü". Ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì "ïîãëîùàåòñÿ", "Ñî-
êðàùåíèå", "ïåðåñòàíîâêè" íàõîäÿò ïî ñèìâîëó õ15 óêàçàííóþ âûøå äî-
ïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ20
ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ åå ïîìîùüþ âõîæäåíèÿ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä:

∀cdf (¬(cf = 0) & cf − öåëîå & df − öåëîå & ¬(c = 0) & ¬(f = 0) & c −
÷èñëî & d− ÷èñëî & f − ÷èñëî→ (cf)|(df)↔ (d/c)− öåëîå)
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Òåîðåìà õ20 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà", è ðåçóëüòàò ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Ïðåäâàðèòåëüíî ñíèìàåòñÿ áëîêèðîâêà ïðèå-
ìîâ, îñíîâàííûõ íà óæå èìåþùèõñÿ â ñïèñêå âûâîäà òåîðåìàõ.

(e) Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü äèñòðèáóòèâíóþ ðàçâåðòêó, óñëîâíóþ óïðîùàþ-
ùóþ ýêâèâàëåíòíîñòü è ïîñëåäóþùóþ ñâåðòêó ïî îïðåäåëåíèþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bde(d|b & b− öåëîå & d− öåëîå & e− öåëîå→ d|(b + e)↔ d|e)

èç òåîðåìû

∀mn(¬(m = 0) & m− öåëîå & n− öåëîå→ m|n↔ (n/m)− öåëîå)

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀bde(¬(d = 0) & b−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî→ (b/d)+(e/d) = (b+e)/d)

∀mn(n− ÷èñëî & m− öåëîå→ (m + n)− öåëîå↔ n− öåëîå)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðå-
ìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ,
ïåðåìåííîé õ13 - ýëåìåíòàðíîå îïðåäåëÿþùåå óòâåðæäåíèå. Âíóòðè îïðå-
äåëÿþùåé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 íåîäíîáóêâåííîãî ïîä-
òåðìà ñ çàãîëîâêîì õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "n/m";
õ15 - ñèìâîë "äðîáü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "äèñòðèáðàçâåðòêà" íà-
õîäèò ïî õ15 óêàçàííóþ âûøå ïåðâóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð
"òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ20 ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ åå ïîìîùüþ âõî-
æäåíèÿ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì:

∀bde(¬(d = 0) & d− öåëîå & (b + e)− öåëîå & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
e− ÷èñëî→ d|(b + e)↔ (b/d) + (e/d)− öåëîå)

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû õ20.
Â íàøåì ïðèìåðå - "(b/d) + (e/d)− öåëîå". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - "öåëîå".

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðîùýêâ" íàõîäèò ïî õ23 óêàçàííóþ âûøå
âòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðå-
çóëüòàò õ28 ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ åå ïîìîùüþ âõîæäåíèÿ õ22. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ28 èìååò âèä:

∀bde(¬(d = 0) & d− öåëîå & (b + e)− öåëîå & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
e− ÷èñëî & (e/d)− ÷èñëî & (b/d)− öåëîå→ d|(b + e)↔ (e/d)− öåëîå)

Åñëè òåðì õ13 èìååò çàãîëîâîê õ29, òî ïðåäïðèíèìàþòñÿ ïîïûòêè èñïîëü-
çîâàòü âòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèé â
òåîðåìó õ28 ñèìâîëà õ29. Â èòîãå òåîðåìà õ28 â íàøåì ïðèìåðå ïðèîáðå-
òàåò ñëåäóþùèé âèä:

∀bde(¬(d = 0) & d− öåëîå & (b + e)− öåëîå & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
e− ÷èñëî & (e/d)− ÷èñëî & d|b & b− öåëîå & e− öåëîå→ d|(b + e)↔ d|e)

Ñíèìàþòñÿ áëîêèðîâêè ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà óæå èìåþùèõñÿ â ñïèñêå
âûâîäà òåîðåìàõ. Òåîðåìà õ28 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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23. Ïîïûòêà âàðüèðîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ.

(a) Ïîïûòêà ïðèìåíèòü îïðåäåëåíèå ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè äëÿ ñâåðòêè
ðàíåå âûâåäåííûõ òåîðåì òèïà äåêîìïîçèöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ac(áåñêìàëàÿ(a) & áåñêìàëàÿ(c) → áåñêìàëàÿ(λn(a(n) + c(n), n − íàòó-
ðàëüíîå)))

èç òåîðåìû

∀a(áåñêìàëàÿ(a)↔ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(a, R) & lim(a) = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abfg(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R) & ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(g, R) & a− ÷èñëî &
b−÷èñëî& lim(f) = a & lim(g) = b→ lim(λn(f(n)+g(n), n−íàòóðàëüíîå)) =
a + b)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ýëåìåíòàðíîå îïðåäåëÿåìîå óòâåðæäåíèå, ïåðåìåííîé õ12 - îïðåäåëÿþ-
ùåå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ12 - ñèìâîë "è". Ïåðåìåí-
íîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü ïîäòåðìîâ
òåðìà õ12 îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò ýëåìåíò.
Â íàøåì ïðèìåðå - "lim(a)". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåð-
ìà õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðåäåëïîñëåä". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñîäåðæàùèé ïîäòåðì õ15 ýëåìåíò ñïèñêà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå -
"lim(a) = 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû òåðìà õ17 ñîäåðæàò âñå ïåðå-
ìåííûå èñõîäíîé òåîðåìû.

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû õ21 ðàçäåëà áàçû òåîðåì, ê êîòîðîìó îòíîñèò-
ñÿ ñèìâîë õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ21 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, çàãîëîâîê
êîíñåêâåíòà õ22 êîòîðîé òàêîé æå, êàê ó òåðìà õ17, ïðè÷åì ýòîò êîíñå-
êâåíò ñîäåðæèò ñèìâîë õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî ñâÿçûâàþùàÿ ïðè-
ñòàâêà òåîðåìû õ21 èìååò íå áîëåå 5 ïåðåìåííûõ. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 -
óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé
ïàðàìåòð óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ23, ñîäåðæàùèõ ñèìâîë õ16, èìååò åäèí-
ñòâåííîå âõîæäåíèå â óòâåðæäåíèå õ22. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé àíòå-
öåäåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, çàãîëîâîê êîòîðîãî îòëè÷åí îò ñèìâîëà
"íå", èìååò òîëüêî òàêèå êîðíåâûå îïåðàíäû, ÷èñëî ïàðàìåòðîâ êîòîðûõ
íå áîëåå îäíîãî. Íàêîíåö, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ23
èìååò òàêîå óòâåðæäåíèå, ñîäåðæàùåå ñèìâîë õ16, ÷òî åãî çàãîëîâîê ñîâ-
ïàäàåò ñ çàãîëîâêîì óòâåðæäåíèÿ õ17.

Ââîäèòñÿ èíäèêàòîð èçìåíåíèé õ24, ïåðâîíà÷àëüíî ðàâíûé íóëþ, ïåðå-
ìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû, è èíèöè-
èðóåòñÿ ïóñòûì ñëîâîì íàêîïèòåëü õ26.

Çàòåì íà÷èíàåòñÿ öèêë ïðîñìîòðîâ ñîäåðæàùèõ õ16 óòâåðæäåíèé õ27 ñïèñ-
êà õ23, çàãîëîâîê êîòîðûõ òàêîé æå, êàê ó óòâåðæäåíèÿ õ17. Âûáèðàåòñÿ
ñïèñîê õ28 íå âñòðå÷àþùèõñÿ â óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ23 è â óòâåðæäåíèè
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õ22 ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ25. Ïåðåìåííîé õ29
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â èñõîäíîé òåîðåìå ïåðåìåííûõ õ25 íà ïå-
ðåìåííûå õ28, ïåðåìåííîé õ30 - ðåçóëüòàò òàêîé æå çàìåíû â óòâåðæäåíèè
õ17. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ27
è õ30, ïîñëå ÷åãî íàõîäèòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ31, óíè-
ôèöèðóþùàÿ òåðìû õ27 è õ30. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â îïðåäåëÿåìîì òåðìå õ9 ïåðåìåííûõ õ25 íà õ28, ïîñëå
÷åãî ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S
ê òåðìó õ33. Ê ñïèñêó õ26 äîáàâëÿåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîä-
ñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ29. Ñïèñîê õ23 çàìåíÿåòñÿ íà ñïè-
ñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îòëè÷íûì îò õ27 ýëåìåíòàì
ñïèñêà õ23, ê êîòîðîìó äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå õ34.

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå îòëè÷íûå îò õ17 ýëåìåíòû õ35 ñïèñêà
õ13. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ36 ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â õ35 ïåðåìåííûõ õ25
íà õ28, à çàòåì - ðåçóëüòàò õ37 ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèþ
õ36. Åñëè îí âõîäèò â ñïèñîê õ23, òî èñêëþ÷àåòñÿ èç äàííîãî ñïèñêà. Ïî
îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà ýëåìåíòîâ õ35 íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê
óòâåðæäåíèþ õ22 ïîäñòàíîâêè S, êîòîðûé ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ22. èíäèêàòîðó èçìåíåíèÿ õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ 1, è îòêàò ê ïîâòîðíîìó
ïðîñìîòðó óòâåðæäåíèé õ27 ñïèñêà õ23.

Ïîñëå òîãî, êàê íîâûé öèêë ïðîñìîòðà óòâåðæäåíèé õ27 íå ïðèíåñ íèêàêèõ
èçìåíåíèé, âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ27 îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû.
Â íàøåì ïðèìåðå â ýòîò ìîìåíò õ22 èìååò âèä "lim(λn(c(n) + a(n), n −
íàòóðàëüíîå)) = 0+0", õ23 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "0−÷èñëî", "0−÷èñëî",
"áåñêìàëàÿ(c)", "áåñêìàëàÿ(a)", ñïèñîê õ26 ïóñò.

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ23 è õ26, ïåðåìåííîé
õ28 - ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ22 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ27
ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåì ïðèìåðå - "lim(λn(c(n) +
a(n), n− íàòóðàëüíîå)) = 0".

Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå âñòðå÷àþùèõñÿ â óòâåðæäåíè-
ÿõ ñïèñêà õ27 è â óòâåðæäåíèè õ22 ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà
äëèíå ñïèñêà õ25. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåí-
íîé b. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â èñõîä-
íîé òåîðåìå ïåðåìåííûõ õ25 íà õ30, ïåðåìåííîé õ32 - ðåçóëüòàò òàêîãî
æå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â óòâåðæäåíèè õ17. Â íàøåì ïðèìåðå õ31 èìååò âèä
"∀b(áåñêìàëàÿ(b) ↔ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(b, R) & lim(b) = 0), õ32 - âèä
"lim(b) = 0". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ
õ28 è õ32. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b, c. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà R âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ33, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ28 è õ32. Ïåðåìåííîé õ35 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R ê óòâåðæäåíè-
ÿì ñïèñêà õ27 è ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ31. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå
îòëè÷íîå îò õ17 óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ13, ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â íåì ïå-
ðåìåííûõ õ25 íà õ30 è ïðèìåíåíèÿ ê íåìó ïîäñòàíîâêè R, îêàçûâàåòñÿ
ñëåäâòèåì óòâåðæäåíèé õ35. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïå-
ðåîáîçíà÷åíèÿ óòâåðæäåíèè õ9 ïåðåìåííûõ õ25 íà õ30 è ïîñëåäóþùåãî
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R.
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Äàëåå ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ35 è êîíñåêâåíòîì õ37. Ïå-
ðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè åå îïåðàòîðîì "íîðìòåî-
ðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ñîäåðæèò çàãîëîâîê ñàìîãî ñëîæ-
íîãî ïîäòåðìà óòâåðæäåíèÿ õ9, ïîñëå ÷åãî îí ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âû-
âîäà.

(b) Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî äëÿ îïåðàöèè íàä ôóíêöèåé, ó÷àñòâóþ-
ùåé â îïðåäåëåíèè ñâîéñòâà ôóíêöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bgh(íåïðåðûâíî(g, b) & Dom(g) ⊆ R & Val(g) ⊆ R & g −ôóíêöèÿ &
b− ÷èñëî & òèïïðåäåëà(h) & ëîêîïðåä(g, b, h)→ íåïðåðûâíî(λd(−g(d),
d ∈ Dom(g)), b))

èç òåîðåìû

∀fai(f−ôóíêöèÿ& a−÷èñëî&Dom(f) ⊆ R &Val(f) ⊆ R & òèïïðåäåëà(i) &
ëîêîïðåä(f, a, i)→ íåïðåðûâíî(f, a)↔ ïðåäåë(f, i, a) = f(a))

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀abfi(f −ôóíêöèÿ & ×èñëî(a) & b− ÷èñëî & òèïïðåäåëà(i) &
Ëîêîïðåä(f, a, i) & Dom(f) ⊆ R & Val(f) ⊆ R→ lim(f, i, a) = b
↔ ∀c(c− ÷èñëî & 0 < c→ ∃d(0 < d & d− ÷èñëî & ∀x(x− ÷èñëî &
x ∈ Îêðåñòíîñòü(a, d, i)→ |f(x)− b| < c))))

∀abghi(Dom(h) = g & g ⊆ R & Val(h) ⊆ R & h−ôóíêöèÿ & ×èñëî(a) &
òèïïðåäåëà(i) & Ëîêîïðåä(h, a, i) & b − ÷èñëî & ïðåäåë(h, i, a) = b →
lime→a\i(−h(e)) = −b)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåî-
ðåìà ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ13 - îïðåäåëÿþùåå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îíî ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïîäòåðìîâ
òåðìà õ13, èìåþùèõ íàèáîëüøóþ ñëîæíîñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê
îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì
ïðèìåðå - "ïðåäåë(f, i, a)". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà
õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðåäåë". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ16 íå ÿâëÿåòñÿ ïðå-
äèêàòíûì ñèìâîëîì. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îïðçíà÷" îïðåäåëÿåò ïî
õ16 óêàçàííóþ âûøå ïåðâóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ
òåîðåìû õ21 íàäðàçäåëà òîãî êîíöåâîãî ïóíêòà îãëàâëåíèÿ áàçû òåîðåì, â
êîòîðîì çàðåãèñòðèðîâàíà äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Â íàøåì ïðèìåðå õ21
- óêàçàííàÿ âûøå âòîðàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ21 -
êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî. Ïåðå-
ìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, êîòîðàÿ èìååò
çàãîëîâîê õ16, ïåðåìåííîé õ24 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ23 - âõîæäåíèå òåðìà "lime→a\i(−h(e))". Âíóòðè õ23 ðàñïîëîæåíî
âõîæäåíèå õ25 ñèìâîëà "îòîáðàæåíèå".

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ âòîðîé äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè ýëåìåíòàðíû. Ïåðåìåííîé õ27 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ òåðì ïî âõîæäåíèþ õ24. Â íàøåì ïðèìåðå - "−b". Ïðîâåðÿåòñÿ,
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÷òî îí ýëåìåíòàðåí. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöå-
äåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ12 è êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåð-
æäåíèÿ õ13, à êîíñåêâåíòîì - óòâåðæäåíèå õ8. Â íàøåì ïðèìåðå õ29 èìååò
âèä:

∀afi(f−ôóíêöèÿ& a−÷èñëî&Dom(f) ⊆ R &Val(f) ⊆ R & òèïïðåäåëà(i) &
ëîêîïðåä(f, a, i) & ïðåäåë(f, i, a) = f(a)→ íåïðåðûâíî(f, a))

Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà òåîðåìû õ29, âíóò-
ðè êîòîðîãî ðàñïîëàãàåòñÿ âõîæäåíèå õ31 òåðìà õ15. Â íàøåì ïðèìåðå
õ30 - âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò
ðåçóëüòàò õ32 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ31 ïðè ïîìîùè òåîðåìû õ21.
Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ32 îïåðàòî-
ðîì "íîðìòåîðåìà". Â íàøåì ïðèìåðå õ33 èìååò âèä:

∀bgh(g(b) = ïðåäåë(g, h, b) & Dom(g) ⊆ R & Val(g) ⊆ R & g −ôóíêöèÿ &
b− ÷èñëî & òèïïðåäåëà(h) & ëîêîïðåä(g, b, h)→ íåïðåðûâíî(λd(−g(d),
d ∈ Dom(g)), b))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ33 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, è ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê åå àíòåöåäåíòîâ, à ïåðåìåííîé õ35 - êîíñåêâåíò. Â òåðìå õ35
íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ36 ñèìâîëà "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ37 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàñïîëîæåííûõ â ïîñëåäíåì îïåðàíäå âõîæäåíèÿ õ36
ïåðåìåííûõ, îáîçíà÷àþùèõ ôóíêöèè. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííàÿ
ïåðåìåííàÿ g.

Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè óòâåðæäåíèé õ34 îïå-
ðàòîðîì "Íîðìàíòåöåäåíòû" ñ îïöèåé (ðàçäåëåíèå õ37). Ýòà îïöèÿ ôè-
ãóðèðóåò êàê äîïîëíèòåëüíàÿ öåëü çàäà÷è íà îïèñàíèå, îáðàáàòûâàþùåé
óòâåðæäåíèÿ õ34. Òàêàÿ öåëü, åñëè áû ñïèñîê õ37 áûë áîëåå ÷åì îäíî-
ýëåìåíòíûì, àêòèâèðîâàëà ïðèåìû, ðàçäåëÿþùèå óñëîâèÿ íà ïåðåìåííûå
õ37, áûòü ìîæåò, ñ óñèëåíèåì àíòåöåäåíòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå â ýòîì íåò
íàäîáíîñòè. Ñðàáàòûâàåò ëèøü ïðèåì, çàìåíÿþùèé óòâåðæäåíèå "g(b) =
ïðåäåë(g, h, b)" íà "íåïðåðûâíî(g, b)".

Äàëåå ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ38 è êîíñåêâåíòîì õ35, êî-
òîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(c) Ïîïûòêà îáðàòíîãî âûâîäà äëÿ îïðåäåëÿþùåé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀hkA(Dom(h) = Dom(k) & A− set & A ⊆ Dom(k) & Dom(k) ⊆ R &
Val(h) ⊆ R & Val(k) ⊆ R & h−ôóíêöèÿ & k−ôóíêöèÿ & íåïðåðûâíî(h,A)
& íåïðåðûâíî(k,A)→ íåïðåðûâíî(λe(h(e) + k(e), e ∈ Dom(k)), A))

èç òåîðåìû

∀fA(f −ôóíêöèÿ & A− set & A ⊆ Dom(f)→ íåïðåðûâíî(f, A)↔
∀x(x ∈ A→ íåïðåðûâíî(f, x)))

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀fai(f−ôóíêöèÿ & a−÷èñëî & Dom(f) ⊆ R & Val(f) ⊆ R & òèïïðåäåëà(i)
& ëîêîïðåä(f, a, i)→ íåïðåðûâíî(f, a)↔ ïðåäåë(f, i, a) = f(a))
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∀bhjk(íåïðåðûâíî(k, b) & íåïðåðûâíî(h, b) & Dom(k) = Dom(h) &
Dom(h) ⊆ R & Val(h) ⊆ R & h−ôóíêöèÿ & k −ôóíêöèÿ & b− ÷èñëî &
òèïïðåäåëà(j) & ëîêîïðåä(h, b, j)→
íåïðåðûâíî(λe(h(e) + k(e), e ∈ Dom(k)), b))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü, è ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ýëåìåíòàðíàÿ îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ÷àñòü - êâàíòîðíàÿ
èìïëèêàöèÿ ñ íåïóñòûì ñïèñêîì àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàè-
âàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé õ13 - çàãîëîâîê êîíñåêâåí-
òà. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "íåïðåðûâíî". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"îïðåäåëåíèå" íàõîäèò ïî õ13 óêàçàííóþ âûøå ïåðâóþ äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Îïðåäåëÿåòñÿ ðàçäåë îãëàâëåíèÿ áàçû òåîðåì, â êîòîðîì ðàñïî-
ëîæåí êîíöåâîé ïóíêò, ññûëàþùèéñÿ íà äàííóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû õ25 äàííîãî ðàçäåëà, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé
êàíòîðíûå èìïëèêàöèè ñ çàãîëîâêîì êîíñåêâåíòà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå
õ25 - óêàçàííàÿ âûøå âòîðàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà.

Çàìåòèì, ÷òî ôàêòè÷åñêè ïåðâàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà â ëîãè÷åñêîì
âûâîäå íå áóäåò ó÷àñòâîâàòü - îíà íóæíà ëèøü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàçäåëà,
ñîäåðæàùåãî âòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ òåî-
ðåìû õ25 íà ïåðåìåííûå, íå âñòðå÷àþùèåñÿ â èñõîäíîé òåîðåìå. Â íàøåì
ïðèìåðå èñõîäíàÿ òåîðåìà è âòîðàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà íå èìåëè îá-
ùèõ ïåðåìåííûõ, òàê ÷òî õ26 ñîâïàäàåò ñ õ25. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâà-
èâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ26, ïåðåìåííîé õ28 - êîíñåêâåíò èìïëèêà-
öèè õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ27 èìååò âèä "íåïðåðûâíî(λe(h(e) + k(e), e ∈
Dom(k)), b))", õ28 - âèä "íåïðåðûâíî(f, x)". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà èìïëèêàöèè õ11, ïåðåìåííîé õ30 - îáúåäèíåíèå íå
âõîäÿùèõ â õ29 ïàðàìåòðîâ òåìà õ28 ñ ïàðàìåòðàìè òåðìà õ27. Â íàøåì
ïðèìåðå õ29 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé x, õ30 - èç ïåðåìåííûõ
f, b, h, k. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ30, óíèôèöèðó-
þùàÿ òåðìû õ27 è õ28.

Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâ-
êè S ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ33 - ñïèñîê ðåçóëü-
òàòîâ ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòàíîâêè ê àíòåöåäåíòàì èìïëèêàöèè õ11. Â
íàøåì ïðèìåðå õ33 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ x ∈ A. Ïåðå-
ìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ26.

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ êîððåêöèÿ ñïèñêà õ34. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ34, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïàðàìåòðàìè òåðìà
õ27. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ j. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïè-
ñîê õ35 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà
õ34, ñîäåðæàùèõ ïàðàìåòð ñïèñêà õ35. Â íàøåì ïðèìåðå - "òèïïðåäåëà(j)",
"ëîêîïðåä(h, b, j)". Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ
êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì õ35 íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé
õ36. Â íàøåì ïðèìåðå - "∃j(òèïïðåäåëà(j) & ëîêîïðåä(h, b, j))". Îïðåäåëÿ-
åòñÿ ðåçóëüòàò õ39 óïðîùåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ38 îòíîñèòåëüíî óòâåðæäå-
íèé ñïèñêà õ34, íå âîøåäøèõ â ñïèñîê õ36, ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðà-
çîâàíèå. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîâïàäàåò ñ õ39. Çàòåì èç õ34 èñêëþ÷àþòñÿ
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óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ36 è äîáàâëÿþòñÿ êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäå-
íèÿ õ39.

Ïîñëå óêàçàííîé êîððåêöèè âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ35 îêàçûâàþòñÿ
íå îïðåäåëåíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ34 ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
"íåïðåðûâíî(k, b)", "íåïðåðûâíî(h, b)", "Dom(k) = Dom(h)", "Dom(h) ⊆
R", "Val(h) ⊆ R", "h−ôóíêöèÿ", "k−ôóíêöèÿ", "b−÷èñëî", "∃j(òèïïðåäå-
ëà(j) & ëîêîïðåä(h, b, j))".

Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâ-
êè S ê óòâåðæäåíèÿì õ34. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì: "íåïðåðûâíî(k, x)",
"íåïðåðûâíî(h, x)", "Dom(k) = Dom(h)", "Dom(h) ⊆ R", "Val(h) ⊆ R",
"h−ôóíêöèÿ", "k−ôóíêöèÿ", "x−÷èñëî", "∃j(òèïïðåäåëà(j) & ëîêîïðåä(
h, x, j))".

Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ35, ñîäåð-
æàùèõ ïåðåìåííûå íàáîðà õ29. Â íàøåì ïðèìåðå - "íåïðåðûâíî(k, x)",
"íåïðåðûâíî(h, x)", "x− ÷èñëî", "∃j(òèïïðåäåëà(j) & ëîêîïðåä(h, x, j))".

Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ïî ïåðåìåííûì
õ29, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ33, à êîíñåêâåíòîì -
êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ36. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíå-
íèå ñïèñêà õ32 ñ óòâåðæäåíèÿìè ñïèñêà õ35, íå âõîäÿùèìè â ñïèñîê õ36.
Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê
îïðåäåëÿåìîìó òåðìó èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "íåïðåðûâíî(
λe(h(e) + k(e), e ∈ Dom(k)), A))". Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" óòâåðæäåíèé õ38 îòíîñèòåëüíî
ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ39. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îá-
ðàáîòêè òåðìà õ37 çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé ïîñûëêè õ40 è öå-
ëè "óïðîñòèòü", "ñâåðòêà". Â íàøåì ïðèìåðå - "íåïðåðûâíî(h,A) & íåïðå-
ðûâíî(k, A)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ42 íå ñîäåðæèò êâàíòîðîâ.
Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ óòâåðæäå-
íèÿ õ40 è êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ õ42, à êîíñåêâåíòîì - óòâåð-
æäåíèå õ39. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(d) Ïåðåíåñåíèå îáùåãî ñâîéñòâà íàäòèïà îïðåäåëÿåìîãî òèïà íà ýòîò òèï.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD)→ ∀E(E − òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(BD) &
E ∈ îòðåçîê(AC)))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà→
ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) ↔ ÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD) & ïðÿìàÿ(AB) ‖
ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD)→ ∀E(E − òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(BD) &
E ∈ îòðåçîê(AC)))
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåî-
ðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ13 - íàáîð àíòåöåäåí-
òîâ. Â ñïèñêå õ12 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ14, íàáîð êîðíåâûõ îïåðàíäîâ
êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íàáîðîì êîðíåâûõ îïåðàíäîâ óòâåðæäåíèÿ õ8. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ14 - óòâåðæäåíèå "÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD)". Ïåðåìåííîé
õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ14. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû
õ19 òîãî ðàçäåëà áàçû òåîðåì, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ15. Â íàøåì
ïðèìåðå õ19 - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïðîâåðÿåÿ îòñóò-
ñòâèå ó äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû õàðàêòåðèñòèêè "òåîðåìàïðèåìà", óêà-
çûâàþùåé, ÷òî îíà áûëà ñîçäàíà èìåííî êàê òåîðåìà íåêîòîðîãî ïðèåìà.
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ19. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè íèõ èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò, è
îí ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ22. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 - óòâåðæäåíèå
"÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ22 èìååò çàãîëîâîê õ15.

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ14. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå èñõîäíîé òåîðåìû. Îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ23, ïåðåâîäÿùàÿ óòâåðæäåíèå
õ14 â õ22. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ25
- ïîäñïèñîê ñïèñêà õ21. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé
"A− òî÷êà", "B− òî÷êà", "C − òî÷êà", "D− òî÷êà". Ïåðåìåííîé õ26 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèþ õ8. Â íà-
øåì ïðèìåðå îí ñîâïàäàåò ñ õ8. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
çàìåíû óòâåðæäåíèÿ õ22 â ñïèñêå õ21 íà óòâåðæäåíèå õ26. Ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ27, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò êîíñåêâåíò
òåîðåìû õ19. Îíà ðåãèñòèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà, ïðè÷åì â êà÷åñòâå åå
õàðàêòåðèñòèê áåðóòñÿ âñå õàðàêòåðèñòèêè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.

(e) Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü îïðåäåëÿþùåå òîæäåñòâî äëÿ âàðüèðîâàíèÿ ýêâè-
âàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ðàâåíñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀c(¬(cos c = 0) & c− ÷èñëî→ sin c = 0↔ tg c = 0)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî & ¬(cos a = 0)→ tg a = sin a/ cos a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a = 0↔ a/b = 0)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ðàâåíñòâî, è ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïðåäåëÿåìîå âûðàæåíèå. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðå-
äåëÿþùåé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ12 - ñèìâîë ïî ýòîìó âõîæäåíèþ. Â íàøåì
ïðèìåðå - ñèìâîë "äðîáü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñîêðàùìîä" îïðå-
äåëÿåò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. âíóòðè ýòîãî âõîæäåíèÿ
íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ19 ñèìâîëà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 - âõîæäåíèå
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êîðíÿ ïîäòåðìà a/b. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ21 ïðå-
îáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ19 â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè èñõîä-
íîé òåîðåìû. Ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ òåîðåìû õ21 îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(f) Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ïåðåãðóïïèðîâî÷íîå òîæäåñòâî è àëüòåðíàòèâíóþ
ñâåðòêó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀c(¬(sin c = 0) & ¬(cos c = 0) & c− ÷èñëî→ 1 = tg c ctg c)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî & ¬(sin a = 0)→ ctg a = cos a/ sin a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & ¬(b = 0) & ¬(a = 0)→ 1/(a/b) = b/a)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðå-
äåëÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ12 - îïðåäåëÿþùåå. Â íàøåì ïðèìåðå -
"cos a/ sin a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî íåáåñïîâòîðíî, è ïåðåìåííîé õ13 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå - "äðîáü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà
òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" îïðåäåëÿåò ïî õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëü-
íóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ðàâåíñòâà, ÿâëÿ-
þùåãîñÿ êîíñåêâåíòîì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâà-
èâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ16, èìåþùåãî çàãîëîâîê õ13. Â
íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ b/a. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ïîäòåðìà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b. Ïåðåìåííîé
õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ16, îòëè÷íîãî îò õ16.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñòðîãî âíóòðè õ18 ðàñïîëîæåí ïîäòåðì, ñïèñîê ïàðàìåò-
ðîâ êîòîðîãî ðàâåí õ19.

Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäå-
íèÿ õ17 ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀c(sin c−÷èñëî & cos c−÷èñëî & ¬(cos c = 0) & ¬(sin c = 0) & c−÷èñëî→
1/(sin c/ cos c) = ctg c)

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ21, ïåðå-
ìåííîé õ23 - âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà êîíñåêâåíòà, êîòîðûé ðàñïîëîæåí
àíàëîãè÷íî îïåðàíäó õ18 âõîæäåíèÿ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 - âõîæäå-
íèå ïîäòåðìà "1/(sin c/ cos c)". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïà-
ðàìåòðîâ ïîäòåðìà õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ c.
Âíóòðè âõîæäåíèÿ õ23 íàõîäèòñÿ îòë÷èíîå îò íåãî âõîæäåíèå õ25 ïîä-
òåðìà, ñïèñîê ïàðàìåòðîâ êîòîðîãî ðàâåí õ24, ïðè÷åì òàêîå, ÷òî âíå õ25
âíóòðè õ23 íåò ïåðåìåííûõ. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 - ïîäòåðì "sin c/ cos c".

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ21. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè
ïîäòåðìà õ25 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ26 îïåðàòîðîì "ñâåðòêà". Â íàøåì
ïðèìåðå - "tg c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ27 áåñïîâòîðíûé. Íàõîäèòñÿ ðå-
çóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ25 â òåîðåìó õ21 íà òåðì õ27. Ýòîò ðåçóëüòàò
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îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âû-
âîäà.

(g) Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü êîíúþíêòèâíîå îïðåäåëåíèå äëÿ ñâåðòêè ãðóïïû
àíòåöåäåíòîâ äðóãîé òåîðåìû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDE(îêðóæíîñòü(AB) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(CDE) & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà & ¬(D = E) &
¬(A = B) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) & ¬(C = E)→ A ∈ îòðåçîê(CD))

èç òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(D = E)→ îêðóæíîñòü(DE) îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC)↔4(ABC) &
A ∈ îêðóæíîñòü(DE) & B ∈ îêðóæíîñòü(DE) & C ∈ îêðóæíîñòü(DE))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(D = E) & ¬(A = B) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(DE) & ¬(C = E)→
A ∈ ïðÿìàÿ(CD))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåî-
ðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ÷àñòü - êîíúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé. Ïåðå-
ìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð åå êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ îöåíêà ñëîæíîñòè îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ15
- ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ13, îöåíêà ñëîæíîñòè êîòîðûõ ðàâíà õ14.
Â íàøåì ïðèìåðå õ15 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "A ∈ îêðóæíîñòü(DE)",
"B ∈ îêðóæíîñòü(DE)", "C ∈ îêðóæíîñòü(DE))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïè-
ñîê õ15 íå ìåíåå ÷åì äâóõýëåìåíòíûé è åãî ïàðàìåòðû ñîäåðæàò âñå ïåðå-
ìåííûå òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïîäòåðìîâ êîíú-
þíêöèè óòâåðæäåíèé õ15, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îí îäíîýëåìåíòíûé. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 ñîñòîèò èç âûðàæå-
íèÿ "îêðóæíîñòü(DE)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýëåìåí-
òà ñïèñêà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "îêðóæíîñòü".

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû õ21 òîãî ðàçäåëà áàçû òåîðåì, ê êîòîðîìó îò-
íîñèòñÿ ñèìâîë õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ21 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, èìåþ-
ùàÿ õàðàêòåðèñòèêó "îòíîøåíèå". Â íàøåì ïðèìåðå õ21 - óêàçàííàÿ âûøå
äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åå àíòåöå-
äåíòîâ, ïåðåìåííîé õ23 - ïîäñïèñîê ñïèñêà õ22, îáðàçîâàííûé óòâåðæäå-
íèÿìè, ñîäåðæàùèìè ñèìâîë õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû ñïèñêîâ õ23 è
õ15 ðàâíû.

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû. Îïå-
ðàòîð "ïîäáîð" íàõîäèò ïîäñòàíîâêó S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ24, ïåðåâîäÿ-
ùóþ òåðìû õ15 â òåðìû ñïèñêà õ23. Äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ12
ëèáî óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ13, íå âõîäÿùåãî â õ15, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëü-
òàò ïðèìåíåíèÿ ê íåìó ïîäñòàíîâêè S ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé
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õ22. Çàòåì ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòà-
íîâêè S ê óòâåðæäåíèþ õ8. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé
ñóòü õ27 è ýëåìåíòû ñïèñêà õ22, íå âîøåäøèå â ñïèñîê õ23. Êîíñåêâåíò åå
òàêîé æå, êàê ó äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

(h) Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ ðàâåíñòâà êîíñòàíòå ÷èñëîâî-
ãî àòîìà â çàìåíÿþùåé ÷àñòè òîæäåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− òî÷êà & b− òî÷êà→ äëèíà(âåêòîð(ab)) = 0↔ a = b)

èç òåîðåìû

∀AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà→ äëèíà(âåêòîð(AB)) = l(AB))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà→ l(AB) = 0↔ A = B)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðå-
äåëÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ12 - îïðåäåëÿþùåå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
òåðì õ12 íåîäíîáóêâåííûé. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöå-
äåíòîâ òåîðåìû õ2. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 - ÷èñëîâîé àòîì. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "l(AB)". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì
ïðèìåðå - "ðàññòîÿíèå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "÷èñë" îïðåäåëÿåò ïî
õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàè-
âàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò - ýêâè-
âàëåíòíîñòü. Â íåì ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ19 ñèìâîëà õ15. Â íàøåì
ïðèìåðå - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "l(AB)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äðóãèõ âõî-
æäåíèé ñèìâîëà õ15 âíóòðè õ18 íåò. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò
ðåçóëüòàò õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ19 ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðå-
ìû, ïðèìåíÿåìîé â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(i) Óñìîòðåíèå ñâîéñòâà ñîêðàùåííîé çàïèñè ñåðèéíîé îïåðàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀n(n− öåëîå & 0 ≤ n→ 0 < n!)

èç òåîðåìû

∀n(n− öåëîå & 0 ≤ n→ n! =
∏n

i=1 i)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(0 < a & 0 < b & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ 0 < ab)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî. Ïåðìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðå-
äåëÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ12 - îïðåäåëÿþùàÿ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ12 èìååò åäèíñòâåí-
íûé êîðíåâîé îïåðàíä õ14, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé îïèñàòåëü "îòîáðàæå-
íèå". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ12. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - "ïðîèçâåäåíèåâñåõ". Ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà "ðàçâåðòêà" óñìàòðèâà-
åòñÿ, ÷òî õ15 - îáîáùåíèå íà ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íûå ñåìåéñòâà äâóìåñòíîé
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àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæå-
íèå". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ
õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòíàÿ, è ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ åå ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - i. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïðåäïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ14 (îí îïðå-
äåëÿåò óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò íà-
áîð ñîñòîèò èç òðåõ óòâåðæäåíèé âèäà: "öåëîå(õ18)", "ìåíüøåèëèðàâíî(A
õ18)", "ìåíüøåèëèðàâíî(õ18X)", ãäåX - ïåðåìåííàÿ, èìåþùàÿ åäèíñòâåí-
íîå âõîæäåíèå â òåðì õ12. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî ïåðåìåííàÿ n. Ïåðåìåííîé
õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ õ14 (îí îïðåäåëÿåò çíà-
÷åíèå ôóíêöèè).

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñáîðêà" îïðåäåëÿåò ïî õ16 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðå-
îáîçíà÷åíèÿ â íåé ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà íå èçìåíÿåòñÿ. Â êîí-
ñåêâåíòå òåîðåìû õ25 íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ28 ñèìâîëà õ16. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "ab". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ28 ðàâíî 2.
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñïðàâî÷íèêà "ñáîðêà", ýòèìè îïåðàíäàìè äîëæíû
áûòü ïåðåìåííûå. Ïåðâàÿ èç íèõ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ29, âòîðàÿ -
ïåðåìåííîé õ30. Â íàøåì ïðèìåðå - ñîîòâåòñòâåííî, a è b. Ïåðåìåííîé õ31
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ25. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííîé õ29 íà õ30, ñ ïîñëåäóþ-
ùåé îáðàáîòêîé îïåðàòîðîì "ñòàíä", âî âñåõ ñîäåðæàùèõ õ29 àíòåöåäåí-
òàõ ñïèñêà õ31. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 < b" è "b - ÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñïèñîê õ32 ñîâïàäàåò ñî ñïèñêîì îáðàáîòàííûõ îïåðààòîðîì "ñòàíä"
ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ31.

Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â ñîäåð-
æàùèå ïåðåìåííóþ õ29 ýëåìåíòû ñïèñêà õ31 ïîäòåðìà õ28 âìåñòî ïåðå-
ìåííîé õ29. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 < ab" è "ab - ÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ34 ñóòü ñëåäñòâèÿ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ31. Ïåðåìåí-
íîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ13 ñî ñïèñêîì íå ñîäåðæàùèõ
ïåðåìåííûõ õ29 è õ30 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ31, ïåðåìåííîé õ36 - îáúåäè-
íåíèå ñïèñêà õ35 ñî ñïèñêîì õ19. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âìåñòî ïåðåìåííîé õ29 òåðìà õ24 â ñîäåðæàùèå
õ29 óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ31. Â íàøåì ïðèìåðå õ37 ñîñòîèò èç óòâåðæäå-
íèé "0 < i" è "i− ÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ37 ñóòü
ñëåäñòâèÿ óòâåðæäåíèé õ36. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû
êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ35, à êîíñåêâåíò ïîëó÷àåòñÿ èç êîíñåêâåíòà
òåîðåìû õ25 çàìåíîé âõîæäåíèÿ õ28 íà îïðåäåëÿåìûé òåðì õ9. Ýòà èì-
ïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

(j) Ïîïûòêà ïîëó÷èòü ÿâíîå ðàâåíñòâî äëÿ âûðàæåíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî íåÿâ-
íî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(¬(a− 1 = 0) & 0 < a & a− ÷èñëî→ loga a = 1)

èç òåîðåìû
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∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & 0 < a & ¬(a− 1 = 0) & 0 < b→ aloga b = b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀cd(¬(d− 1 = 0) & 0 < d & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ dc = d↔ c = 1)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî. Âíóòðè åå êîíñåêâåíòà íàõîäèòñÿ
âõîæäåíèå õ11 îïðåäåëÿåìîãî âûðàæåíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå
âûðàæåíèÿ loga b. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òîé ÷àñòè ðà-
âåíñòâà, â êîòîðîé ðàñïîëîæåíî õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ñòåïåíü".
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàçâàíèå ðàçäåëà, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ
ñèìâîë õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "ñòåïåíè". Â ðàçäåëå õ13 íàõîäèòñÿ òåîðå-
ìà, èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòèêó "îáùíîðì(N)". Â íàøåì ïðèìåðå - óêàçàí-
íàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìå-
íÿþùàÿ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà íå ñîäåðæèò
ñèìâîëà õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü õ22 äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû - ðàâåíñòâî, ñîäåðæàùåå ñèìâîë õ12. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé òå æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû, à êîíñå-
êâåíòîì ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû êîíñòàíòå
"èñòèíà". Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ24 ïðåîáðàçîâà-
íèÿ âõîæäåíèÿ õ22 â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè èìïëèêàöèè
õ23. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(k) Ïîïûòêà ñâåðòêè ïî îïðåäåëåíèþ ïîäâûðàæåíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîë-
íèòåëüíîé óïðîùàþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdf (f − íàòóðàëüíîå & ÷èñëíàáîð(c, f) & ÷èñëíàáîð(d, f)→
åâêëðàññò(c, d) = 0↔ c = d)

èç òåîðåìû

∀abn(n− íàòóðàëüíîå & ÷èñëíàáîð(a, n) & ÷èñëíàáîð(b, n)→
åâêëðàññò(a, b) =

√∑n
i=1(a(i)− b(i))2)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & 0 ≤ a & 0 < b→ ab = 0↔ a = 0)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðå-
äåëÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ12 - íåîäíîáóêâåííîå îïðåäåëÿþùåå.
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ14 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "ñòåïåíü". Ñïðà-
âî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñîêðàùìîä" îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äî-
ïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó, èìåþùóþ êîììåíòàðèé "îáùíîðì(N)". Â çàìåíÿå-
ìîé ÷àñòè åå êîíñåêâåíòà íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ20 ñèìâîëà õ14. Â íàøåì
ïðèìåðå - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "ab". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò
ðåóëüòàò õ22 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ20 ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåî-
ðåìû, ïðèìåíÿåìîé â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ22 îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî õ23 - êâàíòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, îöåíêà ñëîæíîñòè çàìåíÿþùåé
÷àñòè êîòîðîé ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè òåðìà õ12. Çàòåì õ23 ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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(l) Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàòü ïðèìåð.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ad(a− set & d− set→ a \ d ⊆ a4 d)

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set→ a4 b = a \ b ∪ b \ a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bc(b− set & c− set→ b ⊆ b ∪ c)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðå-
ìà - òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïå-
ðåìåííîé õ13 - îïðåäåëÿþùåå âûðàæåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ýëåìåí-
òàðíî, à òåðì õ8 áåñïîâòîðåí. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê
âûðàæåíèÿ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "îáúåäèíåíèå". Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "ñâÿçü" îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëü-
íóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ñèìâîëà õ14 â êîí-
ñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå ïîäòåðìà
"b ∪ c". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ20 ïðåîáðàçîâàíèÿ
âõîæäåíèÿ õ18 ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû, ïðèìåíÿåìîé â îáðàòíîì
íàïðàâëåíèè. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðà îòêè îïåðàòî-
ðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ20 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåò-
ðîâ åå êîíñåêâåíòà. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ22 è
òåì æå êîíñåêâåíòîì, ÷òî ó òåîðåìû õ20. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"ïîëíûåïîñûëêè", âîññòàíàâëèâàþùèì íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ
ïî î.ä.ç. àíòåöåäåíòû, è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(m) Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå, ôèêñèðóþùåå çíà÷åíèÿ ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ, äëÿ óïðîùåíèÿ äðóãîãî òîæäåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcd(b− òî÷êà & c− òî÷êà & ïðÿìêîîðä(d) & âïðàâî(âåêòîð(bc), d) &
Òðåõìåðí(d)→ −êðä(b, d, 1) + êðä(c, d, 1) = l(bc))

èç òåîðåìû

∀aK(Âåêòîð(a) & Òðåõìåðí(K)→ âïðàâî(a, K)↔ êðä(a, K, 2) = 0 &
êðä(a, K, 3) = 0 & 0 ≤ êðä(a, K, 1))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABK(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K) & Òðåõìåðí(K)→
l(AB) = (êðä(âåêòîð(AB), K, 1)2 + êðä(âåêòîð(AB), K, 2)2 +
êðä(âåêòîð(AB), K, 3)2)1/2)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðå-
ìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ,
ïåðåìåííîé õ13 - îïðåäåëÿþùåå óòâåðæäåíèå. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ óòâåðæäåíèÿ õ13. Â íàøåì
ïðèìåðå - "êðä(a, K, 2)", "êðä(a, K, 3)", "êðä(a, K, 1)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
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ñïèñîê õ14 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ13. Â ñïèñêå õ15 íàõîäÿòñÿ âñåâîçìîæíûå ðàâåíñòâà
íåâûðîæäåííîãî ÷èñëîâîãî àòîìà êîíñòàíòíîìó òåðìó, è ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òðîåê (íåêîíñòàíòíàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà - ðàâåíñòâî
- êîíñòàíòíàÿ ÷àñòü). Â íàøåì ïðèìåðå òàêàèõ òðîåê äâå: (êðä(a, K, 2),
êðä(a, K, 2) = 0, 0) è (êðä(a, K, 3), êðä(a, K, 3) = 0, 0). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñïèñîê õ16 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðâûõ ýëåìåí-
òîâ òðîåê õ16, ïåðåìåííîé õ18 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ17. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, K. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå èñõîäíîé
òåîðåìû âõîäÿò â ñïèñîê õ18. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ
ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ òåðìîâ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "êðä,2,3". Ïåðåìåí-
íîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàçäåëîâ, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ íàèáîëåå
ïðèîðèòåòíûé èç çàãîëîâêîâ òåðìîâ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "àíàëãåîìåò-
ðèÿ", "ñèñòåìûêîîðäèíàò", "êðä". Â ýòîì ñïèñêå âûáèðàåòñÿ âòîðîé ðàç-
äåë ñïðàâà, è ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû ýòîãî ðàçäåëà, ñîäåðæàùèå âñå
ñèìâîëû ñïèñêà õ19 è ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé òîæäåñòâî áåç ñâÿçàííûõ ïå-
ðåìåííûõ. Â íàøåì ïðèìåðå - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà èìååò ñâîåé õàðàêòåðèñòèêîé
îäèí èç ñèìâîëîâ "íîðìêðä", "÷èñëêîýôô", "÷èñëàòîì", "÷èñëîâîéàòîì".

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó.
Â íàøåì ïðèìåðå õ28 èìååò âèä:

∀bcd(b− òî÷êà & c− òî÷êà & ïðÿìêîîðä(d) & Òðåõìåðí(d)→
l(bc) = (êðä(âåêòîð(bc), d, 1)2 + êðä(âåêòîð(bc), d, 2)2 +
êðä(âåêòîð(bc), d, 3)2)1/2)

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ28, ïåðåìåí-
íîé õ30 - åå êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæ-
äåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ òåðìà õ30. Â íàøåì ïðèìåðå - l(bc), êðä(âåêòîð(
bc), d, 1), êðä(âåêòîð(bc), d, 2), êðä(âåêòîð(bc), d, 3). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïè-
ñîê õ31 íå êîðî÷å ñïèñêà õ16.

Îïåðàòîð "ïîäáîðçíà÷åíèé" îïðåäåëÿåò ïîäñòàíîâêó S âìåñòî ïåðåìåííûõ
õ18, ïåðåâîäÿùóþ òåðìû õ17 â íåêîòîðûå òåðìû ñïèñêà õ31. Ïåðåìåííîé
õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òåõ ýëåìåíòîâ íàáîðà õ31, â êîòîðûå òåðìû õ17
ïåðåâîäÿòñÿ ïîäñòàíîâêîé S. Â íàøåì ïðèìåðå ñïèñîê õ34 ñîñòîèò èç òåð-
ìîâ "êðä(âåêòîð(bc), d, 2)", "êðä(âåêòîð(bc), d, 3)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðìû
ñïèñêà õ34 íå âõîäÿò â óòâåðæäåíèÿ õ29.

Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ29 ñ ðåçóëüòàòàìè
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿ õ12. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îïðåäåëÿåìîìó óòâåðæäå-
íèþ õ8. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïàð (ýëåìåíò ñïèñêà õ34 -
ïîñëåäíèé ýëåìåíò ñîîòâåòñòâóþùåé òðîéêè ñïèñêà õ16). Â íàøåì ïðè-
ìåðå îí ñîñòîèò èç ïàð (êðä(âåêòîð(bc), d, 2),0) è (êðä(âåêòîð(bc), d, 3),0).
Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îäíîâðåìåííîé çàìåíû â òåðìå
õ30 âñåõ ïåðâûõ ýëåìåíòîâ ïàð õ37 íà âòîðûå ýëåìåíòû. Â íàøåì ïðèìåðå
- "l(bc) =

√
êðä(âåêòîð(bc), d, 1)2 + 02 + 02".
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Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàí-
òåöåäåíòû" ñïèñêà, ïîëó÷åííîãî äîáàâëåíèåì óòâåðæäåíèÿ õ36 ê íàáîðó
õ35. Îáðàáîòêà âåäåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ38. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñïèñîê õ39 íå ñîäåðæèò êîíñòàíòû "ëîæü". Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ15 âòîðûõ ýëåìåíòîâ ïàð õ16. Ïåðå-
ìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ19 ñ ðåçóëüòàòàìè ïðèìå-
íåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì õ40. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ38 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ41. Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ39 è êîíñåêâåíòîì õ43. Îíà îáðà-
áàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(n) Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå, îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü êîòîðîãî - êîíú-
þíêöèÿ ðàâåíñòâ äëÿ îòäåëüíûõ êîîðäèíàò, äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äðóãîé
ýêâèâàëåíòíîñòè, îäíà èç ÷àñòåé êîòîðîé ñîäåðæèò ñîîòíîøåíèÿ äëÿ òà-
êèõ êîîðäèíàò.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ghiv(g − ÷èñëî & Âåêòîð(h) & Âåêòîð(v) & âåðòèêíàïð(h, i) &
Òðåõìåðí(i)→ v = gh↔ g · êðä(h, i, 3) = êðä(v, i, 3) & âåðòèêíàïð(v, i))

èç òåîðåìû

∀aK(Òðåõìåðí(K) & Âåêòîð(a)→ âåðòèêíàïð(a, K)↔ êðä(a, K, 1) = 0 &
êðä(a, K, 2) = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ghiv(g − ÷èñëî & Âåêòîð(h) & Òðåõìåðí(i)→ v = gh↔ Âåêòîð(v) &
g · êðä(h, i, 1) = êðä(v, i, 1) & g · êðä(h, i, 2) = êðä(v, i, 2) & g · êðä(h, i, 3) =
êðä(v, i, 3))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðå-
ìà - òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðå-
ìåííîé õ13 - îïðåäåëÿþùåå âûðàæåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðå-
ìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó âèäà "÷èñëèòåëü(N)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êàæäûé ýëåìåíò ñïèñêà õ14 - ðàâåíñòâî, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëî-
æåíî îáîçíà÷åíèå îòäåëüíîé êîîðäèíàòû îáúåêòà. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò ñïèñêà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "êðä(a, K, 1) = 0".
Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ15 . Â
íàøåì ïðèìåðå - "êðä". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðìåòðîâ
ëåâîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - a, K. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû ëåâûõ
÷àñòåé âñåõ ðàâåíñòâ ñïèñêà õ14 âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ17.

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "÷èñëèòåëü" îïðåäåëÿåò ïî õ16 óêàçàííóþ âû-
øå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ êâàíòîðíîé
èìïëèêàöèåé, è ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
ïåðåìåííûõ â äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìå íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñ-
õîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 ñîâïàäàåò ñ äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìîé. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü òåîðåìû
õ20 ñîãëàñíî íàïðàâëåíèþ, îïðåäåëÿåìîìó åå õàðàêòåðèñòèêîé "÷èñëèòåëü(. . .)".
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Â íàøåì ïðèìåðå - ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ21. Â óòâåðæäåíèè õ24 ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ25 ñèìâîëà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå
ïîäòåðìà "êðä(h, i, 1)". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì ïî âõîæäå-
íèþ õ25.

Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî õ26 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè S
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ17 â ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ15. Ïåðåìåííîé õ28 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ëåâûì ÷àñòÿì
ðàâåíñòâ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "êðä(h, i, 1)" è "êðä(h, i, 2)". Ïåðåìåí-
íîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê
ïðàâûì ÷àñòìÿ ðàâåíñòâ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå îíè ðàâíû 0.

Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäå-
íèÿ õ24. Â íàøåì ïðèìåðå - "Âåêòîð(v)", "g · êðä(h, i, 1) = êðä(v, i, 1)",
"g · êðä(h, i, 2) = êðä(v, i, 2)", "g · êðä(h, i, 3) = êðä(v, i, 3)".

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ30, èìåþùèõ
âõîæäåíèå êàêîãî-ëèáî òåðìà íàáîðà õ28. Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèÿ
"g ·êðä(h, i, 1) = êðä(v, i, 1)", "g ·êðä(h, i, 2) = êðä(v, i, 2)". Ïåðåìåííîé õ33
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû â óòâåðæäåíèÿõ íàáîðà õ31 òåð-
ìîâ ñïèñêà õ28 íà ñîîòâåòñòâóþùèå òåðìû ñïèñêà õ29. Â íàøåì ïðèìåðå
- "g · 0 = êðä(v, i, 1)", "g · 0 = êðä(v, i, 2)".

Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû
õ20 ñ ðåçóëüòàòàìè ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì õ12. Ïåðå-
ìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé
õ33 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ34 ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â
íàøåì ïðèìåðå - "êðä(v, i, 1) = 0 & êðä(v, i, 2) = 0". Ïåðåìåííîé õ37 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ36.

Åñëè õ36 ñîäåðæèò ñèìâîë õ16, à äëèíû ñïèñêîâ õ14 è õ37 ðàâíû (÷òî
èìååò ìåñòî â íàøåì ñëó÷àå), òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà îïðåäåëèòü
ïîäñòàíîâêó Q âìåñòî ïåðåìåííûõ õ17, ïåðåâîäÿùóþ óòâåðæäåíèÿ õ14 â
óòâåðæäåíèÿ õ37. Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò R ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè Q ê
îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåðòèêíàïð(v, i)". Åñëè îí íå
ñîäåðæèò ñèìâîëà õ16, òî ê õ34 ïðèñîåäèíÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè Q ê óòâåðæäåíèÿì õ12, õ36 çàìåíÿåòñÿ íà R, à õ37 - íà íàáîð
êíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ íîâîé âåðñèè óòâåðæäåíèÿ õ36. Â íàøåì ïðèìåðå
ïîñëå ýòîãî õ36 ïðèîáðåòàåò âèä "âåðòèêíàïð(v, i)".

Áåçîòíîñèòåëüíî ê òîìó, áûëî ëè èçìåíåíî óêàçàííûì îáðàçîì çíà÷åíèå
õ36, äàëåå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ36 íå ñîäåðæèò ñèìâîëà õ16. Ïåðåìåííîé õ38
ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå íå âõîäÿùèõ â ñïèñîê õ31 óòâåðæäåíèé õ30 ñ
óòâåðæäåíèÿìè õ37. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè S ê îïðåäåëÿåìîìó òåðìó õ8. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ,
àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷åíû äîáàâëåíèåì óòâåðæäåíèÿ õ39 ê óòâåðæäå-
íèÿì õ34, à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåî-
ðåìû õ20 êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ38. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(o) Èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëåíèÿ ðàâåíñòâà õàðàêòåðèñòèê äàííîãî òèïà äëÿ
îáîáùåíèÿ êîíñòàíòíîãî ðàâåíñòâà.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀b(b− set→ card(b) = ñ÷åòíîå↔ ∃f (Dom(f) = N & Val(f) = b &
f −ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)))

èç òåîðåìû

card(N) = ñ÷åòíîå

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a − set & b − set → card(a) = card(b) ↔ ∃f (f − ôóíêöèÿ & Dom(f) =
a & Val(f) = b & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê òåîðåìû - ñèìâîë "ðàâíî". Ïåðåìåííîé õ8 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Â íàøåì ñëó÷àå - îäíîáóêâåííûé òåðì
"ñ÷åòíîå". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà, êîòîðàÿ íåîä-
íîáóêâåííàÿ, ïåðåìåííîé õ12 - åå çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë
"ìîùíîñòü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îïðåäåëåíèå" íàõîäèò ïî ñèìâî-
ëó "ðàâíî" óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ýòà òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü, îäíà èç ÷àñòåé êîòîðîé - ðàâåíñòâî R, ïðè-
÷åì çàãîëîâêè îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà ðàâíû õ12. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ
áëîêèðîâêà ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà òåîðåìàõ òîé ÿ÷åéêè âûâîäà, ê êî-
òîðîé îòíîñèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå îäíîé èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà R â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïå-
ðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ19 ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðà-
òîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(p) Èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà äëÿ âûâîäà ðàâåíñòâà èç óñëîâèÿ
ïðèíàäëåæíîñòè ýòîìó ìíîæåñòâó.

Â êàà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abckA(b ∈ {1, . . . , c} & c − íàòóðàëüíîå & êîðòåæ(a, c, ñî÷åòàíèÿ(A, k)) →
card(a(b)) = k)

èç òåîðåìû

∀Ak(A− set→ ñî÷åòàíèÿ(A, k) = setx(x ⊆ A & card(x) = k & x− set))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀aniA(A− set & n− íàòóðàëüíîå & êîðòåæ(a, n, A) & i ∈ {1, . . . , n} →
a(i) ∈ A)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåî-
ðåìà - òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðåäåëÿþ-
ùåé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ÷àñòü - îïèñàòåëü "êëàññ". Ïåðåìåííîé
õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îä-
íîýëåìåíòíàÿ, è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò ýëåìåíò. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííàÿ x. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ". Ñðåäè ýòèõ ÷ëåíîâ âûáèðà-
åòñÿ ðàâåíñòâî õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "card(x) = k". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
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îöåíêà ñëîæíîñòè õ16 òåðìà õ15 áîëüøå 4, ïðè÷åì îöåíêà ñëîæíîñòè õîòÿ
áû îäíîé èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà ìåíüøå õ16.

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïðèíàäëåæèò" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó "ïðè-
íàäëåæèò" óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå
õ19 èìååò âèä:

∀acdb(d− set & c− íàòóðàëüíîå & êîðòåæ(a, c, d) & b ∈ {1, . . . , c} →
a(b) ∈ d)

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ19. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî âòîðîé îïåðàíä êîíñåêâåíòà (ñîãëàñíî ñïðàâî÷íèêó "ïðèíàä-
ëåæèò", ýòî îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè) - ïåðåìåííàÿ. Îíà ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ21. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä îòíîøå-
íèÿ ïðèíàäëåæíîñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ21 íå âõîäèò â òåðì
õ22. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà õ22 âìå-
ñòî ïåðåìåííîé õ21 â ðàâåíñòâî õ15. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìà õ8 âìåñòî ïåðåìåííîé õ21 â àíòåöåäåíòû
òåîðåìû õ19. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ24 è êîíñå-
êâåíòîì õ23. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(q) Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàòü òåîðåìó, âûðàæàþùóþ îïåðàöèþ íàä ôóíêöèåé
÷åðåç áîëåå ïðîñòûå ïîíÿòèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abce(e = [a, b] & a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & ìòî÷êà(c) & ×èñëîòð(e) →
íà÷àëîïóòè(Ïóòü(c, e)) = Ìåñòî(c, a))

èç òåîðåìû

∀aT (ìòî÷êà(a) & ×èñëîòð(T )→ Ïóòü(a, T ) = îðèåíòêðèâ(λt(Ìåñòî(a, t),
t ∈ T )))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀fab(f −ôóíêöèÿ & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & Val(f) ⊆ Òî÷êè &
Dom(f) = [a, b]→ íà÷àëîïóòè(îðèåíòêðèâ(f)) = f(a))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåî-
ðåìà - òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ,
ïåðåìåííîé õ13 - îïðåäåëÿþùèé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåîäíîáóê-
âåííûé, ïðè÷åì åãî ïåðâûì îïåðàíäîì ñëóæèò îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå".
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå -
"îðèåíòêðèâ". Îïðåäåëÿåòñÿ ðàçäåë, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ14, è
ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû õ19 äàííîãî ðàçäåëà, èìåþùèå õàðàêòåðèñòè-
êó õ20 ñ çàãîëîâêîì "óïðîùåíèå" ëèáî "ôóíêïîäñò" ëèáî "îïèñàòåëü". Â
íàøåì ïðèìåðå õ19 - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåí-
íîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû â ñîîòâåòñòâèè ñ õàðàêòåðèñòèêîé õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå
ïîäòåðìà "íà÷àëîïóòè(îðèåíòêðèâ(f)". Âíóòðè âõîæäåíèÿ õ23 íàõîäèòñÿ
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âõîæäåíèå õ24 ñèìâîëà õ14. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò
õ25 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ24 ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòîò
ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

(r) Ïîïûòêà èñêëþ÷èòü â äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìå çàãîëîâîê îïðåäåëÿþùåãî
âûðàæåíèÿ òåêóùåé òåîðåìû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acP (ìòî÷êà(a) & ïðîìåæóòêè(c, P ) & ×èñëîòð(c)→ Ïóòü(a, c) =
ïóòü(λi(Ïóòü(a, P (i)), i ∈ {1, . . . , l(P )})))

èç òåîðåìû

∀aT (ìòî÷êà(a) & ×èñëîòð(T )→ Ïóòü(a, T ) = îðèåíòêðèâ(λt(Ìåñòî(a, t),
t ∈ T )))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀TPfn(f −ôóíêöèÿ & Val(f) ⊆ Òî÷êè & Dom(f) = T & ïðîìåæóòêè(T, P )
& l(P ) = n→ îðèåíòêðèâ(f) = ïóòü(λi(îðèåíòêðèâ(λx(f(x), x ∈ P (i))),
i ∈ {1, . . . , n})))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåî-
ðåìà - òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ,
ïåðåìåííîé õ13 - îïðåäåëÿþùèé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåîäíîáóê-
âåííûé, ïðè÷åì åãî ïåðâûì îïåðàíäîì ñëóæèò îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå".
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå -
"îðèåíòêðèâ". Îïðåäåëÿåòñÿ ðàçäåë, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ14, è
ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû õ19 äàííîãî ðàçäåëà, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó
õ20 ñ çàãîëîâêîì "íîðìàëèçàöèÿ", à òàêæå õàðàêòåðèñòèêó ñ çàãîëîâêîì
"Àòîìàðíîå". Â íàøåì ïðèìåðå õ19 - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåî-
ðåìà. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè äîïîë-
íèòåëüíîé òåîðåìû â ñîîòâåòñòâèè ñ õàðàêòåðèñòèêîé õ20. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - âõîæäåíèå òåðìà "îðèåíòêðèâ(f)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ
õ23 íàõîäèòñÿ ñèìâîë õ14. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò
õ24 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ23 ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðå-
ìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ24 îïåðàòîðîì
"Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ óïðîùåíèÿ óæå
èìåþùèåñÿ â ñïèñêå âûâîäà òåîðåìû. Çàòåì òåîðåìà õ25 ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

24. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òåîðåìå.

(a) Ïîïûòêà íàâåñèòü îäíîìåñòíóþ îïåðàöèþ íà îïðåäåëÿþùåå àòîìàðíîå âû-
ðàæåíèå è èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ èñêëþ÷åíèÿ íåâû-
ðîæäåííûõ àòîìàðíûõ âûðàæåíèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀c(Âåêòîð(c)→ äëèíà(−c) = äëèíà(c))

èç òåîðåìû
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∀AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà→ −âåêòîð(AB) = âåêòîð(BA))

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀a(Âåêòîð(a)↔ ∃AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & a = âåêòîð(AB)))

∀AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà→ äëèíà(âåêòîð(AB)) = l(AB))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî, è ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïðåäåëÿåìûé òåðì, à ïåðåìåííîé õ12 - îïðåäåëÿþùèé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
òåðì õ12 íåîäíîáóêâåííûé. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöå-
äåíòîâ òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 - àòîìàðíîå âûðàæåíèå. Â íàøåì
ïðèìåðå - "âåêòîð(BA)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðà-
æåíèÿ õ12, ïåðåìåííîé õ16 - òèï çíà÷åíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ. Â íàøåì
ïðèìåðå õ16 - ñèìâîë "Âåêòîð". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïàðàìîïèñà-
íèå" îïðåäåëÿåò ïî õ16 óêàçàííóþ âûøå ïåðâóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò ýòîé òåîðåìû - ýêâèâàëåíòíîñòü, ëåâàÿ ÷àñòü
êîòîðîé èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë õ16, à ïðàâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ õ20. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ.
Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - åäèíñòâåííûé êîðíåâîé îïå-
ðàíä ëåâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 - óòâåðæäåíèÿ
"A − òî÷êà", "B − òî÷êà", "a = âåêòîð(AB)". õ22 - ïåðåìåííàÿ a. Ñðåäè
óòâåðæäåíèé õ21 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ23 ñ ïåðåìåííîé õ22 â ëåâîé ÷àñòè.
Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
çàãîëîâîê ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà - ñèìâîë õ14.

Îïðåäåëÿåòñÿ ðàçäåë õ25, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ14. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "âåêòîðû". Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû õ29 ýòîãî ðàçäåëà, èìåþùèå
õàðàêòåðèñòèêó âèäà "îïðåäåëåíèå(T )". Â íàøåì ïðèìåðå õ29 - âòîðàÿ äî-
ïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷à-
ñòè êîíñåêâåíòà âòîðîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðàÿ ðàâíà T . Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ÷àñòü íåîäíîáóêâåííàÿ è ÷èñëî åå êîðíåâûõ îïåðàíîâ
ðàâíî 1. Â íàøåì ïðèìåðå õ32 - âõîæäåíèå òåðìà "äëèíà(âåêòîð(AB))".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê êîðíåâîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ32 ðàâåí õ14.

Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ33 ïðåîáðàçîâàíèÿ êîðíå-
âîãî îïåðàíäà âòîðîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåî-
ðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ33 èìååò âèä:

∀ab(b− òî÷êà & a− òî÷êà→ äëèíà(−âåêòîð(ab)) = l(ba))

Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ33
(èìåþùàÿ çàãîëîâîê õ14). Â íàøåì ïðèìåðå - "äëèíà(−âåêòîð(ab))". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ñèìâîë õ14 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â õ36, è ïåðå-
ìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòî âõîæäåíèå, à ïåðåìåííîé õ39 - ïîäòåðì ïî
äàííîìó âõîæäåíèþ. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(ab)". Âûáèðàåòñÿ ïåðå-
ìåííàÿ õ40, íå âñòðå÷àþùàÿ â òåîðåìå õ33. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ
c. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ39, ïåðåìåí-
íîé õ42 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ33. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïàèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ42Þ èìåþùèõ ïàðàìåòð èç ñïèñêà õ41. Â
íàøåì ïðèìåðå - "b−òî÷êà" è "a−òî÷êà". Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - A, B.
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Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî òåðì õ39 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ íåêîòîðîé
ïîäñòàíîâêè S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ44 â òåðì õ24. Ïåðåìåííîé õ46 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îòëè÷íûì îò
õ23 óòâåðæäåíèÿì ñïèñêà õ21. Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíå-
íèå ñïèñêà õ46 ñ óòâåðæäåíèÿìè ñïèñêà õ42, íå âîøåäøèìè â ñïèñîê õ43.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ43 ñóòü ñëåäñòâèÿ óòâåðæäåíèé
õ47.

Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ ïåðâîé
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñ óòâåðæäåíèÿìè ñïèñêà õ42, íå âîøåäøèìè â
ñïèñîê õ43, ïîïîëíåííîå óòâåðæäåíèå "õ16(õ40)". Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåð-
æäåíèåì "Âåêòîð(c)". Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê õ42, ïîïîë-
íåííûé ðàâåíñòâîì âûðàæåíèé õ39 è õ40. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ50,
íå âõîäÿùàÿ â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ49. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ
d. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ50 çàìåíÿþùåé
÷àñòè êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ33. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêà-
ìè õ49 è åäèíñòâåííûì óñëîâèåì õ51. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå",
"ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "ðàâíî", "íåèçâåñòíûå õ50", "èçâåñòíî õ40".

Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "b−òî÷êà", "a−òî÷êà", "âåêòîð(ab) = c".
Óñëîâèå - "d = l(ba)". Íåèçâåñòíàÿ - d, èçâåñòíûå ïàðàìåòðû - c.

Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ53. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä "d = äëèíà(c)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îòâåò - ðàâåíñòâî ïåðåìåí-
íîé õ50 íåêîòîðîìó òåðìó R. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ48,
êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèþ R ðåçóëüòàòà çàìåíû
âõîæäåíèÿ õ38 â òåðì õ36 íà ïåðåìåííóþ õ40. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(b) Ïåðåõîä ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó îïèñàíèþ îáúåêòà, äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿ-
åòñÿ îòíîøåíèå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcK(b − òî÷êà & c − òî÷êà & Òðåõìåðí(K) → ââåðõ(âåêòîð(bc), K) ↔
êðä(b, K, 1) = êðä(c, K, 1) & êðä(b, K, 2) = êðä(c, K, 2) & 0 ≤ −êðä(b, K, 3)+
êðä(c, K, 3))

èç òåîðåìû

∀aK(Âåêòîð(a) & Òðåõìåðí(K)→ ââåðõ(a, K)↔ êðä(a, K, 1) = 0 &
êðä(a, K, 2) = 0 & 0 ≤ êðä(a, K, 3))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(Âåêòîð(a)↔ ∃AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & a = âåêòîð(AB)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåî-
ðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åå àíòå-
öåäåíòîâ. Â ñïèñêå õ12 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ13 äëèíû 2. Â íàøåì
ïðèìåðå - "Âåêòîð(a)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê äàííîãî
óòâåðæäåíèÿ, ïåðåìåííîé õ15 - ïåðåìåííàÿ òåðìà õ13. Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ14 - "Âåêòîð", õ15 - a. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïàðàìîïèñàíèå"
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íàõîäèò ïî ñèìâîëó õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îíà íå èìååò àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìå ïåðåìåííûõ íà ïå-
ðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 èìååò
âèä:

∀b(Âåêòîð(b)↔ ∃cd(c− òî÷êà & d− òî÷êà & b = âåêòîð(cd)))

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ18. Ýòîò
êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâî-
âàíèÿ, ïåðåìåííîé õ22 - ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè, èìåþ-
ùàÿ äëèíó 2. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ òåðìà õ22. Â íà-
øåì ïðèìåðå - b. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì õ21. Â ýòîì ñïèñêå íàõîäèòñÿ ðàâåí-
ñòâî õ25 ñ ïåðåìåííîé õ23 â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(cd)". Ïåðåìåííîé õ27
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð îòëè÷íûõ îò õ25 ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ24.

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû., ïåðåìåííîé
õ29 - íàáîð õ12, ïåðåìåííîé õ30 - ñïèñîê ïåðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû,
ïåðåìåííîé õ31 - ñïèñîê ïåðåìåííûõ óòâåðæäåíèé õ27 è âûðàæåíèÿ õ26,
ïåðåìåííîé õ32 - õàðàêòåðèñòèêà "îïðåäåëåíèå(. . .)" èñõîäíîé òåîðåìû.
Äàëåå ðåàëèçóåòñÿ öèêë êîððåêöèé ïåðå÷èñëåííûõ çíà÷åíèé.

Â íà÷àëå î÷åðåäíîé èòåðàöèè íàõîäèòñÿ èìåþùåå çàãîëîâîê õ14 óòâåðæäå-
íèå õ33 ñïèñêà õ29. Â íàøåì ïðèìåðå õ33 - "Âåêòîð(a)". Ïåðåìåííîé õ34
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ33. Ïåðåìåííîé õ35
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â õ30 ïåðåìåííûõ, èìåþùèé òàêóþ æå
äëèíó, êàê ñïèñîê õ31. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå b, c. Ïåðåìåííîé õ30
ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ30 è õ31. Ïåðåìåííîé õ29 ïåðå-
ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå îòëè÷íûõ îò õ33 ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ29 ñ íàáî-
ðîì ðåçóëüòàòîâ çàìåíû â óòâåðæäåíèÿõ õ27 ïåðåìåííûõ õ31 íà õ35. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ29 ïðèîáðåòàåò âèä "Òðåõìåðí(K)", "b−òî÷êà", "c−òî÷êà".
Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â âûðàæåíèè õ26 ïåðå-
ìåííûõ õ31 íà õ35. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(bc)". Â ñïèñêå õ29 ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ õ36 âìåñòî ïåðåìåííîé õ34. Â íàøåì
ïðèìåðå õ29 íå èçìåíÿåòñÿ. Ïåðåìåííîé õ28 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè õ36 âìåñòî õ34 â óòâåðæäåíèå õ28. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷à-
åòñÿ: "ââåðõ(âåêòîð(bc), K) ↔ êðä(b, K, 1) = êðä(c, K, 1) & êðä(b, K, 2) =
êðä(c, K, 2) & 0 ≤ −êðä(âåêòîð(bc), K, 3)". Ïåðåìåííîé õ32 ïåðåïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â õ32. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ:
"îïðåäåëåíèå(ââåðõ(âåêòîð(bc), K))".

Äàëåå èòåðàöèè ïîâòîðÿþòñÿ, ïîêà ýòî âîçìîæíî. Ïî çàâåðøåíèè öèêëà
èòåðàöèé ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ29 è êîíñåêâåíòîì õ28.
Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

25. Îáîáùåíèå êîíòåêñòà, â êîòîðîì óñìàòðèâàåòñÿ îïðåäåëåíèå.
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(a) Ïîïûòêà ðàçâÿçàòü ïàðàìåòðû â îïðåäåëåíèè îïåðàöèè äëÿ àòîìàðíîãî
âûðàæåíèÿ (ñëó÷àé íàëè÷èÿ õàðàêòåðèñòèêè "Àòîìàðíîå").

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdA(¬(a = b) & ¬(a = d) & ¬(b = c) & ¬(c = d) &
¬(ïðÿìàÿ(ad) = ïðÿìàÿ(cd)) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà &
d− òî÷êà & A− òî÷êà & ïðÿìàÿ(ab) ‖ ïðÿìàÿ(cd) &
ïðÿìàÿ(ad) ‖ ïðÿìàÿ(bc)→ âåêòîð(dc) + âåêòîð(Aa) = âåêòîð(Ab))

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà→ âåêòîð(AB) + âåêòîð(BC) =
âåêòîð(AC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(A = D) &
¬(B = C) & ¬(C = D) & ¬(A = B) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(AD))→
âåêòîð(AB) = âåêòîð(DC))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - âõî-
æäåíèå îïðåäåëÿþùåãî òåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü ðàñ-
ïîëîæåíà ñëåâà, îïðåäåëÿþùàÿ - ñïðàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæ-
äåñòâî, èìåþùåå õàðàêòåðèñòèêó "Àòîìàðíîå(. . .)". Ïåðåìåííîé õ13 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ òèï àòîìàðíîãî âûðàæåíèÿ ñîãëàñíî äàííîé õàðàêòåðèñòèêå.
Â íàøåì ïðèìåðå - "Âåêòîð". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòå-
öåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïðåäåëÿåìûé è îïðåäåëÿþùèé òåðìû èìåþò
îáùèå ïàðàìåòðû. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ îòëè÷íîå îò õ8 àòîìàð-
íîå ïîäâûðàæåíèå âûðàæåíèÿ õ8, èìåþùåå òèï õ13. Â íàøåì ïðèìåðå -
"âåêòîð(BC)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ16.
Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàâíû" îïðåäå-
ëÿåò ïî õ17 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Âíóòðè âõîæäåíèÿ
â òåîðåìó îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ20 ïîäòåðìà õ16.

Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäå-
íèÿ õ20 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïðèìåíÿåìîé ñëåâà íàïðà-
âî. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 èìååò âèä:

∀abcdA(A− òî÷êà & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà &
¬(a = d) & ¬(b = c) & ¬(c = d) & ¬(a = b) & ïðÿìàÿ(ab) ‖ ïðÿìàÿ(cd) &
ïðÿìàÿ(bc) ‖ ïðÿìàÿ(ad) & ¬(ïðÿìàÿ(ab) = ïðÿìàÿ(ad))→
âåêòîð(Aa) + âåêòîð(dc) = âåêòîð(Ab))

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ21 îïåðà-
òîðîì "íîðìòåîðåìà". Â íàøåì ïðèìåðå ýòî óêàçàííàÿ âûøå âûâîäèìàÿ
òåîðåìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ22 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ. Ïåðåìåííîé õ23
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ23 - ðàâåí-
ñòâî, è ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà åãî ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé.
Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ:

i. Âûðàæåíèÿ ïàðû õ24 èìåþò îáùèé ïàðàìåòð. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî
òàê. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àòîìàðíûõ ïîäâûðàæåíèé
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òåðìà õ8, èìåþùèõ òèï õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî äëèíà ðàâíà 2. Â
íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(AB)" è "âåêòîð(BC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè
äâà ïîäâûðàæåíèÿ èìåþò îáùèé ïàðàìåòð. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàè-
âàåòñÿ òîò ýëåìåíò ïàðû õ24, êîòîðûé ðàñïîëîæåí òàê æå, êàê îïðå-
äåëÿåìàÿ ÷àñòü èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 èìååò âèä
"âåêòîð(dc)+âåêòîð(Aa)". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àòî-
ìàðíûõ ïîäâûðàæåíèé òåðìà õ26, èìåþùèõ òèï õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
åãî äëèíà ðàâíà 2, à ïàðàìåòðû ýòèõ äâóõ ïîäâûðàæåíèé íå ïåðåñåêà-
þòñÿ. Ëèøü ïîñëå ýòîãî òåîðåìà õ22 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

ii. Âûðàæåíèÿ ïàðû õ24 íå èìåþò îáùåãî ïàðàìåòðà. Òîãäà ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ õ25 òåîðåìû õ22 è ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ26
ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ25, íå âõîäÿùèõ â òåðìû õ24. Åñëè ñïèñîê
õ26 íåïóñò, òî ñïèñîê õ25 ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ27 óòâåðæäåíèé,
íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûõ õ26, è ñïèñîê õ28 îñòàëüíûõ óòâåðæäå-
íèé. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ óñëîâèÿìè õ28 è ïîñûëêàìè õ27,
íåèçâåñòíûìè êîòîðîé ñëóæàò ïåðåìåííûå õ26. Ýòè íåèçâåñòíûå íåñó-
ùåñòâåííûå, è çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ öåëüþ èõ èñêëþ÷åíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îòâåò õ30 íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ õ26, ïîñëå ÷åãî àíòåöåäåíòû
õ28 òåîðåìû õ22 çàìåíÿþòñÿ íà êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ
õ30. Çàòåì òåîðåìà õ22 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(b) Ïîïûòêà ðàçâÿçàòü ïàðàìåòðû â îïðåäåëåíèè îïåðàöèè äëÿ àòîìàðíîãî
âûðàæåíèÿ (ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ õàðàêòåðèñòèêè "Àòîìàðíîå").

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdC(¬(a = b) & ¬(a = d) & ¬(b = c) & ¬(c = d) & ¬(d = C) &
¬(ïðÿìàÿ(ab) = ïðÿìàÿ(ad)) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà &
d− òî÷êà & C − òî÷êà & ïðÿìàÿ(ab) ‖ ïðÿìàÿ(cd) & ïðÿìàÿ(ad) ‖
ïðÿìàÿ(bc)→ óãîëìåæäó(âåêòîð(ab), âåêòîð(dC))→ ∠(cdC))

èç òåîðåìû

∀ABC(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(A = B) →
óãîëìåæäó(âåêòîð(AB), âåêòîð(AC)) = ∠(BAC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(A = D) &
¬(B = C) & ¬(C = D) & ¬(A = B) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(AD) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(AD))→
âåêòîð(AB) = âåêòîð(DC))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - âõî-
æäåíèå îïðåäåëÿþùåãî òåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü ðàñ-
ïîëîæåíà ñëåâà, îïðåäåëÿþùàÿ - ñïðàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæ-
äåñòâî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé
õ13 - îïðåäåëÿþùåå âûðàæåíèå.

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ8. Â íåì âû-
áèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ15, èìåþùàÿ â òåðìå õ8 áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ.
Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ A. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ íåêî-
òîðîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ15 â òåðì õ8. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîðíåâîå
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âõîæäåíèå õ17 â òåðì õ8 îòëè÷íîãî îò ïåðåìåííîé ñèìâîëà õ18, âíóòðè
êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà
"âåêòîð(AB)", õ18 - ñèìâîë "âåêòîð". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï
çíà÷åíèÿ ïîäòåðìà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "Âåêòîð". Âíóòðè òåðìà õ8 íà-
õîäèòñÿ ñîäåðæàùåå õ15 àòîìàðíîå âûðàæåíèå õ22 òèïà õ20. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "âåêòîð(AB)". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàâíû" íàõîäèò ïî õ23
óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Âíóòðè îïðåäåëÿåìîé ÷àñòè
èñõîäíîé òåîðåìû ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ26 âûðàæåíèÿ õ22. Îïå-
ðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ26
ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

26. Ñîçäàíèå êâàçèïðîòîêîëîâ

(a) Ââîä â àêòèâ ñòàíäàðòíûõ íå÷èñëîâûõ îáúåêòîâ ïîñûëîê îïðåäåëåíèÿ òå-
êóùåãî îáúåêòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñîçäàíèå êâàçèïðîòîêîëà

∀ABCK(K = (A, B, C)→ àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)))

ïî òåîðåìå

∀ABCDEFK(D − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) & ¬(D =
F ) & ¬(D = E) & K = (A, B, C) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A, B, E) &
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & òî÷êàëó÷à(A, C, F ) &
ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(AB)→ êîîðä(D, K) = (l(AE)/l(AB), l(AF )/l(AC)))

Êâàçèïðîòîêîë ñíàáæàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé "àêòèâ(êîíòðîëüâûâîäà(êî-
îðä(D, K)))".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî ëèáî ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé
õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê åå ïàðà-
ìåòðîâ, ïåðåìåííîé õ11 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ðàâåíñòâ íàáîðà õ11, ó êîòîðûõ â îäíîé èç ÷àñòåé ðàñ-
ïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ10. Ñïèñîê õ10 ïîïîëíÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè
òàêèõ ðàâåíñòâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ðàâåíñòâà
"K = (A, B, C)", õ10 - ñïèñîê D, K, A, B, C.

Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ïîäòåðìîâ àíòåöåäåíòîâ, èìåþ-
ùèõ ñâîèì çàãîëîâêîì îäèí èç ñèìâîëîâ "ïðÿìàÿ", "îêðóæíîñòü", "Îêðóæ-
íîñòü", "ïëîñêîñòü", "âåêòîð", ïðè÷åì òàêèõ, ÷òî âñå èõ ïàðàìåòðû âêëþ-
÷àþòñÿ â ñïèñîê õ10. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 ñîñòîèò èç äâóõ âûðàæåíèé
"ïðÿìàÿ(AB)", "ïðÿìàÿ(AC)". Â ñïèñêå õ13 âûáèðàåòñÿ òåðì õ14. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "ïðÿìàÿ(AB)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ12
è êîíñåêâåíòîì "àêòèâ(õ14)". Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèí-
ñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "àêòèâ(êîíòðîëüâûâîäà(õ9))".

(b) Ââîä â àêòèâ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè îïðå-
äåëåíèÿ òåêóùåãî îáúåêòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñîçäàíèå êâàçèïðîòîêîëà
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∀ABCDK(ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
òî÷êàëó÷à(A, C,D)→ àêòèâ(l(AD)))

ïî òåîðåìå

∀ABCDK(ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
òî÷êàëó÷à(A, C,D)→ êîîðä(D, K) = (0, l(AD)/l(AC)))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - òîæäåñòâî ëèáî ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé
õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê åå ïàðà-
ìåòðîâ, ïåðåìåííîé õ11 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ðàâåíñòâ íàáîðà õ11, ó êîòîðûõ â îäíîé èç ÷àñòåé ðàñ-
ïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ10. Ñïèñîê õ10 ïîïîëíÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè
òàêèõ ðàâåíñòâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ðàâåíñòâà
"K = (A, B, C)", õ10 - ñïèñîê D, K, A, B, C.

Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿþùàÿ ÷àñòü êîíñåêâåíòà. Â íåé
óñìàòðèâàåòñÿ ÷èñëîâîé àòîì õ16, ïàðàìåòðû êîòîðîãî âêëþ÷àþòñÿ â ñïè-
ñîê õ10 è ïåðåñåêàþòñÿ ñ ïàðàìåòðàìè òåðìà õ9. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 èìå-
åò âèä "l(AD)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì òåðìà õ16 ñëóæèò îäèí èç
ñèìâîëîâ "ðàññòîÿíèå", "óãîë", "ïëîùàäü", "äëèíà", "ðàññòìåæäó", "îáú-
åì". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ11,
ïàðàìåòðû êîòîðûõ âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ10. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àí-
òåöåäåíòàìè õ17 è êîíñåêâåíòîì "àêòèâ(õ16)". Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñ-
êå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "àêòèâ(êîíòðîëüâûâîäà(õ9))".

Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûé âûøå êâàçèïðîòîêîë â èòîãå ñêëåèâàåòñÿ ñ äðó-
ãèì êâàçèïðîòîêîëîì, òàê ÷òî àíòåöåäåíò "òî÷êàëó÷à(A, C,D)" îêàçûâà-
åòñÿ îòáðîøåí.

27. Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà.

(a) Ïîëó÷åíèå òîæäåñòâà äëÿ âûðàæåíèÿ ïàðàìåòðà îáúåêòà ÷åðåç îáúåêò.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(c = a + bi & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ Re(c) = a)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ Re(a + bi) = a)

Âûâîäèìàÿ òåîðåìà îðèåíòèðîâàíà íà ïðèåì, óñìàòðèâàþùèé â ïîñûëêàõ
ÿâíîå ðàâåíñòâî äëÿ c è ïîñëå ýòîãî ïðåîáðàçóþùèé Re(c).

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåî-
ðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîæäåñòâî ñ ïåðåìåííîé â îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ8 ðàâíî 1. Ïåðåìåí-
íîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò êîðíåâîé îïåðàíä. Â íàøåì ïðèìåðå - a + bi.
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåî-
ðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ14 âûðàæåíèþ õ13. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
âûðàæåíèå P (õ14), ãäå P - çàãîëîâîê òåðìà õ8. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìå-
åò âèä "Re()". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ17
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îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåí-
òàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèå õ15 è àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû,
à êîíñåêâåíòîì - ðàâåíñòâî õ18. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ
õàðàêòåðèñòèêîé "çíà÷åíèåïåðåìåííîé". Ïîìåòêà "ðåçóëüòàò" â áëîêå âû-
âîäà óêàçûâàåò, ÷òî òåîðåìà âêëþ÷àåòñÿ â èòîãîâûé ñïèñîê, íî ñëåäñòâèÿ
èç íåå íå âûâîäÿòñÿ.

(b) Âûâîä ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ äåêîìïîçèöèè èìïëèêàöèè èç îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè ÷åðåç óñëîâíîå âûðàæåíèå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acdAB(A−set& B−set& B ⊆ A→ ∀bx(c(b, x)→ d(b, èíäèêàòîð(A, B, a)(x)))
↔ ∀bx(¬(x ∈ B) & c(b, x)→ d(b, 0)) & ∀bx(x ∈ B & c(b, x)→ d(b, a)))

èç òåîðåìû

∀ABa(A− set & B − set & B ⊆ A→ èíäèêàòîð(A, B, a) =
λx((a ïðè x ∈ B, èíà÷å 0), x ∈ A))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðå-
ìà ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïðå-
äåëÿþùåãî âûðàæåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî âûðàæåíèå - îïèñàòåëü "îòîá-
ðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ11 îäíîýëåìåíòíà, è ïåðå-
ìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ x.
Âíóòðè ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ11 íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ15 ñèì-
âîëà "âàðèàíò". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä âõîæäå-
íèÿ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "x ∈ B". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ16 ñîäåðæèò
ïåðåìåííóþ õ14. Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå õ18, õ21 è õ22, íå âõîäÿùèå â
èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå b, c, d. Îïðåäåëÿþòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ15 â îïðåäåëÿþùóþ ÷àñòü óñëîâíîãî âûðà-
æåíèÿ íà åãî âòîðîé îïåðàíä, à òàêæå ðåçóëüòàò çàìåíû ýòîãî âõîæäåíèÿ
íà ïîñëåäíèé îïåðàíä óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ. Ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïå-
ðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè ýòèõ äâóõ ðåçóëüòàòîâ íà ïåðåìåííûå,
îòëè÷íûå îò õ14 è õ18, ïåðâûé èç íèõ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ19, à
âòîðîé - ïåðåìåííîé õ20. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 èìååò âèä "λc(a, c ∈ A)", à
õ20 - âèä "λa(0, a ∈ A)".

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "äëÿëþáîãî(õ18 õ14 åñëè õ21(
õ18 õ14) òî õ22(õ18 õ8(õ14)))", ïåðåìåííîé õ24 - óòâåðæäåíèå "äëÿëþáî-
ãî(õ18 õ14 åñëè õ21(õ18 õ14)õ16 òî õ22(õ18 õ19(õ14)))", ïåðåìåííîé õ25 -
óòâåðæäåíèå "äëÿëþáîãî(õ18 õ14 åñëè õ21(õ18 õ14)íå(õ16)òî õ22(õ18 õ20(
õ14)))". Â íàøåì ïðèìåðå õ23 èìååò âèä "∀bx(c(b, x)→ d(b, èíäèêàòîð(A, B,
a)(x)))", õ24 - âèä "∀bx(c(b, x) & x ∈ B → d(b, λc(a, c ∈ A)(x)))", õ25 - âèä
"∀bx(c(b, x) & ¬(x ∈ B)→ d(b, λa(0, a ∈ A)(x)))".

Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ12, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé
ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèÿ õ23 êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ24
è õ25. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà. Òåîðåìà ñíàáæàåòñÿ ðîâíî äâóìÿ õàðàêòåðèñòèêàìè -
"ïîäðàçáèåíèå(âòîðîéòåðì)" è "óêàçàòåëü(âõîæäåíèå(õ22))".
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3.64 Õàðàêòåðèñòèêà "îïðåäçíà÷åíèå"
Õàðàêòåðèñòèêîé "îïðåäçíà÷åíèå(i)" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè ñ òàêèì
êîíñåêâåíòîì P (t1 . . . tn), ÷òî çíà÷åíèå ti, åñëè âîîáùå ñóùåñòâóåò, îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëåíî çíà÷åíèÿìè t1 . . . , ti−1, ti+1, . . . , tn.

1. Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ äåêîìïîçèöèè îïðåäåëÿþùåé ÷à-
ñòè è ïîñëåäóþùàÿ ïîïûòêà âûâåñòè ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ îïðåäåëÿåìîãî òåð-
ìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀de(¬(d = ∅) & ¬(e = ∅) & d− set & e− set & d ⊆ R & e ⊆ R & îãðñíèçó(d) &
îãðñíèçó(e)→ inf(d ∪ e) = min(inf(d), inf(e)))

èç òåîðåìû

∀a(a− set & îãðñíèçó(a) & ¬(a = ∅)→ íàèáîëüøèé(inf(a), setb(íèæíÿÿãðàíü(b,
a))))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bef (e− set & f − set & e ⊆ R & f ⊆ R→ íèæíÿÿãðàíü(b, e ∪ f)↔
íèæíÿÿãðàíü(b, e) & íèæíÿÿãðàíü(b, f))

Õàðàêòåðèñòèêà èñõîäíîé òåîðåìû - "îïðåäçíà÷åíèå(1)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà èç õàðàêòåðèñòèêè. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - 1. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ10 -
âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ9, èìåþùåãî íîìåð õ8. Â íàøåì ïðèìåðå
- âõîæäåíèå òåðìà "inf(a)". Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 â òåðì õ9 íåîäíî-
áóêâåííîãî ïîäòåðìà, íå ðàñïîëîæåííîå âíóòðè âõîæäåíèÿ õ10. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - âõîæäåíèå òåðìà "íèæíÿÿãðàíü(b, a)". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ11. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðîùêí" îïðåäåëÿåò
ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â íåé ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå
â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 èìååò âèä:

∀cde(d− set & e− set & d ⊆ R & e ⊆ R→ íèæíÿÿãðàíü(c, d ∪ e)↔
íèæíÿÿãðàíü(c, d) & íèæíÿÿãðàíü(c, e))

Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ11, ïåðåìåííîé õ17 - ñïèñîê îáùèõ
ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ16 è õ9. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé
ïåðåìåííîé a. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ15
ñîãëàñíî õàðàêòåðèñòèêå "è(. . .)" äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå
õ21 èìååò âèä "íèæíÿÿãðàíü(c, d ∪ e)". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäè-
íåíèå ñïèñêà õ17 ñ ïàðàìåòðàìè òåðìà õ21. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 ñîñòîèò èç
ïåðåìåííûõ a, c, d, e.

Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ22, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû
õ16 è õ21. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòà-
íîâêè ê çàìåíÿþùåìó òåðìó òåîðåìû õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ24 èìååò âèä
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"íèæíÿÿãðàíü(b, d) & íèæíÿÿãðàíü(b, e))". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ15. Â íà-
øåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "d− set", "e− set", "d ⊆ R", "e ⊆ R".
Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ16, íå âõîäÿùèõ â
òåðì õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ27 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ25, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ ñïèñêà
õ26. Â íàøåì ïðèìåðå ñïèñîê õ27 ïóñòîé. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíè ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû.

Åñëè ñïèñîê õ27 íåïóñò, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå óòâåðæäåíèå ýòîãî ñïèñêà
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñïèñêà õ28, ïîïîëíåííîãî ðåçóëüòàòàìè ïðèìåíåíèÿ ïîä-
ñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì èç îáëàñòè âõîæäåíèÿ õ11 â òåðì õ9. Èíà÷å ïðèåì
íå ïðèìåíÿåòñÿ.

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå, ïîëó÷àåìîå èç õ9 îäíîâðåìåííîé
çàìåíîé âõîæäåíèÿ õ11 íà òåðì õ24 è ïðèìåíåíèåì ïîäñòàíîâêè S ê âõîæäå-
íèÿì, ðàñïîëîæåííûì âíå õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ29 èìååò âèä:

íàèáîëüøèé(inf(d ∪ e), setb(íèæíÿÿãðàíü(b, d) & íèæíÿÿãðàíü(b, e))).

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ30, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó è òåîðåìó õ15. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ f . Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â õ29
êîðíåâîãî îïåðàíäà, èìåþùåãî íîìåð õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - "inf(d∪ e)". Ïåðå-
ìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â óòâåðæäåíèè õ29 âõîæäåíèÿ õ31
íà ïåðåìåííóþ õ30. Â íàøåì ïðèìåðå - "íàèáîëüøèé(f, setb(íèæíÿÿãðàíü(b, d)
& íèæíÿÿãðàíü(b, e)))". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáúåäèíåíèÿ
ñïèñêà õ28 ñ óòâåðæäåíèÿìè ñïèñêà õ25, íå âõîäÿùèìè â ñïèñîê õ27, ê êîòîðîìó
äîáàâëåíî óòâåðæäåíèå õ32.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ34 ñ ïîñûëêàìè õ33. Öåëè çàäà÷è - (íåèç-
âåñòíûå õ30), "èçâåñòíî", "äîïïîñûëêè", "ñìðàâíî", "òåîðåìû". Ïî îêîí÷àíèè
ðåøåíèÿ â ñïèñêå ïîñûëîê âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ36 ñ ïåðåìåííîé õ30 â ëåâîé
÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - "f = min(inf(d), inf(e))". Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñ-
êà õ28 ñ óòâåðæäåíèÿìè ñïèñêà õ25, íå âõîäÿùèìè â ñïèñîê õ27, ê êîòîðîìó
äîáàâëåíû óòâåðæäåíèÿ Q, ñîõðàíåííûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è õ34 â åå êîììåí-
òàðèÿõ (äîïïîñûëêè Q). Â íàøåì ïðèìåðå òàêèõ óòâåðæäåíèé äâà - "¬(e = ∅)"
è "¬(d = ∅)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ38, êîíñåêâåíòîì êî-
òîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî ïîäòåðìà õ31 âûðàæåíèþ õ37. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Âûâîä ðàâåíñòâà ïóòåì âàðüèðîâàíèÿ îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè è îáðàòíîé ñâåðòêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀e(¬(Dom(e) = ∅) & ¬(∅ ∈ Val(e)) & e−ôóíêöèÿ & ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(e) &
îãðñíèçó(

⋃
(e)) & ïîäìíîæ(e, R)→ inf(

⋃
(e)) = inf(setd(d = inf(e(f)) &

f ∈ Dom(e)))))

èç òåîðåìû
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∀a(a− set & îãðñíèçó(a) & ¬(a = ∅) & a ⊆ R→ íàèáîëüøèé(inf(a),
setb(íèæíÿÿãðàíü(b, a))))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ac(¬(∅ ∈ Val(c)) & ∀f (f ∈ Dom(c)→ îãðñíèçó(c(f))) & c−ôóíêöèÿ &
ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(c) & ïîäìíîæ(c, R)→ íèæíÿÿãðàíü(a,

⋃
(c))↔

íèæíÿÿãðàíü(a, setb(∃f (b = inf(c(f)) & f ∈ Dom(c)))))

Õàðàêòåðèñòèêà èñõîäíîé òåîðåìû - "îïðåäçíà÷åíèå(1)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé õ9 - íîìåð
åãî îïåðàíäà ñîãëàñíî õàðàêòåðèñòèêå. Â íàøåì ïðèìåðå õ9 ðàâíî 1. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò èìååò ðîâíî äâà îïåðàíäà, è ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ âõîæäåíèå åãî îïåðàíäà, èìåþùåãî íîìåð õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðàíäà
"inf(a)". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîãî îïåðàíäà, ïåðåìåí-
íîé õ12 - ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ11. Âíóòðè õ12 ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå õ13 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå ïîäòåðìà
"íèæíÿÿãðàíü(b, a)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîäåíèþ õ13.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñèìâîë ïðåäèêàòíûé. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàâí-
òåêñòû" îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îäíèì èç îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ13 ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ19, âõîäÿùàÿ
â ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ïîäòåðìà õ12, à äðóãèì - ïåðåìåííàÿ õ20, íå âõîäÿùàÿ â
ýòîò ñïèñîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 - ïåðåìåííàÿ a, õ20 - ïåðåìåííàÿ b. Ïåðåìåí-
íîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ21
èìååò âèä:

∀ce(¬(∅ ∈ Val(e)) & ∀f (f ∈ Dom(e)→ îãðñíèçó(e(f))) & e−ôóíêöèÿ &
ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(e) & ïîäìíîæ(e, R)→ íèæíÿÿãðàíü(c,

⋃
(e))↔

íèæíÿÿãðàíü(c, setd(∃f (d = inf(e(f)) & f ∈ Dom(e)))))

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ21, ïåðåìåííîé
õ23 - âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ23 - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ââî-
äèòñÿ íàêîïèòåëü õ24 àíòåöåäåíòîâ ðåçóëüòèðóþùåé òåîðåìû, èíèöèèðóåìûé
çíà÷åíèåì õ22. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ25 ÷àñòåé ðàâåíñòâà - êîíñåêâåíòà
ðåçóëüòèðóþùåé òåîðåìû.

Ïåðåìåííîé õ26 ïîî÷åðåäíî ïðèñâàèâàþòñÿ âõîæäåíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé
ýêâèâàëåíòíîñòè õ23. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî îïåðàí-
äà âõîæäåíèÿ õ26, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ õ29, íå âõîäÿùóþ
â ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ22. Â íàøåì ïðèìåðå õ29 - ïåðåìåííàÿ c.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íîìåð õ27 âõîæäåíèÿ õ26 ðàâåí íîìåðó îïåðàíäà õ20 âõîæäå-
íèÿ õ13. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ26, îòëè÷íûé îò
õ27. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè õ30 âìåñòî
ïåðåìåííîé õ19 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ32 - ðåçóëüòàò
òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â ïîäòåðì õ10. Çàòåì óòâåðæäåíèÿ õ31 äîáàâëÿþòñÿ ê
íàêîïèòåëþ õ24, à âûðàæåíèå õ32 - ê íàêîïèòåëþ õ25.

Ïî îêîí÷àíèè öèêëà âàðüèðîâàíèÿ ïåðåìåííîé õ26 ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ24, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé ïàðû
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õ25. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

3.65 Õàðàêòåðèñòèêà "îïðçíà÷"

Õàðàêòåðèñòèêîé "îïðçíà÷(õ1)" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþùèå ñâîèì êîíñåêâåíòîì çíà÷åíèå ïåðåìåííîé õ1, êîòîðàÿ íåçàâèñèìî îò
ýòîãî îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé ãðóïïîé àíòåöåäåíòîâ.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïåðåñòàíîâêà àíòåöåäåíòà è êîíñåêâåíòà, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùèõ îäèí è òîò
æå îáúåêò.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(B = C) & ¬(C = D) & l(AC) = l(BC) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)→ ∠(ACD) = ∠(BCD))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(B = C) &
¬(A = C) & ¬(A = B) & ¬(C = D) & ∠(ACD) = ∠(DCB) &
l(AC) = l(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB)→ ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
l(AD) = l(DB))

Õàðàêòåðèñòèêà èñõîäíîé òåîðåìû - "îïðçíà÷(D)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì
"ñòàíä". Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñå-
êâåíòà, îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä". Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ îáú-
åäèíåíèå ñïèñêîâ õ8 è õ9. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ11 ñî ñïèñêîì
ïîñûëîê õ10. Åäèíñòâåííàÿ åå öåëü - "îïðçíà÷". Òàêàÿ öåëü îçíà÷àåò, ÷òî òðå-
áóåòñÿ ñîçäàòü êîììåíòàðèé ê ïîñûëêàì (îïðçíà÷ A1 A2 A3), óêàçûâàþùèé,
÷òî â ñëó÷àå èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ A2 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå
ïåðåìåííîé A3, ïðè êîòîðîì èñòèííî óòâåðæäåíèå A1.

Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è õ11 ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîììåíòà-
ðèåâ (îïðçíà÷ . . .) ê åå ïîñûëêàì. Â íàøåì ïðèìåðå èìåþòñÿ òðè êîììåíòà-
ðèÿ: (îïðçíà÷, D − òî÷êà & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ∠(BCD) = ∠(ACD), B −
òî÷êà & C − òî÷êà & A − òî÷êà & ¬(B = A) & ¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB)),D);
(îïðçíà÷ D − òî÷êà & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)), A −
òî÷êà & C−òî÷êà & A−òî÷êà & ¬(B = A) & ¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB)),D); (îïðçíà÷
D−òî÷êà & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & l(BD) = l(AD), B−òî÷êà & A−òî÷êà & ¬(B =
A), D).

Ýòè êîììåíòàðèè ââîäèëèñü ñïåöèàëüíûìè ïðèåìàìè ÃÅÍÎËÎÃà ñ çàãîëîâ-
êîì "çàìå÷àíèå". Èõ ìîæíî íàéòè â ðàçäåëå "Ëîãè÷åñêèå ïðèåìû è ñòðóêòóðû
äàííûõ - Âñïîìîãàòëüíûå ïðèåìû âûâîäà òåîðåì - "Óñìîòðåíèå îäíîçíà÷íîé
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îïðåäåëèìîñòè òî÷êè ïðè õàðàêòåðèçàöèè òåîðåìû" îãëàâëåíèÿ ïðèåìîâ ÃÅ-
ÍÎËÎÃà.

Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ14 ñïèñêà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðâûé èç òðåõ. Ïåðå-
ìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîñëåäíèé ýëåìåíò íàáîðà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå -
D. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ýëåìåíòîâ íàáîðà õ13, ó êîòîðûõ
ïîñëåäíèé ýëåìåíò ðàâåí õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 ñîâïàäàåò ñ õ13. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî äëèíà ñïèñêà õ16 íå ìåíåå 2. Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ17 ñïèñêà õ16. Â
íàøåì ïðèìåðå îí ñîâïàäàåò ñ õ14. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îáðàáîòàííîãî îïåðàòîðîì "ñòàíä" âòîðîãî ýëåìåíòà íàáî-
ðà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "∠(ACD) = ∠(BCD)",
"D ∈ ïðÿìàÿ(AB)", "D − òî÷êà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ18 - ïîäñïèñîê ñïèñêà õ8.
Â ñïèñêå õ16 âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ19, îòëè÷íûé îò õ17. Â íàøåì ïðèìåðå -
âòîðîé ýëåìåíò ñïèñêà õ13. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð îáðàáîòàí-
íûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä" êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ âòîðîãî ýëåìåíòà íàáîðà õ19.
Â íàøåì ïðèìåðå õ20 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "D ∈ ïðÿìàÿ(AB)", "D−òî÷êà",
"ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ9 è õ20 ïåðåñåêàþòñÿ.
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ8 óòâåðæäåíèé
õ18, ïåðåìåííîé õ22 - îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ20 ñ êîíúþíêòèâíûìè ÷ëåíàìè îá-
ðàáîòàííîãî îïåðàòîðîì "ñòàíä" òðåòüåãî ýëåìåíòà íàáîðà õ19. Ïåðåìåííîé õ23
ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ21 è õ22, ïåðåìåííîé õ24 - îáúåäèíåíèå
ñïèñêà õ23 ñ êîíúþíêòèâíûìè ÷ëåíàìè îáðàáîòàííîãî îïåðàòîðîì "ñòàíä" òðå-
òüåãî ýëåìåíòà íàáîðà õ17.

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ18 óòâåðæäå-
íèé õ24. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îäíîýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ24 óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâî-
æäåíèÿ åãî ïî î.ä.ç. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ26, êîíñåêâåíòîì
êîòîðîé ñëóæèò ýëåìåíò ñïèñêà õ25. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïåðåñòàíîâêà àíòåöåäåíòà è äâóõ êîíñåêâåíòîâ, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùèõ îäèí
è òîò æå îáúåêò.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(C = D) & l(AC) = l(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà & D−òî÷êà & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)→
l(AD) = l(BD))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(B = C) &
¬(A = C) & ¬(A = B) & ¬(C = D) & ∠(ACD) = ∠(DCB) &
l(AC) = l(BC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB)→ ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
l(AD) = l(DB))

Õàðàêòåðèñòèêà - "îïðçíà÷(D)".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà äîñëîâíî ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäû-
äóùåãî ïðèåìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì
"ñòàíä". Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñå-
êâåíòà, îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä". Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ îáú-
åäèíåíèå ñïèñêîâ õ8 è õ9. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ11 ñî ñïèñêîì
ïîñûëîê õ10. Åäèíñòâåííàÿ åå öåëü - "îïðçíà÷". Òàêàÿ öåëü îçíà÷àåò, ÷òî òðå-
áóåòñÿ ñîçäàòü êîììåíòàðèé ê ïîñûëêàì (îïðçíà÷ A1 A2 A3), óêàçûâàþùèé,
÷òî â ñëó÷àå èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ A2 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå
ïåðåìåííîé A3, ïðè êîòîðîì èñòèííî óòâåðæäåíèå A1.

Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è õ11 ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîììåíòà-
ðèåâ (îïðçíà÷ . . .) ê åå ïîñûëêàì. Â íàøåì ïðèìåðå èìåþòñÿ òðè êîììåíòà-
ðèÿ: (îïðçíà÷, D − òî÷êà & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ∠(BCD) = ∠(ACD), B −
òî÷êà & C − òî÷êà & A − òî÷êà & ¬(B = A) & ¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB)),D);
(îïðçíà÷ D − òî÷êà & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)), A −
òî÷êà & C−òî÷êà & A−òî÷êà & ¬(B = A) & ¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB)),D); (îïðçíà÷
D−òî÷êà & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & l(BD) = l(AD), B−òî÷êà & A−òî÷êà & ¬(B =
A), D).

Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ14 ñïèñêà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðâûé èç òðåõ. Ïåðå-
ìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîñëåäíèé ýëåìåíò íàáîðà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå -
D. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ýëåìåíòîâ íàáîðà õ13, ó êîòîðûõ
ïîñëåäíèé ýëåìåíò ðàâåí õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 ñîâïàäàåò ñ õ13. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî äëèíà ñïèñêà õ16 íå ìåíåå 2. Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ17 ñïèñêà õ16. Â
íàøåì ïðèìåðå îí ñîâïàäàåò ñ õ14. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îáðàáîòàííîãî îïåðàòîðîì "ñòàíä" âòîðîãî ýëåìåíòà íàáî-
ðà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "∠(ACD) = ∠(BCD)",
"D ∈ ïðÿìàÿ(AB)", "D − òî÷êà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ18 - ïîäñïèñîê ñïèñêà õ8.
Â ñïèñêå õ16 âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ19, îòëè÷íûé îò õ17. Â íàøåì ïðèìåðå -
âòîðîé ýëåìåíò ñïèñêà õ13. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð îáðàáîòàí-
íûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä" êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ âòîðîãî ýëåìåíòà íàáîðà õ19.
Â íàøåì ïðèìåðå õ20 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "D ∈ ïðÿìàÿ(AB)", "D−òî÷êà",
"ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ9 è õ20 ïåðåñåêàþòñÿ.
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ8 óòâåðæäåíèé
õ18, ïåðåìåííîé õ22 - îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ20 ñ êîíúþíêòèâíûìè ÷ëåíàìè îá-
ðàáîòàííîãî îïåðàòîðîì "ñòàíä" òðåòüåãî ýëåìåíòà íàáîðà õ19. Ïåðåìåííîé õ23
ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ21 è õ22, ïåðåìåííîé õ24 - îáúåäèíåíèå
ñïèñêà õ23 ñ êîíúþíêòèâíûìè ÷ëåíàìè îáðàáîòàííîãî îïåðàòîðîì "ñòàíä" òðå-
òüåãî ýëåìåíòà íàáîðà õ17.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Â ñïèñêå õ16 âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ25, îòëè÷íûé
îò õ17 è õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - ïîñëåäíèé ýëåìåíò ñïèñêà õ13. Ïåðåìåííîé
õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ðåçóëüòàòà îáðàáîòêè îïåðà-
òîðîì "ñòàíä" âòîðîãî ýëåìåíòà íàáîðà õ25. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 ñîñòîèò èç
óòâåðæäåíèé "l(AD) = l(BD)", "D ∈ ïðÿìàÿ(AB)", "D− òî÷êà". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñïèñêè õ26 è õ9 ïåðåñåêàþòñÿ. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå âî-
øåäøèõ â íàáîð õ24 ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ26. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ27 îäíîýëåìåíòíî.
Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé õ24, ïîïîëíåííûé íåîá-
õîäèìûìè äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ åãî ïî î.ä.ç. óòâåðæäåíèÿìè. Çàòåì ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ28, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò óòâåðæäåíèå
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ñïèñêà õ27. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà âûâîäà ñëåäñòâèé àíòåöåäåíòîâ è êîíñåêâåíòà, íå ñîäåðæàùèõ îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿåìîé ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(B = C) & ¬(C = D) & l(AC) = l(BC) &
l(AD) = l(BD) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà→ l(AB) = 2 cos(∠(ABC))l(BC))

èç òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(C = D) & l(AC) = l(BC) & l(AD) = l(BD) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà →
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD))

Õàðàêòåðèñòèêà - "îïðçíà÷(D)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ èç õàðàêòåðèñòêè "îïðçíà÷". Â íà-
øåì ïðèìåðå - D. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåí-
íîé õ10 - êîíñåêâåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "îòíî-
øåíèå". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ10
ê ñïèñêó õ9. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ12 ñ ïîñûëêàìè õ11 è öåëÿìè
"èñêëþ÷ õ8", "íåèçâåñòíûå X", "èçâåñòíî", "òåîðâûâîä". Çäåñü X - ñïèñîê âñåõ
ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ11. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâ-
ëåíèÿ ê ñïèñêó õ9 âñåõ ïîñûëîê çàäà÷è õ12, ïîëó÷åííûõ ïîñëå åå ðåøåíèÿ, èìå-
þùèõ çàãîëîâîê "àêòèâ" è íå èìåþùèõ ïàðàìåòðîâ, íå âñòðå÷àþùèõñÿ â óòâåð-
æäåíèÿõ õ9. Â íàøåì ïðèìåðå ê õ9 äîáàâèëèñü ïîñûëêè "àêòèâ(T )" äëÿ ñëåäó-
þùèõ òåðìîâ T : ∠(BAC), ïëîñêîñòü(ABC), l(CD), ∠(ACB), ∠(ACD), ∠(ABC),
∠(CBD), ∠(BCD), l(AB), ïðÿìàÿ(CD), ïðÿìàÿ(AB), l(BD), l(AD),
ïðÿìàÿ(BC), l(BC), ïðÿìàÿ(AC), l(AC).

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ15 ñ ïîñûëêàìè õ14 è öåëÿìè "èñêëþ÷ õ8",
"íåèçâåñòíûå Y ", "èçâåñòíî", "òåîðâûâîä", ãäå Y - âñå ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé
õ9.

Ïîñëå ýòîãî â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è õ12 ðàññìàòðèâàåòñÿ íå ñîäåðæàùåå ïåðå-
ìåííîé õ8 ðàâåíñòâî õ17, ïàðàìåòðû êîòîðîãî âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû óòâåð-
æäåíèé õ9. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî õ17 íå âõîäèò â ñïèñîê ïîñûëîê çàäà÷è
õ15 è ÷òî êîììåíòàðèé "âûâîäèìî" ê ýòîìó ðàâåíñòâó óêàçûâàåò íà èñïîëü-
çîâàíèå óòâåðæäåíèÿ õ10 ïðè åãî ïîëó÷åíèè. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä
"l(AB) = 2 cos(∠(ABC))l(AC)".

Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ19, â êîòîðûé çàíîñèòñÿ åäèíñòâåííîå óòâåðæäåíèå õ17.
Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ20 íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ óòâåðæäåíèÿ õ17.
Â íàøåì ïðèìåðå - l(AB), ∠(ABC), l(AC).
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Ðåàëèçóåòñÿ öèêë ïðîñìîòðà ýëåìåíòîâ õ21 ñïèñêà õ20. Äëÿ çàäàííîãî õ21 ïðî-
ñìàòðèâàþòñÿ ðàâåíñòâà õ22 èç ïîñûëîê çàäà÷è õ12, îòëè÷íûå îò õ17, íå ñîäåð-
æàùèå õ8, íî ñîäåðæàùèå ïîäòåðì õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû ðàâåíñòâà
õ22 âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé õ9. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 èìååò âèä
"∠(ACB) = −2∠(ABC) + π". Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ23 ÷èñëîâûõ àòîìîâ òåðìà
õ22. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé. Âûáèðàåòñÿ òîò ýëåìåíò õ24 ñïèñ-
êà õ23, êîòîðûé îòëè÷åí îò õ21. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî ∠(ACB). Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ24 îòëè÷íî îò ïåðåìåííîé è íå âõîäèò â óòâåðæäåíèå õ17. Âûáèðàþòñÿ
ïåðåìåííûå P, Q, íå âõîäÿùèå â óòâåðæäåíèÿ õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåí-
íûå a, b. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ22 ïîäòåðìà
õ21 íà ïåðåìåííóþ P , à ïîäòåðìà õ24 - íà ïåðåìåííóþ Q. Â íàøåì ïðèìåðå
ïîëó÷àåì: "b = −2a + π".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ9 è åäèíñòâåííûì óñëîâèåì õ26.
Öåëè åå - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "îäç", "íåèçâåñòíûå P". Îòâåò
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ28. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "b−÷èñëî & a =
(−b + π)/2". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äàííûé îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ñðå-
äè åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ29 ñ ïåðåìåííîé P â ëå-
âîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â ïðàâóþ
÷àñòü äàííîãî ðàâåíñòâà òåðìà õ24 âìåñòî ïåðåìåííîé Q. Â íàøåì ïðèìåðå
õ30 èìååò âèä "(−∠(ACB) + π)/2". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò çàìåíû â òåðìå õ17 âõîæäåíèé ïîäòåðìà õ21 íà õ30. Â íàøåì ïðèìåðå
- "l(AB) = 2 cos((−∠(ACB) + π)/2)l(AC)". Òåðì õ31 äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó õ19,
è ïðîäîëæåíèå öèêëà- ê î÷åðåäíîìó õ22.

Ïî çàâåðøåíèè öèêëà âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ20 îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåí-
íûìè. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "l(AB) = 2 cos(∠(ABC)) ·
l(AC)", "l(AB) = 2 cos((−∠(ACB) + π)/2)l(AC)", "l(AB) = 2 cos(∠(BAC)) ·
l(AC)", "l(AB) = 2 cos(∠(ABC))l(BC)".

Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà õ20 ñïèñêà õ19 ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êî-
òîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ9 è óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ
õ20 ïî î.ä.ç. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 - ïåðâûé ýëåìåíò ñïèñêà õ19. Äàííàÿ èìïëè-
êàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà. Åé ïåðåäàåòñÿ èñõîäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà "îïðçíà÷(õ8)". Ïðî÷èå õàðàê-
òåðèñòèêè ñîçäàþòñÿ õàðàêòåðèçàòîðîì.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Ïîïûòêà îòáðîñèòü àíòåöåäåíòû ñ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìîé ïåðåìåííîé, íå
âõîäÿùåé â êîíñåêâåíò.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & B − òî÷êà & C − òî÷êà & A− òî÷êà & ¬(B = C) & l(AC) =
l(BC)→ l(AB) = 2 cos(∠(ABC))l(BC))

èç òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & D − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & A− òî÷êà & ¬(B =
C) & l(AC) = l(BC) & l(AD) = l(BD) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) → l(AB) =
2 cos(∠(ABC))l(BC))
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Õàðàêòåðèñòèêà - "îïðçíà÷(D)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ èç õàðàêòåðèñòêè "îïðçíà÷". Â íà-
øåì ïðèìåðå - D. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îí íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé D. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Îí ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ11 óòâåðæäåíèé, ñî-
äåðæàùèõ õ8, è ïîäñïèñîê õ12 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáà
ýòè ïîäñïèñêà íåïóñòû. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ
êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé õ8 íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ11.
Â íàøåì ïðèìåðå - "∃D(D−òî÷êà & l(AD) = l(BD) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB))". Ïðè
ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ13 - ñëåäñòâèå óòâåð-
æäåíèé õ12. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ12 è êîíñåêâåíòîì
õ9, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.66 Õàðàêòåðèñòèêà "îïðíàïð"

Õàðàêòåðèñòèêîé "îïðíàïð(õ1)"ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, âûâåäåííûå
ñïåöèàëüíî äëÿ ïåðåôîðìóëèðîâêè àíòåöåäåíòîâ äðóãèõ òåîðåì ñ ïðèâëå÷åíèåì ïî-
íÿòèÿ õ1. Ýòà õàðàêòåðèñòèêà ñîçäàåòñÿ òîëüêî ïðèåìàìè âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëåíèÿ äëÿ ñâåðòêè àíòåöåäåíòîâ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdD(¬(b = c) & ¬(b = D) & a ∈ îêðóæíîñòü(bc) & d ∈ îêðóæíîñòü(bc) &
áèññåêòðèñà(dbaD) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & D− òî÷êà→
l(dD) = l(aD))

èç òåîðåìû

∀aABC(¬(A = B) & a ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & A− òî÷êà &
B − òî÷êà→ l(AC) = l(aA))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(A = D) &
¬(A = C) & áèññåêòðèñà(BACD) & l(AB) = l(AC)→ l(BD) = l(CD))

Õàðàêòåðèñòèêà èñõîäíîé òåîðåìû - "îïðíàïð(îêðóæíîñòü)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, íà êîòîðûé óêàçûâàåò õàðàêòåðè-
ñòèêà "îïðíàïð". Â íàøåì ïðèìåðå - "îêðóæíîñòü". Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê çàãîëîâêîâ íåîäíîáóêâåííûõ ïîäòåðìîâ êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå -
"ðàâíî", "ðàññòîÿíèå". Ïðîñìàòðèâàþòñÿ çàãîëîâêè íåîäíîáóêâåííûõ ïîäòåðìîâ àí-
òåöåäåíòîâ òåîðåìû. Åñëè ïîÿâëåíèå òàêîãî çàãîëîâêà â ïîñûëêàõ çàäà÷è îçíà÷àåò
âûïîëíåíèå íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé îáùåãî õàðàêòåðà (íàïðèìåð,
óêàçàíèå íà ïëàíèìåòðè÷åñêóþ ñèòóàöèþ), òî ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, èñïîëüçóåìûõ â
çàäà÷àõ â êà÷åñòâå ôèêòèâíîé ïîñûëêè è óêàçûâàþùèé íà ýòè îãðàíè÷åíèÿ, çàíî-
ñèòñÿ â íàêîïèòåëü õ11. Â íàøåì ïðèìåðå äâóìåñòíûé ñèìâîë "îêðóæíîñòü" ìîæåò
ïîÿâëÿòüñÿ òîëüêî â ïëàíèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ, òàê êàê â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå äëÿ çàäàíèÿ îêðóæíîñòè íóæíî äîîïðåäåëèòü åùå îäèí ýëåìåíò, ôèêñèðóþùèé
ïëîñêîñòü. Ïîýòîìó õ11 ñîñòîèò èç ïàðû ñèìâîëîâ "ïëàíèìåòðèÿ".



3.67. Õàðàêòåðèñòèêà "îòíîøåíèå" 749

Â ñïèñêå õ10 íàõîäèòñÿ íàèáîëåå "ïðèîðèòåòíûé" â ñìûñëå èåðàðõèè ðàçäåëîâ ñèì-
âîë, è ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ12 âñåõ åãî íàäðàçäåëîâ, óïîðÿäî÷åííûõ ïî óáûâàíèþ è
çàâåðøàåìûé äàííûì ñèìâîëîì. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - ïàðà (ãåîìåòðèÿ, ðàññòîÿ-
íèå). Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðåäïîñëåäíèé ýëåìåíò ñïèñêà õ12. Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèì-
âîë "ðàâíî". Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû õ18 ðàçäåëà õ13, èìåþùèå íå áîëåå 5 ïåðå-
ìåííûõ, ýëåìåíòàðíûé êîíñåêâåíò è õàðàêòåðèñòèêó ñ çàãîëîâêîì èç ñïèñêà "ñïóñê",
"âûâîä", "÷èñëçíà÷", "÷èñëîöåíêà", "ðàâíû", "îòíîøåíèå". Â íàøåì ïðèìåðå õ18 -
óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Â åå ñïèñêå àíòåöåäåíòîâ õ19 íàõîäèòñÿ
àíòåöåäåíò õ20 ñ çàãîëîâêîì õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(AB) = l(AC)". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ýòîò àíòåöåäåíò ñîäåðæèò âñå ñèìâîëû ñïèñêà õ10 è íå èìååò ñâÿçàííûõ
ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ
èñõîäíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â ñïèñîê õ18. Â íàøåì ïðèìåðå ïî-
ëó÷àåì:

∀abcd(¬(b = c) & a ∈ îêðóæíîñòü(bc) & d ∈ îêðóæíîñòü(bc) & b−òî÷êà & c−òî÷êà→
l(bd) = l(ab))

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ21, ïåðåìåííîé õ23 - ñïèñîê åå
àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ òåðìîâ õ20 è õ22.
Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ24, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ20 è
õ22.

Äîïîëíèòåëüíî êîíòðîëèðóåòñÿ, ÷òî ïðè íàëè÷èè ñèìâîëà "ïëàíèìåòðèÿ" â ñïèñêå
õ11 òåîðåìà õ18 íå ÿâëÿåòñÿ ñòåðåîìåòðè÷åñêîé: â íåé íåò ïîíÿòèé, îòíîñÿùèõñÿ ê
ðàçäåëó "òåëà", è íå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïëîñêîñòè.

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îò-
ëè÷íûì îò õ20 ýëåìåíòàì ñïèñêà õ19, à òàêæå ê ýëåìåíòàì ñïèñêà õ23. Ïåðåìåííîé
õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê êîíñåêâåíòó òåîðåìû õ18.
Ñïèêî õ26 ïîïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèÿìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.
åãî óòâåðæäåíèé è óòâåðæäåíèÿ õ27. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ26 è êîíñåêâåíòîì õ27. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó
ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ óïðîùåíèé óæå èìåþùèåñÿ â ñïèñêå âûâîäà òåîðåìû.
Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.67 Õàðàêòåðèñòèêà "îòíîøåíèå"

Õàðàêòåðèñòèêîé "îòíîøåíèå" ñíàáæàþòñÿ òåîðåìû, âûâîäÿùèå îòëè÷íûé îò ðàâåí-
ñòâà äâóìåñòíûé ïðåäèêàò áåç íîâûõ îáúåêòîâ.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Âûâîä óòâåðæäåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïóòåì óñìîòðåíèÿ ðåàëèçóåìîñòè ãðóïïû
àíòåöåäåíòîâ, ñîäåðæàùèõ çàäàííûé ïàðàìåòð.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCEFG(¬(A = C) & ¬(B = C) & ¬(ïðÿìàÿ(AC) = ïðÿìàÿ(BC)) &
l(AF ) = l(CF ) & l(BE) = l(CE) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
G ∈ îòðåçîê(AE) & G ∈ îòðåçîê(BF ) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
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E− òî÷êà & F − òî÷êà & G− òî÷êà→ ∃D(lAD) = l(BD) & D ∈ îòðåçîê(AB) &
G ∈ îòðåçîê(CD) & D − òî÷êà)

èç òåîðåìû

∀ABCDEFG(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(AC)) &
l(AD) = l(BD) & l(AF ) = l(CF ) & l(BE) = l(CE) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & G ∈ îòðåçîê(AE) & G ∈ îòðåçîê(BF ) &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà &
G− òî÷êà→ G ∈ îòðåçîê(CD))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò,
ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ11
ñïèñêà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - D. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåð-
æäåíèé íàáîðà õ8, ñîäåðæàùèõ ýòó ïåðåìåííóþ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìå-
åò íå áîëåå òðåõ ýëåìåíòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé
"l(AD) = l(BD)", "D ∈ ïðÿìàÿ(AB)", "D − òî÷êà". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàè-
âàåòñÿ îñòàòîê íàáîðà õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå êîðî÷å ñïèñêà õ12.

Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ
êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé õ11 íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ12
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ13.

Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïîäñòàíîâêè âìåñòî ïåðåìåííîé õ11, ïåðåâîäÿùåé óòâåð-
æäåíèÿ õ12, ê êîòîðûì äîáàâëåíî óòâåðæäåíèå õ9, â ïîäìíîæåñòâî óòâåðæäå-
íèé õ13. Çàòåì ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà
ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ11 íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ12 è óòâåðæäåíèÿ
õ9. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ13 è êîíñåêâåíòîì õ15. Îíà îáðà-
áàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà èñêëþ÷èòü ïåðåìåííóþ ïîñëå óñìîòðåíèÿ ðåàëèçóåìîñòè ãðóïïû ñî-
äåðæàùèõ åå àíòåöåäåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDFG(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(AC)) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & G ∈ ïðÿìàÿ(BF ) & G ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
áèññåêòðèñà(ABCF ) & áèññåêòðèñà(ACBD) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà & F − òî÷êà & G− òî÷êà→ áèññåêòðèñà(BACG))

èç òåîðåìû

∀ABCDEFG(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(AC)) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & G ∈ ïðÿìàÿ(BF ) &
G ∈ ïðÿìàÿ(CD) & áèññåêòðèñà(ABCF ) & áèññåêòðèñà(ACBD) &
áèññåêòðèñà(BACE) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
E − òî÷êà & F − òî÷êà & G− òî÷êà→ G ∈ îòðåçîê(AE)))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà. Âûáèðàåòñÿ ïå-
ðåìåííàÿ õ11 ñïèñêà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - E. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ8, ñîäåðæàùèõ ýòó ïåðåìåííóþ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îí èìååò íå áîëåå òðåõ ýëåìåíòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 ñîñòîèò èç óòâåðæäå-
íèé "E ∈ ïðÿìàÿ(BC)", "áèññåêòðèñà(BACE)", "E − òî÷êà". Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê íàáîðà õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå êîðî÷å ñïèñêà õ12.

Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ
êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé õ11 íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ12
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ13.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâ-
ëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ9 ê ñïèñêó õ8. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ16 ñ
ïîñûëêàìè õ15 è öåëÿìè "èñêëþ÷ õ11", "èçâåñòíî", "àíòåöåäåíòû", "íîâïî-
ñûëêà", "íåèçâåñòíûå X", ãäå X - âñå ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé õ15.

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê õ13. Äëÿ êàæäîãî êîììåíòàðèé (íîâ-
ïîñûëêà H) ê ïîñûëêàì çàäà÷è õ16 ïðåäïðèíèìàåòñÿ äîáàâëåíèå óòâåðæäå-
íèÿ H ê ñïèñêó õ17. Â íàøåì ïðèìåðå íå äîáàâëÿåòñÿ íè÷åãî. Â ñïèñêå ïîñû-
ëîê çàäà÷è õ16 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ18, íå âõîäÿùåå â ñïèñîê õ8, íå èìå-
þùåå êîììåíòàðèÿ "ñëåäñòâèå", íå ñîäåðæàùåå ïåðåìåííîé õ11, íî âûâåäåí-
íîå ïðè èñïîëüçîâàíèè óòâåðæäåíèÿ, ñîäåðæàùåãî õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ18
- "áèññåêòðèñà(BACG)". Ýòî óòâåðæäåíèå âîçíèêëî ïðè ïåðåõîäå îò ïîñûë-
êè "áèññåêòðèñà(BACE)" ê àëüòåðíàòèâíîìó îáîçíà÷åíèþ è ïîýòîìó íå èìåëî
êîììåíòàðèÿ "ñëåäñòâèå", óêàçûâàþùåãî íà äîáàâëåíèå íîâîé ïîñûëêè. Ñîçäà-
åòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ17 è êîíñåêâåíòîì õ18. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Óñìîòðåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè êîíñåêâåíòà àíòåöåäåíòó èç ñîîáðàæåíèé ñèììåò-
ðèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdefklm(¬(d2 + e2 + f 2 = 0) & ¬(k2 + l2 + m2 = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & k − ÷èñëî & l − ÷èñëî &
m− ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (k, l, m))→
ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (d, e, f))↔ ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (k, l, m))

èç òåîðåìû

∀abcdefklm(¬(d2 + e2 +f 2 = 0) & ¬(k2 + l2 +m2 = 0) & a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−
÷èñëî & d − ÷èñëî & e − ÷èñëî & f − ÷èñëî & k − ÷èñëî & l − ÷èñëî & m −
÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (d, e, f)) & ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (k, l, m))→
ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (k, l, m))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - âõîæäåíèå
êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà. Â ñïèñêå
õ8 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ11 ñ çàãîëîâêîì õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðîïîðö-
íàáîðû((a, b, c), (d, e, f))". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîðíåâûõ îïå-
ðàíäîâ óòâåðæäåíèÿ õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ13
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ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîðíåâûõ îïåðàíäîâ êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ14 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â ñïèñîê õ12 íåêîòîðîãî òåðìà õ15, èìåþùåãî âõîæäåíèå
õ16 â ñïèñîê õ13. Åñëè ñèìâîë õ10 íåêîììóòàòèâåí, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íîìå-
ðà âõîæäåíèé õ14 è õ16 ðàâíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - "(a, b, c)". Ïåðåìåííîé
õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ12, âõîæäåíèå êîòîðîãî îòëè÷íî îò õ14, à
ïåðåìåííîé õ20 - ýëåìåíò ñïèñêà õ13, âõîæäåíèå êîòîðîãî îòëè÷íî îò õ16. Â
íàøåì ïðèìåðå õ19 - "(d, e, f)", õ20 - "(k, l, m)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ
õ19, õ20 ýëåìåíòàðíû è èìåþò ðàâíûå äëèíû. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïàðìåòðîâ ïàðû õ19, õ20. Íàõîäèòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ
õ21, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì "íàáîð(õ19 õ20)" â òåðì "íàáîð(õ20 õ19)". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòà ïîäñòàíîâêà ïåðåîáîçíà÷àåò ïåðåìåííûå, íå îòîæäåñòâëÿÿ èõ. Ïåðå-
ìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ8 óòâåðæäåíèÿ õ11.
Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê óòâåðæäåíèÿì õ23 ïîä-
ñòàíîâêè S è îáðàáîòêè èõ îïåðàòîðîì "ñòàíä". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà "ñòàíä" ê óòâåðæäåíèÿì õ23. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ24, îòñóòñòâóþùåå â ñïèñêå õ25,
ßâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ25. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöå-
äåíòàìè õ23, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèÿ õ11
ïîäòåðìó õ9. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Óñìîòðåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè êîíñåêâåíòà èìåþùåìó òå æå ïàðàìåòðû àíòåöå-
äåíòó ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(¬(a = d) & ¬(b = c) & a ∈ îêðóæíîñòü(bc) & d ∈ îêðóæíîñòü(bc) &
a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà→ d ∈ ïðÿìàÿ(ab)↔
b ∈ îòðåçîê(ad))

èç òåîðåìû

∀abcd(¬(a = d) & ¬(b = c) & a ∈ îêðóæíîñòü(bc) & d ∈ ïðÿìàÿ(ab) &
d ∈ îêðóæíîñòü(bc) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà→
b ∈ îòðåçîê(ad))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ10 -
êîíñåêâåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ñðåäè àíòåöåäåíòîâ ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ.
Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ10. Îïðåäåëÿåòñÿ
ñïèñîê õ12 íîìåðîâ ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû Â íàøåì ïðèìåðå
- 1,3,4,5. Âûáèðàåòñÿ íîìåð õ13 èç ñïèñêà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - 4. Ïåðå-
ìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ àíòåöåäåíò ñ äàííûì íîìåðîì. Â íàøåì ïðèìåðå -
"d ∈ ïðÿìàÿ(ab)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê åãî îòëè÷åí îò ñèìâîëà "íå",
à ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ðàâåí õ11. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çà-
ìåíû óòâåðæäåíèÿ õ14 â ñïèñêå õ8 íà óòâåðæäåíèå õ10. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ14 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ15. Ñî-
çäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü îòëè÷íûå îò õ14 àíòåöåäåíòû
èñõîäíîé òåîðåìû, à êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ14 è õ10. Îíà
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ãèïîòåçû

1. Ïîèñê êîíòåêñòà, â êîòîðîì ñâÿçûâàåìûé îòíîøåíèåì îáúåêò îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ ïî äàííîìó îòíîøåíèþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀efABCDE(¬(e = f) & ¬(A = B) & ¬(C = D) & E ∈ ïðÿìàÿ(ef) &
E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & e− òî÷êà & f − òî÷êà &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(ef) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(CD)−êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB)→
A ∈ ïðÿìàÿ(ef))

èç òåîðåìû

∀ABCDE(¬(A = B) & ¬(C = D) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB)→ ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDEFGPQR(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D− òî÷êà & E − òî÷êà &
F − òî÷êà & P − òî÷êà & Q− òî÷êà & R− òî÷êà & ¬(R ∈ ïðÿìàÿ(PQ)) &
¬(P = Q) & ¬(E = F ) & ¬(C = D) & ¬(A = B) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)
& ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & G ∈ ïðÿìàÿ(AB) & G ∈ ïðÿìàÿ(EF ) &
E ∈ ïëîñêîñòü(PQR) & F ∈ ïëîñêîñòü(PQR) & D ∈ ïëîñêîñòü(PQR) &
C ∈ ïëîñêîñòü(PQR) & A ∈ ïëîñêîñòü(PQR) & B ∈ ïëîñêîñòü(PQR) →
ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(EF ))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - âõîæäåíèå
êîíñåêâåíòà. Ââîäèòñÿ èíäèêàòîð õ10 äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé, íàêëàäû-
âàåìûõ âñòðå÷àþùèìèñÿ â àíòåöåäåíòàõ ëîãè÷åñêìè ñèìâîëàìè. Èçíà÷àëüíî
îí óñòàíàâëèâàåòñÿ íà 0, à çàòåì êîððåêòèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïðàâî÷íèêà "ïî-
ñûëêè". Â íàøåì ïðèìåðå õ10 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå "ïëàíèìåòðèÿ".

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà êîíñåêâåíòà, ïå-
ðåìåííîé õ12 - ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - âõîæäåíèå
âûðàæåíèÿ "ïðÿìàÿ(AE)", õ12 - ñèìâîë "ïðÿìàÿ". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"ðàâíû" îïðåäåëÿåò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðå-
ìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â íåé ïåðåìåííûõ íà ïå-
ðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 èìååò âèä:

∀abcdefgPQR(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà &
f − òî÷êà & P − òî÷êà & Q− òî÷êà & R− òî÷êà & ¬(R ∈ ïðÿìàÿ(PQ)) &
¬(P = Q) & ¬(e = f) & ¬(c = d) & ¬(a = b) & ïðÿìàÿ(ab) ⊥ ïðÿìàÿ(cd)
& ïðÿìàÿ(ef) ⊥ ïðÿìàÿ(cd) & g ∈ ïðÿìàÿ(ab) & g ∈ ïðÿìàÿ(ef) &
e ∈ ïëîñêîñòü(PQR) & f ∈ ïëîñêîñòü(PQR) & d ∈ ïëîñêîñòü(PQR) &
c ∈ ïëîñêîñòü(PQR) & a ∈ ïëîñêîñòü(PQR) & b ∈ ïëîñêîñòü(PQR)→
ïðÿìàÿ(ab) = ïðÿìàÿ(ef))

Eñëè õ10 îòëè÷íî îò 0, òî ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ15 äîáàâëÿåòñÿ ñèìâîë
õ10, ïîñëå ÷åãî ýòè àíòåöåäåíòû îáðàáàòûâàþòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåí-
òû"îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà, è äàëåå õ10 èç àíòåöåäåíòîâ èñêëî-
þ÷àåòñÿ. Â íàøåì ïðèìåðå òîãäà õ15 ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:



754 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

∀abcdefgPQR(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà &
f − òî÷êà & P − òî÷êà & Q− òî÷êà & R− òî÷êà & ¬(R ∈ ïðÿìàÿ(PQ)) &
¬(P = Q) & ¬(e = f) & ¬(c = d) & ¬(a = b) & ïðÿìàÿ(ab) ⊥ ïðÿìàÿ(cd)
& ïðÿìàÿ(cd) ⊥ ïðÿìàÿ(ef) & g ∈ ïðÿìàÿ(ab) & g ∈ ïðÿìàÿ(ef)→
ïðÿìàÿ(ab) = ïðÿìàÿ(ef))

Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ15. Èíèöèèðóåò-
ñÿ íóëåì ñ÷åò÷èê õ17 ïîïûòîê ðàññìîòðåíèÿ âàðèàíòîâ óíèôèêàöèè. Â ñïèñ-
êå õ16 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ18, çàãîëîâîê êîòîðîãî ðàâåí çàãîëîâêó êîí-
ñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 èìååò âèä "ïðÿìàÿ(ab) ⊥
ïðÿìàÿ(cd)". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû
õ15, ïåðåìåííîé õ20 - ïåðâûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ19. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìå-
åò âèä "ïðÿìàÿ(ab)". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ
õ18 è õ20. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ21, óíèôèöèðóþ-
ùàÿ îäíîâðåìåííî õ18 ñ ïîäòåðìîì õ9 è õ20 ñ ïîäòåðìîì õ11. Ñðàçó ïîñëå ýòîãî
ñ÷åò÷èê õ17 óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå ïðåâîñõîäèò 5.
Â íàøåì ïðèìåðå õ17 ðàâíî 2.

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ15, ñîäåðæàùèõ
ïîäòåðì õ20. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "ïðÿìàÿ(ab) ⊥
ïðÿìàÿ(cd)", "g ∈ ïðÿìàÿ(ab)". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îáðàáî-
òàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä" àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ15, ñîäåðæàùèõ âòîðîé îïå-
ðàíä êîíñåêâåíòà õ19, ò.å. â íàøåì ïðèìåðå òåðì "ïðÿìàÿ(ef)". Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ24 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "ïðÿìàÿ(cd) ⊥ ïðÿìàÿ(ef)", "g ∈ ïðÿìàÿ(ef)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ23 è õ24 íå ïåðåñåêàþòñÿ è èìåþò ðàâíûå äëèíû.
Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä" ðå-
çóëüòàòîâ çàìåíû ïîäòåðìîâ õ20 â óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ23 íà âòîðîé îïåðàíä
êîíñåêâåíòà õ19. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 ïîñëå ýòîãî îêàçûâàåòñÿ ñîâïàäàþùèì
ñî ñïèñêîì õ24.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ25 è õ24 ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ. Ïå-
ðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S
ê óòâåðæäåíèÿì õ23. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò ñïèñîê ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé
"ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(DC)", "g ∈ ïðÿìàÿ(AE)".

Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ27, â êîòîðîì áóäóò ðåãèñòðèðîâàòüñÿ äîïîëíå-
íèÿ ê óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêå S.

Äàëåå íà÷èíàåòñÿ ïîïûòêà çàïîëíåíèÿ ñïèñêà õ27. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ26, îòñóòñòâóþùèõ â èñõîäíîé òåîðåìå.
Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ g. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ28
íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 àí-
òåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû åå êîíñåêâåíòà. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ30
àëüòåðíàòèâíûõ îòâåòîâ ðåøàåìîé íèæå çàäà÷è íà îïèñàíèå.

Äàëåå ðåàëèçóåòñÿ âíóòðåííèé öèêë ïîïîëíåíèÿ ñïèñêà õ27. Â íà÷àëå ýòîãî
öèêëà ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ26 îòðè-
öàíèé óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ30. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ32, ïîñûëêàìè
êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ29, à óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ õ31. Öåëè çàäà-
÷è - "ïîëíûé", "ïðèìåð", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ28". Ïåðåìåííîé õ33
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ïðèñâàèâàåòñÿ îòâåò çàäà÷è. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "g = A". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî äàííûé îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", è îí ðåãèñòðèðóåòñÿ â
íàêîïèòåëå õ30. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
óòâåðæäåíèÿ õ33. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè èìåþò âèä ðàâåíñòâ ñ ïåðåìåííîé
íàáîðà õ28 â ëåâîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû ñïèñêî õ28 è õ34 ðàâíû.
Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ õ34. Â íàøåì
ïðèìåðå - åäèíñòâåííûé òåðì A. Ïàðà (õ28, õ35) ðåãèñòðèðóåòñÿ â íàêîïèòåëå
õ27, è îòêàò ê ïîâòîðåíèþ âíóòðåííåãî öèêëà.

Ïî îêîí÷àíèè âíóòðåííåãî öèêëà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ27 íåïóñò. Åñëè îí
ïóñò, òî îòêàò ê ïðîäîëæåíèþ ðàññìîòðåíèÿ âàðèàíòîâ óíèôèêàöèè. Èíà÷å -
çàâåðøåíèå çàïîëíåíèÿ íàêîïèòåëÿ õ27. Â íàøåì ïðèìåðå õ27 áóäåò ñîñòîÿòü
èç äâóõ ïàð (g, A) è (g, E). Ïðè ýòîì âñå ïåðåìåííûå, íà÷èíàÿ ñ õ28, îêàæóòñÿ
íå îïðåäåëåíû.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäñòàíîâêè S ′, ïîëó÷àåìûå èç ïîäñòàíîâêè S äîîïðåäåëåíè-
åì íà ïåðåìåííûõ ïåðâîãî ýëåìåíòà êàêîé-ëèáî ïàðû èç õ27 òåðìàìè âòîðîãî
ýýëåìåíòà ýòîé ïàðû. Â íàøåì ïðèìåðå áåðåòñÿ ïàðà (g, E). Ïåðåìåííîé õ32
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ′ óòâåðæäåíèÿì
ñïèñêà õ16, íå âõîäÿùèì â ñïèñîê õ23. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäè-
íåíèå ñïèñêîâ õ8 è õ32. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè S ′ ê âòîðîìó îïåðàíäó âõîæäåíèÿ õ19. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ33, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ
õ34 ïîäòåðìó õ11. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ïîñëå ïðîâåðêè òîãî, ÷òî åå êîíñåêâåíò íå ÿâëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì.

Ïåðåôîðìóëèðîâêà òåîðåìû ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê êîîðäèíàòàì

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàíèÿ êîîðäèíàò äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcghqABCDE(¬(A = B) & ¬(C = D) & êîîðä(E, q) = (g, h) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), q) = setij(c + ai + bj = 0 & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî) &
E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìêîîðä(q)→
∃ij(ah + bi− aj − bg = 0 & êîîðä(A, q) = (i, j) & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî))

èç òåîðåìû

∀efABCDE(¬(e = f) & ¬(A = B) & ¬(C = D) & E ∈ ïðÿìàÿ(ef) &
E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & e− òî÷êà & f − òî÷êà & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà & ïðÿìàÿ(ef) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) &
ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB)→ A ∈ ïðÿìàÿ(ef))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abcdpqABCDEK( a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K) & ¬(B = C) & ¬(A = D) &
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êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & êîîðä(E, K) = (p, q) →
êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setxy(bx− ay + aq − bp = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - âõîæäåíèå
êîíñåêâåíòà. Ââîäèòñÿ èíäèêàòîð õ10 äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé, íàêëàäû-
âàåìûõ âñòðå÷àþùèìèñÿ â àíòåöåäåíòàõ ëîãè÷åñêìè ñèìâîëàìè. Èçíà÷àëüíî
îí óñòàíàâëèâàåòñÿ íà 0, à çàòåì êîððåêòèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïðàâî÷íèêà "ïî-
ñûëêè". Â íàøåì ïðèìåðå õ10 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå "ïëàíèìåòðèÿ".

Åñëè ïî âõîæäåíèþ õ9 ðàñïîëîæåí ñèìâîë "íå", òî ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâà-
åòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà ýòîãî âõîæäåíèÿ, èíà÷å - ñàìî âõîæäåíèå õ9. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ11 ðàñïîëîæåí ñèìâîë "ïðèíàäëåæèò". Ïåðå-
ìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå
- òåðì "ïðÿìàÿ(ef)". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ñî-
äåðæàùèõ ïîäòåðì õ12. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "E ∈
ïðÿìàÿ(ef)", "ïðÿìàÿ(ef) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ13 íåïóñò.
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ èìåþùèé ìàêñèìàëüíóþ îöåíêó ñëîæíîñòè çà-
ãîëîâîê óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïåðïåíäèêóëÿðíî".

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "êîîðä" îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîë-
íèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ18 èìååò âèä:

∀abcdglmnpqr( a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & l − òî÷êà & m− òî÷êà &
n− òî÷êà & p− òî÷êà & ïðÿìêîîðä(r) & ¬(m = n) & ¬(l = p) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(lp), r) = setjk(aj + bk + c = 0 & j − ÷èñëî & k − ÷èñëî) &
ïðÿìàÿ(lp) ⊥ ïðÿìàÿ(mn) & q ∈ ïðÿìàÿ(mn) & êîîðä(q, r) = (d, g)→
êîîðä(ïðÿìàÿ(mn), r) = sethi(bx− ai + ag − bd = 0 & h− ÷èñëî & i− ÷èñëî))

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ18. Ïåðåìåí-
íîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ19, êîòîðûé èìååò
çàãîëîâîê "êëàññ", ïåðåìåííîé õ20 - âõîæäåíèå ïðîòèâîïîëîæíîãî îïåðàíäà.
Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ20. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - òåðì "ïðÿìàÿ(mn)". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ
òåîðåìû õ18, ïåðåìåííîé õ24 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, èìåþùèõ âõîæäåíèå ïîä-
òåðìà õ22. Â íàøåì ïðèìåðå õ24 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "q ∈ ïðÿìàÿ(mn)",
"ïðÿìàÿ(lp) ⊥ ïðÿìàÿ(mn)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû íàáîðîâ õ13 è õ24 ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ24. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ25, óíèôèöèðóþùàÿ êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ13 ñ êîíúþíê-
öèåé óòâåðæäåíèé õ24 è îäíîâðåìåííî óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ12, õ22.

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê
íå âîøåäøèì â ñïèñîê õ24 óòâåðæäåíèÿì íàáîðà õ23. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" ýëåìåíòîâ íàáîðà
õ28, èìåþùèõ ïàðàìåòð òåðìà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ29 ñîñòîèò èç óòâåð-
æäåíèé "e − òî÷êà", "f − òî÷êà", "¬(e = f)". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" íå âõîäÿùèõ â ñïèñîê õ13
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ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ8, èìåþùèõ ïàðàìåòð òåðìà õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê
õ30 âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê õ29. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç òåõ æå ýëåìåíòîâ,
÷òî è õ29.

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðîâ õ8 è õ28, ïà-
ðàìåòðû êîòîðûõ íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ ïàðàìåòðàìè òåðìà õ12. Ïåðåìåííîé õ32
ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì âèäà "P (t1, t2) ∈ t3", ãäå P - ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ20, t1 -
ïåðâûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ11, t2 - âòîðîé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ20, t3 - ïîäòåðì
õ21. Â íàøåì ïðèìåðå õ32 èìååò âèä "êîîðä(A, r) ∈ sethi(bh − ai + ag − bd =
0 & h− ÷èñëî & i− ÷èñëî)". Åñëè ïî âõîæäåíèþ õ9 ðàñïîëàãàëñÿ ñèìâîë "íå",
òî ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ32, èíà÷å - ñàìî
ýòî óòâåðæäåíèå. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíàòìè õ31 è êîíñåêâåíòîì
õ33. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Ðàññìîòðåíèå âàðèàíòîâ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïàð ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(C = E) & ¬(B = D) & ¬(A = B) & ¬(A = D) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A, D, E) & òî÷êàëó÷à(A, B, C) & a− ÷ècëî &
b − ÷èñëî & al(AC) = bl(AB) & al(AE) = bl(AD) & (¬(a = 0) ∨ ¬(b = 0)) →
ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(CE))

èç òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(C = E) & ¬(B = D) & ¬(A = B) & ¬(A = D) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A, D, E) & òî÷êàëó÷à(A, B, C) & l(AE)l(AB) =
l(AD)l(AC)→ ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(CE))

Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû îðèåíòèðîâàíî íà ïðèåì, èäåíòèôèöèðóþùèé
ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ñ ðàâåíñòâàìè â ïîñûëêàõ çàäà÷è.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàè-
âàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà òåîðåìû, èìåþùàÿ çàãîëîâîê "ñìïðîïîðö". Â íàøåì
ïðèìåðå - "ñìïðîïîðö(÷åòûðíàäöàòü l(AB) l(AC))". Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä ýòîé õàðàêòåðèñòèêè - íîìåð àíòåöåäåíòà, ïðåäñòàâëÿþ-
ùåãî ñîáîé ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ óêàçàííûõ â õàðàêòåðèñòèêå
÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ýòèõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.
Â íàøåì ïðèìåðå - l(AB), l(AC). Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ àíòåöåäåíò
ñ íîìåðîì õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - l(AE)l(AB) = l(AD)l(AC). Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ12 - ðàâåíñòâî, â êàæäîé èç ÷àñòåé êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî ïðîèçâåäåíèå.
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ñîìíîæèòåëåé ëåâîé ÷àñòè, õ14 - ïðà-
âîé. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ õ13 è õ11, ïåðåìåííîé
õ16 - ïåðåñå÷åíèå ñïèñîê õ14 è õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàáîðû õ15 è õ16 îä-
íîýëåìåíòíû. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ
â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
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ðàâåíñòâî ïðîèçâåäåíèÿ ïåðâîé ïåðåìåííîé ñïèñêà õ17 è ïåðâîãî âûðàæåíèÿ
ñïèñêà õ16 ïðîèçâåäåíèþ âòîðîé ïåðåìåííîé ñïèñêà õ17 è ïåðâîãî âûðàæåíèÿ
ñïèñêà õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "al(AC) = bl(AB)". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðàâåíñòâî ïðîèçâåäåíèÿ ïåðâîé ïåðåìåííîé ñïèñêà õ17 è íå âîøåäøèõ
â ñïèñîê õ11 âûðàæåíèé ñïèñêà õ13 ïðîèçâåäåíèþ âòîðîé ïåðåìåííîé ñïèñêà
õ17 è íå âîøåäøèõ â ñïèñîê õ11 âûðàæåíèé ñïèñêà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå -
"al(AE) = bl(AD)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü îòëè÷-
íûå îò õ12 ýëåìåíòû ñïèñêà õ8 è óòâåðæäåíèÿ "X − ÷èñëî", "Y − ÷èñëî", õ18,
õ19, "¬(X = 0) ∨ ¬(Y = 0)", à êîíñåêâåíò òîò æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû.
Çäåñü X, Y - ïåðåìåííûå ñïèñêà õ17. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "îòíîøåíèå".

2. Èñïîëüçîâàíèå àääèòèâíîñòè ÷èñëîâûõ àòîìîâ äëÿ âàðüèðîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDE(¬(A = B) & ¬(A = D) & ¬(B = D) & ¬(C = E) & l(AB)l(DE) =
l(AD)l(BC) & B ∈ îòðåçîê(AC) & D ∈ îòðåçîê(AE) & A− òî÷êà &
B−òî÷êà & C−òî÷êà & D−òî÷êà & E−òî÷êà→ ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(CE))

èç òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(C = E) & ¬(B = D) & ¬(A = B) & ¬(A = D) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A, D, E) & òî÷êàëó÷à(A, B, C) &
l(AE)l(AB) = l(AD)l(AC)→ ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(CE))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & B ∈ îòðåçîê(AC)→
l(AC) = l(AB) + l(BC))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â ýòîì ñïèñêå íàõîäèòñÿ
ðàâåíñòâî õ9 äâóõ ïðîèçâåäåíèé. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñîìíî-
æèòåëåé ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, ïåðåìåííîé õ11 - ïðàâîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îáà ýòè ñïèñêà äâóõýëåìåíòíûå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ýòè ñîìíîæèòåëè èìåþò
îäèí è òîò æå çàãîëîâîê õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ9 èìååò âèä "l(AE)l(AB) =
l(AD)l(AC)", õ12 - ñèìâîë "ðàññòîÿíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå âûðàæåíèÿ ñïèñ-
êîâ õ10 è õ11 - ÷èñëîâûå àòîìû.

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñóììà" îïðåäåëÿåò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîë-
íèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé òåðì ñïèñêà õ10.
Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ õ17, õ18 - ïåðâûé
è âòîðîé ýëåìåíòû ïàðû õ11, âî âòîðîì õ17, õ18 - âòîðîé è ïåðâûé ýëåìåíòû
ýòîé ïàðû. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé ýëåìåíò ïàðû õ10. Â íàøåì
ïðèìåðå õ16 - l(AE), õ17 - l(AC), õ18 - l(AD), õ19 - l(AB).

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîë-
íèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå õ20 èìååò âèä:
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∀abc(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & b ∈ îòðåçîê(ac)→
l(ac) = l(ab) + l(bc))

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ20, ïåðåìåí-
íîé õ23 - âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ21, êîòîðûé èìååò çàãîëîâîê
"ïëþñ", ïåðåìåííîé õ22 - âõîæäåíèå äðóãîãî îïåðàíäà. Ïîî÷åðåäíî ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì
õ22, à ïåðåìåííîé õ25 - âòîðîå ñëàãàåìîå ñóììû õ23; âî âòîðîì - íàîáîðîò,
ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîå ñëàãàåìîå ñóììû õ23, à ïåðåìåííîé õ25
- ïîäòåðì õ22. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå ñóììû õ23. Â
íàøåì ïðèìåðå õ24 - l(ac), õ25 - l(bc), õ26 - l(ab). Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ24 è õ26. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê âêëþ÷àåò
âñå ïåðåìåííûå òåîðåìû õ20.

Íàõîäèòñÿ ïîäñòàíîâêà S1 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ27, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ24
è õ16, à îäíîâðåìåííî òàêæå òåðìû õ26 è õ18. Íàõîäèòñÿ òàêæå ïîäñòàíîâêà
S2 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ27, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ24 è õ17, à îäíîâðåìåííò
òàêæå òåðìû õ26 è õ19. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðè-
ìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S1 ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ20, ïåðåìåííîé õ32 - ñïèñîê
ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S2 ê ýòèì àíòåöåäåíòàì. Ïåðåìåííîé õ33
ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå îòëè÷íûõ îò õ9 óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ8 ñî ñïèñêàìè
õ31 è õ32. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè
S1 ê âûðàæåíèþ õ25, à ïåðåìåííîé õ35 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê ýòîìó âû-
ðàæåíèþ ïîäñòàíîâêè S2. Åñëè ñïèñîê õ33 íåïóñò, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñå-
êâåíò èñõîäíîé òåîðåìû íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ33. Ïîî÷åðåäíî
ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê óòâåðæäåíèÿì õ33 ðàâåíñòâà ïðîèçâåäåíèÿ õ34 è
õ19 ïðîèçâåäåíèþ õ35 è õ18, âî âòîðîì - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê õ33 ðàâåíñòâà
ïðîèçâåäåíèÿ õ34 è õ17 ïðîèçâåäåíèþ õ35 è õ16. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ36, êîíñåêâåíò êîòîðîé òàêîé æå, êàê ó èñõîäíîé òåîðåìû. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïðèåì äëÿ êîíòðîëÿ ïðîòèâîðå÷èâûõ ïîäñëó÷àåâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdD(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & D − òî÷êà &
¬(a = d) & ¬(b = c) & a ∈ îêðóæíîñòü(bc) & d ∈ îêðóæíîñòü(bc) &
¬(a = D) & ¬(d = D) & D ∈ ïðÿìàÿ(ad) & D ∈ îêðóæíîñòü(bc)→ ëîæü)

èç òåîðåìû

∀abcdD(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & D − òî÷êà &
¬(a = d) & ¬(b = c) & a ∈ îêðóæíîñòü(bc) & d ∈ îêðóæíîñòü(bc) &
¬(a = D) & ¬(d = D) & D ∈ ïðÿìàÿ(ad)→ ¬(D ∈ îêðóæíîñòü(bc)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâîê - ñèìâîë "íå", ïðè÷åì îïåðàíä ýòîãî îòðèöàíèÿ
íå èìååò çàãîëîâêà "ðàâíî". Òîãäà ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé
ïîëó÷åíû äîáàâëåíèåì ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû îòðèöàíèÿ åå êîíñå-
êâåíòà, à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ñèìâîë "ëîæü". Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.
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Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Ïîïûòêà îòáðîñèòü èçáûòî÷íîå îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé â àíòåöåäåí-
òàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abBCD(¬(a = B) & ¬(C = D) & ¬(ïðÿìàÿ(bB) = ïðÿìàÿ(CD)) &
a ∈ îòðåçîê(bB) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà→ íåïåðåñåê(ïðÿìàÿ(CD), îòðåçîê(ab)))

èç òåîðåìû

∀abBCD(¬(a = b) & ¬(a = B) & ¬(C = D) & ¬(ïðÿìàÿ(bB) = ïðÿìàÿ(CD)) &
a ∈ îòðåçîê(bB) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà→ íåïåðåñåê(ïðÿìàÿ(CD), îòðåçîê(ab)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê
óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ êîíñåêâåíòà ïî î.ä.ç. Â ñïèñêå
õ8 âûáèðàåòñÿ íå âõîäÿùåå â õ9 óòâåðæäåíèå õ10, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé îòðè-
öàíèå ðàâåíñòâà íåêîòîðîé ïåðåìåííîé õ13 ïîäòåðìó õ14, íå ñîäåðæàùåìó ýòîé
ïåðåìåííîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 èìååò âèä "¬(a = b)", õ13 - ïåðåìåííàÿ a, õ14
- òåðì b. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ
ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. îòëè÷íûõ îò õ10 óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ10 íå âõîäèò â õ15. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñïèñêà óòâåðæäåíèé, ïîëó÷åííûõ
çàìåíîé â ñïèñêå õ8 óòâåðæäåíèÿ õ10 åãî îòðèöàíèåì, ò.å. ðàâåíñòâîì õ13 è õ14.
Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé óäàëåíèåì àíòåöåäåíòà
õ10. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû,
ïîìå÷àåìîé â ýòîì ñïèñêå ìåòêîé "èñêëþ÷åíèå".

2. Ïîïûòêà îòáðîñèòü èçáûòî÷íîå îòðèöàíèå â àíòåöåäåíòàõ.

Ïðèåì ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïðåäûäóùåãî, íî ñðàáàòûâàåò íà áîëåå âûñîêîì
óðîâíå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abBCDE(¬(a = b) & ¬(a = D) & ¬(b = B) & ¬(B = D) & ¬(C = E) &
l(aD)l(BC) = l(bB)l(DE) & C ∈ ïðÿìàÿ(bB) & E ∈ ïðÿìàÿ(aD) & a− òî÷êà &
b− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(ab) ‖ ïðÿìàÿ(BD) & îäíàñòîðîíà(B, D, ïðÿìàÿ(CE)) &
îäíàñòîðîíà(C, E, ïðÿìàÿ(BD))→ ïðÿìàÿ(ab) ‖ ïðÿìàÿ(CE))

èç òåîðåìû

∀abBCDE(¬(a = b) & ¬(a = D) & ¬(b = B) & ¬(B = D) & ¬(C = E) &
¬(ïðÿìàÿ(ab) = ïðÿìàÿ(aD)) & l(aD)l(BC) = l(bB)l(DE) & C ∈ ïðÿìàÿ(bB) &
E ∈ ïðÿìàÿ(aD) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà & E − òî÷êà & ïðÿìàÿ(ab) ‖ ïðÿìàÿ(BD) & îäíàñòîðîíà(B, D,
ïðÿìàÿ(CE)) & îäíàñòîðîíà(C, E, ïðÿìàÿ(BD))→ ïðÿìàÿ(ab) ‖ ïðÿìàÿ(CE))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê
óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ êîíñåêâåíòà ïî î.ä.ç. Â ñïèñ-
êå õ8 âûáèðàåòñÿ íå âõîäÿùåå â õ9 óòâåðæäåíèå õ10, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé
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îòðèöàíèå íåêîòîðîãî óòâåðæäåíèÿ U . Â íàøåì ïðèìåðå óòâåðæäåíèå õ10 èìå-
åò âèä "¬(ïðÿìàÿ(ab) = ïðÿìàÿ(aD))". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. îòëè÷íûõ îò õ10 óòâåð-
æäåíèé ñïèñêà õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 íå âõîäèò â õ11. Ïåðåìåííîé õ12 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ñïèñêå õ8 óòâåðæäåíèÿ õ10 íà óòâåðæäåíèå U .
Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðå-
ìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ12. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, ïîëó-
÷åííàÿ èç èñõîäíîé óäàëåíèåì àíòåöåäåíòà õ10. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû, ïîìå÷àåìîé â ýòîì ñïèñêå ìåòêîé
"èñêëþ÷åíèå".

3. Ïîïûòêà îñëàáèòü àíòåöåäåíò è, âîçìîæíî, êîíñåêâåíò, ó÷èòûâàÿ êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî äîïîëíèòåëüíûõ òî÷åê.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bABCD(¬(b = A) & ¬(A = C) & ¬(B = D) & 0 ≤ −∠(bAC) + π/2 &
0 < −∠(bCA) + π/2 & B ∈ îòðåçîê(bC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & b− òî÷êà &
A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà & D−òî÷êà & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD)→
D ∈ îòðåçîê(AC))

èç òåîðåìû

∀bABCD(¬(b = A) & ¬(A = C) & ¬(B = D) & 0 < −∠(bAC) + π/2 &
0 < −∠(bCA) + π/2 & B ∈ îòðåçîê(bC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & b− òî÷êà &
A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà & D−òî÷êà & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD)→
D ∈ èíòåðâàë(AC))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê
óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ êîíñåêâåíòà ïî î.ä.ç. Ïåðåìåí-
íîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íåêîòîðûé íå âõîäÿùèé â ñïèñîê õ9 ñóùåñòâåííûé àí-
òåöåäåíò òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 < −∠(bAC) + π/2". Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.
îòëè÷íûõ îò õ12 óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 íå âõîäèò â õ14.
Ñèíòåçàòîð "êîíå÷íîñëàáë" îïðåäåëÿåò ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå õ15, âîçíè-
êàþùåå èç ýëåìåíòàðíîãî óòâåðæäåíèÿ õ12 äîáàâëåíèåì ê îáëàñòè èñòèííîñòè
êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ ðàâåíñòâ,
îïðåäåëÿþùèõ äîïîëíèòåëüíûå òî÷êè èñòèííîñòè. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 èìååò
âèä "0 ≤ −∠(bAC) + π/2", õ16 - âèä "0 = −∠(bAC) + π/2".

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ19 - ðåçóëüòàò
çàìåíû â ñïèñêå õ8 óòâåðæäåíèÿ õ12 íà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 - "D ∈
èíòåðâàë(AC)".

Äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ:

(a) Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ15 îòëè÷íî îò õ18. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ18 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ19. Òîãäà
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé çàìåíîé àíòåöåäåíòà õ12
íà õ15. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà, è ïðèåì çàâåðøàåò ðàáîòó
(âòîðîé ñëó÷àé íå ðàññìàòðèâàåòñÿ).
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(b) Îïåðàòîð "êîíå÷íîñëàáë" îïðåäåëÿåò ïî õ18 îñëàáëåííóþ âåðñèþ õ20 è
äèçúþíêöèþ ðàâåíñòâ õ21. Â íàøåì ïðèìåðå óòâåðæäåíèå õ20 èìååò âèä
"D ∈ îòðåçîê(AC)", õ21 - âèä "D = A ∨ D = C". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15
îòëè÷àåòñÿ îò õ20. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâà-
åòñÿ, ÷òî õ20 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ19. Òîãäà ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ,
ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé çàìåíîé àíòåöåäåíòà õ12 íà õ15, à êîíñåêâåíòà -
íà õ20. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà âàðüèðîâàíèÿ òåîðåìû ïóòåì äîïîëíèòåëüíîãî ïîñòðîåíèÿ, ïîçâîëÿ-
þùåãî èñêëþ÷èòü âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ àíòåöåäåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abBCDE(¬(a = b) & ¬(a = D) & ¬(b = B) & ¬(B = C) & ¬(B = D) &
¬(C = E) & ¬(D = E) & ¬(ïðÿìàÿ(ab) = ïðÿìàÿ(aD)) & ¬(ïðÿìàÿ(aD) ‖
ïðÿìàÿ(bB)) & l(aD)l(BC) = l(bB)l(DE) & C ∈ ïðÿìàÿ(bB) & E ∈ ïðÿìàÿ(aD)
& a− òî÷êà & b− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
E − òî÷êà & ïðÿìàÿ(ab) ‖ ïðÿìàÿ(BD) & îäíàñòîðîíà(B, D, ïðÿìàÿ(CE)) &
îäíàñòîðîíà(C, E, ïðÿìàÿ(BD))→ ïðÿìàÿ(ab) ‖ ïðÿìàÿ(CE))

èç òåîðåìû

∀ABCDE(¬(B = C) & ¬(B = D) & ¬(C = E) & ¬(D = E) & l(AB)l(DE) =
l(AD)l(BC) & A ∈ ïðÿìàÿ(BC) & A ∈ ïðÿìàÿ(DE) & A− òî÷êà &
B−òî÷êà& C−òî÷êà& D−òî÷êà& E−òî÷êà& îäíàñòîðîíà(B, D, ïðÿìàÿ(CE))
& îäíàñòîðîíà(C, E, ïðÿìàÿ(BD))→ ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(CE))

Èñõîäíàÿ òåîðåìà óñìàòðèâàåò èç ñîîòíîøåíèé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïàðàë-
ëåëüíîñòü äâóõ ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ äâóìÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ â òî÷êå A
ïðÿìûìè BC, DE. Èòîãîâàÿ òåîðåìà îñâîáîæäàåòñÿ îò òî÷êè A, ðàññìàòðèâàÿ
ïðîïîðöèîíàëüíûå îòðåçêè ìåæäó òðåìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ11, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ
õ8 è âñïîìîãàòåëüíûé òåðì "êîíñåêâåíò(õ9)". Öåëè çàäà÷è - "äîïêàäð", "íåèç-
âåñòíûå X", ãäå X - âñå ïåðåìåííûå ïîñûëîê çàäà÷è.

Öåëü "äîïêàäð" îçíà÷àåò, ÷òî çàäà÷à ðåøàåòñÿ äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî ïîñòðîå-
íèÿ â àíòåöåäåíòàõ, èìåþùåãî öåëüþ èñêëþ÷èòü èç òåîðåìû íåêîòîðûå âûðà-
æåíèÿ (êàêèå èìåííî - îïðåäåëÿåòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è). Óñìîòðåííûå
ðåçóëüòàòû ñîõðàíÿþòñÿ â êîììåíòàðèÿõ ê ñïèñêó ïîñûëîê çàäà÷è, èìåþùèõ
âèä (äîïêàäð A1 A2 A3). Çäåñü A1 - êîíúþíêöèÿ äîïîëíèòåëüíûõ àíòåöåäåíòîâ,
ñîäåðæàùèõ íîâûå ïåðåìåííûå; A2 - êîíúþíêöèÿ ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå ìîãóò
îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè ïðè èñêëþ÷åíèè âûðàæåíèé; A3 - ñïèñîê âûðàæåíèé, êî-
òîðûå äîëæíû áûòü èñêëþ÷åíû èç òåîðåìû ïîñëå ââîäà íîâûõ àíòåöåäåíòîâ.

Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è õ11 âûáèðàåòñÿ íåêîòîðûé êîììåíòàðèé (äîïêàäð A1 A2

A3), êîòîðûé ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ13. Â íàøåì ïðèìåðå A1 èìååò âèä
"a− òî÷êà & b− òî÷êà & ¬(D = a) & ¬(B = b) & A ∈ ïðÿìàÿ(Da) &
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A ∈ ïðÿìàÿ(Bb) & ïðÿìàÿ(DB) ‖ ïðÿìàÿ(ab) & ¬(D = B) & ¬(a = b) &
¬(ïðÿìàÿ(Da) = ïðÿìàÿ(DB)) & àêòèâ(l(Da)) & àêòèâ(l(Bb))", A2 - êîíñòàí-
òà "èñòèíà", A3 - îäíîýëåìåíòíûé íàáîð, îáðàçîâàííûé ïåðåìåííîé A. Ïåðå-
ìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ A1, ïå-
ðåìåííîé õ15 - íàáîð A3. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 îäíîýëåìåíòåí è ñîñòîèò èç
ïåðåìåííîé, êîòîðàÿ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ16.

Ïðèåìû, ââîäÿùèå êîììåíòàðèè (äîïêàäð . . .), ñîáðàíû â ðàçäåëå "Ëîãè÷åñêèå
ïðèåìû è ñòðóêòóðû äàííûõ" - "Âñïîìîãàòåëüíûå ïðèåìû âûâîäà òåîðåì - "Äî-
ïîëíèòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ â àíòåöåäåíòàõ (öåëü "äîïêàäð"). Â íàøåì ïðèìåðå
èñïîëüçîâàí ïðèåì "Ïðîâåäåíèå ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòíî-
øåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè".

Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ17. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêîâ õ8 è õ14. Åñëè õ16 âõîäèò â òåðì õ9, òî ê ñïèñêó õ18 äîáàâëÿåòñÿ òåðì
"êîíñåêâåíò(õ9)". Â íàøåì ïðèìåðå õ18 íå èçìåíÿåòñÿ. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èñ-
ñëåäîâàíèå õ19, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ18. Öåëè çàäà÷è -
"èñêëþ÷ õ16", "èçâåñòíî", "àíòåöåäåíòû", "íåèçâåñòíûå Y ", ãäå Y - âñå ïàðà-
ìåòðû òåðìîâ õ18. Åñëè ïîñëå ðåøåíèÿ â êîììåíòàðèÿõ ê ïîñûëêàì çàäà÷è
õ19 îáíàðóæèâàþòñÿ ýëåìåíòû (÷àñòè÷íûéîòâåò R), óêàçûâàþùèå íàáîðû R
óòâåðæäåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé îäèí èç âàðèàíòîâ îòâåòà, òî ïåðåìåííîé
õ17 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ òàêèõ íàáîðîâ R. Åñëè òàêèõ êîììåíòàðèåâ
íåò, òî ïåðåìåííîé õ17 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð âñåõ ïîñûëîê çàäà÷è õ19, íå
èìåþùèõ çàãîëîâêà "àêòèâ". Â íàøåì ïðèìåðå êîììåíòàðèè (÷àñòè÷íûéîòâåò
. . .) îòñóòñòâóþò.

Ïîñëå äîîïðåäåëåíèÿ íàáîðà õ17 âñå ïåðåìåííûå, íà÷èíàÿ ñ õ18, ñíîâà îêàçûâà-
þòñÿ íå îïðåäåëåíû. Âûáèðàåòñÿ íàáîð õ18 ñïèñêà õ17, óòâåðæäåíèÿ êîòîðîãî
íå ñîäåðæàò ïåðåìåííîé õ16. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì õ9. Åñëè â
íàáîðå õ18 èìåëñÿ òåðì "êîíñåêâåíò(K)", òî ïåðåìåííîé õ19 ïåðåïðèñâàèâàåò-
ñÿ óòâåðæäåíèå K. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ18 è êîíñå-
êâåíòîì õ19. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

2. Äîáàâëåíèå ê êîíñåêâåíòó ñëåäñòâèé, âûâåäåííûõ âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å
íà èññëåäîâàíèå è íå ñîäåðæàùèõ íîâûõ ïåðåìåííûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàñìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDEFG(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(AC)) &
l(AD) = l(BD) & l(AF ) = l(CF ) & l(BE) = l(CE) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & G ∈ îòðåçîê(AE) & G ∈ îòðåçîê(BF ) &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà &
G− òî÷êà→ 2l(DG) = l(CG) & 3l(DG) = l(CD) & G ∈ îòðåçîê(CD))

èç òåîðåìû

∀ABCDEFG(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(AC)) &
l(AD) = l(BD) & l(AF ) = l(CF ) & l(BE) = l(CE) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) & G ∈ îòðåçîê(AE) & G ∈ îòðåçîê(BF ) &
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A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà &
G− òî÷êà→ G ∈ îòðåçîê(CD))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåí-
íîé õ9 - êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà
õ9. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèñàåòÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 óòâåðæäå-
íèÿ õ9. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ12 ñ ïîñûëêàìè õ11 è öåëÿìè "èçâåñò-
íî", "òåîðâûâîä", "íåèçâåñòíûå X", ãäå X - ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé õ11. Ïðåä-
âàðèòåëüíî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàçáëîêèðîâêà ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà óæå èìå-
þùèõñÿ â ñïèñêå âûâîäà òåîðåìàõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è õ12
â åå ñïèñêå ïîñûëîê íåò êîíñòàíòû "ëîæü". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. óòâåðæäåíèé õ8.
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â õ8 è õ14 ïîñûëîê çàäà÷è
õ12, ïàðàìåòðû êîòîðûõ âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ10, à çàãîëîâîê îòëè÷åí îò ñèì-
âîëà "àêòèâ". Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "2l(DG) = l(CG)",
"3l(DG) = l(CD)" è "G ∈ îòðåçîê(CD))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ
ñïèñêà õ15 íå ìåíåå 2. Åñëè ñïèñîê õ8 íåïóñò, òî èç ñïèñêà õ15 óäàëÿþòñÿ óòâåð-
æäåíèÿ, îòëè÷íûå îò õ9 è òàêèå, ÷òî âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëü-
ñòâî óñìàòðèâàåò èõ âûâîäèìîñòü èç óòâåðæäåíèé õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî è ïîñëå
ýòîãî ñïèñîê õ15 èìååò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ
ñ àíòåöåäåíòàìè õ8, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé
õ15. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

3. Âàðüèðîâàíèå îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ àíòåöåäåíòà è àíàëèç îáùåãî êîíòåêñòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aABCD(¬(a = D) & ¬(A = B) & ¬(C = D) & l(aA) = l(aB) &
l(AC) = l(BC) & l(AD) = l(BD) & C ∈ ïëîñêîñòü(aAB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
a−òî÷êà & A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà & D−òî÷êà→ C ∈ ïðÿìàÿ(aD))

èç òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(C = D) & l(AC) = l(BC) & l(AD) = l(BD) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà →
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðå-
ìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñóùåñòâåííûõ
àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ïàðàìåòðîâ
àíòåöåäåíòîâ, íå óïîìÿíóòûõ â õàðàêòåðèñòèêàõ "îïðçíà÷(. . .)" èñõîäíîé òåî-
ðåìû.

Â íàøåì ïðèìåðå òåîðåìà èìååò åäèíñòâåííóþ õàðàêòåðèñòèêó "îïðçíà÷(D)",
îçíà÷àþùóþ, ÷òî èìïëèêàöèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñâîèì êîíñåêâåíòîì çíà-
÷åíèå ïåðåìåííîéD, êîòîðàÿ íåçàâèñèìî îò ýòîãî îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé ãðóï-
ïîé àíòåöåäåíòîâ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äëÿ îäíîçíà÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ èñïîëüçó-
åòñÿ îäíà è òà æå ãðóïïà "ôîíîâûõ" àíòåöåäåíòîâ.

Â íàøåì ïðèìåðå õ12 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ A, B, C. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê
õ12 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ îäíà èç òàêèõ ïåðåìåííûõ ñïèñêà
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12, êîòîðàÿ èìååò íàèìåíüøåå ÷èñëî âõîæäåíèé â ñóùåñòâåííûå àíòåöåäåíòû.
Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ C. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ,
íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Ïåðåìåííîé õ18 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê, ïîëó÷àåìûé äîáàâëåíèåì ê ñïèñêó õ8 óòâåðæäåíèÿ õ9. Ïå-
ðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû â óòâåðæäåíèÿõ õ18
ïåðåìåííîé õ16 íà õ17, ïåðåìåííîé õ20 - îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ18 è õ19.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ21 ñ ïîñûëêàìè õ20 è öåëÿìè "òåîðâûâîä",
"èçâåñòíî", "äîïïîñûëêè", "íåèçâåñòíûå X", ãäå X - ïàðàìåòðû ïîñûëîê õ20.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëå ðåøåíèÿ â ïîñûëêàõ çàäà÷è íå âîçíèêàåò ðàâåíñòâî äëÿ
ïåðåìåííîé õ17.

Ñðåäè ïîñûëîê çàäà÷è õ21 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ23, ñîäåðæàùåå ïåðåìåí-
íûå õ16 è õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "C ∈ ïðÿìàÿ(aD)". Ïåðåìåííîé õ24 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ8 ñî ñïèñêîì õ19, ó êîòîðîãî îòáðîøåí ïî-
ñëåäíèé ýëåìåíò. Ê íàáîðó õ24 ïðèñîåäèíÿþòñÿ âñå óòâåðæäåíèÿ, âûäåëåííûå
êîììåíòàðèÿìè "äîïïîñûëêè" ê ïîñûëêàì çàäà÷è õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèí-
ñòâåííîå óòâåðæäåíèå "C ∈ ïëîñêîñòü(ABa)". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ24 è êîíñåêâåíòîì õ23. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ âàðüèðîâàíèÿ êîí-
ñåêâåíòà

1. Èñïîëüçîâàíèå ïåðåãðóïïèðîâî÷íîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ èñêëþ÷åíèÿ óíèêàëü-
íîãî óñëîâèÿ íà î.ä.ç. êîíñåêâåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcdAB(¬(b = c) & ¬(c = d) & ¬(A = B) & l(bA) = l(bB) & l(cA) = l(cB) &
l(dA) = l(dB) & b ∈ ïëîñêîñòü(cAB) & d ∈ ïðÿìàÿ(AB) & b− òî÷êà &
c− òî÷êà & d− òî÷êà & A− òî÷êà & B − òî÷êà→ d ∈ ïðÿìàÿ(bc))

èç òåîðåìû

∀aABCD(¬(a = D) & ¬(A = B) & l(aA) = l(aB) & l(AC) = l(BC) &
l(AD) = l(BD) & C ∈ ïëîñêîñòü(aAB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & a− òî÷êà &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà→ C ∈ ïðÿìàÿ(aD))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) & ¬(B = C)→
C ∈ ïðÿìàÿ(AB)↔ A ∈ ïðÿìàÿ(BC))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ9 èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì õ11 ìàêñèìàëüíîé ñëîæíî-
ñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðÿìàÿ(aD)". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëî-
âîê òåðìà õ11, ïåðåìåííîé õ13 - ñïèñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðî-
âîæäåíèÿ õ11 ïî î.ä.ç., ïåðåìåííîé õ14 - ñïèñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ
ñîïðîâîæäåíèÿ àíòåöåäåíòîâ ïî î.ä.ç. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü
ñïèñêîâ õ13 è õ14. Â íàøåì ïðèìåðå îíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ
"¬(a = D)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ15 íåïóñò. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
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"ãðóïïèðîâêà" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" ïðèñâàèâàåò ïåðåìåííîé õ18 ðåçóëüòàò ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû. Óòâåðæäåíèåõ18 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðó-
åòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè äëÿ èñêëþ÷å-
íèÿ îïåðàíäà êîíñåêâåíòà, íå âñòðå÷àþùåãîñÿ â ïîñûëêàõ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀dABCD(¬(d = D) & ¬(A = B) & ¬(C = D) & l(AC) = l(BC) &
l(AD) = l(BD) & C ∈ ïëîñêîñòü(dAB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & d− òî÷êà &
A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà & D−òî÷êà & ïðÿìàÿ(dD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB)→
C ∈ ïðÿìàÿ(dD))

èç òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(C = D) & l(AC) = l(BC) & l(AD) = l(BD) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà →
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(C = E) & ¬(A = B) & ¬(C = D) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) &
E ∈ ïëîñêîñòü(ABD) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) → ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) ↔
E ∈ ïðÿìàÿ(CD))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îïåðàíäîâ êîíñåêâåíòà. Â íåì âûáèðà-
åòñÿ àòîìàðíîå âûðàæåíèå õ11, íå ÿâëÿþùååñÿ ïåðåìåííîé. Â íàøåì ïðèìåðå -
"ïðÿìàÿ(CD)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî âûðàæåíèå íå âñòðå÷àåòñÿ â àíòåöåäåíòàõ.
Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå -
"ïðÿìàÿ". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "ïåðïåíäèêóëÿðíî". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàçâàíèå ðàçäåëà,
ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "ãåîìåòðèÿ". Ïðîñìàòðèâàþòñÿ
òåîðåìû õ18 ýòîãî ðàçäåëà, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "îáùíîðì". Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ18 - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàè-
âàåòñÿ åå çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AB)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò çàãîëîâîê õ13 è ñîäåðæèò ñèìâîë õ12. Ïåðåìåí-
íîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâêîì íå ÿâëÿåòñÿ ñèìâîë "íå". Ïåðåìåííîé õ24 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îïåðàíäîâ çàìåíÿþùåé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ25 - ñïèñîê àíòå-
öåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ñïèñêà
õ24 ÿâëÿåòñÿ ïîäòåðìîì íåêîòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ25. Ïåðåìåííîé õ26
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ26
èìååò âèä:
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∀abcde(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà &
¬(c = e) & ¬(a = b) & ¬(c = d) & ïðÿìàÿ(cd) ⊥ ïðÿìàÿ(ab) &
e ∈ ïëîñêîñòü(abd) & c ∈ ïðÿìàÿ(ab)→ ïðÿìàÿ(ce) ⊥ ïðÿìàÿ(ab)↔
e ∈ ïðÿìàÿ(cd))

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð îïåðàíäîâ çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû õ26.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ26. Â ñïèñêå õ29 âûáèðàåòñÿ âûðàæåíèå õ31 ñ çàãîëîâ-
êîì õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðÿìàÿ(ce)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ31 íå âñòðå÷à-
åòñÿ â óòâåðæäåíèÿõ õ30. Â ñïèñêå õ10 âûáèðàåòñÿ âûðàæåíèå õ32, îòëè÷íîå
îò õ11, à â ñïèñêå õ29 - âûðàæåíèå õ33, îòëè÷íîå îò õ31. Â íàøåì ïðèìåðå
õ32 - "ïðÿìàÿ(AB)", õ33 - "ïðÿìàÿ(ab)". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ29.

Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ34, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû
õ31, õ11 è îäíîâðåìåííò - òåðìû õ32, õ33. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ îáú-
åäèíåíèå ñïèñêà õ8 ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåð-
æäåíèÿì õ30. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâ-
êè S ê çàìåíÿþùåìó òåðìó òåîðåìû õ26.

Äëÿ ïðîâåðêè íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ñïèñêà õ36 ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çà-
äà÷à íà èññëåäîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ36. Åñëè ïîñëå åå ðåøåíèÿ â ïîñûëêàõ íå
âîçíèêàåò êîíñòàíòà"ëîæü", òî ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ36 è
êîíñåêâåíòîì õ37. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ âàðüèðîâàíèÿ àíòåöåäåíòîâ

1. Ïîïûòêà ñâåñòè íåðàâåíñòâî äëÿ îäíîãî ÷èñëîâîãî àòîìà â àíòåöåäåíòàõ ê íåðà-
âåíñòâó äëÿ äðóãèõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = C) & ¬(B = D) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C−òî÷êà & D−òî÷êà & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) & 0 ≤ −π/2+∠(ABC)→
D ∈ èíòåðâàë(AC))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(B = D) &
¬(A = C) & 0 < π/2− ∠(ABC) & 0 < π/2− ∠(BCA) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)→ D ∈ èíòåðâàë(AC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(¬(a = b) & ¬(c ∈ ïðÿìàÿ(ab)) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà→
0 < −∠(acb)− ∠(bac) + π)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íåêîòîðûé ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò òåîðåìû, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé
íåðàâåíñòâî. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 < π/2 − ∠(BAC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì
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õ11 èìååò åäèíñòâåííûé íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì, è ýòîò àòîì ïðèñâàè-
âàåòñÿ ïåðåìåííîé õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(BAC)".

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ14, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - a. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âñåõ âõîæäåíèé
âûðàæåíèÿ õ13 â òåðì õ11 íà ïåðåìåííóþ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì
"0 < π/2− a". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ18, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü âñå îò-
ëè÷íûå îò õ11 àíòåöåäåíòû òåîðìû, à óñëîâèÿ - "÷èñëî(õ14)" è õ16. Öåëè çàäà÷è
- "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò", "ÿâíîå", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ14". Îòâåò çà-
äà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "a−÷èñëî & a < π/2".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç" è ÷òî ïîñëå îòáðàñûâà-
íèÿ èç åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ "÷èñëî(õ14)" îñòàåòñÿ åäèíòñ-
âåííîå óòâåðæäåíèå õ21, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé íåðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ14 â
îäíîé èç ÷àñòåé. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü. Â íàøåì ïðèìåðå
- "π/2".

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå -
"óãîë". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "÷èñëïàðàì" îïðåäåëÿåò ïî õ25 óêàçàííóþ
âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðå-
îáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó.
Â íàøåì ïðèìåðå õ28 ñîâïàäàåò ñ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìîé. Ïåðåìåííîé õ29
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ28. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè íèõ
íåò ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû
õ28, ïåðåìåííîé õ31 - êîðíåâàÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà òåîðåìû õ28.

Âûáèðàåòñÿ íåâûðîäåííûé ÷èñëîâîé àòîì õ32 òåðìà õ30, ñîäåðæàùèé âñå ïå-
ðåìåííûå õ31. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(bac)". Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìå-
ñòî ïåðåìåííûõ õ31, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ32 è õ13. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåí-
íàÿ õ35, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ è äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìû. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âñåõ
âõîæäåíèé âûðàæåíèÿ õ32 â òåðì õ30 íà ïåðåìåííóþ õ35. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - "0 < −∠(acb) − d + π". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ29
è óñëîâèÿìè "÷èñëî(õ35)", õ36. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîò-
âåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ35". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ38. Â
íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "d− ÷èñëî & d < −∠(acb) + π". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ýòîò îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç" è ÷òî ïîñëå óäàëåíèÿ èç åãî êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ "÷èñëî(õ35)" îñòàåòñÿ åäèíñòâåííîå óòâåðæäåíèå
õ40, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé íåðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ35 â îäíîé èç ÷àñòåé.
Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïåðåìåííàÿ
íàõîäèòñÿ â òîé æå ÷àñòè íåðàâåíñòâà, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ14 â íåðàâåíñòâå õ21.

Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê òåðìó
õ43. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì "−∠(ABC)+π". Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñèìâîë "ìåíüøå", åñëè çàãîëîâîê íåðàâåíñòâà õ11 - "ìåíüøå", à íåðàâåíñòâà
õ40 - "ìåíüøåèëèðàâíî". Èíà÷å ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë "ìåíü-
øåèëèðàâíî". Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåìîå çàìåíîé
â õ11 ïåðåìåííîé õ14 íà õ44. Â íàøåì ïðèìåðå - "−∠(ABC) + π ≤ π/2". Ïå-
ðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê
óòâåðæäåíèÿì õ29, ïåðåìåííîé õ48 - îáúåäèíåíèå ñïèñêà îòëè÷íûõ îò õ11 àí-
òåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ñî ñïèñêîì õ47.
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Óòâåðæäåíèå õ46 óïðîùàåòñÿ îòíîñèòåëüíë ïîñûëîê õ48 çàäà÷åé íà ïðåîá-
ðàçîâàíèå, è ðåçóëüòàò äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó õ48. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 ≤
−π/2 + ∠(ABC)".

Ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû "íîðìàíòåöåäåíòû" ïðîâåðÿåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü
ñïèñêà õ48. Ïðè ýòîì ñàì ñïèñîê õ48 íå èçìåíÿåòñÿ. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ48, êîíñåêâåíò êîòîðîé òîò æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû.
Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âû-
âîäà.

2. Ïîïûòêà ñâåñòè íåðàâåíñòâî äëÿ îäíîãî ÷èñëîâîãî àòîìà â àíòåöåäåíòàõ ê íåðà-
âåíñòâó äëÿ áîëåå ïðîñòûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(C = D) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−
òî÷êà & D− òî÷êà & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & 0 ≤ −l(AC) + l(AB) & 0 ≤
−l(BC) + l(AB)→ D ∈ èíòåðâàë(AB))

èç òåîðåìû

∀abcD(¬(a = b) & ¬(c = D) & 0 ≤ −2∠(abc) + π & D ∈ ïðÿìàÿ(ab) &
a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & D − òî÷êà & ïðÿìàÿ(ab) ⊥ ïðÿìàÿ(cD) &
0 ≤ −l(bc) + l(ab)→ D ∈ èíòåðâàë(ab))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & ¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB)) & A − òî÷êà & B − òî÷êà & C −
òî÷êà & l(BC) ≤ l(AB)→ ∠(BAC) < π/2)

Íà÷àëî ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ
ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íåêîòîðûé ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò òåîðåìû, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé
íåðàâåíñòâî. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 < −2∠(abc) + π". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì
õ11 èìååò åäèíñòâåííûé íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì, è ýòîò àòîì ïðèñâàè-
âàåòñÿ ïåðåìåííîé õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(abc)".

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ14, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - d. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âñåõ âõîæäåíèé
âûðàæåíèÿ õ13 â òåðì õ11 íà ïåðåìåííóþ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì
"0 < −2d + π". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ18, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü âñå îò-
ëè÷íûå îò õ11 àíòåöåäåíòû òåîðìû, à óñëîâèÿ - "÷èñëî(õ14)" è õ16. Öåëè çàäà÷è
- "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò", "ÿâíîå", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ14". Îòâåò çà-
äà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "d−÷èñëî & d < π/2".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç" è ÷òî ïîñëå îòáðàñûâà-
íèÿ èç åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ "÷èñëî(õ14)" îñòàåòñÿ åäèíòñ-
âåííîå óòâåðæäåíèå õ21, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé íåðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ14 â
îäíîé èç ÷àñòåé. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü. Â íàøåì ïðèìåðå
- "π/2".
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Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå -
"óãîë".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "÷èñëîöåíêà" îïðåäå-
ëÿåò ïî õ25 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå
â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 ñîâïàäàåò ñ äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìîé. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ28. Ïå-
ðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ28. Ïåðåìåííîé
õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê
"óãîë", ïåðåìåííîé õ32 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé
õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ31. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(BAC)". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ33 ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå òåîðåìû õ28. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ
îöåíêà ñëîæíîñòè òåðìà õ33. Â íàøåì ïðèìåðå îíà ðàâíà 4. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñïèñîê õ29 èìååò åäèíñòâåííîå íåðàâåíñòâî; ýòî íåðàâåíñòâî ïðèñâàèâàåòñÿ ïå-
ðåìåííîé õ36. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(BC) ≤ l(AB)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêè
ñëîæíîñòè ÷èñëîâûõ àòîìîâ òåðìà õ36 ìåíüøå, ÷åì õ34.

Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ13 âìåñòî
ïåðåìåííîé õ14 â óòâåðæäåíèå õ21. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì "∠(abc) < π/2".
Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ38 è ïîäòåðìà õ30.
Â íàøåì ïðèìåðå - "a, b, c, A,B,C". Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñàíîâêà S âìåñòî ïåðå-
ìåííûõ õ39, óíèôèöèðóþùàÿ òåðì õ38 ñ ïîäòåðìîì õ30. Ïåðåìåííîé õ41 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îòëè÷íûì îò õ11
àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû è ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ28. Ïåðåìåííîé
õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê êîíñåêâåíòó èñõîä-
íîé òåîðåìû. Óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ41 îáðàáàòûâàþòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìàí-
òåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ42. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ,
àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò èçìåíåííûå óòâåðæäåíèÿ õ41, à êîíñåêâåíòîì -
õ42. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

3. Ïîïûòêà ðåàëèçîâàòü íåðàâåíñòâî äëÿ îäíîãî ÷èñëîâîãî àòîìà â àíòåöåäåíòàõ,
èñïîëüçóÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâà ñ ýòèì àòîìîì íå÷èñëîâîìó ïðåäèêàòó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(B = C) & ¬(B = D) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
A− òî÷êà & B− òî÷êà & C− òî÷êà & D− òî÷êà & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC)
& ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD)→ D ∈ èíòåðâàë(AC))

èç òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = C) & ¬(B = C) & ¬(B = D) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD) &
0 ≤ −π/2 + ∠(ABC)→ D ∈ íòåðâàë(AC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(B = C) & ¬(A = B)→
∠(ABC) = π/2↔ ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC))
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Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íåêîòîðûé ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò òåîðåìû, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé
íåðàâåíñòâî. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 < −π/2+∠(ABC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì
õ11 èìååò åäèíñòâåííûé íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì, è ýòîò àòîì ïðèñâàè-
âàåòñÿ ïåðåìåííîé õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(ABC)".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà
õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "óãîë". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ýêâòåðìû" îïðåäå-
ëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå
â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä:

∀abc(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & ¬(b = c) & ¬(a = b)→ ∠(abc) = π/2↔
ïðÿìàÿ(ab) ⊥ ïðÿìàÿ(bc))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû õ17 - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ18
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ðàâåíñòâî, ïåðåìåííîé õ19 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå
õ18 - âõîæäåíèå ðàâåíñòâà "∠(abc) = π/2". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ òà
÷àñòü ðàâåíñòâà õ18, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ14, ïåðåìåííîé õ25 - äðóãàÿ
÷àñòü. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 - âûðàæåíèå "∠(abc)", õ25 - "π/2". Ïåðåìåííîé
õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ22, ïåðåìåííîé õ24 - ñïèñîê àí-
òåöåäåíòîâ òåîðåìû õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ25 íå èìååò íåâûðîæäåííûõ ÷èñ-
ëîâûõ àòîìîâ. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ19. Â íàøåì ïðèìåðå -
"ïðÿìàÿ(ab) ⊥ ïðÿìàÿ(bc))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ26 íå èìååò ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ23, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû
õ13 è õ22. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S
ê âûðàæåíèþ õ25, ïåðåìåííîé õ30 - ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèé òåðìà õ29 â
òåðì õ11 íà òåðì õ28. Â íàøåì ïðèìåðå õ30 èìååò âèä "0 ≤ −π/2+π/2". Ïåðå-
ìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå îòëè÷íûõ îò õ11 àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé
òåîðåìû ñ ðåçóëüòàòàìè ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû
õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ30 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ31. Ïåðåìåííîé õ33 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèþ õ26. Â íàøåì
ïðèìåðå - "ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC))". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòå-
öåäåíòû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ31 è óòâåðæäåíèå õ33, à êîíñåêâåíò òîò
æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàòü íåðàâåíñòâî äëÿ îäíîãî ÷èñëîâîãî àòîìà â àíòåöåäåí-
òàõ ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ìîíîòîííîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bABCD(¬(b = A) & ¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(B = D) & 0 < −∠(bAC) +
π/2 & 0 < −∠(bCA) + π/2 & B ∈ îòðåçîê(bC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
b− òî÷êà & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD)→ D ∈ èíòåðâàë(AC))
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èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(B = D) &
¬(A = C) & 0 < π/2− ∠(BAC) & 0 < π/2− ∠(BCA) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)→ D ∈ èíòåðâàë(AC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(A = D) &
¬(A = C) & ¬(A = B) & D ∈ îòðåçîê(BC)→ 0 ≤ ∠(BAC)− ∠(DAC))

Íà÷àëî ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì îäíîãî èç ïðåäûäóùèõ ïðèåìîâ. Äëÿ óäîá-
ñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íåêîòîðûé ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò òåîðåìû, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé
íåðàâåíñòâî. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 < π/2 − ∠(BAC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì
õ11 èìååò åäèíñòâåííûé íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì, è ýòîò àòîì ïðèñâàè-
âàåòñÿ ïåðåìåííîé õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(BAC)".

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ14, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - a. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âñåõ âõîæäåíèé
âûðàæåíèÿ õ13 â òåðì õ11 íà ïåðåìåííóþ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì
"0 < π/2− a". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ18, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü âñå îò-
ëè÷íûå îò õ11 àíòåöåäåíòû òåîðìû, à óñëîâèÿ - "÷èñëî(õ14)" è õ16. Öåëè çàäà÷è
- "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò", "ÿâíîå", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ14". Îòâåò çà-
äà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "a−÷èñëî & a < π/2".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç" è ÷òî ïîñëå îòáðàñûâà-
íèÿ èç åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ "÷èñëî(õ14)" îñòàåòñÿ åäèíòñ-
âåííîå óòâåðæäåíèå õ21, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé íåðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ14 â
îäíîé èç ÷àñòåé. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü. Â íàøåì ïðèìåðå
- "π/2".

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå -
"óãîë".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "×èñëàòîìû" îïðå-
äåëÿåò ïî õ25 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ28 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñ-
õîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 èìååò âèä:

∀abcd(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & ¬(a = d) & ¬(a = c) &
¬(a = b) & d ∈ îòðåçîê(bc)→ 0 ≤ ∠(bac)− ∠(dac))

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ28, ïåðåìåííîé
õ30 - âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò - íåðàâåíñòâî
ñ íóëåì â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïðàâîé ÷àñòè
íåðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà ïðàâîé
÷àñòè, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "ìèíóñ", ïåðåìåííîé õ32 - âõîæäåíèå äðóãîé
÷àñòè. Åñëè õ14 - ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà õ21, òî ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ
êîðíåâîé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ33, èíà÷å - ïîäòåðì õ32. Â íàøåì ïðèìåðå õ34
- "∠(dac)". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ34.
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Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà õ28 èìååò åäèíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ, íå âõîäÿùóþ
â õ35.

Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ35, óíèôèöèðóþùàÿ âûðà-
æåíèÿ õ13 è õ34. Åñëè õ14 - ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà õ21, òî ïåðåìåííîé õ37
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ïîäòåðìó õ32, à ïåðå-
ìåííîé õ38 - íåðàâåíñòâî ñ íóëåì â ëåâîé ÷àñòè è ðàçíîñòüþ õ24-õ37 â ïðàâîé.
Èíà÷å ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê
êîðíåâîìó îïåðàíäó âõîæäåíèÿ õ33, à ïåðåìåííîé õ38 - íåðàâåíñòâî ñ íóëåì
â ëåâîé ÷àñòè è ðàçíîñòüþ õ37-õ24 â ïðàâîé. Çíàê íåðàâåíñòâà (ñòðîãîå ëèáî
íåñòðîãîå) - òàêîé æå, êàê ó õ21.

Â íàøåì ïðèìåðå õ37 èìååò âèä "∠(bAC)", õ38 - âèä "0 < π/2− ∠(bAC)".

Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå îòëè÷íûõ îò õ11 àíòåöåäåíòîâ èñ-
õîäíîé òåîðåìû ñ ðåçóëüòàòàìè ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì
õ29 è ñ óòâåðæäåíèåì õ38. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ39,
êîíñåêâåíò êîòîðîé òîò æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Ïîïûòêà èñêëþ÷åíèÿ ìíîãîìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀adgjkE(¬(c = j) & ¬(d = g) & ¬(ïðÿìàÿ(cj) = ïðÿìàÿ(dg)) & ¬(k ∈ ïðÿìàÿ(cj)) &
d ∈ îòðåçîê(ck) & j ∈ îòðåçîê(gk) & E ∈ ïðÿìàÿ(cj) & E ∈ ïðÿìàÿ(dg) &
c− òî÷êà & d− òî÷êà & g − òî÷êà & j − òî÷êà & k − òî÷êà & E − òî÷êà→
E ∈ îòðåçîê(dg))

èç òåîðåìû

∀avcdeE(E − òî÷êà & ¬(d = e) & E ∈ ïðÿìàÿ(de) & E ∈ ïðÿìàÿ(ab) &
¬(ïðÿìàÿ(ab) = ïðÿìàÿ(de)) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & ¬(a = b) & c− òî÷êà &
d− òî÷êà & e− òî÷êà & ðàçíûåñòîðîíû(c, d, ïðÿìàÿ(ab)) &
îäíàñòîðîíà(c, e, ïðÿìàÿ(ab)) & ¬(c ∈ ïðÿìàÿ(ab))→ E ∈ îòðåçîê(de))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñðåäè íèõ èìååòñÿ áîëåå ÷åì äâóìåñòíîå îòíîøåíèå. Ïðîöåäóðà "èñêëìíîæ" ïå-
ðå÷èñëÿåò ðåçóëüòàòû õ9 ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîé òåîðåìû ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ
âñåõ áîëåå ÷åì äâóìåñòíûõ îòíîøåíèé â àíòåöåäåíòàõ ñ ïîìîùüþ ñïðàâî÷íèêà
ïîèñêà òåîðåì "ìíîæíàáîð". Ïîñëåäíèé ñïðàâî÷íèê ññûëêàåòñÿ íà êâàíòîð-
íûå èìïëèêàöèè, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "âûâîä", ó êîòîðûõ êîíñåêâåíò -
ïðåäèêàòíûé ñèìâîë ñ áîëåå ÷åì äâóìÿ îïåðàíäàìè, à âñå àíòåöåäåíòû èìå-
þò íå áîëåå äâóõ îïåðàíäîâ. Â íàøåì ïðèìåðå ïðåäïðèíèìàåòñÿ èñêëþ÷åíèå
àíòåöåäåíòîâ ñ çàãîëîâêàìè "ðàçíûåñòîðîíû" è "îäíàñòîðîíà". Òåîðåìà õ9 îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì

1. Ïîïûòêà ñêëåéêè äâóõ òåîðåì, èìåþùèõ â àíòåöåäåíòàõ ïîäîáíûå ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDE(¬(B = C) & ¬(B = D) & ¬(C = E) & ¬(D = E) &
l(AB)l(DE) = l(AD)l(BC) & A ∈ ïðÿìàÿ(BC) & A ∈ ïðÿìàÿ(DE) &
A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà & D−òî÷êà & E−òî÷êà & îäíàñòîðîíà(B, D,
ïðÿìàÿ(CE)) & îäíàñòîðîíà(C, E, ïðÿìàÿ(BD)) & îäíàñòîðîíà(D, E,
ïðÿìàÿ(BC))→ ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(CE))

èç òåîðåìû

∀ABCDE(C − òî÷êà & E − òî÷êà & D − òî÷êà & B − òî÷êà & A− òî÷êà &
¬(B = D) & ¬(C = E) & l(AB)l(DE) = l(AD)l(BC) & B ∈ îòðåçîê(AC) &
D ∈ îòðåçîê(AE)→ ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(CE))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDE(B − òî÷êà & E − òî÷êà & D − òî÷êà & C − òî÷êà & A− òî÷êà &
¬(B = D) & ¬(C = E) & l(AC)l(DE) = l(AE)l(BC) & B ∈ îòðåçîê(AC) &
D ∈ îòðåçîê(AE)→ ïðÿìàÿ(BD) ‖ ïðÿìàÿ(CE))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â ýòîì ñïèñêå âûáèðàåòñÿ
ðàâåíñòâî õ9, ñîäåðæàùåå íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì. Â íàøåì ïðèìåðå -
"l(AB)l(DE) = l(AD)l(BC)". Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé
òåîðåìû äàííîãî ïðèåìà âûâîäà òåîðåìà õ11, áëîê âûâîäà êîòîðîé íå ñîäåð-
æèò ñèìâîëâî "èñêëþ÷åíèå", "ðåçóëüòàò". Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ó íåå õàðàêòå-
ðèñòèêè "îòíîøåíèå". Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ
òåîðåìà.

Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ13
- êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èõ çàãîëîâêè è äëèíû ñîâïà-
äàþò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû èìååòñÿ
ðàâåíñòâî òîé æå äëèíû, ÷òî è õ9. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõî-
äÿùèå â èñõîäíóþ. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 èìååò âèä:

∀abcde(b− òî÷êà & e− òî÷êà & d− òî÷êà & c− òî÷êà & a− òî÷êà &
¬(b = d) & ¬(c = e) & l(ac)l(de) = l(ae)l(bc) & b ∈ îòðåçîê(ac) &
d ∈ îòðåçîê(ae)→ ïðÿìàÿ(bd) ‖ ïðÿìàÿ(ce))

Ïåðåìåííîé õ13 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ16, ïåðåìåííîé õ14
- ñïèñîê åå àíòåöåäåíòîâ. Â ñïèñêå õ14 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ17, äëèíà êîòî-
ðîãî ðàâíà äëèíå ðàâåíñòâà õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(ac)l(de) = l(ae)l(bc)".
Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðîìâ õ17 è 13. Â íàøåì
ïðèìåðå - a, b, c, d, e. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîðíåâàÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà òåî-
ðåìû õ16 âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê õ18. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðå-
ìåííûõ õ18, óíèôèöèðóþùàÿ òåðì õ17 ñ òåðìîì õ9 è îäíîâðåìåííî òåðì õ13
ñ òåðìîì õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïîäñòàíîâêà âûïîëíÿåò ïåðåîáîçíà÷åíèå
ïåðåìåííûõ, íå îòîæäåñòâëÿþùåå èõ. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ïåðåìåííûõ, ïîäñòàâëÿåìûõ ïîäñòàíîâêîé S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ18. Â íàøåì
ïðèìåðå - A, C,B,E,D. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ18 è õ20 ðàçëè÷íû.
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Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îáðàáîòàííûõ ïðîöåäóðîé "ñòàíä" ðå-
çóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îòëè÷íûì îò õ17 ýëåìåíòàì íàáîðà õ14.
Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îáðàáîòàííûõ ïðîöåäóðîé "ñòàíä" ýëå-
ìåíòîâ íàáîðà õ8, îòëè÷íûõ îò õ9. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ21, õ22 íå âêëþ-
÷àþòñÿ äðóã â äðóãà. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ èõ ïåðåñå÷åíèå. Â íàøåì
ïðèìåðå îíî èìååò âèä "C − òî÷êà", "D − òî÷êà", "E − òî÷êà", "B − òî÷êà",
"A − òî÷êà", "¬(C = E)", "¬(B = D)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ23 íåïóñò.
Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ22 è õ23, ïåðåìåííîé õ25 -
ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ21 è õ23.

Â íàøåì ïðèìåðå õ24 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "B ∈ îòðåçîê(AC)",
"D ∈ îòðåçîê(AE)". Ñïèñîê õ25 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "C ∈ îòðåçîê(AB)",
"E ∈ îòðåçîê(AD)".

Åñëè â ñïèñêå õ24 ëèáî õ25 ñîäåðæèòñÿ îòðèöàíèå ðàâåíñòâà äâóõ ïåðåìåííûõ,
òî ýòî îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ïåðåíîñèòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ñïèñêà â ñïèñîê
õ23. Â íàøåì ïðèìåðå íè÷åãî íå èçìåíÿåòñÿ.

Åñëè ñïèñîê õ24 ëèáî õ25 èìååò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ, òî ïðîñìàòðèâàþòñÿ
åãî ýëåìåíòû. Åñëè òàêîé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îáúåäèíåíèÿ ñïèñêà õ23
ñ äðóãèì ñïèñêîì ïàðû õ24, õ25, òî îí ïåðåáðàñûâàåòñÿ â ñïèñîê õ23. Â íàøåì
ïðèìåðå íè÷åãî íå èçìåíÿåòñÿ.

Äàëåå ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ êîíúþíêöèé ýëåìåíòîâ ñïèñ-
êîâ õ24 è õ25. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ27 ñ ïîñûëêàìè õ23 è öåëÿìè
"èçâåñòíî", "íåèçâåñòíûå X", ãäå X - âñå ïàðàìåòðû åå ïîñûëîê. Óðîâåíü îáðà-
ùåíèÿ íåáîëüøîé. Äàëåå äèçúþíêöèÿ õ26 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìè-
ëè"îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê çàäà÷è õ27, êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé "àíòå-
öåäåíòû". Ýòîò êîììåíòàðèé ðàçðåøàåò íåêîòîðîå äîïîëíåíèå ïðåîáðàçóåìîãî
óòâåðæäåíèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåôîðìóëèðîâàòü åãî áåç äèçúþíêöèè. Ðåçóëü-
òàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ29.

Â íàøåì ïðèìåðå 29 èìååò âèä: "¬(B = C) & ¬(B = D) & ¬(D = E) &
A ∈ ïðÿìàÿ(BC) & A ∈ ïðÿìàÿ(DE) & îäíàñòîðîíà(B, D, ïðÿìàÿ(CE) &
îäíàñòîðîíà(C, E, ïðÿìàÿ(BD)) & îäíàñòîðîíà(D, E, ïðÿìàÿ(BC))".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ29 íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "èëè". Ïåðåìåííîé õ30
ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ23 ñ íàáîðì êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåð-
æäåíèÿ õ29 è ñ óòâåðæäåíèåì õ9. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ30 è êîíñåêâåíòîì õ12. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðå-
ãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Èñõîäíàÿ è äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìû ïðè ýòîì
ñîïðîâîæäàþòñÿ ïîìåòêîé "èñêëþ÷åíèå" â èõ áëîêàõ âûâîäà.

2. Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì ñ äîïîëíèòåëüíîé óíèôèêàöèåé ïàðàìåòðîâ àíòåöåäåíòîâ,
íå âñòðå÷àþùèõñÿ â êîíñåêâåíòå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdD(¬(b = c) & a ∈ îêðóæíîñòü(bc) & d ∈ îêðóæíîñòü(bc) & a− òî÷êà &
b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(a = D) & ¬(d = D) &
D ∈ ïðÿìàÿ(ad)→ ¬(D ∈ îêðóæíîñòü(bc)))
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èç òåîðåìû

∀abcdD(¬(b = c) & a ∈ îêðóæíîñòü(bc) & d ∈ îêðóæíîñòü(bc) & D ∈ èíòåðâàë(ad)
& a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & D − òî÷êà→
¬(D ∈ îêðóæíîñòü(bc)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abcdC(¬(b = c) & a ∈ èíòåðâàë(dC) & a ∈ îêðóæíîñòü(bc) & d ∈ îêðóæíîñòü(bc)
& a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & C − òî÷êà→
¬(C ∈ îêðóæíîñòü(bc)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - òåîðå-
ìà ñïèñêà âûâîäà, îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé òåîðåìû ïðèåìà âûâîäà, íå èìåþùàÿ
ïîìåòîê "èñêëþ÷åíèå" è "ðåçóëüòàò" â ñâîåì áëîêå âûâîäà è èìåþùàÿ õàðàêòå-
ðèñòèêó "îòíîøåíèå". Â íàøåì ïðèìåðå õ10 - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ
òåîðåìà.

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ12 -
êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíè èìåþò ðàâíûå äëè-
íû è îäèíàêîâûå çàãîëîâêè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû êîðíåâûõ ñâçûâàþùèõ
ïðèñòàâîê, à òàêæå äëèíû ñïèñêîâ àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé è äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåì ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 èìååò âèä:

∀efghi(¬(f = g) & e ∈ èíòåðâàë(hi) & e ∈ îêðóæíîñòü(fg) & h ∈ îêðóæíîñòü(fg)
& e− òî÷êà & f − òî÷êà & g − òî÷êà & h− òî÷êà & i− òî÷êà→
¬(i ∈ îêðóæíîñòü(fg)))

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ13, ïåðåìåííîé õ15 - ñïè-
ñîê åå ïàðàìåòðîâ. Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî òåðì õ11 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèìå-
íåíèÿ ê òåðìó õ14 íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ15, ïðè÷åì ýòà
ïîäñòàíîâêà ïåðåîáîçíà÷àåò ïåðåìåííûå, íå îòîæäåñòâëÿÿ èõ. Ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê òåîðåìå õ13. Â íàøåì
ïðèìåðå õ17 èìååò âèä:

∀ebchD(¬(b = c) & e ∈ èíòåðâàë(hD) & e ∈ îêðóæíîñòü(bc) & h ∈ îêðóæíîñòü(bc)
& e− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & h− òî÷êà & D − òî÷êà→
¬(D ∈ îêðóæíîñòü(bc)))

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä" àíòå-
öåäåíòîâ òåîðåìû õ17, ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îáðàáîòàííûõ îïå-
ðàòîðîì "ñòàíä" àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ28 è õ29, ïåðåìåííîé õ31 - ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ29 è õ28.

Â íàøåì ïðèìåðå õ30 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "e ∈ èíòåðâàë(hD)",
"e ∈ îêðóæíîñòü(bc)", "h ∈ îêðóæíîñòü(bc)", "e− òî÷êà", "h− òî÷êà". Ñïèñîê
õ31 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "a ∈ îêðóæíîñòü(bc)", "d ∈ îêðóæíîñòü(bc)",
"D ∈ èíòåðâàë(ad)", "a− òî÷êà", "d− òî÷êà".

Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ30, íå ÿâëÿ-
þùèõñÿ ïàðàìåòðàìè óòâåðæäåíèé õ31. Â íàøåì ïðèìåðå - e, h. Ïðîâåðÿåòñÿ,
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÷òî ñïèñîê õ32 íåïóñò, ïðè÷åì êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ30 èìååò ïàðàìåòð
èç õ32. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ30, êî-
òîðûå èìåþò ðîâíî îäèí ïàðàìåòð èç õ32. Â íàøåì ïðèìåðå - âñå óòâåðæäåíèÿ
ñïèñêà õ30, êðîìå ïåðâîãî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â óòâåðæäåíèÿõ õ33 âñòðå÷àþòñÿ
âñå ïåðåìåííûå èç õ32.

Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ31, íå ÿâëÿ-
þùèõñÿ ïàðàìåòðàìè óòâåðæäåíèé õ30. Â íàøåì ïðèìåðå - a, d. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñïèñîê õ34 íåïóñò, ïðè÷åì êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ31 èìååò ïàðàìåòð
èç õ34. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ31, êî-
òîðûå èìåþò ðîâíî îäèí ïàðàìåòð èç õ34. Â íàøåì ïðèìåðå - âñå óòâåðæäåíèÿ
ñïèñêà õ31, êðîìå òðåòüåãî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû ñïèñêîâ õ33 è õ35 ðàâíû.
Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ30 è õ33. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà îäíîýëåìåíòíàÿ, è ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò ýëåìåíò. Â íàøåì
ïðèìåðå - "e ∈ èíòåðâàë(hD)".

Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ38. Äëÿ åãî çàïîëíåíèÿ ïåðå÷èñëÿþòñÿ âñåâîç-
ìîæíûå ïîäñòàíîâêè T âìåñòî ïåðåìåííûõ õ32, ïåðåâîäÿùèå êîíúþíêöèþ óò-
âåðæäåíèé õ33 â êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ35. Â íàêîïèòåëü õ38 çàíîñÿòñÿ
ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä"ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâîê
T ê òåðìó õ37.

Ïî îêîí÷àíèè öèêëà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàáîð õ38 íåïóñò. Â íàøåì ïðèìåðå îí
ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "a ∈ èíòåðâàë(dD)", "d ∈ èíòåðâàë(aD)". Ïåðåìåí-
íîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò ðàçíîñòè íàáîðîâ õ31 è õ35. Â íàøåì
ïðèìåðå - "D ∈ èíòåðâàë(ad)". Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ
óòâåðæäåíèé õ38, ê êîòîðûì äîáàâëåíî óòâåðæäåíèå õ39. Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò
õ42 óïðîùåíèÿ ýòîé äèçúþíêöèè îòíîñèòåëüíî îòëè÷íûõ îò õ39 àíðåöåäåíòîâ
èñõîäíîé òåîðåìû ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò âèä "¬(a = D) & ¬(d = D) & D ∈ ïðÿìàÿ(ad)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì
õ42 íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "èëè". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòî-
ðîé ñëóæàò îòëè÷íûå îò õ39 àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû è êîíúþíêòèâíûå
÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ õ42. Êîíñåêâåíò åå òàêîé æå, êàê ó èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòà
èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðå-
ìû. Ïðè ýòîì èñõîäíàÿ è äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìû ñîïðîâîæäàþòñÿ ïîìåòêîé
"èñêëþ÷åíèå" â ñâîèõ áëîêàõ âûâîäà.

Âàðüèðîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

1. Âàðüèðîâàíèå àíòåöåäåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(a ∈ èíòåðâàë(bc) & a−òî÷êà & b−òî÷êà & c−òî÷êà→ l(bc) = l(ab)+ l(ac))

èç òåîðåìû

∀aAB(a ∈ èíòåðâàë(AB) & A− òî÷êà & B − òî÷êà→ a ∈ îòðåçîê(AB))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
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∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & B ∈ îòðåçîê(AC)→
l(AC) = l(AB) + l(BC))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò,
ïåðåìåííîé õ10 - ïàðàìåòðû êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû àíòåöå-
äåíòîâ âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà èìååò åäèíñòâåííûé
ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò, è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò àíòåöåäåíò. Â
íàøåì ïðèìåðå õ12 èìååò âèä "a ∈ èíòåðâàë(AB)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåò-
ðû òåðìà õ12 îáðàçóþò ñïèñîê õ10 è ÷òî óòâåðæäåíèå õ12 ýëåìåíòàðíî. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî õ12 èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè, è ýòîò
ïîäòåðì ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "èíòåðâàë(AB)".
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ9 èìååò
åäèíñòâåííûé ïîäòåðì ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè, è ýòîò ïîäòåðì ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "îòðåçîê(AB)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàè-
âàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îòëè÷åí îò õ15. Ïðîñìàòðè-
âàþòñÿ èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "îòíîøåíèå" ëèáî "÷èñëçíà÷" òåîðåìû õ22
òîãî ðàçäåëà, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ18. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 - óêà-
çàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ22 - ïðîñòàÿ èìïëè-
êàöèÿ, è ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åå àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé
õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ýëåìåíòîâ íàáîðà õ23, ñîäåðæàùèõ ñèìâîë õ18. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îí îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
åãî ýëåìåíòà â òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèìâîë õ18 íå âõîäèò â êîíñåêâåíò
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ26
çàìåùåíèÿ àíòåöåäåíòà õ25 èñõîäíîé òåîðåìû íà àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû, ñëåäñòâèåì êîòîðûõ îí ÿâëÿåòñÿ. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ26, ïåðåìåííîé õ28 - åå êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ29
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ27 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû"
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ28. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ29 è êîíñåêâåíòîì õ28. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "íîðìòåîðåìà", "ñî-
êðàùàíò" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.68 Õàðàêòåðèñòèêà "îòîáðàæ"

Õàðàêòåðèñòèêîé "îòîáðàæ" ñíàáæàþòñÿ òåîðåìû, èìåþùèå àíòåöåäåíò, ñîäåðæà-
ùèé îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå".

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîé òåîðåìû

1. Èñêëþ÷åíèå îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå" â àíòåöåäåíòàõ ïóòåì ââîäà íîâîé ïåðå-
ìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aei(ïðåäåë(e, i, a) = íåîïðåä & Dom(e) ⊆ R & Val(e) ⊆ R & e−ôóíêöèÿ &
×èñëî(a) & òèïïðåäåëà(i) & Ëîêîïðåä(e, a, i)→ limb→a\i(−e(b)) = íåîïðåä)

èç òåîðåìû

∀adi(limb→a\i(−d(b)) = íåîïðåä & Dom(d) ⊆ R & Val(d) ⊆ R & d−ôóíêöèÿ &
×èñëî(a) & òèïïðåäåëà(i) & Ëîêîïðåä(d, a, i)→ ïðåäåë(d, i, a) = íåîïðåä)
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - ýëåìåíò
ýòîãî ñïèñêà, ñîäåðæàùèé îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâà-
èâàåòñÿ âõîæäåíèå äàííîãî îïèñàòåëÿ, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå åãî ïî-
ñëåäíåãî îïåðàíäà (îí îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ ôóíêöèèÿ). Â íàøåì ïðèìåðå õ9
- ïåðâûé àíòåöåäåíò. Ôàêòè÷åñêè, îí èìååò âèä "ïðåäåë(îòîáðàæåíèå(b, b ∈
Dom(d),−d(b)),i, a)". Ïåðåìåííàÿ õ11 - âõîæäåíèå òåðìà "−d(b)". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ïîäòåðì õ11 íåîäíîáóêâåííûé è íå èìååò çàãîëîâêà "çíà÷åíèå". Ïåðåìåí-
íîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàñïîëîæåííîå âíóòðè âõîæäåíèÿ õ11 âõîæäåíèå ñèìâî-
ëà "çíà÷åíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûé îïåðàíä äàííîãî ñèìâîëà - íåêîòîðàÿ
ïåðåìåííàÿ õ13, âòîðîé - íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - d,
õ14 - b.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ13 âõîäèò â êàæäûé îòëè÷íûé îò õ9 àíòåöåäåíò
íå áîëåå ÷åì îäíîêðàòíî, ïðè÷åì òîëüêî êàê îïåðàíä îäíî èç ñèìâîëîâî "ôóíê-
öèÿ", "îáëàñòü", "çíà÷åíèÿ", "Ëîêîïðåä". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñâÿçûâàþùàÿ ïðè-
ñòàâêà îïèñàòåëÿ õ10 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé õ14. Âûáèðàþòñÿ
ïåðåìåííûå õ16 è õ17, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ16
- c, õ17 - e. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ12 â
ïîäòåðìå õ11 íà ïåðåìåííóþ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 èìååò âèä −c. Ïåðå-
ìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ17 âûðàæåíèþ õ18. Â íàøåì
ïðèìåðå - "e = −c". Îïðåäåëÿåòñÿ òèï t çíà÷åíèé ïîäòåðìà õ11. Ïåðåìåííîé
õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ñïèñêå õ8 óòâåðæäåíèÿ õ9 íà "t(õ17)".
Â íàøåì ïðèìåðå - íà "e− ÷èñëî".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ23, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ
õ22,à åäèíñòâåííûì óñëîâèåì - óòâåðæäåíèå õ19. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâ-
íîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ðàâíî", "íåèçâåñòíûå õ16", "îäç", "óïðîñòèòü". Îòâåò
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ24. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "c = −e". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî äàííûé îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Îí ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
ä.í.ô., ïîñëå ÷åãî âûáèðàåòñÿ íåêîòîðûé äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí ýòîé ä.í.ô., è
ñïèñîê åãî êîíúþíêèâíûõ ÷ëåíîâ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ27. Â ñïèñêå õ27
âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ28. Â íàøåì ïðèìåðå îíî ñîâïàäàåò ñ õ24.

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå"õ17(õ14)". Â íàøåì ïðèìåðå - "e(b)".
Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà õ29 âìåñòî ïå-
ðåìåííîé õ17 â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ28. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"−e(b)". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "îòîáðàæåíèå(õ14 õ32 õ30)". Â
íàøåì ïðèìåðå - "λb(−e(b), b ∈ Dom(e))". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ10 â àíòåöåäåíò õ9 íà ïåðåìåííóþ õ17. Â íàøåì
ïðèìåðå îí èìååò âèä "ïðåäåë(e, i, a) = íåîïðåä". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ17 âìåñòî õ13 â îòëè÷íûå îò õ9
óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ8, ê êîòîðîìó äîáàâëåíî óòâåðæäåíèå õ34. Ïåðåìåííîé
õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà õ33 âìåñòî ïåðåìåííîé õ13 â
êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà Q ñïèñêà õ27, íå ñîäåðæà-
ùåãî ïåðåìåííîé õ16, ê ñïèñêó õ35 äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå "äëÿëþáîãî(õ14
åñëè õ32 òî Q)".

Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ35 îïåðàòîðîì
"íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ36. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ37 è êîíñåêâíòîì õ36. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðà-
òîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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3.69 Õàðàêòåðèñòèêà "îòîáðàæåíèå"

Õàðàêòåðèñòèêîé "îòîáðàæåíèå" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, èìåþùèå ýëå-
ìåíòàðíûå àíòåöåäåíòû è áåñêâàíòîðíûé êîíñåêâåíò ñ îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå".

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïîïûòêà èñêëþ÷åíèÿ óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå" ïó-
òåì ôèêñàöèè èñòèííîñòíîãî çíà÷åíèÿ ïåðåêëþ÷àòåëÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cA(Val(A) ⊆ ñîáûòèÿ(c) & A−ôóíêöèÿ & âåðïðîñòðàíñòâî(c) &
íåçàâñîáûòèÿ(A, c)→ íåçàâñîáûòèÿ(λy(ýëåìñîáûòèÿ(c) \ A(y), y ∈ Dom(A)), c))

èç òåîðåìû

∀cdA(d− set & d ⊆ Dom(A) & Val(A) ⊆ ñîáûòèÿ(c) & A−ôóíêöèÿ &
âåðïðîñòðàíñòâî(c) & íåçàâñîáûòèÿ(A, c)→ íåçàâñîáûòèÿ(λy((ýëåìñîáûòèÿ(c)\
A(y) ïðè y ∈ d, èíà÷å A(y)), y ∈ Dom(A)), c))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Â òåðìå õ9 ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ10 ñèìâîëà "âàðèàíò", ðàñïîëîæåí-
íîå âíóòðè âõîæäåíèÿ õ11 îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ, ïåðåìåííîé õ13 - ïåðâûé îïåðàíä
óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ õ10 (ò.å. ïåðåêëþ÷àòåëü). Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - îäíî-
ýëåìåíòíûé ñïèñîê, ñîñòîÿùèé èç ïåðåìåííîé y; òåðì õ13 èìååò âèä "y ∈ d".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò òåðì ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ ñïèñêà õ12. Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ ïðåäïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ õ11 (îí îïðåäåëÿåò óñëîâèå
íà âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ). Â íàøåì ïðèìåðå õ14 èìååò âèä "y ∈ Dom(A)".

Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ ïåðåìåííîé õ15 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ "äëÿëþáîãî(õ12 åñëè õ14 òî õ13)", à ïåðå-
ìåííîé õ16 - 0. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ êâàíòîðíàÿ
èìïëèêàöèÿ "äëÿëþáîãî(õ12 åñëè õ14 îò íå(õ13))", à ïåðåìåííîé õ16 - 1. Â
íàøåì ïðèìåðå õ15 èìååò âèä "∀y(y ∈ Dom(A)→ y ∈ d)", à õ16 ðàâíî 0.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû òåðìà õ15 âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû òåðìà õ9.
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ òåðìà õ15 îòíîñèòåëü-
íî ïîñûëîê õ8 çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"Dom(A) ⊆ d". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ17 ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé
õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ õ17 ê ñïèñêó õ8. Ïåðåìåííîé õ20 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ10 â òåðì õ9 íà âòîðîé îïåðàíä óñëîâ-
íîãî âûðàæåíèÿ õ10 â ñëó÷àå õ16 = 0 è íà ïîñëåäíèé åãî îïåðàíä â ñëó÷àå õ16
= 1. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ19 è êîíñåêâåíòîì õ20. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà" ñ îïöèåé "×èñëàòîì" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Óñèëåíèå òåîðåìû ïóòåì ââîäà âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé äëÿ ïîäòåðìà, íå
ñîäåðæàùåãî àðãóìåíòà îòîáðàæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cin(¬(c = 0) & ¬(n = 0) & c− ÷èñëî & i− ÷èñëî & c− öåëîå→
ïåðèîäè÷íà(λb(sin(i + bc), b− ÷èñëî), 2πn/c))

èç òåîðåìû

∀ain(¬(a = 0) & a− ÷èñëî & i− ÷èñëî & n− öåëîå→
ïåðèîäè÷íà(λb(sin(i + 2πbn/a), b− ÷èñëî), a))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà íå èìååò õàðàêòåðèñòèêè "îïðåäåëåíèå(. . .)". Ïåðå-
ìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â
òåðìå õ8 ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ10 îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåí-
íîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 -
âõîæäåíèå ïîäòåðìà "λb(sin(i+2πbn/a), b−÷èñëî), a)". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ
õ12 ñïèñêà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ (îí îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè). Âíóòðè õ13
âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 ïåðåìåííîé õ12. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà, ñòàðòóÿ
ñ õ14 è ïðîäâèãàÿñü ê âõîæäåíèþ õ13, îïðåäåëèòü íå ñîäåðæàùèé ïåðåìåííîé
õ12 òåðì õ18 - "êîýôôèöèåíò" ïðè õ12. Äîïóñêàþòñÿ ïðîñòåéøèå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ. Ïðè ýòîì ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ òà îïåðàöèÿ, ïðèìåíåíèå êîòîðîé
ê õ18 è ïåðåìåííîé õ12 äàåò âûðàæåíèå, ðàâíîå èñõîäíîìó ïîäòåðìó âõîæäå-
íèÿ õ13. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà õ12 ïðè ñîåäèíåíèè
åãî ñ õ18 îïåðàöèåé õ16. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïîäòåðìà
õ13, ðàâíîãî äàííîìó ðåçóëüòàòó ñîåäèíåíèÿ.

Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - "óìíîæåíèå", õ17 - 1, õ18 èìååò âèä "2πn/a", õ15 -
âõîæäåíèå ïîäòåðìà "2πbn/a".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ18 - íåîäíîáóêâåííûé ïîäòåðì. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ òåðìà õ8, èìåþùèõ âõîæäåíèÿ âíå ïîäòåðìà õ10. Â
íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåñå÷åíèå ñïèñêà ïàðàìåòðîâ òåðìà õ18 ñî ñïèñêîì õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíî îäíîýëåìåíòíîå, è ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò ýëåìåíò. Â íàøåì
ïðèìåðå - a.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû òåðìà õ18 âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ.
Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ
õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - "¬(a = 0)" è "a − ÷èñëî". Îïðåäåëÿåòñÿ òèï t çíà-
÷åíèÿ âûðàæåíèÿ õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - "÷èñëî". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ
õ24, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - c. Ïåðåìåííîé õ25
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ22 ðàâåíñòâà âûðàæåíèÿ õ18
ïåðåìåííîé õ24, ïåðåìåííîé õ26 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê íå âõîäÿùèì â ñè-
ñîê õ22 àíòåöåäåíòàì óòâåðæäåíèÿ "t(õ24)". Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèÿ
"c− ÷èñëî".
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Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ27, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ26, à
óñëîâèÿ - õ25. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ðàâíî", "íåèç-
âåñòíûå õ21". Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ28. Â íàøåì ïðèìåðå
îí èìååò âèä:

¬(a = 0) & c = 0 & n = 0 & a− ÷èñëî ∨ ¬(c = 0) & ¬(2πn/c = 0) &
a = 2πn/c & 2πn/c− ÷èñëî

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ñðåäè äèçúþíêòèâ-
íûõ ÷ëåíîâ îòâåòà âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ29. Â íàãåì ïðèìåðå - âòîðîé
äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ29. Â íåì âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ31 ñ ïåðåìåííîé õ21
â ëåâîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "a = 2πn/c". Åñëè õ17 ðàâíî
1, òî ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "õ16(õ12, õ24)", èíà÷å - âû-
ðàæåíèå "õ16(õ24, õ12)". Â íàøåì ïðèìåðå - bc. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ15 â òåðì õ8 íà õ32. Â íàøåì ïðèìåðå -
"ïåðèîäè÷íà(λb(sin(i + bc), b − ÷èñëî), a)". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò ïîäñòàíîâêè ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ31 âìåñòî ïåðåìåííîé õ21 â òåðì
õ33. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ26 ñ îòëè÷íûìè îò
õ31 ýëåìåíòàìè íàáîðà õ30. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ35
è êîíñåêâåíòîì õ34. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Âàðüèðîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìà ïîäáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óäîâëåòâîðÿ-
þùåé çàäàííîìó óñëîâèþ - ñëó÷àé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè (íàëîæåíèå óñëîâèÿ
íà íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a−÷èñëî& ∀c(c−íàòóðàëüíîå→ b(c) = a)→ lim(λc(b(c), c−íàòóðàëüíîå)) =
a)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ lim(λc(a, c− íàòóðàëüíîå)) = a)

Òåîðåìà ñîçäàåòñÿ äëÿ ïðèåìà, ïîäáèðàþùåãî ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ
çàäàííûì ïðåäåëîì: âòîðîé àíòåöåäåíò áóäåò çàìåùàòü óñëîâèå çàäà÷è.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ.
Â òåðìå õ8 ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ10 îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå". Ïåðå-
ìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Â íàøåì ïðèìåðå õ10
- âõîæäåíèå ïîäòåðìà "λc(a, c − íàòóðàëüíîå)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ11
îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ12 - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðåäïîñëåäíèé îïåðàíä
îïèñàòåëÿ õ10 (îí îïðåäåëÿåò óñëîâèå íà âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ). Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îïåðàíä èìååò âèä "íàòóðàëüíîå(õ12)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ (îí îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè).
Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ15, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïå-
ðåìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "äëÿëþáîãî(õ12 åñëè
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íàòóðàëüíîå(õ12) òî ðàâíî(õ15(õ12) õ14))". Â íàøåì ïðèìåðå õ16 èìååò âèä
"∀c(c − íàòóðàëüíîå → b(c) = a)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå
"îòîáðàæåíèå(õ12 íàòóðàëüíîå(õ12) çíà÷åíèå(õ15 õ12))". Â íàøåì ïðèìåðå -
"λc(b(c), c − íàòóðàëüíîå)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû
âõîæäåíèÿ õ10 â òåðì õ8 íà õ17. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé
ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ9 è óòâåðæäåíèå õ16, à êîíñåêâåíò - õ18. Îíà ðåãèñòðèðó-
åòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "ïîäáîð(õ15 N)", ãäå N
- íîìåð ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà.

2. Âàðüèðîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìà ïîäáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óäîâëåòâîðÿ-
þùåé çàäàííîìó óñëîâèþ - ñëó÷àé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè (ïîäáîð çíà÷åíèÿ
íåèçâåñòíîé).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b = λc(a, c− íàòóðàëüíîå)→ lim(b) = a)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ lim(λc(a, c− íàòóðàëüíîå)) = a)

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ. Â òåðìå õ8 ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ10 îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå". Ïå-
ðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Â íàøåì ïðèìåðå õ10
- âõîæäåíèå ïîäòåðìà "λc(a, c−íàòóðàëüíîå)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ11 îä-
íîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå
õ12 - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðåäïîñëåäíèé îïåðàíä îïè-
ñàòåëÿ õ10 (îí îïðåäåëÿåò óñëîâèå íà âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ). Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòîò îïåðàíä èìååò âèä "íàòóðàëüíîå(õ12)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ (îí îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè). Âûáèðàåòñÿ
ïåðåìåííàÿ õ15, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ b.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâ-
ëåíèÿ ê ñïèñêó õ9 ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé õ15 ïîäòåðìó õ10. Ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ10 â òåðì õ8 íà ïåðåìåííóþ õ15.
Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16 è êîíñåêâåíòîì õ17. Îíà
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "ïîäáîð(õ15
N)", ãäå N - íîìåð ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà.

3. Âàðüèðîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìà ïîäáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óäîâëåòâîðÿ-
þùåé çàäàííîìó óñëîâèþ - ñëó÷àé áåñêâàíòîðíîé òåîðåìû (íàëîæåíèå óñëîâèÿ
íà íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(∀b(b− íàòóðàëüíîå→ a(b) = b)→ lim(λb(a(b), b− íàòóðàëüíîå)) =∞)

èç òåîðåìû
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lim(λb(b, b− íàòóðàëüíîå)) =∞

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê òåîðåìû îòëè÷åí îò ñèìâîëà "äëÿëþáîãî". Ïåðå-
ìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â íåå îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå", ïåðåìåí-
íîé õ9 - ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ9 îäíî-
ýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå
- b. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðåäïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò âèä "íàòóðàëüíîå(õ10)". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ (îí îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè).

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ13, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïå-
ðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "äëÿëþáîãî(õ10 åñëè
íàòóðàëüíîå(õ10) òî ðàâíî(çíà÷åíèå(õ13 õ10)õ12))". Â íàøåì ïðèìåðå îíî èìå-
åò âèä "∀b(b − íàòóðàëüíîå → a(b) = b)". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âû-
ðàæåíèå "îòîáðàæåíèå(õ10 íàòóðàëüíîå(õ10) çíà÷åíèå(õ13 õ10))", ïåðåìåííîé
õ16 - ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ8 íà òåðì õ15. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ
ñ àíòåöåäåíòîì õ14 è êîíñåêâåíòîì õ16. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ
åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "ïîäáîð(õ13 1)".

4. Âàðüèðîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìà ïîäáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óäîâëåòâîðÿ-
þùåé çàäàííîìó óñëîâèþ - ñëó÷àé áåñêâàíòîðíîé òåîðåìû (ïîäáîð çíà÷åíèÿ
íåèçâåñòíîé).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a = λb(b, b− íàòóðàëüíîå)→ lim(a) =∞)

èç òåîðåìû

lim(λb(b, b− íàòóðàëüíîå)) =∞

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê òåîðåìû îòëè÷åí îò ñèìâîëà "äëÿëþáîãî". Ïåðå-
ìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â íåå îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå", ïåðåìåí-
íîé õ9 - ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ9 îäíî-
ýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå
- b. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðåäïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò âèä "íàòóðàëüíîå(õ10)". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ (îí îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè). Âûáèðàåòñÿ
ïåðåìåííàÿ õ13, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïåðå-
ìåííîé õ13 ïîäòåðìó õ8, ïåðåìåííîé õ15 - ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ8 íà
ïåðåìåííóþ õ13. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòîì õ14 è êîíñåêâåí-
òîì õ15. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé
"ïîäáîð(õ13 1)".

5. Âàðüèðîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìà ïîäáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷üÿ õàðàêòå-
ðèñòèêà íå ðàâíà çàäàííîìó çíà÷åíèþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀bd(∃a(a−÷èñëî& ∀c(c−íàòóðàëüíîå→ b(c) = a) & ¬(a = d))→ ¬(lim(λc(b(c), c−
íàòóðàëüíîå)) = d))

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ lim(λc(a, c− íàòóðàëüíîå)) = a)

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû îäíîãî èç ïðåäû-
äóùèõ ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ.
Â òåðìå õ8 ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ10 îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå". Ïåðå-
ìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Â íàøåì ïðèìåðå õ10
- âõîæäåíèå ïîäòåðìà "λc(a, c − íàòóðàëüíîå)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ11
îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ12 - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðåäïîñëåäíèé îïåðàíä
îïèñàòåëÿ õ10 (îí îïðåäåëÿåò óñëîâèå íà âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ). Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îïåðàíä èìååò âèä "íàòóðàëüíîå(õ12)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ (îí îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè).
Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ15, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïå-
ðåìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "äëÿëþáîãî(õ12 åñëè
íàòóðàëüíîå(õ12) òî ðàâíî(õ15(õ12) õ14))". Â íàøåì ïðèìåðå õ16 èìååò âèä
"∀c(c − íàòóðàëüíîå → b(c) = a)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæå-
íèå "îòîáðàæåíèå(õ12 íàòóðàëüíîå(õ12) çíà÷åíèå(õ15 õ12))". Â íàøåì ïðèìå-
ðå - "λc(b(c), c − íàòóðàëüíîå)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çà-
ìåíû âõîæäåíèÿ õ10 â òåðì õ8 íà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "lim(λc(b(c), c −
íàòóðàëüíîå)) = a".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ18 - ðàâåíñòâî íåêîòîðîé ïåðåìåííîé õ21 âûðàæåíèþ, íå
ñîäåðæàùåìó ýòîé ïåðåìåííîé. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ22, íå âõîäÿùàÿ â èñ-
õîäíóþ òåîðåìó è îòëè÷íàÿ îò ïåðåìåííîé õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ
d. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ9 óòâåðæäå-
íèÿ õ16 è óòâåðæäåíèÿ "íå(ðàâíî(õ21 õ22))". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ21 íà êîíúþíêöèþ óòâåð-
æäåíèé õ23. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííîé õ21 â
ðàâåíñòâå õ18 íà ïåðåìåííóþ õ22. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòîì
õ24, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ25. Ýòà èìïëè-
êàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "ïîä-
áîð(õ15 1)".

6. Ïåðåõîä ê òåîðåìå, èñïîëüçóþùåé êâàíòîðíîå òîæäåñòâî èç êîíòåêñòà äëÿ èñ-
êëþ÷åíèÿ ñëîæíîãî ÷èñëîâîãî àòîìà ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀afABC(C−set& C ⊆ A & êîíå÷íîå(B) & êîíå÷íîå(C) &Îòîáðàæåíèå(f, A,B) &
∀y(y ∈ B → card(ñëîé(ñóæåíèå(f, C), y)) = a(y))→ card(C) =

∑
y,y∈B a(y))

èç òåîðåìû

∀fABC(C−set& C ⊆ A & êîíå÷íîå(B) & êîíå÷íîå(C) &Îòîáðàæåíèå(f, A,B)→
card(C) =

∑
y,y∈B card(ñëîé(ñóæåíèå(f, C), y)))
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Âûâîäèìàÿ òåîðåìà îðèåíòèðîâàíà íà ïðèåì, èñïîëüçóþùèé êâàíòîðíîå òîæ-
äååñòâî èç êîíòåêñòà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà B.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "÷èñëçíà÷" è ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â êîí-
ñåêâåíòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ10 îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå". Â íàøåì
ïðèìåðå - îïèñàòåëü "λy(card(ñëîé(ñóæåíèå(f, C), y)), i ∈ B)" ïîä êîíå÷íîé ñóì-
ìîé. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîñëåäíèé îïåðàíä ýòîãî îïèñàòåëÿ (îí
îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îïåðàíä ÿâëÿåòñÿ ÷èñ-
ëîâûì àòîìîì. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòå-
ëÿ "îòîáðàæåíèå"Â íàøåì ïðèìåðå îíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé
y. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 - åäèíñòâåííûé îïåðàíä âíåøíåãî âõîæäåíèÿ õ14. Â
íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèÿ ñèìâîëà "ñóììàâñåõ".

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ15, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðå-
ìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "äëÿëþáîãî(õ13 åñëè P
òî ðàâíî(õ11 çíà÷åíèå(õ15 õ13)))", ãäå P - ïðåäïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ
õ10. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 èìååò âèä "∀y(y ∈ B → card(ñëîé(ñóæåíèå(f, C), y)) =
a(y))". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â êîíñåêâåíòå òåîðåìû
ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå" íà òåðì "çíà÷åíèå(õ15 õ13)". Â
íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä "card(C) =

∑
y,y∈B a(y)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ,

àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ9 è óòâåðæäåíèå õ16. Êîíñåêâåíòîì
ñëóæèò õ17. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé
õàðàêòåðèñòèêîé "êâàíòîðíûéêîíòåêñò".

Âûâîä òåîðåìû ïóòåì äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû

1. Óñìîòðåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ñâîéñòâà ôóíêöèè, îòáðàñûâàþùåé âíåøíþþ
îïåðàöèþ òèïà îòðèöàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀f (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R)→ ñõîäèòñÿ(λn(−f(n), n− íàòóðàëüíîå))↔
ñõîäèòñÿ(f))

èç òåîðåìû

∀f (ñõîäèòñÿ(f) & ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(f, R)→ ñõîäèòñÿ(λn(−f(n),
n− íàòóðàëüíîå)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - íå òîæäåñòâî è íå ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî êîíñåêâåíò õ8 èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè, ïðè-
÷åì ýòîò ïîäòåðì ñîâïàäàåò ñ êîíñåêâåíòîì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîðíåâîå îòíî-
øåíèå êîíñåêâåíòà îäíîìåñòíîå, ïðè÷åì åãî åäèíñòâåííûì îïåðàíäîì ñëóæèò
îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ,
èìåþùèõ òîò æå çàãîëîâîê, ÷òî è êîíñåêâåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê îä-
íîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî åäèíñòâåííûé ýëåìåíò. Â
íàøåì ïðèìåðå õ12 èìååò âèä "ñõîäèòñÿ(f)".
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Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîðíåâûì îïåðàíäîì àíòåöåäåíòà õ12 ñëóæèò íåêîòîðàÿ ïåðå-
ìåííàÿ õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äàííàÿ ïåðåìåííàÿ èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäå-
íèå â êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ13
â òåðì õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî âõîæäåíèå - îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ15 ñèìâîëà
"çíà÷åíèå". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ15. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ n.

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðâîãî îïåðàíäà êîíñåêâåíòà õ8,
ò.å. âõîæäåíèå îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿ-
çûâàþùàÿ ïðèñòàâêà ýòîãî îïèñàòåëÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ñîñòîèò èç åäèí-
ñòâåííîãî ñèìâîëà õ16. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò èñêëþ÷åíèÿ
èç ñïèñêà õ9 óòâåðæäåíèé õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò íåïóñò. Ïðè
ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâåíñòâî îáëàñòåé îïðåäå-
ëåíèÿ ôóíêöèé õ13 è õ17. Ïîñûëêàìè ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ19.

Ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà "îòðèöàíèå" óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî äëÿ çàãîëîâêà s
ïîñëåäíåãî îïåðàíäà õ20 îïèñàòåëÿ õ17 âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî "s(s(x)) = x".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûé îïåðàíä òåðìà õ20 ðàâåí ïîäòåðìó õ15. Çàòåì ñîçäàåò-
ñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ19, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíò-
íîñòü óòâåðæäåíèé õ8 è õ12. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Óñìîòðåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ñâîéñòâà ôóíêöèè, îòáðàñûâàþùåé âíåøíþþ
îïåðàöèþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ag(a−÷èñëî & ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(g, R)→ ñõîäèòñÿ(λc(a+g(c)), c−íàòóðàëü-
íîå)↔ ñõîäèòñÿ(g))

èç òåîðåìû

∀ag(a − ÷èñëî & ñõîäèòñÿ(g) & ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(g, R) → ñõîäèòñÿ(λc(a +
g(c), c− íàòóðàëüíîå)))

Ïðåäûäóùèé ïðèåì ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì äàííîãî ïðèåìà. Îí áûë îðè-
åíòèðîâàí íà ëåãêî ðàñïîçíàâàåìóþ îïåðàöèþ òèïà "îòðèöàíèå". Ïðîãðàììà
äàííîãî ïðèåìà â ñâîåé íà÷àëüíîé ÷àñòè ïî÷òè ïîëíîñòüþ âîñïðîèçâîäèò ïðî-
ãðàììó ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åå.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - íå òîæäåñòâî è íå ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî êîíñåêâåíò õ8 èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè, ïðè-
÷åì ýòîò ïîäòåðì ñîâïàäàåò ñ êîíñåêâåíòîì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîðíåâîå îòíî-
øåíèå êîíñåêâåíòà îäíîìåñòíîå, ïðè÷åì åãî åäèíñòâåííûì îïåðàíäîì ñëóæèò
îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ,
èìåþùèõ òîò æå çàãîëîâîê, ÷òî è êîíñåêâåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê îä-
íîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî åäèíñòâåííûé ýëåìåíò. Â
íàøåì ïðèìåðå õ12 èìååò âèä "ñõîäèòñÿ(g)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîðíåâûì îïåðàíäîì àíòåöåäåíòà õ12 ñëóæèò íåêîòîðàÿ ïåðå-
ìåííàÿ õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äàííàÿ ïåðåìåííàÿ èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäå-
íèå â êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ13
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â òåðì õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî âõîæäåíèå - îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ15 ñèìâîëà
"çíà÷åíèå". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ15. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c.

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðâîãî îïåðàíäà êîíñåêâåíòà õ8,
ò.å. âõîæäåíèå îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿ-
çûâàþùàÿ ïðèñòàâêà ýòîãî îïèñàòåëÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ñîñòîèò èç åäèí-
ñòâåííîãî ñèìâîëà õ16. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò èñêëþ÷åíèÿ
èç ñïèñêà õ9 óòâåðæäåíèé õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò íåïóñò. Ïðè
ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâåíñòâî îáëàñòåé îïðåäå-
ëåíèÿ ôóíêöèé õ13 è õ17. Ïîñûëêàìè ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ19. Ïåðåìåííîé õ20
ïðèñâàèâàåòñÿ ïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "a+g(c)".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñ-
êîâ ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ8 è õ20, èç êîòîðîãî óäàëåíà ïåðåìåííàÿ õ13. Â íàøåì
ïðèìåðå îíî ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê
õ21 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåî-
ðåìó ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî íà åäèíèöó áîëüøå äëèíû ñïèñêà õ21. Â
íàøåì ïðèìåðå õ22 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ b, d. Ïåðâàÿ èç ïåðåìåííûõ ñïèñêà
õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ23, íàáîð îñòàâøèõñÿ ïåðåìåííûõ - ïåðåìåí-
íîé õ24. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 - ïåðåìåííàÿ b, õ24 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé
ïåðåìåííîé d.

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ15 â ïîäòåðì õ17
íà ïåðåìåííóþ õ23. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì "a + b". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííûõ õ21 íà õ24 â òåðìå õ25. Â íàøåì ïðèìåðå
èìååì "d + b". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà
õ26 âìåñòî ïåðåìåííîé õ23 â òåðì õ25. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì "a + (d + b)".
Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ19 óòâåðæäå-
íèÿ "ïðèíàäëåæèò(õ23 çíà÷åíèÿ(õ13))". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííûõ õ21 íà õ24 â óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ19, èìå-
þùèõ ïàðàìåòð èç õ21, ê êîòîðîìó äîáàâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ27 è
õ23.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ30 ñ ïîñûëêàìè õ28 è óñëîâèÿìè õ29. Åå öåëè
- "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ24", "ïàðàìåòðû õ24". Â
íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "a − ÷èñëî", "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(g, R)", "b ∈
Val(g)". Óñëîâèÿ - "d−÷èñëî", "a+(d+b) = b". Íåèçâåñòíîé ñëóæèò ïåðåìåííàÿ
d.

Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ31. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî êîíñòàíòà "èñòè-
íà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Çàòåì ðåøàåòñÿ çàäà-
÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùàÿ ïîñûëêè õ28 è óñëîâèå "ñóùåñòâóåò(õ24 õ31)".
Åäèíñòâåííàÿ öåëü - "íîðìòåîðåìà". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ33. Â
íàøåì ïðèìåðå ýòî ñíîâà êîíñòàíòà "èñòèíà". Ñðåäè äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
óòâåðæäåíèÿ õ33 âûáèðàåòñÿ òàêîé ýëåìåíò õ34, ïàðàìåòðû êîòîðîãî íå ïåðå-
ñåêàþòñÿ ñî ñïèñêîì õ22. Â íàøåì ïðèìåðå õ34 - "èñòèíà". Íàêîíåö, ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì óòâåðæäåíèÿ õ34 ê
ñïèñêó õ19, à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ12 è õ8. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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Ïðåîáðàçîâàíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîé ýêâè-
âàëåíòíîñòè

1. Ïîïûòêà èñêëþ÷èòü îïåðàöèþ íàä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå" ñ ïîìîùüþ îïðå-
äåëåíèÿ íåêîòîðîãî ïîíÿòèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bc(b−set & êîíå÷íîå(c) & ðàçáèåíèå(b, c) & êîíå÷íûå(c) & êëàññìíîæåñòâ(c)→
card(b) =

∑
a,a∈c card(a))

èç òåîðåìû

∀c(êîíå÷íîå(c) & êîíå÷íûå(c) & êëàññìíîæåñòâ(c) & Ðàçäåëèìû(c)→
card(

⋃
a,a∈c a) =

∑
a,a∈c card(a))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− set & êëàññìíîæåñòâ(b)→ ðàçáèåíèå(a, b)↔ Ðàçäåëèìû(b) &
a =

⋃
x,x∈b x)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò. Â íåì ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ9
îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå". Ýòî â õîæäåíèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îïåðàíäîâ
âíåøíåãî âõîæäåíèÿ õ10, ïî êîòîðîìó ðàñïîëîæåí ñèìâîë õ11. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ9 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "λa(a, a ∈ c)", õ11 - ñèìâîë "îáúåäèíåíèåâñåõ".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îòîáðàæ" íàõîäèò ïî õ11 óêàçàííóþ âûøå äîïîë-
íèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ14 èìååò âèä:

∀bd(b− set & êëàññìíîæåñòâ(d)→ ðàçáèåíèå(b, d)↔ Ðàçäåëèìû(d) &
b =

⋃
e,e∈d e)

Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ14. Îí ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé
÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíúþíêöèþ. Ïåðåìåííîé
õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îïåðàíäîâ ýòîé êîíúþíêöèè. Ñðåäè íèõ íàõîäèòñÿ
ðàâåíñòâî õ19, â îäíîé èç ÷àñòåé êîòîðîé ðàñïîëîæåíà îïåðàöèÿ õ11 îò îïèñà-
òåëÿ "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòà ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ23
- ïîäòåðì õ10. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 èìååò âèä "

⋃
e,e∈d e)", õ23 - âèä "

⋃
a,a∈c a)".

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ22 è õ23. Â íàøåì
ïðèìåðå - c, d.

Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ24, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû
õ22 è õ23. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ýòîé
ïîäñòàíîâêè ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ14. Ïåðåìåííîé õ27
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îòëè÷íûì îò
õ19 ýëåìåíòàì ñïèñêà õ18. Ýòè ðåçóëüòàòû èñêëþ÷àþòñÿ èç ñïèñêà õ26. Ïå-
ðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îòëè÷íî-
ìó îò õ17 îïåðàíäó êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ14. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"ðàçáèåíèå(b, c)". Óòâåðæäåíèå õ28 ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê ñïèñêó õ26. Ïåðåìåííîé
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õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ïîäòåðìó õ20. Ïåðå-
ìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ10 â òåðì õ8 íà òåðì
õ29 è îäíîâðåìåííîé ïîäñòàíîâêè S âìåòñî âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ, ðàñïîëî-
æåííûõ âíå õ10. Â íàøåì ïðèìåðå õ30 èìååò âèä "card(b) =

∑
a,a∈c card(a)".

Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ26 è êîíñåêâåíòîì õ30. Îíà îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.70 Õàðàêòåðèñòèêà "îòð"

Õàðàêòåðèñòèêîé "îòð(õ1)" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå òîæäåñòâà âèäà f(g(x)) = x, íå
èìåþùèå ñóùåñòâåííûõ ïîñûëîê. õ1 - ñèìâîë g.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Âûâîä èç òîæäåñòâà äëÿ ñàìîäâîéñòâåííîé îïåðàöèè ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðà-
âåíñòâà ñ ýòîé îïåðàöèåé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ac(c− êîìïëåêñíîå & a− êîìïëåêñíîå→ c = ñîïðÿæåííîå(a)↔
ñîïðÿæåííîå(c) = a)

èç òåîðåìû

∀c(c− êîìïëåêñíîå→ ñîïðÿæåííîå(ñîïðÿæåííîå(c)) = c)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà, êîòîðàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ïåðåìåííîé, ïåðåìåííîé õ10 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê ïîäòåðìà õ10 è çàãîëîâîê åãî ïåðâîãî îïåðàíäà ñîâ-
ïàäàþò. Ýòîò çàãîëîâîê ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ13. Â íàøåì ïðèìåðå -
ñèìâîë "ñîïðÿæåííîå". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîðíåâàÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà òåîðåìû ñîñòîèò èç åäèí-
ñòâåííîé ïåðåìåííîé õ12. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìííàÿ õ15, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó.
Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíå-
íèå ñïèñêà õ14 ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ çàìåíû â óòâåðæäåíèÿõ õ14 ïåðåìåí-
íîé õ12 íà õ15. Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ ïå-
ðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâà "ðàâíî(õ12 õ13(õ15))"
ðàâåíñòâó "ðàâíî(õ13(õ12)õ15)", âî âòîðîì - ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâà "ðàâ-
íî(õ13(õ12)õ13(õ15))" ðàâåíñòâó "ðàâíî(õ12 õ15)". Â íàøåì ïðèìåðå èìååò ìå-
ñòî ïåðâûé ñëó÷àÿ. Äàëåå ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16 è êîíñå-
êâåíòîì õ17, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.71 Õàðàêòåðèñòèêà "ïàðàìåòðèçàöèÿ"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ïàðàìåòðèçàöèÿ" ñíàáæàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ñ êâàíòîðîì ñó-
ùåñòâîâàíèÿ â îäíîé èç ñâîèõ ÷àñòåé, êîòîðûå ìîæíî íåèçáûòî÷íûì îáðàçîì èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ.



3.71. Õàðàêòåðèñòèêà "ïàðàìåòðèçàöèÿ" 791

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Èçâëå÷åíèå èç ÿâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïðîñòûõ èìïëèêàöèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(a− set & b− set & c ∈ a & d ∈ b→ (c, d) ∈ a× b)

èç òåîðåìû

∀abf (a− set & b− set→ f ∈ a× b↔ ∃cd(f = (c, d) & c ∈ a & d ∈ b))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, çàãîëîâêîì êîòîðîé ñëóæèò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ñðåäè êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïðîòèâîïîëîæíîé ÷àñòè âûáèðàåòñÿ ýëåìåíòàðíîå óòâåð-
æäåíèå õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "f ∈ a× b". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåí-
òû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû ïîäòåðìà õ11, à
êîíñåêâåíòîì ñëóæèò õ13. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà óñòðàíèòü ïîâòîðíûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé ïóòåì ââîäà âñïîìîãà-
òåëüíîãî ïàðàìåòðà, åñëè îí îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðî÷èìè ïåðåìåííûìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdef (d− set & e− set→ êîðòåæ(c, f, d× e)↔ ∃ab(c = êîðòåæïàð(a, b) &
êîðòåæ(a, f, d) & êîðòåæ(b, f, e)))

èç òåîðåìû

∀cde(d− set & e− set→ êîðòåæ(c, l(c), d× e)↔ ∃ab(c = êîðòåæïàð(a, b) &
êîðòåæ(a, l(a), d) & êîðòåæ(b, l(a), e)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, çàãîëîâêîì êîòîðîé ñëóæèò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé õ11
- ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ11
ýëåìåíòàðíî è èìååò ïîâòîðíûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ. Â íàøåì ïðèìåðå õ11
èìååò âèä "êîðòåæ(c, l(c), d× e)". Âíóòðè õ11 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 íåîä-
íîáóêâåííîãî ïîäòåðìà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - "l(c)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13
èìååò åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð, ïðè÷åì ýòîò ïàðàìåòð èìååò âõîæäåíèå â õ11
âíå ïîäòåðìà õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå íàäòåðìà âõîæäåíèÿ õ12, êàæäûé
ïàðàìåòð êîòîðîãî èìååò âõîæäåíèå â òåðìå õ11 âíå äàííîãî íàäòåðìà.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ16, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ12 â òåðì õ11 íà ïåðåìåííóþ õ16.
Â íàøåì ïðèìåðå - "êîðòåæ(c, f, d× e)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ18 óòâåðæäåíèÿ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå õ19
ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "d− set", "e− set", "êîðòåæ(c, f, d× e)". Ïðè ïîìîùè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ16 è õ13 (â
íàøåì ïðèìåðå - "f = l(c)") ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ19.
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Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðàìåòð òåðìà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - c. Ïå-
ðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîñëåäíèé îïåðàíä êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ õ10,
ïåðåìåííîé õ23 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ýòîãî îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé
õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå -
"a, b".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ21 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ22,
ïðè÷åì â ñïèñêå õ23 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ25 ñ ïåðåìåííîé õ21 â ëåâîé ÷à-
ñòè. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 èìååò âèä "c = êîðòåæïàð(a, b)". Ïåðåìåííîé õ26
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ16 è õ13 ïðàâîé
÷àñòè ðàâåíñòâà õ25 âìåñòî ïåðåìåííîé õ21. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 èìååò âèä
"f = l(êîðòåæïàð(a, b))". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ
õ26 ê ñïèñêó îòëè÷íûõ îò õ25 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ23.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ18 è óñëîâèÿìè õ27. Öåëè çàäà÷è
- "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò", "ïîïûòêàñïóñêà", "óïðîñòèòü", "ðåäóöèðîâàíèå",
"íîðìòåîðåìà", "íåèçâåñòíûå õ24".

Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè çàäà÷è ñóòü "d− set", "e− set; óñëîâèÿ - "l(a) = f",
"êîðòåæ(a, f, d)", "êîðòåæ(b, f, e)". Íåèçâåñòíûå - a, b.

Îòâåò çàäà÷è õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ29. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"êîðòåæ(a, f, d) & êîðòåæ(b, f, e)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà
"îòêàç" è íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöå-
äåíòàìè õ18, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèÿ õ17
ðåçóëüòàòó íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ24 íà êîíúþíêöèþ óòâåð-
æäåíèé õ25 è õ29. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Èçâëå÷åíèå èìïëèêàöèè äëÿ âûâîäà ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a ⊆ b & b− set & a− set→ ∃c(c− set & a = b ∩ c))

èç òåîðåìû

∀ab(b− set & a− set→ a ⊆ b↔ ∃c(c− set & a = b ∩ c))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâè-
âàëåíòíîñòè, çàãîëîâêîì êîòîðîé ñëóæèò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé
õ11 - ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå
õ11 ýëåìåíòàðíî. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷åíû äî-
áàâëåíèåì óòâåðæäåíèÿ õ11 ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû, à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò
ïîäòåðì õ10. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Ïîïûòêà âûâåñòè ðàâåíñòâî äëÿ ìîùíîñòåé êëàññîâ ïðè óñìîòðåíèè îäíîçíà÷-
íîé ðàçðåøèìîñòè ïàðàìåòðèçóþùåãî âûðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀cd(d− set→ card(setab(card(a) = 1 & a ⊆ d & c(a, b))) =
card(setab(a ∈ d & c({a}, b))))

èç òåîðåìû

∀ad(a− set & d− set→ card(a) = 1 & a ⊆ d⇒ ∃b(a = {b} & b ∈ d))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà íå èìååò õàðàêòåðèñòèêè "îáùíîðì". Ïåðåìåííîé
õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêâèâàëåíò-
íîñòü. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè,
çàãîëîâêîì êîòîðîé ñëóæèò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé õ11 - ïðîòè-
âîïîëîæíàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþ-
ùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà õ10, ïåðåìåííîé õ13 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ. Â ñïèñêå õ13 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ14, â îäíîé
÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíà íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ17, âñòðå÷àþùàÿñÿ â òåð-
ìå õ11, à â äðóãîé - íå ñîäåðæàùåå ïåðåìåííîé õ17 âûðàæåíèå õ18. Â íàøåì
ïðèìåðå õ14 èìååò âèä "a = {b}". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ13 íåîäíîýëåìåíò-
íûé, à ñïèñîê õ12 - îäíîýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò
ñïèñêà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ19
âñòðå÷àåòñÿ â òåðìå õ18. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ
òåîðåìû.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ22, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ
õ20, óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ õ13, à öåëè - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò",
"ôóíêöèîíàëüíî", "íåèçâåñòíûå õ19". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "a −
set", "d − set", à óñëîâèÿ - "a = {b}", "b ∈ d". Íåèçâåñòíîé ñëóæèò b. Îòâåò
çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ23. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "b =
ýëåìåíò(a) & b ∈ d". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç".

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ
õ23. Â íåì âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ25 ñ ïåðåìåííîé õ19 â ëåâîé ÷àñòè. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïåðåìåííàÿ íå âõîäèò â ïðàâóþ ÷àñòü. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ
õ26, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c.

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "ìîùíîñòü(êëàññ(õ17 õ19 P )), ãäå
P - êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèÿ õ11 è òåðìà "çíà÷åíèå(õ26 íàáîð(õ17 õ19))". Â
íàøåì ïðèìåðå õ27 èìååò âèä "card(setab(card(a) = 1 & a ⊆ d & c(a, b)))". Ïåðå-
ìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííîé õ19 íà õ17 â
îòëè÷íûõ îò õ14 ýëåìåíòàõ ñïèñêà õ13. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò òàêîé æå çàìåíû â òåðìå õ18. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííî-
ãî óòâåðæäåíèÿ "a ∈ d", õ29 - âûðàæåíèå "{a}". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ
âûðàæåíèå "ìîùíîñòü(êëàññ(õ17 õ19 Q))", ãäå Q - êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé
ñïèñêà õ28 è òåðìà "çíà÷åíèå(õ26 íàáîð(õ29 õ19))". Â íàøåì ïðèìåðå õ30 èìååò
âèä "card(setab(a ∈ d & c({a}, b)))".

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè óòâåðæäåíèé õ20 îïåðà-
òîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ27 è õ30. Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ31, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðà-
âåíñòâî âûðàæåíèé õ27 è õ30. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåí-
íîé õàðàêòåðèñòèêîé "óïðîùýêâ(âòîðîéòåðì)".
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5. Ïîïûòêà ïåðåéòè îò ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàäàíèÿ êëàññà ê îáû÷íîìó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀am(m− öåëîå→ setn(∃k(n = km & k − öåëîå) & n ∈ a) = setn(n− öåëîå & m |
n & n ∈ a))

èç òåîðåìû

∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ m | n↔ ∃k(k − öåëîå & n = mk))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, çàãîëîâêîì êîòîðîé ñëóæèò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé õ11
- ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ11
ýëåìåíòàðíî. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ó òåîðåìû ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ.
Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà õ10, ïåðåìåí-
íîé õ13 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ.

Â ñïèñêå õ13 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ14, â îäíîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíà
íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ15, à â äðóãîé - íå ñîäåðæàùåå ïåðåìåííîé õ15 âûðàæå-
íèå õ21. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 èìååò âèä "n = mk". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ïîäòåðì õ10. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ17, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå - a. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Îí
ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ19 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ õ15, è ïîäñïèñîê õ20
îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâà-
íèÿ ïî ïåðåìåííûì õ12 íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ13 è ðåçóëüòàòîâ
ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ21 âìåñòî ïåðåìåííîé õ15 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ19.
Â íàøåì ïðèìåðå õ22 èìååò âèä "∃k(k − öåëîå & n = mk & mk − öåëîå)".
Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ òåðìà õ22 çàäà÷åé íà ïðå-
îáðàçîâàíèå îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ20. Öåëè çàäà÷è - "óïðîñòèòü" è "íîðìòåî-
ðåìà". Â íàøåì ïðèìåðå õ25 èìååò âèä "∃k(k − öåëîå & n = mk)".

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "êëàññ(õ15 è(õ25 ïðèíàäëåæèò(õ15
õ17)))". Â íàøåì ïðèìåðå - "setn(∃k(n = km & k−öåëîå) & n ∈ a)". Ïåðåìåííîé
õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "êëàññ(õ15 è(õ19 õ11 ïðèíàäëåæèò(õ15 õ17)))". Â
íàøåì ïðèìåðå - "setn(n−öåëîå & m | n & n ∈ a)". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ
ñ àíòåöåäåíòàìè õ20, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ26
è õ27. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

6. Ïîïûòêà óñìîòðåòü òðàíçèòèâíîñòü.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abx(¬(a = âåêòîð0) & ¬(b = âåêòîð0) & êîëëèíåàðíû(a, b) & êîëëèíåàðíû(a, x)
& Âåêòîð(a) & Âåêòîð(b) & Âåêòîð(x)→ êîëëèíåàðíû(b, x))

èç òåîðåìû

∀ax(¬(a = âåêòîð0) & Âåêòîð(a) & Âåêòîð(x)→ êîëëèíåàðíû(a, x)↔
∃y(x = ya & y − ÷èñëî))
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Â êà÷åñòâå óìíîæåíèÿ çäåñü ôèãóðèðóåò îïåðàöèÿ "óìíîæâåêò" óìíîæåíèå
âåêòîðà íà ÷èñëî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, çàãîëîâêîì êîòîðîé ñëóæèò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé õ11
- ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿ-
çûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà õ10, ïåðåìåííîé õ13 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðà-
âåíñòâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ñïèñêå õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííîå ðàâåíñòâî
x = ya. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñêà õ13. Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê çàãîëîâêîâ ëåâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ýòè çàãîëîâêè - ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - åäèí-
ñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ x. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ16 è õ12 íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ õ14. Â íàøåì
ïðèìåðå - åäèíñòâåííîå âûðàæåíèå "ya".

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð íàáîðîâ íå âõîäÿùèõ â ñïèñîê õ12 ïàðà-
ìåòðîâ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ18. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 ñîñòîèò èç åäèíñòâåí-
íîãî îäíîýëåìåíòíîãî íàáîðà, ñîäåðæàùåãî ïåðåìåííóþ a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âñå íàáîðû ñïèñêà õ19 îäíîýëåìåíòíûå è ñîñòîÿò èç ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ.
Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ýòèõ ïåðåìåííûõ.

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ òåîðå-
ìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â íåå. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 èìååò âèä:

∀bc(¬(b = âåêòîð0) & Âåêòîð(b) & Âåêòîð(c)→ êîëëèíåàðíû(b, c)↔
∃d(c = db & d− ÷èñëî))

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâàÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà èñõîäíîé òåî-
ðåìû, ïåðåìåííîé õ23 - êîðíåâàÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà òåîðåìû õ21. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ22 èìååò âèä a, x, õ23 - b, c. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ïåðåìåííûõ íàáîðà õ23, ñîîòâåòñòâóþùèõ âõîæäåíèÿì â íàáîð õ22 ïåðåìåííûõ
õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ24 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé c, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ïåðåìåííîé x. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåîðåìå
õ21 ïåðåìåííûõ õ24 íà ïåðåìíííûå õ20. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀ba(¬(b = âåêòîð0) & Âåêòîð(b) & Âåêòîð(a)→ êîëëèíåàðíû(b, a)↔
∃d(a = db & d− ÷èñëî))

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ25. Ýòîò êîí-
ñåêâåíò ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
òîé åå ÷àñòè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé õ27 - âõî-
æäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì õ28, ïåðåìåííîé õ30 - ñïèñîê ðàâåíñòâ, ñî-
äåðæàùèõñÿ â íàáîðå õ29. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííîå ðàâåíñòâî "a = db".
Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê çàãîëîâêîâ ëåâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ õ30,
ïåðåìåííîé õ32 - ñïèñîê ïðàâûõ ÷àñòåé. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ32 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ31 â âûðàæåíèÿ õ18.
Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííûé òåðì "y(db)". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà õ28, ïåðåìåííîé õ35 - ñïèñîê íå âõîäÿùèõ
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â èñõîäíóþ òåîðåìó è â òåîðåìó õ21 ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå
ñïèñêà õ34. Â íàøåì ïðèìåðå õ35 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé e. Ïåðå-
ìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííûõ õ34 íà õ35 â
âûðàæåíèÿõ íàáîðà õ32. Â íàøåì ïðèìåðå õ36 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî òåð-
ìà eb. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàâåíñòâ âûðàæåíèé ñïèñêà õ33
ñîîòâåòñòâóþùèì âûðàæåíèÿì ñïèñêà õ36. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííîå
ðàâåíñòâî "y(db) = eb".

Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííûõ õ34 íà
õ35 â óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ29, íå âîøåäøèõ â ñïèñîê õ30. Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ38 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "e − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ39
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì
õ35 íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ37 è õ38. Â íàøåì ïðèìåðå - "∃e(y(db) =
eb & e − ÷èñëî)". Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî
õ40 - ñëåäñòâèå àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ25, óòâåðæäåíèé õ15 è íå âîøåäøèõ â
ñïèñîê õ30 óòâåðæäåíèé õ29.

Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ íàáîðà õ23, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ âõîæäåíèÿì ïåðåìåííûõ õ20 â íàáîð õ22. Â íàøåì ïðèìåðå õ42 ñîñòîèò èç
åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé b. Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñ-
êîâ àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ25, à òàêæå ñïèñêà ðåçóëüòà-
òîâ çàìåíû ïåðåìåííûõ õ20 íà õ42 â àíòåöåäåíòàõ èñõîäíîé òåîðåìû. Ê íåìó
äîáàâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèå õ11 è ïîäòåðì õ27. Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííûõ õ20 íà õ42 â óòâåðæäåíèè õ11. Çàòåì ñîçäàåò-
ñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ44 è êîíñåêâåíòîì õ45. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Âàðüèðîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû

1. Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàíèÿ íåáèåêòèâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ â áèåêòèâ-
íîå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(b− set & a− set→ b ⊆ a↔ ∃c(c− set & a = b ∪ c & íåïåðåñåê(b, c)))

èç òåîðåìû

∀ab(b− set & a− set→ b ⊆ a↔ ∃c(c− set & a = b ∪ c))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & íåïåðåñåê(a, b)→ (a ∪ b) \ a = b)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà íå èìååò õàðàêòåðèñòèê "áèåêöèÿ" è "ñâÿçêà". Ïåðå-
ìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêâè-
âàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíò-
íîñòè, çàãîëîâêîì êîòîðîé ñëóæèò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé õ11 -
ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿ-
çûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà õ10, ïåðåìåííîé õ13 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä ýòèì êâàíòîðîì. Ñðåäè íèõ íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ14
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íå âõîäÿùåé â ñïèñîê õ12 ïåðåìåííîé õ15 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ16. Â íàøåì
ïðèìåðå õ15 - "a", õ16 - "b ∪ c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ
âûðàæåíèÿ õ16 ðàâíî 2, ïðè÷åì îäíèì èç ýòèõ îïåðàíäîâ ñëóæèò ïåðåìåííàÿ
õ19 ñïèñêà õ12, à äðóãèì - âûðàæåíèå õ20, íå ñîäåðæàùåå ïåðåìåííûõ õ12. Â
íàøåì ïðèìåðå õ19 - "c", õ20 - "b". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïîãëîùàåòñÿ"
íàõîäèò ïî çàãîëîâêó âûðàæåíèÿ õ16 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðå-
ìó. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ
íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 èìååò
âèä:

∀de(d− set & e− set & íåïåðåñåê(d, e)→ (d ∪ e) \ d = e)

Êîíñåêâåíò òåîðåìû õ23 - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåí-
íàÿ â îäíîé èç ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà, ïåðåìåííîé õ26 - âõîæäåíèå äðóãîé
÷àñòè ðàâåíñòâà. Îäèí èç îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ26 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòî-
ðóþ ïåðåìåííóþ õ30, äðóãîé îïåðàíä ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ31. Â íàøåì
ïðèìåðå õ31 èìååò âèä "d ∪ e".

Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâàÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà òåîðåìû õ23.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ31 âêëþ÷àåò âñå åå ïåðåìåííûå. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòà-
íîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ32, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ31 è õ16. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ýòà ïîäñòàíîâêà ïåðåâîäèò ïåðåìåííóþ õ30 â õ20. Ïåðåìåííîé õ34
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì
òåîðåìû õ23, ïåðåìåííîé õ35 - îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ13 è õ34. Ïåðåìåííîé õ36
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Ýëåìåíòû ñïèñêà õ36
èñêëþ÷àþòñÿ èç ñïèñêà õ35. Â èòîãå õ35 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "c − set",
"a = b ∪ c", "íåïåðåñåê(b, c)". Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâ-
ëåíèÿ ê ñïèñêó õ36 óòâåðæäåíèÿ õ11. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì õ12 íà êîíúþíêöèþ
óòâåðæäåíèé õ35. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ38 -
ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ37. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ36,
êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ11 è õ38. Îíà
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà ïîëó÷åíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äëÿ ïîäòèïà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcei(e − set & b ∈ e & i − íàòóðàëüíîå & 0 ≤ −i + card(e) & êîíå÷íîå(e) →
ïåðåñòàíîâêà(c, e) & b = c(i)↔ ∃a(ïåðåñòàíîâêà(a, e\{b}) & c = Âñòàâêà(a, i, b)))

èç òåîðåìû

∀bci(i− íàòóðàëüíîå & i ≤ l(c)→ c− ñëîâî & b = c(i)↔ ∃a(a− ñëîâî &
i = {1, . . . , l(a) + 1} & c = Âñòàâêà(a, i, b)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(b− set & êîíå÷íîå(b) & ïåðåñòàíîâêà(a, b)→ a− ñëîâî)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, çàãîëîâêîì êîòîðîé ñëóæèò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé õ11



798 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

- íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïðîòèâîïîëîæíîé ÷àñòè. Â ñïèñêå õ11 âûáèðà-
åòñÿ óòâåðæäåíèå õ12 ñ åäèíñòâåííûì êîðíåâûì îïåðàíäîì, ïðåäñòàâëÿþùèì
ñîáîé íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 èìååò âèä "c− ñëîâî".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïîäòèï" îïðåäåëÿåò ïî çàãîëîâêó óòâåðæäåíèÿ õ12
óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå,
íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 èìååò âèä:

∀de(e− set & êîíå÷íîå(e) & ïåðåñòàíîâêà(d, e)→ d− ñëîâî)

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ16, ïåðåìåí-
íîé õ18 - ïåðåìåííàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ îïåðàíäî âõîæäåíèÿ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå
õ18 - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåî-
ðåìû õ16. Â íåì âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ20, ñîäåðæàùåå ïåðåìåííóþ õ18. Â
íàøåì ïðèìåðå õ20 - óòâåðæäåíèå "ïåðåñòàíîâêà(d, e)". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ20 ïåðåìåííîé õ18 íà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå
õ21 èìååò âèä "ïåðåñòàíîâêà(c, e)". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ
óòâåðæäåíèé ñïèñêà, ïîëó÷åííîãî èç õ11 çàìåíîé óòâåðæäåíèÿ õ12 íà õ21. Â
íàøåì ïðèìåðå õ22 èìååò âèä "b = c(i) & ïåðåñòàíîâêà(c, e)". Ïåðåìåííîé õ23
ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ê êîòîðûì
äîáàâëÿþòñÿ îòëè÷íûå îò õ20 óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ19.

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ
ïîä êâàíòîðîì õ10, ïåðåìåííîé õ25 - ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà ýòîãî êâàíòî-
ðà. Â ñïèñêå õ24 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ26 ñ ïåðåìåííîé õ13 â ëåâîé ÷àñòè. Â
íàøåì ïðèìåðå - "c = Âñòàâêà(a, i, b)". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ
÷àñòü äàííîãî ðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâ-
êè âûðàæåíèÿ õ27 âìåñòî ïåðåìåííîé õ13 â óòâåðæäåíèå õ21. Â íàøåì ïðèìåðå
õ28 èìååò âèä "ïåðåñòàíîâêà(Âñòàâêà(a, i, b), e)". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ñïèñêå õ24 óòâåðæäåíèÿ õ26 íà õ28.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ30, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ
õ23, à óñëîâèÿìè - õ29. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò", "ïîïûòêàñ-
ïóñêà", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ25". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "i −
íàòóðàëüíîå", "i ≤ l(c)", "e − set", "êîíå÷íîå(e)". Óñëîâèÿ ñóòü "a − ñëîâî",
"i ∈ {1, . . . , l(a) + 1}", "ïåðåñòàíîâêà(Âñòàâêà(a, i, b), e)". Íåèçâåñòíàÿ - a.

Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ31. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"ïåðåñòàíîâêà(a, e \ {b}) & b ∈ e & 0 ≤ −i + card(e)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò
îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ31, ïåðåìåííîé õ33 - ïîäñïèñîê ñïèñêà õ32,
îáðàçîâàííûé óòâåðæäåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè ïåðåìåííûå ñïèñêà õ25. Ïåðåìåí-
íîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ23 ñ íå âîøåäøèìè â ñïèñîê õ33
óòâåðæäåíèÿìè íàáîðà õ32. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
óòâåðæäåíèÿ õ22 ðåçóëüòàòó íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðå-
ìåííûì õ25 íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèÿ õ33 è õ26. Â íàøåì ïðèìåðå õ35
èìååò âèä "b = c(i) & ïåðåñòàíîâêà(c, e) ↔ ∃a(ïåðåñòàíîâêà(a, e \ {b}) & c =
Âñòàâêà(a, i, b))". Ñïèñîê õ34 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "i − íàòóðàëüíîå", "0 ≤
−i + l(c)", "e− set", "êîíå÷íîå(e)", "b ∈ e", "0 ≤ −i + card(e)".
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Äàëåå íà÷èíàåòñÿ âåòâü ïðîãðàììû, âûïîëîíÿþùàÿ êîððåêöèþ ñïèñêà õ34. Ïå-
ðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ13 óòâåð-
æäåíèé ñïèñêà õ34. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííîå óòâåðæäåíèå "0 ≤ −i +
l(c)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ36 íåïóñò, è ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ îáú-
åäèíåíèå íå âîøåäøèõ â õ36 óòâåðæäåíèé õ34 ñ êîíúþíêòèâíûìè ÷ëåíàìè
óòâåðæäåíèÿ õ22. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ìàêñèìàëüíûõ íàä-
âûðàæåíèé âõîæäåíèé ïåðåìåííîé õ13 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ36. Åñëè õîòÿ
áû îäíî èç òàêèõ íàäâûðàæåíèé ñîâïàäàåò ñ õ13, òî êîððåêöèÿ ñïèñêà õ34 îò-
ìåíÿåòñÿ. Èíà÷å - ïðîâåðÿåòñÿ íåïóñòîòà ñïèñêà õ38. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò
ñïèñîê ñîñòîèò èç âûðàæåíèÿ "−i + l(c)". Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â òåðìû ñïèñêà õ37 è â õ35, ïðè÷åì èìåþùèé òó
æå äëèíó, ÷òî ñïèñîê õ38. Â íàøåì ïðèìåðå õ39 ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé d. Ïå-
ðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàâåíñòâ âûðàæåíèé õ38 ñîîòâåòñòâóþùèì
ïåðåìåííûì õ39. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííîå ðàâåíñòâî "d = −i + l(c)".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ41 ñ ïîñûëêàìè õ37 è óñëîâèÿìè õ40. Öåëè åå
- "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ39", "èçâåñòíî A", ãäå A -
ñïèñîê îòëè÷íûõ îò õ13 ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ37. Â íàøåì ïðèìåðå íåèç-
âåñòíàÿ - d, èçâåñòíûå ïàðàìåòðû - b, e, i. Ïîñûëêè ñóòü "i−íàòóðàëüíîå", "e−
set", "êîíå÷íîå(e)", "b ∈ e", "0 ≤ −i + card(e)", "b = c(i)", "ïåðåñòàíîâêà(c, e)".
Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ42. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"d = −i + card(e)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïå-
ðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ42.
Ïðîñìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê õ39, è äëÿ êàæäîé åãî ïåðåìåííîé X ðàññìàòðèâàåòñÿ
ðàâåíñòâî ñïèñêà õ39 ñ ýòîé ïåðåìåííîé â ëåâîé ÷àñòè. Ôîðìèðóåòñÿ ïàðà (âû-
ðàæåíèå ñïèñêà õ38, ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðåìåííîé X - ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà).
Ñïèñîê òàêèõ ïàð ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ44. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò
èç åäèíñòâåííîé ïàðû ("−i+ l(c)", "−i+card(e)". Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû â óòâåðæäåíèÿ õ36 ïåðâûõ ýëåìåíòîâ ïàð õ44 íà
âòîðûå ýëåìåíòû. Â íàøåì ïðèìåðå õ45 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ
"0 ≤ −i + card(e)". Ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàìåíà â ñïèñêå õ34 óòâåðæäåíèé õ36 íà
õ45, è êîððåêöèÿ ñïèñêà õ34 çàâåðøàåòñÿ.

Ïî îêîí÷àíèè êîððåêöèè ñïèñêà õ34 ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ34 è êîíñåêâåíòîì õ35. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðå-
ãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïîïûòêà èñêëþ÷åíèÿ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè â ïàðàìåòðèçóåìîì óñëîâèè ïó-
òåì ïåðåõîäà ê áîëåå ñèëüíîìó ýëåìåíòàðíîìó óòâåðæäåíèþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cde(d− set & e− set→ êîðòåæ(c, l(c), d× e)↔ ∃ab(c = êîðòåæïàð(a, b) &
êîðòåæ(a, l(a), d) & êîðòåæ(b, l(a), e)))

èç òåîðåìû

∀c(∀i(i ∈ {1, . . . , l(c)} → l(c(i)) = 2 & c(i)− ñëîâî) & c− ñëîâî↔
∃ab(c = êîðòåæïàð(a, b) & l(a) = l(b) & a− ñëîâî & b− ñëîâî))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
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∀abf (a− set & b− set & f ∈ a× b→ l(f) = 2)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâè-
âàëåíòíîñòè, çàãîëîâêîì êîòîðîé ñëóæèò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé
õ11 - ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ÷àñòü íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåí-
òàðíûì óòâåðæäåíèåì, è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åå êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ. Â íåì âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ13, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé
êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ. Â íàøåì ïðèìåðå - "∀i(i ∈ {1, . . . , l(c)} → l(c(i)) =
2 & c(i)−ñëîâî)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñêà õ12. Ïåðåìåí-
íîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ16 - ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ16 íåïóñò. Ïåðåìåí-
íîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ15, õ16 è õ14, ïåðåìåííîé õ18 -
ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà èìïëèêàöèè õ13. Â ñïèñêå õ18 ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ðàâåíñòâî õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(c(i)) = 2". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíî èìååò åäèíñòâåííûé íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì õ21, ïðè÷åì ýòîò àòîì
- îäíà èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 èìåò âèä "l(c(i))". Ïåðåìåí-
íîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - "äëèíàíàáîðà".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "÷èñëàòîì" îïðåäåëÿåò ïî õ24 óêàçàííóþ âûøå äî-
ïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷å-
íèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå õ27 èìååò âèä:

∀def (d− set & e− set & f ∈ d× e→ l(f) = 2)

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ27, ïåðåìåííîé õ29 - ñïè-
ñîê ïàðàìåòðîâ ýòîãî êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå õ29 ñîñòîèò èç åäèíñòâåí-
íîé ïåðåìåííîé f . Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29, óíè-
ôèöèðóþùàÿ òåðìû õ28 è õ19. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëü-
òàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ27. Ïåðåìåííîé õ32
ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà õ13. Ñïèñîê õ31 ðàçáèâàåòñÿ
íà ïîäñïèñîê õ33 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå õ32, è ïîäñïèñîê õ34
îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîé õ15 è õ34, ïåðåìåííîé õ36
- ðåçóëüòàò çàìåíû â ñïèñêå õ12 êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè õ13 íà èìïëèêàöèþ
"äëÿëþáîãî(õ32 åñëè õ16 òî P )", ãäå P - êîíúþíêöèÿ îòëè÷íûõ îò õ19 óòâåð-
æäåíèé ñïèñêà õ18 è óòâåðæäåíèé õ33. Â íàøåì ïðèìåðå çàìåíÿþùàÿ èìïëè-
êàöèÿ èìååò âèä "∀i(i ∈ {1, . . . , l(c)} → c(i)− ñëîâî & c(i) ∈ d× e)". Ñïèñîê õ35
ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "d− set" è "e− set".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ37 ñ ïîñûëêàìè õ35 è óñëîâèÿìè õ36. Öåëè çàäà-
÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ðåäàêöèÿ", "ñâåðòêà". Îòâåò ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ38. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "êîðòåæ(c, l(c), d× e)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç" è íå èìååò ñâÿçàííûõ ïå-
ðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà
ñóùåñòâîâàíèÿ õ10, ïåðåìåííîé õ40 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäå-
íèÿ ïîä ýòèì êâàíòîðîì. Â ñïèñêå õ40 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ41 ñ íåêîòîðîé
ïåðåìåííîé õ42 â ëåâîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïåðåìåííàÿ âõîäèò â òåðì
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õ38; ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ41. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ41 èìååò âèä "c = êîðòåæïàð(a, b)", õ42 - ïåðåìåííàÿ c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïåðåìåííàÿ õ42 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â ïîäòåðì õ10.

Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà õ43 âìåñòî ïåðå-
ìåííîé õ42 â òåðì õ38. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "êîðòåæ(êîðòåæïàð(a, b),
l(êîðòåæïàð(a, b)),d × e)". Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â
ñïèñêå õ40 ýëåìåíàòõ41 íà õ44. Çàòåì ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ46, ïîñûë-
êè êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ35, óñëîâèÿ - õ45, à öåëè - "ïîëíûé", "ïðÿìîé-
îòâåò", "ïîïûòêàñïóñêà", "óïðîñòèòü", "ðåäóöèðîâàíèå", "íåèçâåñòíûå õ39". Â
íàøåì ïðèìåðå óñëîâèÿ çàäà÷è ñóòü "l(a) = l(b)", "a − ñëîâî", "b − ñëîâî",
"êîðòåæ(êîðòåæïàð(a, b),l(êîðòåæïàð(a, b)),d× e)". Íåèçâåñòíûå çàäà÷è - a, b.

Îòâåò çàäà÷è õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ47. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä "êîðòåæ(a, l(a), d) & êîðòåæ(b, l(a), e)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò
ñèìâîëà "îòêàç" è íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì õ39 íà
êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ47 è õ41. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåí-
òàìè õ35, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ38 è
õ48. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

4. Èñïîëüçîâàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè äëÿ ðàññìîòðåíèÿ äî-
ïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ad(a− set & d− set→ card(a) = 1 & a ⊆ d↔ ∃b(a = {b} & b ∈ d))

èç òåîðåìû

∀a(a− set→ ∃b(a = {b})↔ card(a) = 1)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀be(e− set→ {b} ⊆ e↔ b ∈ e)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâè-
âàëåíòíîñòè, çàãîëîâêîì êîòîðîé ñëóæèò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé
õ11 - ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà õ10, ïåðåìåííîé õ13 - ñïèñîê êîíúþíêòèâ-
íûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä ýòèì êâàíòîðîì. Ñðåäè íèõ íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî
õ14 âõîäÿùåé â òåðì õ11 ïåðåìåííîé õ17 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ18, íå ñî-
äåðæàùåìó ýòîé ïåðåìåííîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 èìååò âèä "a = {b}", õ17
- ïåðåìåííàÿ a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ11 ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé
õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïåðå-
÷åíü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðîùïëñ" íàõîäèò ïî õ19 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà-
÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå õ22 èìååò âèä:
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∀cd(d− set→ {c} ⊆ d↔ c ∈ d)

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè
õ22 ñîãëàñíî åå õàðàêòåðèñòèêå "îáùíîðì". Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå
âêëþ÷åíèÿ "{c} ⊆ d". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà
âõîæäåíèÿ õ26, êîòîðûé èìååò çàãîëîâîê õ19, ïåðåìåííîé õ28 - ïîäòåðì õ27.
Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ28.

Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû
õ28 è õ18. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòà-
íîâêè ê çàìåíÿþùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè õ22. Â íàøåì ïðèìåðå õ31 èìååò
âèä "b ∈ d". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ13 è
õ31, ïåðåìåííîé õ33 - ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ íà õ32 êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ
ïî ïåðåìåííûì õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ33 èìååò âèä "∃b(a = {b} & b ∈ d)".
Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ27 â òåðì õ26 íà
ïåðåìåííóþ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå õ34 èìååò âèä "a ⊆ d". Ïåðåìåííîé õ35 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ11 è õ34, ïåðåìåííîé õ36 - îáúåäèíåíèå
ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû è ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè
S ê àíòåöåäåíòàì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àí-
òåöåäåíòàìè õ36, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé
õ35 è õ33.

5. Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà îáîáùåííîé äèñòðèáóòèâíîñòè äëÿ ðàñùåïëåíèÿ âà-
ðüèðóåìîé ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀amn(m|a & m|n & a− öåëîå & m− öåëîå & n− öåëîå→ m|(a + n))

èç òåîðåìû

∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ m|n↔ ∃k(k − öåëîå & n = mk))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab + ac = a(b + c))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû îäíîãî èç ðàíåå
ïðèâåäåííûõ ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, çàãîëîâêîì êîòîðîé ñëóæèò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé õ11
- ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿ-
çûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà õ10, ïåðåìåííîé õ13 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðà-
âåíñòâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ñïèñêå õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííîå ðàâåíñòâî
n = mk. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñêà õ13. Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê çàãîëîâêîâ ëåâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ýòè çàãîëîâêè - ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - åäèí-
ñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ n. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ16 è õ12 íå ïåðåñåêàþòñÿ.
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Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ õ14. Â íàøåì
ïðèìåðå - åäèíñòâåííîå âûðàæåíèå "mk".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ12 îäíîýëåìåíòíûé, è
ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ k.
Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò ñïèñêà õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
åãî êîðíåâàÿ îïåðàöèÿ èìååò ðîâíî äâà îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâà-
åòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæåíèå". Ïåðåìåííîé
õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî èç êîðíåâûõ îïåðàíäîâ âûðàæåíèÿ õ20, êî-
òîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïåðåìåííàÿ
íå âñòðå÷àåòñÿ â äðóãîì êîðíåâîì îïåðàíäå.

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà õ22. Íóìåðàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ
åäèíèöû, ïðè÷åì â ñëó÷àå êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè õ24 ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 0.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ñïèñêà õ18 èìååò çàãîëîâîê õ21 è ðîâíî äâà
êîðíåâûõ îïåðàíäà, îäèí èç êîòîðûõ ðàâåí õ19, à äðóãîé - íå ñîäåðæèò õ19. Ïðè
ýòîì íîìåð îïåðàíäà õ19 ðàâíÿåòñÿ õ24. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
îïåðàíäîâ, îòëè÷íûõ îò õ19. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî
âûðàæåíèÿ m.

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "äèñòðèáðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ21 óêà-
çàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 ñîâïàäàåò ñ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìîé. Ïåðåìåí-
íîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû õ28 ñîãëàñíî åå
õàðàêòåðèñòèêå "äèñòðèáðàçâåðòêà". Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ
"a(b + c)". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ
õ32, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ õ35. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
íîìåð äðóãîãî îïåðàíäà õ34 ðàâåí õ24. Ïåðåìåííûì õ36, õ37 ïðèñâàèâàþòñÿ
ïåðåìåííûå - îïåðàíäû âõîæäåíèÿ õ34. Â íàøåì ïðèìåðå õ36 - b, õ37 - c.

Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðå-
ìåííîé õ39 - îáúåäèíåíèå ýòîãî ñïèñêà ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåí-
íîé õ19 íà õ36 â óòâåðæäåíèÿõ õ15 è ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííîé
õ19 íà õ37 â óòâåðæäåíèÿõ õ15. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëü-
òàòîâ çàìåíû ïåðåìåííîé õ19 íà ïîäòåðì õ34 â óòâåðæäåíèÿõ õ15. Ïðè ïîìîùè
çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ40
- ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ39. Â íàøåì ïðèìåðå õ40 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî
óòâåðæäåíèÿ "b + c − öåëîå", õ39 - èç óòâåðæäåíèé "m − öåëîå", "n − öåëîå",
"b− öåëîå", "c− öåëîå".

Ñîçäàåòñÿ ñïèñîê õ42 ñîäåðæàùèõ õîòÿ áû îäíó èç ïåðåìåííûõ õ36, õ37 ðåçóëü-
òàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé ñïèñêà õ25 âìåñòî ïåðåìåííîé õ35 â àíòåöåäåíòû
òåîðåìû õ28, à òàêæå ñïèñîê õ43 îñòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ òàêèõ ïîäñòàíîâîê. Â
íàøåì ïðèìåðå õ42 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "b− ÷èñëî", "c− ÷èñëî"; õ43 - èç
åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "m−÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíúþíêöèÿ óòâåð-
æäåíèé õ42 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ39.

Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðå-
ìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ45 ñîñòîèò
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èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé a. Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëü-
òàòîâ ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ õ45 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ16 â óòâåðæäåíèÿ õ38.
Â íàøåì ïðèìåðå õ46 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "m− öåëîå", "a− öåëîå". Ïåðå-
ìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ38, õ46 è õ43. Ïåðåìåííîé õ48
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ õ45 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ16
â òåðì õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "m|a". Ê ñïèñêó õ47 äîáàâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ
õ11 è õ48.

Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû õ28, ïå-
ðåìåííîé õ50 - ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ49. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïëþñ". Ïåðåìåí-
íîé õ51 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ50 ýëåìåíò-
âî ñïèñêà õ16 ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ýëåìåíòàìè ñïèñêà õ45. Â íàøåì ïðèìåðå -
åäèíñòâåííîå âûðàæåíèå n + a. Ïåðåìåííîé õ52 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîä-
ñòàíîâêè âûðàæåíèé õ51 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ16 â òåðì õ11. Â íàøåì ïðèìåðå
- "m|(n+a)". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ47 è êîíñåêâåíòîì
õ52. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

6. Ïîïûòêà âûâåñòè ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ äèçúþíêòèâíîé ðàçâåðòêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bfgi(Dom(g) = {1, . . . , i} & b− set & g −ôóíêöèÿ & i− íàòóðàëüíîå→
f ∈ {; λh(g(h), h ∈ {1, . . . , i})} × b↔ ∃dh(f = (g(h), d) & d ∈ b & h ∈ {1, . . . , i}))

èç òåîðåìû

∀abf (a− set & b− set→ f ∈ a× b↔ ∃cd(f = (c, d) & c ∈ a & d ∈ b))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀adf (d−ôóíêöèÿ & Dom(d) = {1, . . . , f} & f − íàòóðàëüíîå→ a ∈ {; λe(d(e),
e ∈ {1, . . . , f})} ↔ ∃e(e ∈ {1, . . . , f} & a = d(e)))

Ïðèåì, îñíîâàííûé íà âûâîäèìîé òåîðåìå, ðàçâîðà÷èâàåò êâàíòîð ñóùåñòâî-
âàíèÿ â äèçúþíêöèþ.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, çàãîëîâêîì êîòîðîé ñëóæèò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé õ11
- ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà. Ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäå-
íèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 ýëåìåíòàðíîãî
óòâåðæäåíèÿ õ13, çàãîëîâîê êîòîðîãî îòëè÷åí îò ñèìâîëà "íå". Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ13 - óòâåðæäåíèå "c ∈ a". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïðèíàäëåæèò". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà
òåîðåì "ðàçâòåîð" îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðå-
ìó. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êâàíòîðîì ñóùåñòâî-
âàíèÿ. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ20 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõî-
æäåíèÿ õ12 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, îðèåíòèðîâàííîé â íàïðàâ-
ëåíèè ê õ18. Òåîðåìà õ20 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòî-
ðîìó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé "ñëîâíî". Ýòîò êîììåíòàðèé áëîêèðóåò ïåðåõîä
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îò ôóíêöèè, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðîé - íà÷àëüíûé îòðåçîê íàòóðàëüíîãî
ðÿäà, ê ñëîâó çàäàííîé äëèíû. Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Âûâîä òîæäåñòâà îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè êëàññà ñ ïîìîùüþ ýêâèâàëåíò-
íîñòè äëÿ ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀be(card(setc(c = b & e)) = (1 ïðè e, èíà÷å 0))

èç òåîðåìû

∀a(a− set→ ∃b(a = {b})↔ card(a) = 1)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a = b↔ a ∈ {b})

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû îäíîãî èç ðàíåå
ðàññìîòðåííûõ ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâè-
âàëåíòíîñòè, çàãîëîâêîì êîòîðîé ñëóæèò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé
õ11 - ïðîòèâîïîëîæíàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 - ðàâåí-
ñòâî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà õ10, ïå-
ðåìåííîé õ13 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä ýòèì êâàí-
òîðîì. Ñðåäè íèõ íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ14 âõîäÿùåé â òåðì õ11 ïåðåìåííîé
õ17 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ18, íå ñîäåðæàùåìó ýòîé ïåðåìåííîé. Â íàøåì
ïðèìåðå õ14 èìååò âèä "a = {b}", õ17 - ïåðåìåííàÿ a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåð-
æäåíèå õ11 ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ
õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïåðå÷åíü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðî-
ùïëñ" íàõîäèò ïî õ19 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé
õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå,
íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 èìååò âèä:

∀cd(c = d↔ c ∈ {d})

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè
õ22 ñîãëàñíî åå õàðàêòåðèñòèêå "îáùíîðì". Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå óñëî-
âèÿ ïðèíàäëåæíîñòè "c ∈ {d}". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî
îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ26, êîòîðûé èìååò çàãîëîâîê õ19, ïåðåìåííîé õ28 - ïîä-
òåðì õ27. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ28.

Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû
õ28 è õ18. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòà-
íîâêè ê çàìåíÿþùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè õ22. Â íàøåì ïðèìåðå õ31 èìååò
âèä "c = b".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ26 ðàñïîëîæåí
ñèìâîë "ïðèíàäëåæèò". Ïåðâûì îïåðàíäîì ýòîãî îòíîøåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè
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ñëóæèò íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ32. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðå-
ìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ22. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïåðåìåííàÿ õ32 íå âõîäèò â ïàðàìåòðû ýòèõ àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ36
ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà õ11, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ õ17, ïå-
ðåìåííîé õ37 - äðóãàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ37 íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé
õ17. Â íàøåì ïðèìåðå õ36 - âûðàæåíèå "card(a)", õ37 - åäèíèöà. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè âûðàæåíèÿ õ37 ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè âûðàæåíèÿ
õ36.

Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó
è â òåîðåìó õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ e. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâà-
åòñÿ âûðàæåíèå "êëàññ(õ32 è(õ31 õ38))". Â íàøåì ïðèìåðå - "setc(c = b & e)".
Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â âûðàæåíèå õ36 òåðìà
õ39 âìåñòî ïåðåìåííîé õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "card(setc(c = b & e))".

Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåî-
ðåìû ñ îòëè÷íûìè îò õ14 ýëåìåíòàìè ñïèñêà õ13 è ñ ðåçóëüòàòàìè ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ22. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìà õ39 âìåñòî ïåðåìåííîé õ17 â óòâåðæäåíèÿ
ñïèñêà õ41. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â õ36 ñèì-
âîëà ïóñòîãî ìíîæåñòâà âìåñòî ïåðåìåííîé õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "card(∅)".
Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ õ43 îòíîñè-
òåëüíî ïîñûëîê õ42. Â íàøåì ïðèìåðå - íîëü. Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ
âûðàæåíèå "âàðèàíò(õ38 õ37 õ46)", ïåðåìåííîé õ48 - ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ40
è õ47. Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîð-
ìàíòåöåäåíòû" ñïèñêà õ42 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ48. Çàòåì ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ49 è êîíñåêâåíòîì õ48, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

Ïðåîáðàçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñ ïîìîùüþ òåêóùåé

1. Âûâîä òîæäåñòâà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîùíîñòè êëàññà ïðè ïîìîùè âçàèìíî-îä-
íîçíà÷íîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abm(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & m− íàòóðàëüíîå→ card(setn(m|n & n− öåëîå &
n ≤ bm & am ≤ n)) = max(1 + [b] + [−a], 0))

èç òåîðåìû

∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ m|n↔ ∃k(k − öåëîå & n = mk))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ setx(x− öåëîå & a ≤ x & x ≤ b) = {−[−a], . . . , [b]})

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé åå ÷àñòè, êî-
òîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñâÿçûâàþ-
ùàÿ ïðèñòàâêà ýòîãî êâàíòîðà îäíîýëåìåíòíà, è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ
åå ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ k. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
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äðóãàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - "m|n". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
óòâåðæäåíèå õ13 ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöå-
äåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ15 - íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ
ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ15 äâóõýëåìåíòíûé.
Â íåì âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ16 äëèíû 2, ïåðâûì îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëó-
æèò ïåðåìåííàÿ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 èìååò âèä "k− öåëîå". Ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "öå-
ëîå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ17 - íàçâàíèå òèïà îáúåêòîâ. Â ñïèñêå õ15 íàõîäèòñÿ
ðàâåíñòâî õ18, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ19, îòëè÷íàÿ
îò õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 èìååò âèä "n = mk". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ19 íå âõîäèò â
õ20.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ21 ñ ïîñûëêàìè õ14 è óñëîâèÿìè õ15. Öåëè çà-
äà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ12". Â
íàøåì ïðèìåðå õ14 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "m− öåëîå", "n− öåëîå"; õ15 - èç
óòâåðæäåíèé "k − öåëîå", "n = mk". Íåèçâåñòíàÿ - k.

Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ22. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "¬(m =
0) & k = n/m & (n/m) − öåëîå ∨ m = 0 & n = 0 & k − öåëîå". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ðåçóëüòàòà ïðåîáðàçîâàíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ22 ê
âèäó ä.í.ô. Â ýòîì íàáîðå âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ24. Â íàøåì ïðèìåðå -
"¬(m = 0) & k = n/m & (n/m) − öåëîå". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ24. Â íåì âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ26
ñ ïåðåìåííîé õ12 â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ
ýëåìåíòîâ íàáîðà õ25, íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûõ õ12 è õ19. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - åäèíñòâåííîå óòâåðæäåíèå "¬(m = 0)". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ
êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ27.

Ïðè ïîìîùè çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòðèöàíèå êàæäîãî îò-
ëè÷íîãî îò õ24 ýëåìåíòà ñïèñêà õ23 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ14 è
õ28.

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàð (òåîðåìà - íàáîð åå õàðàêòåðèñòèê),
ïîëó÷åííûõ ñïðàâî÷íèêîì ïîèñêà òåîðåì "ñâåðòêàíàáîðà" ïî ñèìâîëó õ17. Â
íàøåì ïðèìåðå õ29 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïàðû, ïåðâûì ýëåìåíòîì êîòîðîé
ñëóæèò óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, à âòîðûì - ñïèñîê õàðàêòå-
ðèñòèê "Ðàâíî", "îïèñàòåëü(âòîðîéòåðì)".

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàñ÷èñòêà ñïèñêà õ29. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ïàðû õ30 íàáîðà
õ29. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ òåîðåìà - ïåðâûé ýëåìåíò ïàðû õ30. Äëÿ
ôèêñèðîâàííîé ïàðû õ30 ïðîñìàòðèâàþòñÿ îòëè÷íûå îò íåå ïàðû õ32 íàáî-
ðà õ29. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ òåîðåìà - ïåðâûé ýëåìåíò ïàðû õ32.
Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ31, ïåðåìåí-
íîé õ37 - êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ33. Ýòè êîíñåêâåíòû ñóòü ðàâåíñòâà. Ïåðåìåí-
íîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ34, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
îïèñàòåëåì "êëàññ"; àíàëîãè÷íî, ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé
÷àñòè ðàâåíñòâà õ37, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îïèñàòåëåì "êëàññ". Óêàçàííûå îïèñà-
òåëè ïðèñâàèâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåìåííûì õ40 è õ41. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
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äëèíû âûðàæåíèé õ40 è õ41 ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïå-
ðåìåííûõ òåðàì õ40. Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî õ41 ïîëó÷àåòñÿ èç õ40 ïîäñòàíîâêîé S
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ42, ïåðåîáîçíà÷àþùåé ïåðåìåííûå áåç îòîæäåñòâëåíèÿ èõ.
Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ33, ïåðåìåííîé
õ45 - ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû
õ31. Åñëè êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ45 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé
õ44, òî ïàðà õ32 èñêëþ÷àåòñÿ èç ñïèñêà õ29, ïîñëå ÷åãî ðåàëèçóåòñÿ ïîâòîðíûé
ïðîñìîòð äàííîãî ñïèñêà.

Ïî îêîí÷àíèè ðàñ÷èñòêè ñïèñêà õ29 âñå ïåðåìåííûå, íà÷èíàÿ ñ õ30, ñíîâà îêà-
çûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Â ñïèñêå õ29 âûáèðàåòñÿ ïàðà õ30; ïåðåìåííîé õ31
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò ýòîé ïàðû, ò.å. óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëü-
íàÿ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé ýëåìåíò ïàðû, ò.å. ñïèñîê
õàðàêòåðèñòèê äàííîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïå-
ðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿ-
ùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ33 ñîâïàäàåò ñ äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìîé. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ33.
Ýòîò êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé
åãî ÷àñòè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïèñàòåëü "êëàññ", ïåðåìåííîé õ36 -
âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ
ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé õ38. Â íàøåì ïðèìåðå - èç ïåðåìåííîé
x. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ
ïîä îïèñàòåëåì. Â ñïèñêå õ39 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ40 ñ çàãîëîâêîì õ17
è åäèíñòâåííûì êîðíåâûì îïåðàíäîì õ38. Â íàøåì ïðèìåðå - "x − öåëîå".
Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ26. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - "n/m". Ñïèñîê õ14 ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ42 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæà-
ùèõ ïåðåìåííóþ õ19, è ïîäñïèñîê õ43 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ïåðåìåííîé
õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ42 è ñïèñêà ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè
âûðàæåíèÿ õ41 âìåñòî ïåðåìåííîé õ38 â îòëè÷íûå îò õ40 óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà
õ39, ê êîòîðîìó äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå õ13. Ïåðåìåííîé õ51 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ "ìîùíîñòü(õ36)" îòíîñèòåëüíî àíòåöåäåíòîâ
òåîðåìû õ33 ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåì ïðèìåðå óïðîùà-
åìîå âûðàæåíèå èìååò âèä "card({−[−a], . . . , [b]})", ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ - âèä
"max(1 + [b] + [−a], 0)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ51 íå ñîäåðæèò ñèìâîëà
"ìîùíîñòü".

Ïåðåìåííîé õ52 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ49, õ27 è õ43. Ðåøàåòñÿ
çàäà÷à íà îïèñàíèå õ53 ñ ïîñûëêàìè õ52 è óñëîâèÿìè õ46. Öåëè çàäà÷è - "ïîë-
íûé", "ïðÿìîéîòâåò", "ïîïûòêàñïóñêà", "ýëåìñâåðòêà", "íåèçâåñòíûå õ19". Â
íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "a−÷èñëî", "b−÷èñëî", "¬(m = 0)", "m−öåëîå".
Óñëîâèÿ - "n− öåëîå", "m|n", "a ≤ n/m", "n/m ≤ b". Íåèçâåñòíàÿ - n.

Îòâåò çàäà÷è õ53 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ54. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä: "m < 0 & m|n & n− öåëîå & n ≤ am & bm ≤ n ∨ m|n & n− öåëîå & n ≤
bm & am ≤ n & 0 ≤ m − 1". Ïåðåìåííîé õ55 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê äèçúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ ðåçóëüòàòà ïðèâåäåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ54 ê âèäó ä.í.ô.

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ðàçáèåíèÿ ñïèñêîâ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ýëåìåíòîâ íàáî-
ðà õ55 íà ïîäñïèñîê P óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ19, è ïîäñïèñîê
Q óòâåðæäåíèé, íå ñîäåðæàùèõ åå. Ïåðåìåííîé õ56 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàð
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(Q, P ), âîçíèêàþùèõ â ïðîöåññå ïðîñìîòðà. Â ñïèñêå õ56 âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò
õ57. Ïåðåìåííîé õ58 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ïåðâûé ýëåìåíò, ïåðåìåííîé õ59 - âòî-
ðîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ58 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "0 ≤ m− 1",
õ59 - èç óòâåðæäåíèé "m|n", "n− öåëîå", "n ≤ bm", "am ≤ n".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé îòëè÷íîé îò õ57 ïàðû ñïèñêà õ56 îòðèöàíèå êîíú-
þíêöèè óòâåðæäåíèé åå ïåðâîãî ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé
õ52 è õ58. Çàòåì ïåðåìåííîé õ60 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "ìîùíîñòü(êëàññ(õ19
R))", ãäå R - êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ59. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåí-
òû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ52 è õ58, à êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî âûðàæåíèé
õ60 è õ51. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.72 Õàðàêòåðèñòèêà "ïàðàìîïèñàíèå"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ïàðàìîïèñàíèå(õ1)" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà, ïðåîáðàçóþùèå ïà-
ðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå êëàññà â åãî ÿâíîå çàäàíèå. õ1 - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Ïðèìåíåíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîãî òåð-
ìà

1. Ïîïûòêà çàíóëåíèÿ ôðàãìåíòà ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcef (¬(e2+f 2 = 0) & a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & e−÷èñëî & f−÷èñëî→
setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((x− a, y − b,
z − c), (0, e, f))) = setxyz(∃g(y = b + eg & z = c + fg & g − ÷èñëî) & x = a))

èç òåîðåìû

∀abcdef (¬(d2 + e2 + f 2 = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
e−÷èñëî & f−÷èñëî→ setxyz(x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî & ïðîïîðöíàáî-
ðû((d, e, f), (x− a, y − b, z − c))) = setxyz(∃g(x = a + dg & y = b + eg &
z = c + fg & g − ÷èñëî)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ a · 0 = 0)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ÷àñòü - îïè-
ñàòåëü "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ10, ïåðåìåííîé õ12 -
ñïèñîê åãî ïàðàìåòðîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - "a, b, c, d, e, f". Ïåðåìåííîé õ13 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðàñïîëîæåííîå âíóòðè õ10 âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ14 ñïèñêà õ12.
Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííîé d. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå,
íåïîñðåäñòâåííûì îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò õ13, ïåðåìåííîé õ16 - ñèìâîë ïî
âõîæäåíèþ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - "óìíîæåíèå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåî-
ðåì "êîíñòíàáîð" îïðåäåëÿåò ïî õ16 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé õ22 - íà-
ïðàâëåíèå çàìåíû ñîãëàñíî äàííîìó êîíñåêâåíòó îò íåîäíîáóêâåííîãî òåðìà
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ê îäíîáóêâåííîìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ23 ïðåîáðà-
çîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ15 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïðèìåíÿåìîé â
íàïðàâëåíèè õ22. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.73 Õàðàêòåðèñòèêà "ïåðåñòàíîâêà"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ïåðåñòàíîâêà" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà ïåðåñòàíîâî÷íîãî òèïà.

Ïðèìåíåíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ êîíñåêâåíòà

1. Ïðèìåíåíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ îäíîé èç ÷à-
ñòåé ðàâåíñòâà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî âîçíèêàåò òîæäåñòâî îáùåé ñòàíäàðòè-
çàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(b− set & b ⊆ Dom(a) & a−ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(ñóæåíèå(a, b))→
card(b) = card(îáðàç(a, b)))

èç òåîðåìû

∀f (f −ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)→ card(Dom(f)) = card(Val(f)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀Af (A− set & f −ôóíêöèÿ & A ⊆ Dom(f)→ Val(ñóæåíèå(f, A)) = îáðàç(f, A))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà, ÿâëÿþùåãîñÿ ðàâåíñòâîì.
Âíóòðè îäíîé èç ÷àñòåé äàííîãî ðàâåíñòâà âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíî-
áóêâåííîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - ïîäòåðìà "Val(f)". Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "çíà÷å-
íèÿ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñèìâîë íå âõîäèò â äðóãóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Ñïðà-
âî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðîùñòàíä" îïðåäåëÿåò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîë-
íèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ17 ïðåîáðàçî-
âàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
Äîïóñêàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà "íîðìàëèçàöèÿ".

Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà ïðîâàðüèðîâàòü òîæäåñòâî îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdefg(¬(f − 1 = 0) & 0 < d & 0 < f & 0 < g & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî→ de logf ggc = gc+e logf d)

èç òåîðåìû

∀acde(¬(d− 1 = 0) & 0 < a & 0 < d & 0 < e & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî &
d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ ec logd a = ac logd e)
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è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 < a→ abac = ab+c)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà, ÿâëÿþùåãîñÿ ðàâåíñòâîì.
Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå íåîäíîáóêâåííîé ÷àñòè äàííîãî ðà-
âåíñòâà, ïåðåìåííîé õ10 - ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ9. Â íàøåì ïðèìåðå õ9 -
âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "ec logd a", õ10 - ñèìâîë "ñòåïåíü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà
òåîðåì "èçâëå÷ïàðàì" îïðåäåëÿåò ïî õ10 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåî-
ðåìó. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû (â íàøåì ïðèìåðå - ëåâîé ÷àñòè). Âíóòðè âõîæäå-
íèÿ õ16 ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ17 ñèìâîëà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå õ17
- âõîæäåíèå ïîäòåðìà "ab". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" ïðèñâàèâàåò ïåðåìåííîé
õ18 ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ17 ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû,
ïðèìåíÿåìîé â íàïðàâëåíèè îò âõîæäåíèÿ õ9. Òåîðåìà õ18 îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Äîïóñêàþòñÿ õàðàê-
òåðèñòèêè "ñâåðòêà", "ñêëåéêà".

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îáîáùåíèå ïåðåñòàíîâî÷íîãî òîæäåñòâà ïóòåì ïðèìåíåíèê îáåèì åãî ÷àñòÿì
îïåðàöèè òèïà "âîçâåäåíèå â ñòåïåíü".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdefg(¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî &
g − ÷èñëî & c− rational→ (f − e)c(g − d)c = (d− g)c(e− f)c)

èç òåîðåìû

∀acde(c−÷èñëî & d−÷èñëî & a−÷èñëî & e−÷èñëî→ (d−c)(e−a) = (c−d)(a−e))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & c−rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)−even)→
acbc = (ab)c)

Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ó òåîðåìû õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêîì "íîðìàëèçà-
öèÿ". Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Ýòîò êîíñåêâåíò
- ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå íåîäíîáóêâåííîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà, ïåðåìåííîé õ10 - ñèìâîë ïî ýòîìó âõîæäåíèþ. Â íàøåì ïðèìåðå õ9
- âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "(d− c)(e−a)", õ10 - ñèìâîë "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ9 ðàâíî 2. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà
òåîðåì "ðàçäïàðàì" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ10 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëü-
íóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî åå îïåðàíäîâ
ðàâíî 2, è ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ16 - âõîæäåíèå òåðìà "(ab)c", õ17 - ñèìâîë "ñòåïåíü". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñèìâîë õ17 èìååò íåêîòîðóþ åäèíèöó E ïî îäíîìó èç ñâîèõ îïåðàíäîâ. Â íà-
øåì ïðèìåðå E = 1, ïðè÷åì îïåðàíä âòîðîé. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà îïåðàöèè õ16, êîòîðûé èìååò çàãîëîâîê õ10. Â íàøåì
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ïðèìåðå - âõîæäåíèå ïåðâîãî îïåðàíäà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åäèíèöà E èìååòñÿ
äëÿ äðóãîãî îïåðàíäà P îïåðàöèè õ16.

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò çàãîëîâîê õ10, êàæäûé åãî êîðíåâîé îïåðàíä Q -
çàãîëîâîê õ17, ïðè÷åì òîò îïåðàíä òåðìà Q, êîòîðûé ðàñïîëîæåí òàê æå, êàê
óêàçàííûé âûøå îïåðàíä P îïåðàöèè õ16, ðàâåí P . Â íàøåì ïðèìåðå - ïîêàçà-
òåëè ñòåïåíåé ac, bc ðàâíû c.

Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ22 ïðåîáðàçîâàíèÿ ââõîæäåíèÿ
õ19 â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû, ïðèìåíÿåìîé â
íàïðàâëåíèè "îò õ9". Òåîðåìà õ22 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.74 Õàðàêòåðèñòèêà "ïåðå÷èñë"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ïåðå÷èñë" ñíàáæàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ýëå-
ìåíòàðíîãî óòâåðæäåíèÿ â êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïîäëåæàùèé ðàçâåðòêå â äèçú-
þíêöèþ.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïåðåõîä ê òåîðåìå ðàçâåðòêè êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bmn(m− öåëîå & n− öåëîå→ ∃c(c ∈ {m, . . . , n} & b(c))↔
∃a(a ∈ {0, . . . , n−m} & b(a + m)))

èç òåîðåìû

∀cmn(m− öåëîå & n− öåëîå→ c ∈ {m, . . . , n} ↔
∃a(c = a + m & a ∈ {0, . . . , n−m}))

Âûâîäèìàÿ òåîðåìà ïîðîæäàåò ïðèåì äëÿ ðàçâåðòêè êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ
â åå ëåâîé ÷àñòè â äèçúþíêöèþ, îïðåäåëÿåìóþ ïðàâîé ÷àñòüþ.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Ýòîò êîíñåêâåíò - ýêâè-
âàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíò-
íîñòè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé õ9 -
âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâ-
íûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ, ïåðåìåííîé õ12 - ñâÿçûâàþùàÿ ïðè-
ñòàâêà êâàíòîðà õ10. Â ñïèñêå õ11 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ13 ñ íåêîòîðîé ïåðå-
ìåííîé õ14 â ëåâîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå îíî èìååò âèä "c = a+m", ïðè÷åì
õ14 - ïåðåìåííàÿ c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ14 èìååò åäèíñòâåííîå âõî-
æäåíèå â ïîäòåðì õ10.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ15, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðå-
ìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "çíà÷åíèå(õ15 õ14)", ïåðåìåííîé
õ17 - ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ14 íà êîíúþíêöèþ
òåðìîâ õ9 è õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä "∃c(c ∈ {m, . . . , n} & b(c))".
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Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó îòëè÷íûõ îò
õ13 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ11 òåðìà "çíà÷åíèå(õ15 P )"ãäå P - ïðàâàÿ ÷àñòü ðà-
âåíñòâà õ13, ïåðåìåííîé õ19 - ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèÿ õ17 è ðåçóëüòà-
òà íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì õ12 íà êîíúþíêöèþ
óòâåðæäåíèé õ18. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ òåìè æå àíòåöåäåíòàìè, ÷òî ó
èñõîäíîé òåîðåìû, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò óòâåðæäåíèå õ19. Ýòà èìïëè-
êàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "äèçúþíêöèÿâñåõ(âòîðîéòåðì)".

3.75 Õàðàêòåðèñòèêà "ïëàíèìåòðèÿ"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ïëàíèìåòðèÿ" ñíàáæàþòñÿ òåîðåìû, äëÿ êîòîðûõ èìååò ñìûñë
ïîïûòêà äîïîëíèòåëüíîãî ðåäàêòèðîâàíèÿ, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñèòóàöèÿ ïëàíè-
ìåòðè÷åñêàÿ.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Óïðîùåíèå òåîðåìû â ïðåäïîëîæåíèè ïëàíèìåòðè÷åñêîé ñèòóàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ACEF (¬(A = E) & ¬(C = F ) & l(AC) = l(AF ) & A ∈ ïðÿìàÿ(CF ) &
A−òî÷êà & C−òî÷êà & E−òî÷êà & F−òî÷êà & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CF )→
l(CE) = l(EF ))

èç òåîðåìû

∀ACEF (¬(A = E) & ¬(A = F ) & l(AC) = l(AF ) & A− òî÷êà & C − òî÷êà &
E − òî÷êà & F − òî÷êà & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(AE) &
ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(AF )→ l(CE) = l(EF ))

Ïðèåì îáðàáàòûâàåòñÿ èñõîäíóþ òåîðåìó îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðî-
ìó ïåðåäàåòñÿ êîììåíòàðèé "ïëàíèìåòðèÿ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò îòëè-
÷åí îò èñõîäíîé òåîðåìû, ïîñëå ÷åãî îí ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.76 Õàðàêòåðèñòèêà "ïîäìíîæ"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ïîäìíîæ(õ1)" ñíàáæàþòñÿ òåîðåìû, âûðàæàþùèå ñëîæíóþ îïå-
ðàöèþ íàä ìíîæåñòâîì ÷åðåç òàêóþ æå îïåðàöèþ íàä ìíîæåñòâàìè - çíà÷åíèÿìè
ïåðåìåííûõ, ÷åðåç êîòîðûå âûðàæåíî äàííîå ìíîæåñòâî. õ1 - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Ïåðåõîä ê îïèñàòåëÿì "êëàññ" è ïîïûòêà âû÷èñëèòü îïåðàöèè íàä íèìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdfg(f − ÷èñëî & card(sete(c(e))) = f & card(sete(c(e) & d(e))) = g →
card(sete(c(e) & ¬(d(e)))) = −g + f)
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èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & êîíå÷íîå(b) & a ⊆ b→ card(b \ a) = card(b)− card(a))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íåì íàõîäèòñÿ óòâåðæäå-
íèå õ11 ñ çàãîëîâêîì "ñîäåðæèòñÿ", êîðíåâûå îïåðàíäû êîòîðîãî ñóòü íåêîòî-
ðûå ïåðåìåííûå õ12 è õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 èìååò âèä "a ⊆ b", õ12 -
ïåðåìåííàÿ a, õ13 - ïåðåìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå
âûðàæåíèå. Â íåì óñìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ15 ñèìâîëà "ðàçíîñòü", ïðè÷åì
ïåðâûì îïåðàíäîì ðàçíîñòè ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ13, à âòîðûì - õ12. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ïåðåìåííûå õ12, õ13 èñ÷åðïûâàþò âñå ïåðåìåííûå òåîðåìû.

Âûáèðàåòñÿ ñïèñîê õ16 èç ïÿòè ïåðåìåííûõ, îòëè÷íûõ îò õ12 è õ13. Â íà-
øåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå c, d, e, f, g. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâàÿ èç
íèõ, ïåðåìåííîé õ18 - âòîðàÿ, ïåðåìåííîé õ19 - òðåòüÿ. Ïåðåìåííîé õ20 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "êëàññ(õ19 çíà÷åíèå(õ17 õ19))", ïåðåìåííîé õ21 - âû-
ðàæåíèå "êëàññ(õ19 è(çíà÷åíèå(17 õ19)çíà÷åíèå(õ18 õ19)))", ïåðåìåííîé õ22 -
âûðàæåíèå "êëàññ(õ19 è(çíà÷åíèå(õ17 õ19)íå(çíà÷åíèå(õ18 õ19))))". Ïåðåìåí-
íîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "ìîù-
íîñòü". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà óòâåðæäåíèé "ðàâíî(õ23(õ20)X)",
"ðàâíî(õ23(õ21)Y )", ãäå X, Y - äâå ïîñëåäíèå ïåðåìåííûå ñïèñêà õ16.

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû
òåðìà "õ23(õ12)" íà Y , à òåðìà "õ23(õ13)" - íà X. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 èìååò
âèä "−g + f". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ "õ23(õ22)"
âûðàæåíèþ õ25. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà ðåçóëüòà-
òîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé õ21 è õ20 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ12 è õ13 â îòëè÷íûå
îò õ11 óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ9 ñî ñïèñêîì õ24. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ27 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî
ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ26. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ28
è êîíñåêâåíòîì õ26. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè
"âû÷èñëåíèå", "ñì(íå(âõîäèò(õ23 X))íå(âõîäèò(õ23 Y )))".

3.77 Õàðàêòåðèñòèêà "ïîäìíîæåñòâà"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ïîäìíîæåñòâà(õ1)" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà, âûðàæàþùèå ñëîæ-
íóþ îïåðàöèþ íàä ìíîæåñòâîì ÷åðåç çíà÷åíèÿ ýòîé îïåðàöèè íà ïîäìíîæåñòâàõ. õ1
- íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Ïîïûòêà ïîëó÷èòü ïàðó íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ ñ ïîìîùüþ óñëîâíîãî âû-
ðàæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀defg(êîíå÷íîå(setc(f(c) & g(c, d(c)))) & êîíå÷íîå(setc(¬(f(c)) & g(c, e(c)))) →
card(setc(g(c, (d(c) ïðè f(c), èíà÷å e(c))))) = card(setc(g(c, d(c)) & f(c))) +
card(setc(g(c, e(c)) & ¬f(c))))
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èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & íåïåðåñåê(a, b) & êîíå÷íîå(a) & êîíå÷íîå(b)→
card(a ∪ b) = card(a) + card(b))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íåì íàõîäèòñÿ óòâåðæäå-
íèå õ11 ñ çàãîëîâêîì "íåïåðåñåê", êîðíåâûå îïåðàíäû êîòîðîãî ñóòü íåêîòîðûå
ïåðåìåííûå õ12 è õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 èìååò âèä "íåïåðåñåê(a, b)", õ12 -
ïåðåìåííàÿ a, õ13 - ïåðåìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå
âûðàæåíèå. Â íåì óñìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ15 äâóìåñòíîãî ñèìâîëà "îáú-
åäèíåíèå", ïðè÷åì îäíèì îïåðàíäîì ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ13, à âòîðûì - õ12.
Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "a∪ b". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî â çàìåíÿþùèé òåðì ïåðåìåííûå õ12 è õ13 íå âõîäÿò êàê îïåðàíäû
îäíîé è òîé æå îïåðàöèè.

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â òåîðåìó ïåðåìåííûõ X,Y,
Z, U, V . Â íàøåì ïðèìåðå - ñïèñîê "c, d, e, f, g". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ
âûðàæåíèå "setX(V (X, (Y (X) ïðè U(X), èíà÷å Z(X))))", ïåðåìåííîé õ21 - âû-
ðàæåíèå "setX(V (X, Y (X)) & U(X))", ïåðåìåííîé õ22 - âûðàæåíèå "setX(V (X,
Z(X)) & ¬(U(X)))". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòà-
íîâêè âûðàæåíèé õ21 è õ22 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ12 è õ13 â îòëè÷íûå îò õ11
óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ9.

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ27 - ðåçóëüòàò
çàìåíû âõîæäåíèé òåðìà õ18 â ýòîò êîíñåêâåíò íà òåðì õ20. Ïåðåìåííîé õ28
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â õ27 òåðìîâ õ21 è õ22 âìåñòî ïåðåìåí-
íûõ õ12 è õ13. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ïðîöåäóðîé
"íîðìàíòåöåäåíòû" óòâåðæäåíèé õ24 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ28. Ïå-
ðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ29 è êîíñåêâåíòîì
õ28. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.78 Õàðàêòåðèñòèêà "ïîäñòçàìåíà"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ïîäñòçàìåíà" ñíàáæàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ óòâåðæäåíèé âè-
äà P (A, B), P (C, B), ãäå P - ñàìûé ñëîæíûé ñèìâîë òåîðåìû.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Âûâîä èìïëèêàöèè èç ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bde(d|b & d|(b + e) & b− öåëîå & d− öåëîå & e− öåëîå→ d|e)

èç òåîðåìû

∀bde(d|b & b− öåëîå & d− öåëîå & e− öåëîå→ d|(b + e)↔ d|e)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îäíîé èç ÷àñòåé ýêâèâàëåíòíîñòè â
êîíñåêâåíòå, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå äðóãîé. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àí-
òåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû
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ïîäòåðìà õ10, à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ïîäòåðì õ11. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðà-
òîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.79 Õàðàêòåðèñòèêà "ïîïûòêàñïóñêà"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ïîïûòêàñïóñêà" ñíàáæàþòñÿ ïðîñòàÿ èìïëèêàöèÿ ñ áåñïîâòîðíû-
ìè àíòåöåäåíòàìè è êîíñåêâåíòîì, ïðè÷åì êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ àíòåöåäåíòîâ âñòðå-
÷àåòñÿ â êîíñåêâåíòå.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ãðóïïèðîâêà â ëåâûõ ÷àñòÿõ âñåõ íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ äëÿ àíòåöåäåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & 0 < b− a & b− ÷èñëî→ ¬(a = b))

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & a < b & b− ÷èñëî→ ¬(a = b))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ èñõîäíàÿ òåîðåìà.

Ðåàëèçóåòñÿ öèêë êîððåêöèé çíà÷åíèé ïåðåìåííîé õ10. Äëÿ ýòîãî ïðîñìàòðèâà-
þòñÿ âñåâîçìîæíûå âõîæäåíèÿ â òåîðåìó äâóìåñòíûõ ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ
P . Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë P , îäíàêî â ñëó÷àå ðàâåíñòâà åé ïå-
ðåïðèñâàèâàåòñÿ òèï îïåðàíäîâ äàííîãî ðàâåíñòâà. Ñïðàâî÷íèê "ïåðåãðóïïè-
ðîâêà" íàõîäèò ïî õ12 òðîéêó (A, B, C), òàêóþ, ÷òî âîçìîæíà ïåðåãðóïïèðîâêà
A - ÷ëåíîâ îòíîøåíèÿ P èç îäíîé ÷àñòè â äðóãóþ ñ èçìåíåíèåì çíàêà B. Ïðè
ýòîì C - åäèíèöà îïåðàöèè A. Åñëè îáà îïåðàíäà îòíîøåíèÿ C îòëè÷íû îò C,
òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïåðåãðóïïèðîâêà âñåõ ÷ëåíîâ â ëåâóþ ÷àñòü îòíîøåíèÿ, à
â ïðàâîé ÷àñòè ïîìåùàåòñÿ C. Èçìåíåíèÿ îòíîñÿòñÿ ëèøü ê òåîðåìå õ10.

Ïî îêîí÷àíèè öèêëà êîððåêöèé âñå ïåðåìåííûå, íà÷èíàÿ ñ õ11, ñíîâà îêàçûâà-
þòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà õ10 îòëè÷íà îò èñõîäíîé òåîðå-
ìû. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ10, è ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ öèêë îáðàùåíèé ê óïðîùåíèþ êàæäîãî ñóùåñòâåííîãî àíòåöåäåí-
òà îòíîñèòåëüíî îñòàëüíûõ àíòåöåäåíòîâ. Èñïîëüçóþòñÿ çàäà÷è íà ïðåîáðàçî-
âàíèå.

Ïî îêîí÷àíèè îáðàáîòêè ñïèñêà õ11 ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò îòëè÷åí îò èñ-
õîäíîãî íàáîðà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ10. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àí-
òåöåäåíòàìè õ11, êîíñåêâåíò êîòîðîé - òàêîé æå, êàê ó èñõîäíîé òåîðåìû. Îíà
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ãðóïïèðîâêà â ëåâûõ ÷àñòÿõ âñåõ íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & 0 < b− a→ ¬(0 < a− b))
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èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & a < b→ ¬(b < a))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà äîñëîâíî âîñïðîèçâîäèò ïðîãðàììó ïðåäûäóùåãî
ïðèåìà - âïëîòü äî îêîí÷àíèÿ îáðàáîòêè ñïèñêà õ11. Äàëåå íà÷èíàþòñÿ îòëè-
÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ10. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
óòâåðæäåíèå õ13, ïîëó÷àþùååñÿ èç õ12 îòáðàñûâàíèåì êîðíåâîãî îòðèöàíèÿ,
åñëè òàêîâîå èìååòñÿ. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ òåð-
ìà õ13 îòíîñèòåëüíî ñïèñêà õ11 ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðå-
ìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ ó õ15 îòáðîøåííîãî âûøå
îòðèöàíèÿ; åñëè åãî íå áûëî, òî õ16 ðàâíî õ15. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ11 è êîíñåêâåíòîì õ16. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Êîíòðàïîçèöèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèåìà ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aAB(¬(A = B) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & A ∈ èíòåðâàë(aB)→
¬(a ∈ ëó÷(AB)))

èç òåîðåìû

∀aAB(¬(A = B) & a ∈ ëó÷(AB) & A− òî÷êà & B − òî÷êà→
¬(A ∈ èíòåðâàë(aB)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò,
ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ9. Ñðåäè àíòåöåäåíòîâ âû-
áèðàåòñÿ ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå õ11, ñïèñîê ïàðàìåòðîâ êîòîðîãî ðàâåí
õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèå "a ∈ ëó÷(AB)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 -
ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå
óòâåðæäåíèÿ õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ óñìîòðåíèÿ èñòèííîñòè óòâåðæäåíèé
âèäà õ12 èìååòñÿ ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ îò-
ðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ9. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ
óòâåðæäåíèÿ õ11 èç ñïèñêà õ8. Óòâåðæäåíèå õ16 óïðîùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïî-
ñûëîê õ17 çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå; ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ20.
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ17 è õ20, à
êîíñåêâåíò - õ12. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå èñõîäíîãî îïðåäåëåíèÿ

1. Ïîïûòêà óñìîòðåòü àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå ìíîãîìåñòíîãî ïðåäèêàòà -
âûâîä ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(A−òî÷êà& B−òî÷êà& C−òî÷êà& D−òî÷êà→ ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD)
↔ l(AC) = l(BD) & ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà & D−òî÷êà & ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD)
→ l(BD) = l(AC))
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è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCD(A−òî÷êà& B−òî÷êà& C−òî÷êà& D−òî÷êà→ ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD)
↔ ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & ∠(ABC) = π/2)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íåì âûáèðàåòñÿ óòâåð-
æäåíèå õ9, èìåþùåå áîëåå äâóõ êîðíåâûõ îïåðàíäîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðÿ-
ìîóãîëüíèê(ABCD)". Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê äàííîãî óòâåð-
æäåíèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàðòîâàÿ òåîðåìà ñïèñêà âûâîäà. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ åå õàðàêòåðèñòèêà "îïðåäåëåíèå(T )". Â íàøåì ïðèìåðå - "îïðå-
äåëåíèå(ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì òåðìà T ñëó-
æèò ñèìâîë õ10. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñàìà ñòàðòîâàÿ òåîðåìà ñïèñêà
âûâîäà. Â íàøåì ïðèìåðå - ïðèâåäåííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà òåîðåìà - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ10, ïåðåìåí-
íîé õ17 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì
õ16, ïåðåìåííîé õ19 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ18. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 -
"ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê õ19. Óñìàòðèâàåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ19, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ18 â òåðì õ9. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ïîäòåðìó õ17. Â íàøåì ïðèìåðå
îí èìååò âèä "ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & ∠(ABC) = π/2)". Ïåðåìåííîé õ22
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ21. Â ýòîì ñïèñêå
âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ23, ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ êîòîðîãî ðàâíî ÷èñëó
êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD)".
Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð îòëè÷íûõ îò õ23 ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ22.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ ýòîãî íàáîðà èìåþò ìåíåå òðåõ êîðíåâûõ
îïåðàíäîâ.

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà îòëè÷íûõ îò õ9 ýëåìåíòîâ
íàáîðà õ8 ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòìà
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò èñõîäíîé
òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî åãî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ìåíüøå 3. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî ïðè ïîïûòêå âûâåñòè õ26 èç óòâåðæäåíèé
õ25 è óòâåðæäåíèÿ õ23 âûäàåò "îòêàç". Ïðè ýòîì äðóãàÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëü-
ñòâî óñòàíàâëèâàåò, ÷òî êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ24 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé
ñïèñêà õ25 è óòâåðæäåíèé õ23, õ26. Òîãäà ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòà-
ìè õ25, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèÿ õ9 êîíú-
þíêöèè óòâåðæäåíèé õ23 è õ26. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà óñìîòðåòü àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå ìíîãîìåñòíîãî ïðåäèêàòà -
âûâîä èìïëèêàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(l(AC) = l(BD) & ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà→ ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD))

èç òåîðåìû
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∀ABCD(A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà & D−òî÷êà & ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD)
→ l(BD) = l(AC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCD(A−òî÷êà& B−òî÷êà& C−òî÷êà& D−òî÷êà→ ïðÿìîóãîëüíèê(ABCD)
↔ ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & ∠(ABC) = π/2)

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäû-
äóùåãî ïðèåìà, âïëîòü äî ìîìåíòà ôîðìèðîâàíèÿ ðåçóëüòèðóþùåé èìïëèêà-
öèè. Â íàøåì ñëó÷àå, âìåñòî ýòîãî, ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ25,
õ23, õ26 è êîíñåêâåíòîì õ9. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîí-
ñåêâåíòà

1. Èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëåíèÿ çàãîëîâêà êîíñåêâåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(ïàðàëëåëîãðàìì(abcd) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà→
¬(a ∈ ïðÿìàÿ(bc)))

èç òåîðåìû

∀ABCD(ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà→ ÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà→
÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD)↔ ¬(B = C) & ¬(A ∈ ïðÿìàÿ(BC)) &
¬(D ∈ ïðÿìàÿ(AB)) & ¬(D ∈ ïðÿìàÿ(BC)) & îäíàñòîðîíà(A, D, ïðÿìàÿ(BC))
& îäíàñòîðîíà(C, D, ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé õ9 - çàãî-
ëîâîê êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îòëè÷åí îò ñèìâîëîâ "íå", "ðàâíî",
"ìåíüøå", "ìåíüøåèëèðàâíî". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îïðåäåëåíèå" íàõî-
äèò ïî õ9 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà òåî-
ðåìà - êâàíòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ9. Îïåðàòîð "òîæäâû-
âîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ15 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ8 ïðè ïîìîùè äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïðèìåíÿåìîé â íàïðàâëåíèè "îò õ13". Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ òåîðåìû õ15 íîðìàëèçàòîðîì "íîðì-
äëÿëþáîãî". Ýòîò ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíúþíêöèþ êâàíòîðíûõ èì-
ïëèêàöèé. Ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ èìïëèêàöèÿ õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå àíòå-
öåäåíòû è êîíñåêâåíò ñóòü ýëåìåíòàðíûå ôîðìóëû, ïðè÷åì ÷èñëî ïåðåìåííûõ
íå áîëüøå, ÷åì â èñõîäíîé òåîðåìå. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
îáðàáîòêè òåîðåìû õ17 îïåðàòîðîì "ñîêðàùàíò", óäàëÿþùèì èçáûòî÷íûå àí-
òåöåäåíòû. Çàòåì õ18 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Ïîïûòêà ïåðåéòè ê îñëàáëåííûì îòíîøåíèÿì â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(|a| = |b| & 0 ≤ ab & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a = b)

èç òåîðåìû

∀ab(|a| = |b| & 0 < ab & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a = b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & a < b→ a ≤ b)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ9 - åå
êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ
äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ êîíñåêâåíòà ïî î.ä.ç. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ýëåìåíòû õ13 ñïèñ-
êà õ8, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé íå âõîäÿùèå â õ11 ýëåìåíòàðíûå óòâåðæäåíèÿ. Â
íàøåì ïðèìåðå õ13 èìååò âèä "0 < ab". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãî-
ëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ13. Ñïðàâî÷íèê ïîèñê òåîðåì "îñëàáëåíèå" îïðåäåëÿåò ïî
õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà ýòîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "ìåíüøåèëèðàâíî".
Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû çàãîëîâêà óòâåðæäåíèÿ õ13
íà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 ≤ ab". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíå-
íèå ñïèñêà õ11, ðåçóëüòàòà çàìåíû â íàáîðå õ8 óòâåðæäåíèÿ õ13 íà åãî îòðè-
öàíèå è óòâåðæäåíèÿ õ18. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ9 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ19 è ÷òî ïîñëå ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è åå ñïè-
ñîê ïîñûëîê íå ñîäåðæèò êîíñòàíòû "ëîæü". Òîãäà ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàìåíà
óòâåðæäåíèÿ õ13 â ñïèñêå õ8 íà óòâåðæäåíèå õ18. Äàííàÿ ïîïûòêà îñëàáëåíèÿ
ïðåäïðèíèìàåòñÿ äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ8. Åñëè èìåëà ìåñòî õîòÿ áû îäíà
çàìåíà, ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ8 è êîíñåêâåíòîì õ9, êîòîðàÿ
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

2. Ïîïûòêà îòáðîñèòü èçáûòî÷íîå îòðèöàíèå â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdefhij(a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî & f −÷èñëî
& h− ÷èñëî & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (d, e, f)) &
ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (h, i, j))→ ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (a + h, b + i, c + j)))

èç òåîðåìû

∀abcdefhij(¬(d2 + e2 + f 2 = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
e−÷èñëî& f−÷èñëî& h−÷èñëî& i−÷èñëî& j−÷èñëî& ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c),
(d, e, f)) & ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (h, i, j))→ ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (a+h, b+
i, c + j)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - óòâåðæäå-
íèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ êîíñåêâåíòà ïî î.ä.ç. Ñðåäè àíòåöåäåíòîâ
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âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ10 ñ çàãîëîâêîì "íå", íå âõîäÿùåå â ñïèñîê õ9. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ10 èìååò âèä "¬(d2+e2+f 2 = 0)". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. êîíñåêâåíòîâ,
îòëè÷íûõ îò õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 íå âõîäèò â ñïèñîê õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ïðè èñêëþ÷åíèè õ10 èç ñïèñêà õ8 âîçíèêàåò òàêîé íàáîð óòâåðæäåíèé, ÷òî
âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêîâ õ9 è õ11 ÿâëÿþòñÿ èõ ñëåäñòâèÿìè. Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ñïèñêå õ8 óòâåðæäåíèÿ õ10 íà åãî îòðèöàíèå.
Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðå-
ìû - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ12. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, ïîëó÷àåìàÿ èç
èñõîäíîé îòáðàñûâàíèåì àíòåöåäåíòâ õ10. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà
êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

3.80 Õàðàêòåðèñòèêà "ïðåäâóìíîæåíèå"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ïðåäâóìíîæåíèå(õ1 õ2 õ3)" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà, ïîçâîëÿþùèå
ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòîðîâ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ñâåðíóòü êîíñòàíòíûé òåðì, ñî-
äåðæàùèé åäèíñòâåííóþ ñëîæíóþ îïåðàöèþ, â òåðì, çàãîëîâêîì êîòîðîãî ñëóæèò
äàííàÿ îïåðàöèÿ, à îïåðàíäàìè - êîíñòàíòû. õ1 - íàïðàâëåíèå çàìåíû, õ2 - êîíúþíê-
öèÿ ôèëüòðîâ, óòî÷íÿþùèõ êîíòåêñò ñòàíäàðòèçàöèè (â íåå âêëþ÷àþòñÿ óêàçàíèÿ íà
òèïû êîíñòàíòíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ), õ3 - ñïèñîê ïîäâûðàæåíèé çàìåíÿþùåãî
òåðìà, îáðàáàòûâàåìûõ ïóòåì âû÷èñëåíèé.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà ñâåðòêè êîíñòàíòíîãî âûðàæåíèÿ ïóòåì ââîäà áåñïîâòîð-
íîãî âíåøíåãî ïàðàìåòðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abef (¬(a− 1 = 0) & 0 < a & 0 < b & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî &
f − ÷èñëî→ loga(a

ebf ) = e + f loga b)

èç òåîðåìû

∀cde(¬(d − 1 = 0) & 0 < c & 0 < d & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî & e − ÷èñëî →
logd(cd

e) = e + logd c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀cde(¬(c − 1 = 0) & 0 < c & 0 < d & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî & e − ÷èñëî →
e logc d = logc(d

e))

Õàðàêòåðèñòèêà èñõîäíîé òåîðåìû - "ïðåäâóìíîæåíèå(ïåðâûéòåðì, è(äðîáíà-
ÿâåëè÷èíà(d)öåëîå(e)äðîáíàÿâåëè÷èíà(c)), cde)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä õàðàêòåðèñòèêè. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "ïåðâûéòåðì". Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé
÷àñòè òåîðåìû ñîãëàñíî óêàçàòåëþ íàïðàâëåíèÿ õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - âõî-
æäåíèå ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ10.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì õ13 ìàêñèìàëüíîé ñëîæíî-
ñòè. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 èìååò âèä "logd c". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
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âõîæäåíèå òåðìà õ13 â òåîðåìó, ðàñïîëîæåííîå âíóòðè âõîæäåíèÿ õ10. Ïåðå-
ìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "ëîãàðèôì".

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îáîáùñëàãàåìîå" îïðåäåëÿåò ïî õ15 óêàçàííóþ âû-
øå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì òåðìà õ21 ñëóæèò àññîöèàòèâíûé è êîììóòàòèâíûé ñèì-
âîë õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 íå
ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì îïåðàöèè õ22, èìåþùåé ñâîèì äðóãèì îïåðàíäîì íåêîòî-
ðóþ ïåðåìåííóþ, áåñïîâòîðíóþ â çàìåíÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû. Îïå-
ðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ23 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ14
ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò ïðåîáðàçîâàíèÿ òåîðåìû õ23 îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Â íàøåì ïðèìåðå
õ24 - óêàçàííàÿ âûøå âûâîäèìàÿ òåîðåìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ24 - êâàíòîðíîå
òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü ñîãëàñíî íà-
ïðàâëåíèþ çàìåíû õ8, ïåðåìåííîé õ27 - çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îöåíêè ñëîæíîñòè âûðàæåíèé õ26 è õ27 ðàâíû, ïðè÷åì êàæäîå èç íèõ èìååò
åäèíñòâåííûé ïîäòåðì ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè, ñîâïàäàþùèé â ñëó÷àå âûðà-
æåíèÿ õ26 ñ ñàìèì ýòèì âûðàæåíèåì.

Îïðåäåëÿåòñÿ íàáîð ìàêñèìàëüíûõ ïîäâûðàæåíèé òåðìà õ26, äîïóñêàþùèõ âû-
÷èñëåíèÿ íàä êîíñòàíòíûìè çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçàòî-
ðîâ îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè; ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïàð (ïîäâû-
ðàæåíèå - òèï åãî êîíñòàíòíîãî çíà÷åíèÿ), à ïåðåìåííîé õ31 - íàáîð ïàð (ïå-
ðåìåííàÿ òåðìà õ26 - òèï åå êîíñòàíòíîãî çíà÷åíèÿ). Âñå ýòî äåëàåò îïåðàòîð
"âû÷òåðì".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî íåîäíîáóêâåííîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà âûðàæå-
íèÿ õ26 â ñïèñêå õ30 èìååòñÿ ïàðà, ïåðâûì ýëåìåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ýòîò
îïåðàíä. Ñîçäàåòñÿ òåðì õ32 âèäà "ïðåäâóìíîæåíèå(õ8 P Q)", ãäå P - êîíúþíê-
öèÿ òåðìîâ T (X) äëÿ âñåâîçìîæíûõ ïàð (X, T ) íàáîðà õ31; Q - ñïèñîê ïåðâûõ
ýëåìåíòîâ ïàð íàáîðà õ30.

Íàêîíåö, òåîðåìà õ24 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòå-
ðèñòèêîé õ32. Óêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èñõîäíîé òåîðåìû.

3.81 Õàðàêòåðèñòèêà "ïðåôèêñíàÿðåêóðñèÿ"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ïðåôèêñíàÿðåêóðñèÿ(õ1)" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà, ïîçâîëÿþùèå
ïåðåéòè îò ñëîæíîé îïåðàöèè ñ ïîäòåðìîì "ïðåôèêñ(A, B)" ê òàêîé æå îïåðöèè ñ
ïîäòåðìîì B. õ1 - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïîïûòêà óïðîñòèòü ïðåôèêñíîå âûðàæåíèå ïðè àëüòåðíàòèâíîì àíòåöåäåíòå è
âûâîä òîæäåñòâà ñ óñëîâíûì âûðàæåíèåì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cd(c− ñëîâî→ card{d; c} = (0 ïðè d ∈ {; c}, èíà÷å 1) + card{; c})
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èç òåîðåìû

∀cd(¬(d ∈ {; c}) & c− ñëîâî→ card{d; c} = 1 + card{; c})

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé õ10 - ñïè-
ñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå. Â
íàøåì ïðèìåðå - "card{d; c}". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ñèì-
âîëà "ïðåôèêñ" â âûðàæåíèå õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå ïîäòåðìà
"ïðåôèêñ(d, c)". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - ïåðâûé îïåðàíä
âõîæäåíèÿ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ d.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà èìååò åäèíñòâåííûé ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò. Îí
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - àíòåöåäåíò "¬(d ∈ {; c})".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ16 ýëåìåíòàðíî è ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ õ13.
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ñïèñêå õ10 óòâåðæäåíèÿ
õ16 íà åãî îòðèöàíèÿ. Ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâà-
íèå îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ19 óïðîùåíèÿ òåðìà õ11 îòíîñèòåëüíî ñïèñêà õ17.
Â íàøåì ïðèìåðå - "card{; c}". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ19 íå ñîäåðæèò
ïåðåìåííîé õ13. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "âàðèàíò(õ16 P
õ19)", ãäå P - çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü èñõîäíîé òåîðåìû. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëè-
êàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü âñå îòëè÷íûå îò õ16 óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ10,
à êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ11 è õ20. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïåðåõîä îò ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ïðåôèêñíîé ðåêóðñèè ê ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ
ðàçâåðòêè êîíå÷íîãî íàáîðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀adf (d−ôóíêöèÿ & Dom(d) = {1, . . . , f} & f − íàòóðàëüíîå→
a ∈ {; λe(d(e), e ∈ {1, . . . , f})} ↔ ∃e(e ∈ {1, . . . , f} & a = d(e)))

èç òåîðåìû

∀abc(c− ñëîâî→ a ∈ {b; c} ↔ a = b ∨ a ∈ {; c})

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå. Â íàøåì ïðèìåðå -
"a ∈ {b; c}". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåí ñèìâîë "è" ëèáî "èëè". Ïåðå-
ìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîðíåâûõ îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ11. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "a = b", "a ∈ {; c}". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå ñèìâîëà "ïðåôèêñ" â òåðì õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå ïîäòåðìà
"ïðåôèêñ(b, c)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûì îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ13 ñëóæèò
íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ14, à âòîðûì - íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ15. Â íàøåì
ïðèìåðå õ14 - b, õ15 - c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ ïåðåìåííûõ èìååò
åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ10.

Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ13 íà ïåðåìåí-
íóþ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "a ∈ {; c}". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ16
âñòðå÷àåòñÿ â ñïèñêå õ12, ïðè÷åì ýòîò ñïèñîê äâóõýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ12, îòëè÷íûé îò õ16. Â íàøåì ïðèìåðå -
ðàâåíñòâî "a = b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ17 íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé
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õ15. Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå õ19, õ20 è õ21, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó.
Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå d, e, f .

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "îòîáðàæåíèå(õ20 ïðèíàäëåæèò(õ20
íîìåðà(1 õ21)) çíà÷åíèå(õ19 õ20))". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
çàìåíû âõîæäåíèÿ õ13 â òåðì õ10 íà òåðì õ22. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä "a ∈ {; λe(d(e), e ∈ {1, . . . , f})}". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè â õ17 âûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(õ19 õ20)" âìåñòî ïåðåìåííîé õ14. Â
íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "a = d(e)".

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ïîäñïèñîê õ26 ñïèñêà õ25, îáðàçîâàííûé ñîæåðæàùèìè õ15 óòâåð-
æäåíèÿìè, ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà "ñëîâî(õ15)". Ïåðåìåííîé õ27
ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå íàáîðà íå âõîäÿùèõ â ïîäñïèñîê õ26 óòâåðæäåíèé
ñïèñêà õ25 ñ óòâåðæäåíèÿìè "ôóíêöèÿ(õ19)", "ðàâíî(îáëàñòü(õ19) íîìåðà(1
õ21))", "íàòóðàëüíîå(õ21)".

Êàæäîå ñîäåðæàùåå ïåðåìåííóþ õ14 óòâåðæäåíèå P ñïèñêà õ27 çàìåíÿåòñÿ íà
èìïëèêàöèþ "äëÿëþáîãî(õ20 åñëè ïðèíàäëåæèò(õ20 íîìåðà(1 õ21))òî Q)", ãäå
Q - ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â P âûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(õ19 õ20)" âìåñòî ïàåðå-
ìåííîé õ14.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþñÿ äâà ñëó÷àÿ:

(a) õ11 - âõîæäåíèå ñèìâîëà "èëè". Òîãäà ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåð-
æäåíèå "ñóùåñòâóåò(õ20 è(ïðèíàäëåæèò(õ20 íîìåðà(1 õ21)) õ24))", ïåðå-
ìåííîé õ29 - ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ23 è õ28. Ïåðåìåííîé õ30
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" ñïèñ-
êà õ27 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ29. Äàëåå ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ
ñ àíòåöåäåíòàìè õ30 è êîíñåêâåíòîì õ29, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

(b) õ11 - âõîæäåíèå ñèìâîëà "è". Òîãäà ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåð-
æäåíèå "äëÿëþáîãî(õ20 åñëè ïðèíàäëåæèò(õ20 íîìåðà(1 õ21)) òî õ24)".
Äàëåå - â òî÷íîñòè òå æå äåéñòâèÿ, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

3.82 Õàðàêòåðèñòèêà "ïðèìåð"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ïðèìåð" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè áåç ñóùåñòâåííûõ
ïîñûëîê, êîíñåêâåíò êîòîðûõ - ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå âèäà f(A1 . . . An) ëèáî îò-
ðèöàíèå òàêîãî óòâåðæäåíèÿ. Çäåñü âñå Ai, êðîìå, áûòü ìîæåò, îäíîãî, ñóòü ïîïàðíî
ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Èñïîëüçîâàíèå ïðîñòîé èìïëèêàöèè áåç ñóùåñòâåííûõ ïîñûëîê äëÿ óñìîòðåíèÿ
îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà êîíñòàíòå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(¬(a ⊆ b) & b− set→ ¬(a = ∅))
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èç òåîðåìû

∀b(b− set→ ∅ ⊆ b)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò. Â íåì ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ9
îäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà, îáðàçîâàííîãî ëîãè÷åñêèì ñèìâîëîì õ10. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ýòîò ñèìâîë íå èìååò äðóãèõ âõîæäåíèé â õ8. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ
õ11, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "íå(ðàâíî(õ11 õ10))". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî óñìòîðåíèÿ èñòèííîñòè óòâåðæäåíèé âèäà õ12 èìååòñÿ ïðîâåðî÷íûé îïå-
ðàòîð. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ9 â òåðì
õ8 íà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "a ⊆ b". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êî-
òîðîé ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû îòðèöàíèÿ
óòâåðæäåíèÿ õ14, à êîíñåêâåíò ðàâåí õ12. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâî-
äà, ïðè÷åì îòáèðàþòñÿ òîëüêî õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêîì "ëåãêîâèäåòü".

2. Èñïîëüçîâàíèå ïðîñòîé èìïëèêàöèè áåç ñóùåñòâåííûõ ïîñûëîê äëÿ âûâîäà òåî-
ðåì ïðèåìîâ íåïîñðåäñòâåííîãî óñìîòðåíèÿ èñòèííîñòè êâàíòîðà ñóùåñòâîâà-
íèÿ ëèáî ëîæíîñòè êâàíòîðà îáùíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀b(b− set→ ∃a(a− set & a ⊆ b))

èç òåîðåìû

∀b(b− set→ b ⊆ b)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàè-
âàåòñÿ êîíñåêâåíò. Åñëè çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ8 - îòðèöàíèå, òî ïåðåìåííîé
õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åãî êîðíåâîãî îïåðàíäà, èíà÷å - ñàìî êîðíåâîå
âõîæäåíèå. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïå-
ðåìåííîé õ11 - ñïèñîê îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ9. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò
èç äâóõ îäèíàêîâûõ òåðìîâ b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå õ11 áîëåå îäíîãî ýëå-
ìåíòà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â ñïèñîê õ11, ïåðåìåííîé õ13
- ðåçóëüòàò èñêëþ÷åíèÿ â ñïèñêå õ11 âõîæäåíèÿ õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýëåìåí-
òû íàáîðà õ13 - ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 ñîñòîèò
èç åäèíñòâåííîãî îäíîáóêâåííîãî òåðìà b. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ïå-
ðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèìâîë F ïî âõîæäåíèþ õ9, è ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
óòâåðæäåíèå ñ çàãîëîâêîì F , îïåðàíäûìè êîòîðîãî ñëóæàò ýëåìåíòû íàáîðà,
ïîëó÷åííîãî èç õ11 çàìåíîé ðàçðÿäà õ12 íà ïåðåìåííóþ õ14. Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ15 èìååò âèä "a ⊆ b". Åñëè çàãîëîâêîì òåðìà õ8 áûëî îòðèöàíèå, òî íà
õ15 òîæå íàâåøèâàåòñÿ îòðèöàíèå. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï çíà÷å-
íèÿ òåðìà T , ðàñïîëîæåííîãî â íàáîðå õ11 íà ïîçèöèè õ12. Îí îïðåäåëÿåòñÿ
ëèáî ïî ëîãè÷åñêîìó ñèìâîëó - çàãîëîâêó òåðìà T , ëèáî ïî ÿâíîìó óêàçàíèþ
â àíòåöåäåíòàõ õ10. Åñëè òèï çíà÷åíèÿ îïðåäåëèòü íå óäàåòñÿ, õ17 ïîëàãàåòñÿ
ðàâíûì 0.

Åñëè ñïèñîê X ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ10, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïàðàìåòðàìè òåðìà
õ15, íåïóñò, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäñïèñîê M ñïèñêà õ10, îáðàçîâàííûé âñåìè
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óòâåðæäåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè ïàðàìåòðû X. Åñëè ýòîò ïîäñïèñîê íåïóñò, òî
îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" ñïèñêà, ïî-
ëó÷åííîãî çàìåíîé â íàáîðå õ10 óòâåðæäåíèé M íà "∃X(M)". Ïîñëå ýòîãî õ10
çàìåíÿåòñÿ íà äàííûé ðåçóëüòàò, ñ îòáðàñûâàíèåì èç íåãî êîíñòàíòû "èñòèíà",
åñëè îíà èìååòñÿ.

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ14 óòâåðæäå-
íèé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ òåðìà õ15 ïî î.ä.ç. Åñëè õ17 íå ðàâíî
0, îí ïîïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèåì "õ17(õ14)".

Åñëè â ñïèñêå õ18 èìåþòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ óòâåðæäåíèÿ A(Y ), B(Y ), ãäå Y - ïå-
ðåìåííàÿ, òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü èçáûòî÷íîñòü îäíîãî èç íèõ
è óäàëèòü èç ñïèñêà õ18. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 â èòîãå ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî
óòâåðæäåíèÿ "a− set".

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ18 óòâåðæäåíèÿ
õ15, ïåðåìåííîé õ20 - ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ14 íà
êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ19. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 èìååò âèä "∃a(a−set& a ⊆
b)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè óïðîùåíèè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå
óòâåðæäåíèÿ õ20 îòíîñèòåëüíî óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ10, èç êîòîðûõ îòáðîøå-
íî íå èñïîëüçóåìîå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ òåðìà õ20 ïî î.ä.ç. óòâåðæäåíèå, íå
ïîëó÷àåòñÿ êîíñòàíòà "èñòèíà". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ10 è êîíñåêâåíòîì õ20. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé
õàðàêòåðèñòèêîé "íîðìñóùåñòâóåò".

3. Óïðîùåíèå ïðèìåðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− öåëîå→ 1|a)

èç òåîðåìû

∀km(m− öåëîå & k − öåëîå→ m|km)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ a · 1 = a)

Âíóòðè êîíñåêâåíòà òåîðåìû ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ9 íåîäíîáóêâåííî-
ãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "km". Ïåðåìåííîé õ10
ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî ýòîìó âõîæäåíèþ. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "êîíñò-
íàáîð" îïðåäåëÿåò ïî õ10 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ýòà àòåîðåìà - êâàíòîðíîå òîæäåñòâî. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäå-
ëÿåò ðåçóëüòàò õ16 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ9 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîé îáðàáîò-
êè òåîðåìû õ16 îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïåðàíäîâ", "äåìîäèôèêàöèÿ", "Ïîëíû-
åïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà". Ýòîò ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå äâóõ êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé

1. Ïîïûòêà âûâåñòè èç ïðîñòîé èìïëèêàöèè áåç ñóùåñòâåííûõ ïîñûëîê äðóãóþ
àíàëîãè÷íóþ èìïëèêàöèþ, èñïîëüçóÿ èìïëèêàöèþ, èñêëþ÷àþùóþ ïàðàìåòð
àíòåöåäåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cd(d− ñëîâî→ ¬({c; d} = ∅))

èç òåîðåìû

∀bc(c− ñëîâî→ b ∈ {b; c})

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a ∈ b→ ¬(b = ∅))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Åñëè ïî ýòîìó âõîæäå-
íèþ ðàñïîëàãàåòñÿ ñèìâîë "íå", òî ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê
óòâåðæäåíèÿ ïîä ýòèì îòðöàíèåì, èíà÷å - çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà. Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "èñêëïàðàì" íàõîäèò ïî õ9 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå íåêîòîðîãî ñóùåñòâåííîãî
àíòåöåäåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå àíòåöå-
äåíòà "a ∈ b". Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ15 ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ èñõîäíîé òåîðåìû, êîíñåêâåíò êîòîðîé óíèôèöèðóåòñÿ ñ
àíòåöåäåíòîì õ14, è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 óæå ñîâ-
ïàäàåò ñ óêàçàííîé âûøå âûâîäèìîé òåîðåìîé.

Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîé îáðàáîòêè òåîðå-
ìû õ15 îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïåðàíäîâ" è "äåìîäèôèêàöèÿ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ16 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå îíà ñîâïàäàåò ñ õ15. Ïåðåìåí-
íîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè õ16, ïåðåìåííîé õ18
- êîíñåêâåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà, îáðàáàòû-
âàþùåãî óòâåðæäåíèÿ âèäà õ18. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îá-
ðàáîòêè ñïèñêà õ17 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ
òåðìà õ18. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ22 è
êîíñåêâåíòîì õ18. Ïîñëå ïðîâåðêè íåèçáûòî÷íîñòè îíà ðåãèñòèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

Ïîëó÷åíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ

1. Ïîïûòêà íåïîñðåäñòâåííîãî èçâëå÷åíèÿ ÿâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(b− set & a− set→ a ⊆ b↔ ∃c(c− set & a = b ∩ c))

èç òåîðåìû

∀bc(b− set & c− set→ b ∩ c ⊆ b)



828 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé õ9 - íàáîð
êîíåâûõ îïåðàíäîâ ýòîãî âõîæäåíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - "b ∩ c" è "b". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ9 èìååò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâà-
èâàåòñÿ íåêîòîðàÿ ïîçèöèÿ ñïèñêà õ9, ïåðåìåííîé õ11 - òåðì, ðàñïîëîæåííûé
íà ýòîé ïîçèöèè. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 - íà÷àëî ñïèñêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì
õ11 íåîäíîáóêâåííûé. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê, ïîëó÷àåìûé èç õ9
óäàëåíèåì ïîçèöèè õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îáðàçîâàí ðàçëè÷íûìè ïåðåìåí-
íûìè. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ íàáîðà õ12.
Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû
òåðìà õ11 íå âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ13.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ14, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïå-
ðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì, ïîëó÷àåìûé èç êîíñåêâåíòà
òåîðåìû çàìåíîé ïîäòåðì õ11 íà ïåðåìåííóþ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìå-
åò âèä "a ⊆ b". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû,
ïåðåìåííîé õ17 - ïîäñïèñîê ñïèñêà õ16, îáðàçîâàííûé âñåìè óòâåðæäåíèÿìè,
ïàðàìåòðû êîòîðûõ âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ13. Ê ñïèñêó õ17 äîáàâëÿþòñÿ âñå
óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ òåðìà õ15 ïî î.ä.ç. Ïåðåìåííîé
õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ17 óòâåðæäåíèÿ õ15. Ïåðå-
ìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêà ïàðàìåòðîâ òåðìà õ11 è ñïèñêà õ13.
Â íàøåì ïðèìåðå îíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñïèñîê õ19 îäíîýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøè-
âàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ19 íà êîíúþíêöèþ íå âîøåäøèõ â ñïèñîê
õ17 ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ16 è ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ14, õ11. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ20 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ18. Çà-
òåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ17, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò
ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ15 è õ20. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàíèÿ îáîáùàþùåé èìïëèêàöèè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíîãî ïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ae(e− set→ a ∈ e↔ ∃c(e = c ∪ {a} & c− set))

èç òåîðåìû

∀a(a ∈ {a})

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(b− set & c− set & a ∈ b→ a ∈ b ∪ c)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - åãî çàãîëîâîê. Â íà-
øåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïðèíàäëåæèò". Ñïðàâë÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îáîáùåíèå"
îïðåäåëÿåò ïî õ10 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â èñõîäíîé òåîðåìå åå ïåðåìåííûõ
íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå èìå-
åì "∀d(d ∈ {d})". Ïåðåìåííîé õ9 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ13.
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Âûáèðàåòñÿ åå õàðàêòåðèñòèêà "îáîáùåíèå(i X)". Çäåñü i - íîìåð àíòåöåäåí-
òà, X - åãî ïåðåìåííàÿ, ïî êîòîðîé ïðîèñõîäèò îáîáùåíèå. Â íàøåì ïðèìåðå
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i = 3, X = b. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ àíòåöåäåíò ñ íîìåðîì i. Â íàøåì
ïðèìåðå - "a ∈ b". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî õ19 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè íåêîòî-
ðîãî òåðìà T âìåñòî ïåðåìåííîé X. Â íàøåì ïðèìåðå - òåðìà b∪c. Ïåðåìåííîé
õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ18. Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî õ9 - ðå-
çóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê òåðìó õ18 íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè R âìåñòî ïåðåìåííûõ
õ21. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì, ïîäñòàâëÿåìûé ýòîé ïîäñòàíîâêîé
âìåñòî ïåðåìåííîé X. Â íàøåì ïðèìåðå - "{a}".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ23 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â õ9. Âûáèðàåòñÿ ïå-
ðåìåííàÿ õ25, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ è äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìû. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ e. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõî-
æäåíèÿ òåðìà õ23 â õ9 íà ïåðåìåííóþ õ25. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì "a ∈ e".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ26 ñîäåðæèò âñå ïàðàìåòðû òåðìà õ9. Ïåðåìåííîé õ27 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ13 ñ ðåçóëüòàòàìè ïðè-
ìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R ê îòëè÷íûì îò õ18 àíòåöåäåíòàì äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R ê
òåðìó T . Â íàøåì ïðèìåðå - "{a}∪c". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïà-
ðàìåòðîâ òåðìà õ28, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïàðàìåòðàìè òåðìà õ26. Â íàøåì ïðèìåðå
- åäèíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ29 íåïóñò.

Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ27, èìåþùèõ ïà-
ðàìåòð èç ñïèñêà õ29. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííîå óòâåðæäåíèå "c− set".
Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ30 ðàâåíñòâà
âûðàæåíèé õ25 è õ28. Îïðåäåëÿåòñÿ òèï H çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ õ28. Â íàøåì
ïðèìåðå - "ìíîæåñòâî". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "H(õ25)".
Â íàøåì ïðèìåðå - "ìíîæåñòâî(e)". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó íå âîøåäøèõ â íàáîð õ30 ýëåìåíòîâ íàáîðà õ27 óòâåðæäå-
íèé õ34 è õ26.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ36 ñ ïîñûëêàìè õ35 è óñëîâèÿìè õ32. Öåëè çàäà-
÷è - "ïîëíûé", "ïðèìåð", "íåèçâåñòíûå õ29", "ïàðàìåòðû õ29". Â íàøåì ïðèìå-
ðå ïîñûëêè ñóòü "e− set", "a ∈ e", "{a}− set", óñëîâèÿ - "c− set", "e = {a}∪ c".
Íåèçâåñòíàÿ - ïåðåìåííàÿ c. Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ37. Â
íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "c = e". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ37 îòëè÷íî îò ñèìâîëà
"îòêàç".

Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèÿ õ26 ðåçóëüòàòó
íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì õ29 íà êîíúþíêöèþ óòâåð-
æäåíèé õ32. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò íå
âîøåäøèå â õ30 óòâåðæäåíèÿ õ27 è óòâåðæäåíèå õ34, à êîíñåêâåíòîì - óòâåð-
æäåíèå õ38. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðå-
ãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Îòáèðàåòñÿ òîëüêî õàðàêòåðèñòèêà ñ çàãîëîâêîì
"ïàðàìåòðèçàöèÿ".

3.83 Õàðàêòåðèñòèêà "ïðèíàäë"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ïðèíàäë" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, êîíñåêâåíò êîòî-
ðûõ èìååò âèä "x ∈ t", ãäå x - ïåðåìåííàÿ, íå âñòðå÷àþùàÿ â âûðàæåíèè t.
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Ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòà

1. Èñïîëüçîâàíèå óòâåðæäåíèÿ î ïðèíàäëåæíîñòè äëÿ ðåàëèçàöèè àíòåöåäåíòà,
èìåþùåãî âèä ïðèíàäëåæíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDFP (F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & P ∈ îòðåçîê(BC) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C−òî÷êà & D−òî÷êà & F−òî÷êà & P−òî÷êà & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(FP ) &
òðàïåöèÿ(ABCD)→ F ∈ îòðåçîê(AD))

èç òåîðåìû

∀ABCDEF (A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
F − òî÷êà & ¬(E = F ) & òðàïåöèÿ(ABCD) & E ∈ ôèãóðà(ABCD) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD)→ F ∈ îòðåçîê(AD))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀aniP (n− íàòóðàëüíîå & 3 ≤ n & êîðòåæ(a, n,Òî÷êè) & ïëàíàðíî({; a}) &
i ∈ {1, . . . , n} & P ∈ îòðåçîê(a(i)a(i(mod n) + 1))→ P ∈ ôèãóðà(a))

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ9 àíòåöåäåíòà òåîðåìû, èìåþùåãî çàãîëîâîê "ïðè-
íàäëåæèò". Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå óòâåðæäåíèÿ "E ∈ ôèãóðà(ABCD)".
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âòîðîãî îïåðàíäà ýòîãî îòíîøåíèÿ
ïðèíàäëåæíîñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ10 - ñèìâîë "ôèãóðà". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïðèíàäë" îïðåäåëÿåò
ïî õ10 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè"
ïðèñâàèâàåò ïåðåìåííîé õ13 òåîðåìó, ïîëó÷àåìóþ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíå-
íèåì èñõîäíîé è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåì ïóòåì óíèôèêàöèè àíòåöåäåíòà õ9 ñ
êîíñåêâåíòîì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò îáðàáîòêè èìïëèêàöèè õ13 îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïåðåìåííîé õ15
ïðèñâàèâàåòñÿ íåêîòîðûé êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí óòâåðæäåíèÿ õ14. Ïðè ïîìî-
ùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü
àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ15. Çàòåì îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.84 Õàðàêòåðèñòèêà "ïðèíàäëåæèò"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ïðèíàäëåæèò(õ1)" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, êî-
òîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïðåäåëåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó. õ1 - íà-
ïðàâëåíèå çàìåíû.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Âûâîä èç îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ðàâåíñòâà äëÿ îïðåäåëÿåìîãî ìíîæå-
ñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bc(b− set & c− set→ b ∩ c = seta(a ∈ b & a ∈ c))

èç òåîðåìû
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∀abc(b− set & c− set→ a ∈ b ∩ c↔ a ∈ b & a ∈ c)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà èìååò çàãîëîâîê "ïðèíàäëåæèò", ïðè÷åì åå ïåðâûì îïåðàíäîì ñëóæèò ñèì-
âîë ïåðåìåííîé õ11, íå âõîäÿùåé âî âòîðîé îïåðàíä. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ11 íå âñòðå÷àåòñÿ
ñðåäè ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé äàííîãî ñïèñêà. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
óòâåðæäåíèå "êëàññ(õ11 P )", ãäå P - çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü òåîðåìû. Çàòåì ñîçäà-
åòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ12, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî
âòîðîãî îïåðàíäà îòíîøåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè õ10 âûðàæåíèþ õ14. Îíà ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Âûâîä èç îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðàâåíñòâà ìíî-
æåñòâó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcd(d− set & b− set & c− set & d = b ∩ c↔ ∀a(a ∈ b & a ∈ c↔ a ∈ d))

èç òåîðåìû

∀abc(b− set & c− set→ a ∈ b ∩ c↔ a ∈ b & a ∈ c)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà èìååò çàãîëîâîê "ïðèíàäëåæèò", ïðè÷åì åå ïåðâûì îïåðàíäîì ñëóæèò ñèì-
âîë ïåðåìåííîé õ11, íå âõîäÿùåé âî âòîðîé îïåðàíä. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ11 íå âñòðå÷àåòñÿ
ñðåäè ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé äàííîãî ñïèñêà. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ d.
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "äëÿëþáîãî(õ11 ýêâèâàëåíòíî(P
ïðèíàäëåæèò(õ11 õ14)))", ãäå P - çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàè-
âàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ýêâèâàëåíòíî(ðàâíî(õ14 Q) õ15)", ãäå Q - âòîðîé îïåðàíä
îòíîøåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè õ10. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè
êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ12 è "ìíîæåñòâî(õ14)", à êîíñåêâåíò ðàâåí õ16.
Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Âûâîä èç îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ âêëþ÷åíèÿ ìíî-
æåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abf (a− set & b− set & a ⊆ Dom(f) & f −ôóíêöèÿ→ îáðàç(f, a) ⊆ b↔
∀y(y ∈ a→ f(y) ∈ b))

èç òåîðåìû

∀afx(a− set & f −ôóíêöèÿ & a ⊆ Dom(f)→ x ∈ îáðàç(f, a)
↔ ∃y(y ∈ a & x = f(y)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà èìååò çàãîëîâîê "ïðèíàäëåæèò", ïðè÷åì åå ïåðâûì îïåðàíäîì ñëóæèò ñèì-
âîë ïåðåìåííîé õ11, íå âõîäÿùåé âî âòîðîé îïåðàíä. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ11 íå âñòðå÷àåòñÿ
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ñðåäè ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé äàííîãî ñïèñêà. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåí-
íàÿ b. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü òåîðåìû. Ïåðåìåííîé
õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "äëÿëþáîãî(õ11 åñëè õ15 òî ïðèíàäëåæèò(õ11
õ14))". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ýêâèâàëåíòíî(ñîäåðæèò-
ñÿ(Q õ14) õ16)", ãäå Q - âòîðîé îïåðàíä îòíîøåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè õ10. Çà-
òåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ12
è "ìíîæåñòâî(õ14)", à êîíñåêâåíò ðàâåí õ17. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Âûâîä èç îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ âêëþ÷åíèÿ â ìíî-
æåñòâî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abf (a− set & b− set & f −ôóíêöèÿ→ b ⊆ ïðîîáðàç(f, a)↔ b ⊆ Dom(f) &
îáðàç(f, b) ⊆ a)

èç òåîðåìû

∀afx(f −ôóíêöèÿ & a− set→ x ∈ ïðîîáðàç(f, a)↔ x ∈ Dom(f) & f(x) ∈ a)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà èìååò çàãîëîâîê "ïðèíàäëåæèò", ïðè÷åì åå ïåðâûì îïåðàíäîì ñëóæèò
ñèìâîë ïåðåìåííîé õ11, íå âõîäÿùåé âî âòîðîé îïåðàíä. Ïåðåìåííîé õ12 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ11 íå âñòðå÷à-
åòñÿ ñðåäè ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé äàííîãî ñïèñêà. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ
õ14, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàè-
âàåòñÿ óòâåðæäåíèå "äëÿëþáîãî(õ11 åñëè ïðèíàäëåæèò(õ11 õ14) òî P )", ãäå
P - çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå
"ýêâèâàëåíòíî(ñîäåðæèòñÿ(õ14 Q) õ15)", ãäå Q - âòîðîé îïåðàíä îòíîøåíèÿ
ïðèíàäëåæíîñòè õ10. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëó-
æàò óòâåðæäåíèÿ õ12 è "ìíîæåñòâî(õ14)", à êîíñåêâåíò ðàâåí õ16. Îíà îáðà-
áàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Âûâîä èç îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ íåïåðåñå÷åíèÿ ñ
ìíîæåñòâîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcd(b−set & c−set & d−set→ íåïåðåñåê(d, b∩c)↔ ∀a(a ∈ b & a ∈ c→ ¬(a ∈ d)))

èç òåîðåìû

∀abc(b− set & c− set→ a ∈ b ∩ c↔ a ∈ b & a ∈ c)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà èìååò çàãîëîâîê "ïðèíàäëåæèò", ïðè÷åì åå ïåðâûì îïåðàíäîì ñëóæèò ñèì-
âîë ïåðåìåííîé õ11, íå âõîäÿùåé âî âòîðîé îïåðàíä. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ11 íå âñòðå÷àåòñÿ
ñðåäè ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé äàííîãî ñïèñêà. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ
d. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ16
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ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "äëÿëþáîãî(õ11 åñëè õ15 òî íå(ïðèíàäëåæèò(õ11
õ14)))". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ýêâèâàëåíòíî(íåïåðåñåê(
Q õ14) õ16)", ãäå Q - âòîðîé îïåðàíä îòíîøåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè õ10. Çà-
òåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ12
è "ìíîæåñòâî(õ14)", à êîíñåêâåíò ðàâåí õ17. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

6. Ïîïûòêà àëüòåðíàòèâíîé ñâåðòêè êëàññà, îïðåäåëÿþùåãî îïåðàöèþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀f (f −ôóíêöèÿ→ îáðàç(f,Dom(f)) = Val(f))

èç òåîðåìû

∀af (f −ôóíêöèÿ→ a ∈ Val(f)↔ ∃x(x ∈ Dom(f) & a = f(x)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà èìååò çàãîëîâîê "ïðèíàäëåæèò", ïðè÷åì åå ïåðâûì îïåðàíäîì ñëóæèò ñèì-
âîë ïåðåìåííîé õ11, íå âõîäÿùåé âî âòîðîé îïåðàíä. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ11 íå âñòðå÷àåòñÿ
ñðåäè ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé äàííîãî ñïèñêà. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
òåðì "êëàññ(õ11 P )", ãäå P - çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü òåîðåìû. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è
íà ïðåîáðàçîâàíèå ïðåäïðèíèìàåòñÿ óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ õ14 îòíîñèòåëüíî
ïîñûëîê õ12. Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ16. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì
"îáðàç(f,Dom(f))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ16 ýëåìåíòàðíîå. Ñîçäàåò-
ñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ12, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî
âûðàæåíèÿ õ16 âòîðîìó îïåðàíäó îòíîøåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè õ10. Îíà îáðà-
áàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

7. Ïîïûòêà ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé óñëîâèÿ â ñâî-
ðà÷èâàåìîì êëàññå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ [b, c) = seta(a < c & a− ÷èñëî & b ≤ a))

èç òåîðåìû

∀abc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ a ∈ [b, c)↔ a− ÷èñëî & 0 ≤ a− b & 0 < c− a)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà èìååò çàãîëîâîê "ïðèíàäëåæèò", ïðè÷åì åå ïåðâûì îïåðàíäîì ñëóæèò ñèì-
âîë ïåðåìåííîé õ11, íå âõîäÿùåé âî âòîðîé îïåðàíä. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ11 íå âñòðå÷àåòñÿ
ñðåäè ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé äàííîãî ñïèñêà.

Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷à-
ñòè òåîðåìû. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîñìîòð âõîæäåíèé õ16 â íàáîð õ15. Ïåðåìåí-
íîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå ïî âõîæäåíèþ õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî
ýëåìåíòàðíî, ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ õ11, íå èìååò çàãîëîâêà "íå", ïðè÷åì ãëó-
áèíà âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé õ11 â õ17 áîëüøå åäèíèöû. Òîãäà ðåøàåòñÿ çàäà÷à
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íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ12, óñëîâèÿìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèå õ17 è
âñå óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ õ17 ïî î.ä.ç. Öåëè çàäà÷è -
"ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ11". Îòâåò çà-
äà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ20. Åñëè îí îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", òî
âõîæäåíèå õ16 çàìåíÿåòñÿ íà õ20.

Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà âõîæäåíèé õ16 ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàáîð õ15 áûë èç-
ìåíåí. Ïðè ýòîì âñå ïåðåìåííûå, íà÷èíàÿ ñ õ16, îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû.
Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "êëàññ(õ11 P )", ãäå P - êîíúþíêöèÿ
óòâåðæäåíèé èçìåíåííîãî ñïèñêà õ15. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ12, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âòîðîãî îïåðàíäà îòíîøåíèÿ ïðè-
íàäëåæíîñòè õ10 âûðàæåíèþ õ16. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåî-
ðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Âûâîä òîæäåñòâà äëÿ ãðóïïèðîâêè ïîä îïèñàòåëü.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cfgh(c − set & (h(e) & ¬(f(e) ∈ c)) = g → setd(∃e(d = f(e) & h(e))) \ c =
setd(∃e(d = f(e) & g)))

èç òåîðåìû

∀abc(b− set & c− set→ a ∈ b \ c↔ a ∈ b & ¬(a ∈ c))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìå-
åò çàãîëîâîê "ïðèíàäëåæèò", ïðè÷åì ïåðâûì îïåðàíäîì åå ñëóæèò íåêîòîðàÿ
ïåðåìåííàÿ õ11. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ çàìåíÿþùåé ÷àñòè. Ñðåäè íèõ íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ13 ñ çàãîëîâêîì
"ïðèíàäëåæèò", ïåðâûì îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò òà æå ïåðåìåííàÿ õ11. Â
íàøåì ïðèìåðå õ10 èìååò âèä "a ∈ b\c", õ13 - âèä "a ∈ b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âòî-
ðûì îïåðàíäîì óòâåðæäåíèÿ õ13 ñëóæèò íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ14, âõîäÿùàÿ
â õ10. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - a, õ14 - b. Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå A, B, C,D, E,
íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî ïåðåìåííûå d, e, f, g, h.
Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "setA(∃B(A = C(B) & E(B)))". Ïå-
ðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "C(B)". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâà-
åòñÿ êîíúþíêöèÿ îòëè÷íûõ îò õ13 ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå -
"¬(a ∈ c)". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â õ20 âûðà-
æåíèÿ õ19 âìåñòî ïåðåìåííîé õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "¬(f(e) ∈ c)". Ïåðåìåí-
íîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "ðàâíî(è(E(B)õ21) D)". Â íàøåì ïðèìåðå - òåðì
"(h(e) & ¬(f(e) ∈ c)) = g".

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ18
âìåñòî ïåðåìåííîé õ14 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå îí
ñîñòîèò èç äâóõ óòâåðæäåíèé: "setd(∃e(d = f(e) & h(e)))− set", "c− set". Ïåðå-
ìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âî âòîðîé îïåðàíä óòâåðæäå-
íèÿ õ10 âûðàæåíèÿ õ18 âìåñòî ïåðåìåííîé õ14. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ
òåðì "ðàâíî(õ24 setA(∃B(A = C(B) & D)))". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò îáðàáîòêè íàáîðà õ23 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî
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ïàðàìåòðîâ òåðìà õ25. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåð-
ìà õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - c, f, g, h. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ
ñî ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêîé õ27, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ
õ26 è õ22, à êîíñåêâåíòîì - õ25. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèí-
ñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "ñì(êîðî÷å(D H))", ãäå H - ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà
õ22.

Ïðèìåðêà îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè áåñêâàíòîðíî îïðåäåëÿåìîìó ìíî-
æåñòâó íà ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè ðàçäåëà

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abmn(a− öåëîå & b− öåëîå & m− öåëîå & n− öåëîå→ (a + b) ∈ {m, . . . , n} ↔
a ∈ {m− b, . . . , n− b})
èç òåîðåìû

∀mnx(m− öåëîå & n− öåëîå→ x ∈ {m, . . . , n} ↔ x− öåëîå & 0 ≤ x−m & 0 ≤ n− x)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà
èìååò çàãîëîâîê "ïðèíàäëåæèò", ïðè÷åì ïåðâûì îïåðàíäîì åå ñëóæèò íåêîòîðàÿ
ïåðåìåííàÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ x. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà èìååò
õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêàìè "è", "îïðåäåëåíèå". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ13 - ñïèñîê àíòå-
öåäåíòîâ òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 íå âõîäèò â ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé õ13.
Ñðåäè óòâåðæäåíèé õ12 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ14 âèäà P (õ11), ãäå P - íàçâàíèå
òèïà îáúåêòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "öåëîå". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê, ïîëó÷åííûé äîáàâëåíèåì ê P âñåõ åãî íàäòèïîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ16
ñîñòîèò èç ñèìâîëîâ "öåëîå", "ðàöèîíàëüíîå", "÷èñëî", "êîìïëåêñíîå".

Ïåðåìåííàÿ õ17 ïåðå÷èñëÿåò ïî âîçðàñòàíèþ ðàçäåëû, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ ñèìâîë
P . Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïîíÿòèé ðàçäåëà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå õ17
- "ýëåìåíòàðíàÿàëãåáðà". Â ñïèñêå õ18 âûáèðàåòñÿ ñèìâîë õ19 îïåðàöèè, òèï çíà÷å-
íèÿ êîòîðîé ïðèíàäëåæèò ñïèñêó õ20, ïðè÷åì àðíîñòü õ21 ýòîé îïåðàöèè îòëè÷íà
îò 0 è îò ñèìâîëà "íàòóðàëüíîå". Â íàøåì ïðèìåðå õ19 - ñèìâîë "ïëþñ", õ21 = 2.

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê èç õ21 ïåðåìåííîé, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, b. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
óòâåðæäåíèé âèäà "P (X)", ãäå X - ýëåìåíò ñïèñêà õ22. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 ñîñòîèò
èç óòâåðæäåíèé "a−öåëîå", "b−öåëîå". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå
"P (T )", ãäå T - ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ19 ïåðåìåííûõ õ22. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "(a+ b)−öåëîå". Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî
õ24 è âñå ñîïðîâîæäàþùèå õ24 ïî î.ä.ç. óòâåðæäåíèÿ ñóòü ñëåäñòâèÿ óòâåðæäåíèé
õ23.

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ T âìåñòî
ïåðåìåííîé õ11 â óòâåðæäåíèÿ õ12. Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ27 ñïèñêà õ22. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê õ26
óòâåðæäåíèÿ "P (õ27)". Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèÿ "a − öåëîå". Ïåðåìåííîé
õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ13 óòâåðæäåíèé P (X) äëÿ âñåõ
îòëè÷íûõ îò õ27 ïåðåìåííûõ íàáîðà õ22.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ30, èìåþùàÿ ïîñûëêè õ29, óñëîâèÿ õ28 è öåëè "ïîë-
íûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ27". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü
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"m − öåëîå", "n − öåëîå", "b − öåëîå". Óñëîâèÿ - "a − öåëîå", "(a + b) − öåëîå",
"0 ≤ (a + b)−m", "0 ≤ n− (a + b)". Íåèçâåñòàÿ - a. Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ31. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "a−öåëîå & m−b ≤ a & a ≤ n−b & m−b ≤ n−b".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "èëè" è íå
èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâ-
íûõ ÷ëåíîâ îòâåòà. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäñïèñîê ñïèñêà õ32, îáðàçîâàí-
íûé óòâåðæäåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè ïåðåìåííóþ õ27.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíúþíêöèÿ íå âîøåäøèõ â õ33 óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ32 ÿâëÿåò-
ñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ29 è õ33. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå
"êëàññ(õ27 Q)", ãäå Q - êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ33. Â íàøåì ïðèìåðå õ34 èìååò
âèä "seta(a−öåëîå & m−b ≤ a & a ≤ n−b)". Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ õ34 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ29 ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì "{m − b, . . . , n − b}". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ36 ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè â çàìåíÿåìóþ ÷àñòü òåîðåìó âûðàæåíèÿ T âìåñòî ïåðåìåííîé õ11. Â
íàøåì ïðèìåðå èìååì "(a + b) ∈ {m, . . . , n}". Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâè-
âàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèÿ õ37 óòâåðæäåíèþ "ïðèíàäëåæèò(õ27 õ36)". Ïåðåìåííîé
õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ13 âñåâîçìîæíûõ óòâåðæäåíèé
P (X), ãäå X - ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ22. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåí-
òàìè õ39 è êîíñåêâåíòîì õ38. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè
äàííîé èìïëèêàöèè îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ðàññìàòðèâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà
"îïðåäåëåíèå(R)" èñõîäíîé òåîðåìû. Îïðåäåëÿåòñÿ çàãîëîâîê s ïîäòåðìà òåðìà R,
èìåþùåãî ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "íîìåðà". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ñèìâîë s âñòðå÷àåòñÿ â òåîðåìå õ40. Ïîñëå ýòîãî òåîðåìà õ40 ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

3.85 Õàðàêòåðèñòèêà "ïðîïîðöèÿ"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ïðîïîðöèÿ(õ1 õ2)" ñíàáæàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè
äëÿ ÷èñëîâûõ àòîìîâ õ1, õ2.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Âûâîä ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè èç íåñêîëüêèõ äðóãèõ ñîîòíîøåíèé
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdABCDEF (¬(A = C) & ¬(A = F ) & ¬(B = C) & ¬(B = D) &
¬(C = E) & ¬(ïðÿìàÿ(AC) = ïðÿìàÿ(BC)) & al(AF ) = bl(DF ) &
cl(CE) = dl(AE) & D ∈ îòðåçîê(BC) & E ∈ îòðåçîê(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
F ∈ ïðÿìàÿ(BE) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà→
(bd− ac)l(BD) = acl(CD))

èç òåîðåìû

∀ABCDEF (A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
F − òî÷êà & ¬(B = C) & ¬(A = C) & ¬(B = D) & E ∈ îòðåçîê(AC) &
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D ∈ îòðåçîê(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & F ∈ ïðÿìàÿ(BE) & ¬(ïðÿìàÿ(AC) =
ïðÿìàÿ(BC))→ l(AF )l(BD)l(CE) = l(DF )l(BC)l(AE))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîí-
ñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò íå ìåíåå 5 ýëåìåíòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå -
øåñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ñïèñêà õ10 èìååòñÿ õàðàêòåðè-
ñòèêà "ïðîïîðöèÿ(. . .)", ñîäåðæàùàÿ ýòîò ýëåìåíò. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 òåðìîâ "àêòèâ(T )" äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ
T íàáîðà õ10.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ12, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü òåðìû õ11, à öåëè
- "èçâåñòíî", "òåîðâûâîä", "íåèçâåñòíûå X". Çäåñü X - âñå ïàðàìåòðû ïîñûëîê
õ11. Ïîñëå ýòîãî ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàð (Q1, Q2), ãäå Q1 -
÷èñëîâîé àòîì íàáîðà õ10, äëÿ êîòîðîãî â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è õ12 èìååòñÿ
ðàâåíñòâî åãî ñóììå Q2 äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, ïðè÷åì îäèí èç íèõ ïðèíàä-
ëåæèò ñïèñêó õ10, à äðóãîé - íå ïðèíàäëåæèò. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 èìååò
åäèíñòâåííóþ ïàðó (l(BC), l(BD) + l(CD)).

Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò õ9. Åñëè ñïèñîê õ14 íåïóñò, òî ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ çàìåíà â õ15 âñåõ ïîäòåðìîâ - ïåðâûõ ýëåìåíòîâ ïàð õ14 íà âòîðûå
ýëåìåíòû ýòèõ ïàð. Ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ
ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Â íàøåì ïðèìåðå õ15 ïðèîáðåòàåò âèä "l(AF )l(BD)l(CE)
= l(AE)l(BD)l(DF ) + l(AE)l(CD)l(DF )". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ íà-
áîð ñëàãàåìûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà õ15, ïðè÷åì ñëàãàåìûå ïðàâîé ÷àñòè áåðóòñÿ ñî
çíàêîì "ìèíóñ". Â íàøåì ïðèìåðå õ16 ñîñòîèò èç òðåõ âûðàæåíèé "l(AF )l(BD)·
l(CE)", "−l(AE)l(BD)l(DF )", "−l(AE)l(CD)l(DF )". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâà-
èâàþòñÿ ñïèñêè ñîìíîæèòåëåé ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ16. Çíàê "ìèíóñ" îòáðàñû-
âàåòñÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 ñîñòîèò èç òðåõ òðîåê: "l(AF ), l(BD), l(CE)",
"l(AE), l(BD), l(DF )", "l(AE), l(CD), l(DF )". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð ÷èñëîâûõ àòîìîâ òåðìà õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(AF ), l(BD), l(CE),
l(AE), l(DF ), l(CD)".

Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ20 òàêèõ ïàð íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ ñïèñêà
õ19, äëÿ êîòîðûõ ñïèñîê ïîñûëîê çàäà÷è õ12 èìååò óòâåðæäåíèå, ñîäåðæàùåå
ýòè àòîìû è íå ñîäåðæàùåå ïðî÷èõ àòîìîâ èç õ19. Ïåðåñå÷åíèå ïàð ïî ýëå-
ìåíòàì ñïèñêà õ19 íå äîïóñêàåòñÿ (åñëè îí åñòü, ïàðà íå äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñ-
êó õ20). Â íàøåì ïðèìåðå õ20 ñîñòîèò èç ïàð "l(AF ), l(DF )", "l(BD), l(CD)",
"l(CE), l(AE)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò íàáîðà õ19 âîøåë â íåêîòîðóþ ïàðó ñïèñêà
õ20. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî êàæäàÿ ïàðà íàáîðà õ20 ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäûì
íàáîðîì ñïèñêà õ17 ðîâíî ïî îäíîìó ýëåìåíòó.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðàÿ ïàðà õ21 íàáîðà õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(BD),
l(CD)". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû.
Ââîäÿòñÿ ïóñòûå íàêîïèòåëè õ23 è õ24. Â íàêîïèòåëü õ23 áóäóò çàíîñèòüñÿ
äîïîëíèòåëüíûå àíòåöåäåíòû, â íàîêïèòåëü õ24 - ïàðû äëÿ çàìåíû ïîäòåðìîâ
òåðìà õ15 íà âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå.
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Íà÷èíàåòñÿ öèêë ïðîñìîòðà îòëè÷íûõ îò õ21 ïàð õ25 íàáîðà õ20. Âûáèðàþòñÿ
äâå ïåðåìåííûå u, v, íå âõîäÿùèå â ñïèñîê õ22. Ýòè ïåðåìåííûå ñðàçó æå äî-
áàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó õ22. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî "uP = vQ,
ãäå P, Q - ïåðâûé è âòîðîé ýëåìåíòû ïàðû õ25. Ê ñïèñêó õ23 äîáàâëÿþòñÿ ðà-
âåíñòâî õ27 è óòâåðæäåíèÿ "¬(P = 0)", "u− ÷èñëî", "v− ÷èñëî". Ê ñïèñêó õ24
äîáàâëÿþòñÿ ïàðû (P, v) è (Q, u). Äàëåå - ïåðåõîä ê î÷åðåäíîé ïàðå õ25.

Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà ïàð õ25 âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ25 ñíîâà îêà-
çûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â
òåðìå õ15 ïåðâûõ ýëåìåíòîâ ïàð õ24 íà âòîðûå ýëåìåíòû. Â ðåçóëüòàòå â íà-
øåì ïðèìåðå èìååì: "bl(BD)d = cl(BD)a + cl(CD)a". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ,
àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ8 è õ23, à êîíñåêâåíò - õ25. Îíà îáðà-
áàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà ÷èñëîâûõ àòîìîâ, âûðàçèìûõ ñ ïîìîùüþ ïðîïîðöèè ÷å-
ðåç ðàâíûå ÷èñëîâûå àòîìû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdef (¬(a = b) & ¬(a = c) & ¬(b = c) & ¬(d = f) & ¬(e ∈ ïðÿìàÿ(df)) &
l(ac) = l(df) & ∠(acb) = ∠(dfe) & ∠(bac) = ∠(edf) & a− òî÷êà & b− òî÷êà &
c− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà & f − òî÷êà→ l(bc) = l(ef))

èç òåîðåìû

∀abc(¬(a = b) & ¬(a = c) & ¬(b = c) & a − òî÷êà & b − òî÷êà & c − òî÷êà →
sin(∠(acb) + ∠(bac))l(bc) = sin(∠(bac))l(ac))

Òåêóùàÿ õàðàêòåðèñòèêà - "ïðîöîðöèÿ(l(bc), l(ac))". Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê îïåðàíäîâ òåêóùåé õà-
ðàêòåðèñòèêè. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(bc), l(ac)". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð ñîìíîæèòåëåé ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, ïåðåìåííîé õ12 -
íàáîð ñîìíîæèòåëåé ïðàâîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáùåå ÷èñëî õàðàêòåðè-
ñòèê "ïðîïîðöèÿ(. . .)" ó òåîðåìû íå áîëåå 2. Â íàøåì ïðèìåðå îíî ðàâíî 1.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íèêàêîé àíòåöåäåíò òåîðåìû íå ñîäåðæèò âñåõ åå ïåðåìåí-
íûõ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî
ïàðàìåòðû ñîäåðæàò âñå ïåðåìåííûå òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè íåâûðîæäåííûå
è êàæäûé èõ êîðíåâîé îïåðàíä - ïåðåìåííàÿ. Â ñïèñêå õ14 âûáèðàåòñÿ ÷èñëî-
âîé àòîì õ15, âõîäÿùèé â ñïèñîê õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(bc)". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ15 âõîäèò ëèáî â õ11, ëèáî â õ12, ïðè÷åì â ïåðâîì ñëó÷àå ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ íàáîðà õ11, à âî âòîðîì - ñïèñîê
îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ íàáîðà õ12.

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå ðàâåíñòâà íóëþ ïðîèçâåäåíèÿ âûðà-
æåíèé õ16. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ óòâåðæäåíèÿ
õ17 âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ8. Â
íàøåì ïðèìåðå õ19 èìååò âèä "¬(b ∈ ïðÿìàÿ(ac))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ19
íå èìååò ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ
èç ñïèñêà õ14 ýëåìåíòà õ15. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ
èñõîäíîé òåîðåìû. Âûáèðàåòñÿ ñïèñîê õ22 ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â õ21 è
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èìåþùèé òó æå äëèíó, ÷òî õ21. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêà õ8 ñ íàáîðîì êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ19. Ïåðåìåííîé õ24
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèÿ õ23 ïåðåìåííûõ
õ22 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ21, ïåðåìåííîé õ25 - ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ òàêîé æå ïîä-
ñòàíîâêè â àòîìû íàáîðà õ20. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàâåíñòâ
àòîìîâ íàáîðà õ20 ñîîòâåòñòâóþùèì àòîìàì íàáîðà õ25. Ïåðåìåííîé õ27 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ23, õ24 è õ26. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ õ22 âìåñòî õ21 â àòîì õ15. Ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ27 è êîíñåêâåíòîì "ðàâíî(õ15 õ28)". Îíà îáðàáà-
òûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Èñïîëüçîâàíèå íåîäíîçíà÷íîé îïðåäåëèìîñòè îáúåêòîâ äëÿ äâóêðàòíîãî ïðè-
ìåíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABCDE(¬(a = A) & ¬(a = D) & ¬(b = B) & ¬(A = B) & ¬(A = D) &
¬(A = E) & ¬(B = C) & ¬(ïðÿìàÿ(AD) = ïðÿìàÿ(AE)) & a ∈ ïðÿìàÿ(DE) &
b ∈ ïðÿìàÿ(aA) & b ∈ ïðÿìàÿ(BC) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) & C ∈ ïðÿìàÿ(AE) &
a− òî÷êà & b− òî÷êà & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
E − òî÷êà & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(DE)→ l(bB)l(DE) = l(aD)l(BC))

èç òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(A = E) & ¬(B = C) & ¬(D = E) & ¬(A = D) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & C ∈ ïðÿìàÿ(AE) &
¬(ïðÿìàÿ(AE) = ïðÿìàÿ(AD))→ l(AB)l(DE) = l(AD)l(BC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) & ¬(B = C) &
A ∈ ïðÿìàÿ(BC)→ ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(BC))

Òåêóùàÿ õàðàêòåðèñòèêà - "ïðîïîðöèÿ(l(DE), l(BC))". Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê îïåðàíäîâ òåêóùåé õà-
ðàêòåðèñòèêè. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(DE), l(BC)". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íàáîð ñîìíîæèòåëåé ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, ïåðåìåííîé
õ12 - íàáîð ñîìíîæèòåëåé ïðàâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðå-
ñå÷åíèå ñïèñêîâ õ11 è õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî îäíîýëåìåíòíî, è ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(DE)". Àíàëîãè÷íî, ïå-
ðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ õ12 è õ10; ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíî îäíîýëåìåíòíî, è ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "l(BC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêè âûðàæåíèé õ14 è õ16 îäèíàêîâû.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ11 è õ12 äâóõýëåìåíòíûå. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ11, îòëè÷íûé îò õ14, ïåðåìåííîé õ18 - ýëåìåíò ñïèñêà
õ12, îòëè÷íûé îò õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 - "l(AB)", õ18 - "l(AD)". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "÷èñëîâîéàòîì" è ÷òî ïàðàìåòðû
åå àíòåöåäåíòîâ âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðå-
äè àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû íåò ðàâåíñòâ. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå àíòåöåäåíòà ñ
çàãîëîâêîì "ýêâóãëû".
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Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ21 - ñïèñîê
åãî ïàðàìåòðîâ. Âûáèðàåòñÿ ïàðàìåòð õ22 âûðàæåíèÿ õ14, èìåþùèé åäèíñòâåí-
íîå âõîæäåíèå â òåðì õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ E. Âûáèðàåòñÿ ïà-
ðàìåòð õ23 òåðìà õ16, òîæå èìåþùèé åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â õ20. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ C. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ îòëè÷íàÿ îò õ22 è õ23 ïåðå-
ìåííàÿ õ24 ñïèñêà õ21 èìååò áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ â õ20.

Âûáèðàåòñÿ àíòåöåäåíò õ24, â íåì âûäåëÿåòñÿ âõîæäåíèå õ25 ïåðåìåííîé õ22,
è ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ26, îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò âõîæäåíèå õ25.
Â íàøåì ïðèìåðå õ24 - óòâåðæäåíèå "ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(BC)", õ26 - âõî-
æäåíèå âûðàæåíèÿ "ïðÿìàÿ(DE)". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî
âõîæäåíèþ õ26. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðÿìàÿ". Ñïðàâî÷íèê "âàðüèðòåðìà" îïðå-
äåëÿåò ïî õ27 íàáîð õ28 íîìåðîâ îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ26, äëÿ êîòîðûõ âîç-
ìîæíî âàðüèðîâàíèå, íå èçìåíÿþùåå çíà÷åíèÿ ïîäòåðìà õ26. Â íàøåì ïðèìå-
ðå ìîæíî âàðüèðîâàòü îáå òî÷êè, ïî êîòîðûì îïðåäåëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, òàê ÷òî
õ28 ñîñòîèò èç 1 è 2. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàáîð õ28 îïðåäåëèòü óäàëîñü è ÷òî
íîìåð îïåðàíäà õ25 âõîæäåíèÿ õ26 ïðèíàäëåæèò ýòîìó íàáîðö. Ïåðåìåííîé
õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ26. Â íàøåì ïðèìåðå - âûðàæåíèå "ïðÿìàÿ(DE)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ23 íå âõîäèò â õ29.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ30 ïåðåìåííîé õ23 â óòâåðæäåíèå õ24 è îïðåäå-
ëÿåòñÿ âõîæäåíèå õ31, îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò õ30. Â íàøåì ïðèìåðå õ31
- âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "ïðÿìàÿ(BC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ31
ðàñïîëîæåí ñèìâîë õ27 è ÷òî íîìåð îïåðàíäà õ30 âõîæäåíèÿ õ31 ïðèíàäëå-
æèò ñïèñêó õ28. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ31. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïåðåìåííàÿ õ22 íå âõîäèò â õ32.

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "âàðòåîð" îïðåäåëÿåò ïî õ27 óêàçàííóþ âûøå äî-
ïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ïåðåìåííûõ X, Y ,
íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, b. Ïåðå-
ìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â òåðì õ29 ïåðåìåííîé X
âìåñòî õ22. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì "ïðÿìàÿ(Da)". Ïåðåìåííîé õ37 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ29 è õ36. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ
êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ39 - ñïèñîê åãî ïàðàìåò-
ðîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ37 èìååò âèä "ïðÿìàÿ(DE) = ïðÿìàÿ(Da)", õ38 -
âèä "ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(BC)". Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïå-
ðåìåííûõ õ39, óíèôèöèðóþùàÿ ðàâåíñòâà õ37 è õ38. Ïåðåìåííîé õ41 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâ-
êè â âûðàæåíèå õ32 ïåðåìåííîé Y âìåñòî ïåðåìåííîé õ23. Ïåðåìåííîé õ43
ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ32 è õ42. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî
"ïðÿìàÿ(BC) = ïðÿìàÿ(Bb)". Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà R âìåñòî ïåðåìåííûõ
õ39, óíèôèöèðóþùàÿ ðàâåíñòâà õ38 è õ43. Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R ê àíòåöåäåíòàì äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû.

Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îòëè÷íûõ îò õ24 àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé
òåîðåìû, ñîäåðæàùèõ õîòÿ áû îäíó èç ïåðåìåííûõ õ22, õ23. Ïåðåìåííîé õ47
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèÿ õ46 ïåðåìåííûõ
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X, Y âìåñòî ïåðåìåííûõ õ22, õ23. Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíå-
íèå ñïèñêîâ õ8, õ47, õ41, õ45 ñ îòðèöàíèÿìè ðàâåíñòâà íóëþ âûðàæåíèé õ17
è õ18. Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â âûðàæåíèå õ14
ïåðåìåííîé X âìåñòî õ22, ïåðåìåííîé õ50 - ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â âûðàæå-
íèå õ16 ïåðåìåííîé Y âìåñòî õ23. Ïåðåìåííîé õ51 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå
"ðàâíî(óìíîæåíèå(õ14 õ50) óìíîæåíèå(õ16 õ49))". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ48 è êîíñåêâåíòîì õ51. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Îòîæäåñòâëåíèå ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ â ñîîòíîøåíèè ïðîïîðöè-
îíàëüíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDE(¬(A = B) & ¬(A = E) & ¬(B = C) & ¬(ïðÿìàÿ(AD) = ïðÿìàÿ(AE)) &
l(AB) = l(AD) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) & C ∈ ïðÿìàÿ(AE) & A− òî÷êà &
B−òî÷êà & C−òî÷êà & D−òî÷êà & E−òî÷êà & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(DE)→
l(DE) = l(BC))

èç òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(A = E) & ¬(B = C) & ¬(D = E) & ¬(A = D) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & C ∈ ïðÿìàÿ(AE) & ¬(ïðÿìàÿ(AE) =
ïðÿìàÿ(AD))→ l(AB)l(DE) = l(AD)l(BC))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ïðîïîðöèÿ(l(AB), l(AD))".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê
÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè íåâûðîæäåííûå è ÷òî
èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî 4. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 ñîñòîèò èç àòîìîâ l(AB), l(DE),
l(AD), l(BC). Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îïåðàíäîâ òåêóùåé õàðàê-
òåðèñòèêè. Â íàøåì ïðèìåðå - l(AB), l(AD). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 âêëþ÷àåòñÿ
â ñïèñîê õ10. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ñîìíîæèòåëåé ëåâîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ13 - íàáîð ñîìíîæèòåëåé ïðàâîé
÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáà ñïèñêà õ12, õ13 âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ10. Ïåðåìåí-
íîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ12 è õ11, ïåðåìåííîé õ15 - ðàçíîñòü
ñïèñêîâ õ13 è õ11. Îáà ýòè ñïèñêè îäíîýëåìåíòíû; ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ýëìåíò ñïèñêà õ14, à ïåðåìåííîé õ17 - ýëåìåíò ñïèñêà õ15. Â íàøåì ïðèìåðå
õ16 - âûðàæåíèå l(DE), à õ17 - l(BC). Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ11 è îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà ïåðâî-
ãî èç ýòèõ âûðàæåíèé íóëþ. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæå-
íèé õ16 è õ17. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì
"íîðìàíòåöåäåíòû"ñïèñêà õ18 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ19. Ñîçäàåò-
ñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ20 è êîíñåêâåíòîì õ19. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà èñêëþ÷åíèÿ îòíîøåíèÿ äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(B = C) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(BC)) &
∠(ABD) = ∠(CBD) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà→ 2 cos(∠(CBD))l(AB)l(BC) = (l(AB) + l(BC))l(BD))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(B = C) &
¬(A = B) & ∠(ABD) = ∠(DBC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) =
ïðÿìàÿ(BC))→ l(AB)l(CD) = l(AD)l(BC))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ïðîïîðöèÿ(l(CD), l(AD))".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê
îïåðàíäîâ òåêóùåé õàðàêòåðèñòèêè. Â íàøåì ïðèìåðå - l(CD), l(AD). Ïåðåìåí-
íîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ñîìíîæèòåëåé ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåí-
òå òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð ñîìíîæèòåëåé ïðàâîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòè íàáîðû äâóõýëåìåíòíûå. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå
ñïèñêîâ õ11 è õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî îäíîýëåìåíòíîå, è ïåðåìåííîé õ14 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ õ12
è õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî îäíîýëåìåíòíîå, è ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - "l(CD)", õ16 - "l(AD)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
çàãîëîâêè âûðàæåíèé õ14 è õ16 ñîâïàäàþò. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îò-
ëè÷íûé îò õ14 ýëåìåíò íàáîðà õ11, ïåðåìåííîé õ18 - îòëè÷íûé îò õ16 ýëåìåíò
íàáîðà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 - "l(AB)", õ18 - "l(BC)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ âñòðå÷àþòñÿ â êîíñåêâåíòå. Ïå-
ðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàâåíñòâ, âñòðå÷àþùèõñÿ ñðåäè àíòåöåäåí-
òîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííîå ðàâåíñòâî
"∠(ABD) = ∠(DBC)". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â ðàâåíñòâàõ õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(ABD)", "∠(DBC)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè ÷èñëîâûå àòîìû íåâûðîæäåííûå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íè
îäèí èç àòîìîâ ñïèñêà õ20 íåñîäåðæèò âñåõ ïåðåìåííûõ òåêóùåé õàðàêòåðè-
ñòèêè.

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ïåðåìåííûõ X, Y , íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, b. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 óòâåðæäåíèé "ðàâíî(õ14 X)", "ðàâíî(õ16 Y )",
"ðàâíî(óìíîæåíèå(X õ17)óìíîæåíèå(Y õ18))". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâà-
íèå õ23, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ22. Åå öåëè - "èçâåñòíî",
"òåîðåìà", "íåèçâåñòíûå Z", "èñêëþ÷ X Y ".

Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü: "l(AB) = a", "l(BC) = b", "al(CD) = bl(AD)",
"A− òî÷êà", "B − òî÷êà", "C − òî÷êà", "D− òî÷êà", "¬(B = C)", "¬(A = B)",
"∠(ABD) = ∠(DBC)", "D ∈ ïðÿìàÿ(AC)", "¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(BC))".
Íåèçâåñòíûå - a, b, A,B,C, D, ïðè÷åì èìååòñÿ öåëü "èñêëþ÷ a b".

Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è õ23 âûáèðàåòñÿ åå ïîñûëêà õ25, ñîäåðæàùàÿ ñèìâîë
"ðàâíî", èìåþùàÿ êîììåíòàðèé ñ çàãîëîâêîì "ñëåäñòâèå" è íå ñîäåðæàùàÿ ïå-
ðåìåííûõ X, Y . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñûëêà õ25 ñîäåðæèò âñå ïàðàìåòðû êîíñå-
êâåíòà òåîðåìû, ïðè÷åì êàæäûé åå äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì.
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Â íàøåì ïðèìåðå õ25 èìååò âèä "2 cos(∠(ABD))l(AB)l(BC) − l(AB)l(BD) −
l(BC)l(BD) = 0 ∨ −l(AB) + l(BC) = 0".

Äàëåå, åñëè ïîñûëêà õ25 èìååò çàãîëîâîê "èëè", ðåàëèçóåòñÿ öèêë åå êîððåê-
öèé. Åñëè ñðåäè äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ òåðìà õ25 èìååòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ
ðàçíîñòè äâóõ âûðàæåíèé P, Q, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåçóëüòàò R óäàëåíèÿ â
õ25 äàííîãî äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà U . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå èç âûðàæåíèé
P, Q âñòðå÷àåòñÿ â R. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî R ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì àíòåöåäåíòîâ
òåîðåìû è ðàâåíñòâà U . Çàòåì õ25 çàìåíÿåòñÿ íà R. Åñëè õ25 ïî-ïðåæíåìó
ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêöèåé, ïîïûòêà ïîâòîðÿåòñÿ.

Ïî îêîí÷àíèè óêàçàííîãî öèêëà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ25 - ðàâåíñòâî. Â íàøåì ïðè-
ìåðå îíî èìååò âèä "2 cos(∠(ABD))l(AB)l(BC)− l(AB)l(BD)− l(BC)l(BD) =
0". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ8 è êîíñåêâåíòîì õ25. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Èçâëå÷åíèå èç ñîîòíîøåíèÿ ïîðîïîðöèîíàëüíîñòè ñîîòíîøåíèÿ, ïîçâîëÿþùåãî
âûðàçèòü íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì ÷åðåç ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABC(¬(A = B) & ¬(A = C) & al(AC) = bl(AB) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)→
b = a tg(∠(ABC)))

èç òåîðåìû

∀ABC(A−òî÷êà& B−òî÷êà& C−òî÷êà& ¬(A = C) & ¬(A = B) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥
ïðÿìàÿ(AC)→ l(AC) = tg(∠(ABC))l(AB))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ïðîïîðöèÿ(l(AC), l(AB))".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê îïå-
ðàíäîâ òåêóùåé õàðàêòåðèñòèêè. Â íàøåì ïðèìåðå - l(AC), l(AB). Ïåðåìåííîé
õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ñîìíîæèòåëåé ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå
òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð ñîìíîæèòåëåé ïðàâîé ÷àñòè. Â ïåðåñå÷åíèè
ñïèñêîâ õ11 è õ9 âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ13, â ïåðåñå÷åíèè ñïèñêîâ õ12 è õ9 -
ýëåìåíò õ14, îòëè÷íûé îò õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - "l(AC)", õ14 - "l(AB)".
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ11, îòëè÷íûõ
îò õ13; ïåðåìåííîé õ16 - ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ12, îòëè÷íûõ îò õ14.
Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - åäèíèöà, õ16 - "tg(∠(ABC))". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëîâûõ àòîìîâ âûðàæåíèé õ15 è õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò
ñïèñîê îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ18 èìååò âèä "∠(ABC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëîâîé àòîì õ18
íåâûðîæäåííûé.

Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X,Y , íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííûå a, b. Ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà "óñìíå0" óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî
çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ õ14 íå ðàâíî 0. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåð-
æäåíèå "ðàâíî(óìíîæåíèå(X õ13) óìíîæåíèå(Y õ14))". Â íàøåì ïðèìåðå -
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"al(AC) = bl(AB)". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ðàâíî(óìíî-
æåíèå(Y õ15) óìíîæåíèå(X õ16))". Â íàøåì ïðèìåðå - "b · 1 = a tg(∠(ABC))".

Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ8, "÷èñ-
ëî(X)", "÷èñëî(Y )" è õ21, à êîíñåêâåíòîì - õ22. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòî-
ðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòå-
ðèñòèêîé "÷èñëñâÿç".

2. Ôèêñàöèÿ îòíîøåíèÿ äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ ÷åðåç ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòè â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abdefg(¬(d = g) & ¬(e = f) & ¬(e = g) & ¬(f = g) & al(de) = bl(ef) &
e ∈ îòðåçîê(df) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & d− òî÷êà & e− òî÷êà &
f − òî÷êà & g − òî÷êà→ b sin(∠(egf))l(fg) = a sin(∠(dge))l(dg))

èç òåîðåìû

∀defg(f − òî÷êà & d− òî÷êà & ¬(d = g) & ¬(e = g) & ¬(f = g) &
e ∈ îòðåçîê(df) & e− òî÷êà & g − òî÷êà→ sin(∠(egf))l(de)l(fg) =
sin(∠(dge))l(dg)l(ef))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ïðîïîðöèÿ(l(de), l(ef))".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà èìååò íå áîëåå 4 ïåðåìåííûõ, à ÷èñëî åå õàðàêòåðè-
ñòèê ñ çàãîëîâêîì "ïðîïîðöèÿ" íå ìåíåå 4. Â íàøåì ïðèìåðå - ðîâíî 4. Ïåðå-
ìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îïåðàíäîâ òåêóùåé õàðàêòåðèñòèêè. Â íàøåì
ïðèìåðå - l(de), l(ef). Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ñîìíîæèòåëåé ëå-
âîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð ñîìíîæè-
òåëåé ïðàâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ õ11 è
õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî îäíîýëåìåíòíîå, è ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî
ýëåìåíò. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ õ12 è õ10. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îíî îäíîýëåìåíòíîå, è ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò.
Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - "l(de)", õ16 - "l(ef)".

Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X, Y , íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííûå a, b. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ðàâíî(óì-
íîæåíèå(X õ15) óìíîæåíèå(Y õ16))". Â íàøåì ïðèìåðå - "al(de) = bl(ef)".
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ðàâíî(óìíîæåíèå(Y P ) óìíîæå-
íèå(X Q))", ãäå P - ïðîèçâåäåíèå îòëè÷íûõ îò õ15 âûðàæåíèé ñïèñêà õ11, Q
- ïðîèçâåäåíèå îòëè÷íûõ îò õ16 ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ19
èìååò âèä "b sin(∠(egf))l(fg) = a sin(∠(dge))l(dg))".

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ8 ñ óòâåðæäåíèÿìè õ18,
"÷èñëî(X)", "÷èñëî(Y )", "íå(ðàâíî(õ16 0))". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àí-
òåöåäåíòàìè õ20 è êîíñåêâåíòîì õ19. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Ïîïûòêà îòáðîñèòü èçáûòî÷íîå îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé â àíòåöåäåí-
òàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abdefg(¬(d = g) & ¬(e = g) & ¬(f = g) & al(de) = bl(ef) &
e ∈ îòðåçîê(df) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & d− òî÷êà & e− òî÷êà &
f − òî÷êà & g − òî÷êà→ b sin(∠(egf))l(fg) = a sin(∠(dge))l(dg))

èç òåîðåìû

∀abdefg(¬(d = g) & ¬(e = f) & ¬(e = g) & ¬(f = g) & al(de) = bl(ef) &
e ∈ îòðåçîê(df) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & d− òî÷êà & e− òî÷êà &
f − òî÷êà & g − òî÷êà→ b sin(∠(egf))l(fg) = a sin(∠(dge))l(dg))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ïðîïîðöèÿ(l(fg), l(dg))". Ýòà òåîðåìà áûëà âûâåäåíà â ïðåäû-
äóùåì ïðèìåðå.

Ïðèåì óæå âñòðå÷àëñÿ ðàíåå â ñâÿçè ñ äðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Äëÿ óäîá-
ñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî îïèñàíèå. Ñðåäè àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû âûáèðàåòñÿ
óòâåðæäåíèå õ10 âèäà "¬(x = t)", ãäå x - ïåðåìåííàÿ, íå âñòðå÷àþùàÿñÿ â
âûðàæåíèè t. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äàííîå óòâåðæäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñîïðîâîæäà-
þùèì ïî î.ä.ç. äëÿ êîíñåêâåíòà ëèáî äðóãèõ àíòåöåäåíòîâ. Ñîçäàåòñÿ ñïèñîê
õ17, ïîëó÷åííûé èç íàáîðà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû çàìåíîé óòâåðæäåíèÿ õ10
íà ðàâåíñòâî x = t è äîáàâëåíèåì âñåõ óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðî-
âîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. îòëè÷íûõ îò õ10 àíòåöåäåíòîâ. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûò-
êà äîêàçàòü, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ17.
Ïîñëå ýòîãî ñîçäàåòñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ òåîðåìà, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé îò-
áðàñûâàíèåì àíòåöåäåíòà õ10 è äîáàâëåíèåì óòâåðæäåíèé, íåäîñòàþùèõ äëÿ
ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. îñòàëüíûõ àíòåöåäåíòîâ.

Ïîïûòêà èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
êîíñåêâåíòà

1. Äâóêðàòíîå ïðèìåíåíèå ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ñ îòîæäåñòâëåíèåì
äâóõ ïàð ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàñìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aABC(¬(a = B) & ¬(a = C) & ¬(A = C) & ¬(B ∈ ïðÿìàÿ(AC)) &
∠(BaC) = ∠(BAC) & a − òî÷êà & A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà →
sin(∠(aBC))l(AC) = sin(∠(ABC))l(aC))

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(B = C) & ¬(A = B) &
¬(A = C)→ sin(∠(BAC))l(AC) = sin(∠(ABC))l(BC))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ïðîïîðöèÿ(l(AC), l(BC))".
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê
îïåðàíäîâ òåêóùåé õàðàêòåðèñòèêè. Â íàøåì ïðèìåðå - l(AC), l(BC). Ïåðåìåí-
íîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ñîìíîæèòåëåé ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåí-
òå òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð ñîìíîæèòåëåé ïðàâîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñïèñêè õ11 è õ12 äâóõýëåìåíòíûå. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷å-
íèå ñïèñêîâ õ11 è õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî îäíîýëåìåíòíîå, è ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ
õ12 è õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî îäíîýëåìåíòíîå, è ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâà-
åòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - "l(AC)", õ16 - "l(BC)". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî çàãîëîâêè âûðàæåíèé õ14 è õ16 îäèíàêîâû. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
îòëè÷íûé îò õ14 ýëåìåíò ñïèñêà õ11, ïåðåìåííîé õ18 - îòëè÷íûé îò õ16 ýëå-
ìåíò ñïèñêà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä "sin(∠(BAC))", õ18 - âèä
"sin(∠(ABC))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà íå èìååò äðóãîé õàðàêòåðèñòèêè ñ
çàãîëîâêîì "ïðîïîðöèÿ" è ÷òî îöåíêè ñëîæíîñòè âûðàæåíèé õ14, õ16 ðàâíû.

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëîâûõ àòîìîâ âûðàæåíèÿ õ17, ïåðå-
ìåííîé õ23 - ñïèñîê ÷èñëîâûõ àòîìîâ âûðàæåíèÿ õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáà ýòè
ñïèñêà îäíîýëåìåíòíûå. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ20, ïå-
ðåìåííîé õ24 - ýëåìåíò ñïèñêà õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àòîìû õ21, õ24 íåâûðîæ-
äåííûå è èìåþò îäíó è òó æå îöåíêó ñëîæíîñòè, áîëüøóþ îöåíêè ñëîæíîñòè
àòîìà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 èìååò âèä "∠(BAC)", õ24 - âèä "∠(ABC)".

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ16, ïåðåìåííîé õ26 -
ñïèñîê ïåðåìåííûõ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ
õ26 è õ25. Â íàøåì ïðèìåðå õ27 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé A.

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îäíîáóêâåííûõ ñëîâ, îáðàçîâàííûõ ïå-
ðåìåííûìè, îòëè÷íûìè îò ïåðåìåííûõ õ26, è èìåþùèé òàêóþ æå äëèíó, êàê
ñïèñîê õ27. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî âûðàæåíèÿ a. Ïåðå-
ìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ28 âìåñòî ïåðåìåí-
íûõ õ27 â âûðàæåíèå õ18, ïåðåìåííîé õ30 - ðåçóëüòàò òàêîé æå ïîäñòàíîâêè
â âûðàæåíèå õ17. Â íàøåì ïðèìåðå õ29 èìååò âèä "sin(∠(aBC))2, õ30 - âèä
"sin(∠(BaC))". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâ-
êè òåðìîâ õ28 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ27 â âûðàæåíèÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå îí
ñîñòîèò èç âûðàæåíèé "sin(∠(BaC))", "l(aC)". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðàâåíñòâî ïðîèçâåäåíèÿ âûðàæåíèé ñïèñêà õ11 è âûðàæåíèÿ õ29 ïðîèçâåäå-
íèþ âûðàæåíèé ñïèñêà õ31 è âûðàæåíèÿ õ18. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ
îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ8 ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ28 âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ27 â óòâåðæäåíèÿ òîãî æå ñïèñêà õ8.

Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ28 âìåñòî ïå-
ðåìåííûõ õ27 â àòîì õ21, ïåðåìåííîé õ35 - ðåçóëüòàò òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â
àòîì õ24. Â íàøåì ïðèìåðå õ34 èìååò âèä "∠(BaC)", õ35 - âèä "∠(aBC)". Ïî-
ñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ ïåðåìåííîé õ36
ïðèñâàèâàåòñÿ àòîì õ21, ïåðåìåííîé õ37 - àòîì õ34, ïåðåìåííîé õ38 - âûðàæå-
íèå õ17. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ àòîì õ24, ïåðåìåííîé
õ37 - àòîì õ35, ïåðåìåííîé õ38 - âûðàæåíèå õ18. Â íàøåì ïðèìåðå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ïåðâûé ñëó÷àé. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê
ñïèñêó õ33 ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ36, õ37 è îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà íóëþ âûðà-
æåíèÿ õ38. Äàëåå ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ39 è êîíñåêâåíòîì
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õ32. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

2. Äâóêðàòíîå ïðèìåíåíèå ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ñ îòîæäåñòâëåíèåì
âíóòðåííèõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ è ôèêñàöèåé îòíîøåíèÿ âíåøíèõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdef (¬(a = b) & ¬(a = c) & ¬(a = d) & ¬(b = c) & ¬(c = d) &
el(bc) = fl(cd) & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & a− òî÷êà & b− òî÷êà &
c− òî÷êà & d− òî÷êà & òî÷êàëó÷à(c, d, b)→ f sin(∠(acd) + ∠(adc)) ·
sin(∠(acd) + ∠(bac)) = e sin(∠(adc)) sin(∠(bac)))

èç òåîðåìû

∀abc(¬(a = b) & ¬(a = c) & ¬(b = c) & a − òî÷êà & b − òî÷êà & c − òî÷êà →
sin(∠(acb) + ∠(bac))l(bc) = sin(∠(bac))l(ac))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ïðîïîðöèÿ(l(bc), l(ac))".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû îäíîãî èç ïðåäû-
äóùèõ ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê
îïåðàíäîâ òåêóùåé õàðàêòåðèñòèêè. Â íàøåì ïðèìåðå - l(bc), l(ac). Ïåðåìåí-
íîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ñîìíîæèòåëåé ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåí-
òå òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîð ñîìíîæèòåëåé ïðàâîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñïèñêè õ11 è õ12 äâóõýëåìåíòíûå. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷å-
íèå ñïèñêîâ õ11 è õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî îäíîýëåìåíòíîå, è ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ
õ12 è õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî îäíîýëåìåíòíîå, è ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâà-
åòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - "l(bc)", õ16 - "l(ac)". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî çàãîëîâêè âûðàæåíèé õ14 è õ16 îäèíàêîâû. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
îòëè÷íûé îò õ14 ýëåìåíò ñïèñêà õ11, ïåðåìåííîé õ18 - îòëè÷íûé îò õ16 ýëå-
ìåíò ñïèñêà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä "sin(∠(acb) + ∠(bac))", õ18 -
âèä "sin(∠(bac))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà íå èìååò äðóãîé õàðàêòåðèñòèêè ñ
çàãîëîâêîì "ïðîïîðöèÿ" è ÷òî îöåíêè ñëîæíîñòè âûðàæåíèé õ14, õ16 ðàâíû.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëîâûõ
àòîìîâ âûðàæåíèé õ17 è õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(acb), ∠(bac)". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòîò ñïèñîê äâóõýëåìåíòíûé, ïðè÷åì çàãîëîâêè åãî ýëåìåíòîâ îäèíàêîâûå.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêè ñëîæíîñòè òåðìîâ ñïèñêà õ20 îäèíàêîâûå è áîëüøå
îöåíêè ñëîæíîñòè âûðàæåíèé õ14, õ16. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì
èç íèõ ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ àòîì õ14, à ïåðåìåííîé õ23 - àòîì õ16.
Âî âòîðîì ñëó÷àå, íàáîðîò, ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ õ16, à ïåðåìåííîé
õ23 - õ14. Â íàøåì ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ âòîðîé ñëó÷àé.

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ25 -
íàáîð îäíîáóêâåííûõ ñëîâ, îáðàçîâàííûõ ïåðåìåííûìè, íå âõîäÿùèìè â ñïèñîê
õ24, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ24. Â íàøåì ïðèìåðå õ24 - ïåðåìåííûå
a, b, c; õ25 - d, e, f . Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ ïåðåìåííîé
õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ àòîì õ14, à ïåðåìåííîé õ27 - àòîì õ16. Âî âòîðîì ñëó÷àå
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õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ õ16, à õ27 - õ14. Â íàøåì ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâûé
ñëó÷àé.

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ25 âìåñòî ïå-
ðåìåííûõ õ24 â àòîì õ26. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "l(ef)". Ïåðåìåí-
íîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ âûðàæåíèÿ õ28. Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî
òåðì õ22 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ê òåðìó õ28 íåêîòîðîé ïîäñòàíîâ-
êè S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29, êîòîðàÿ ëèøü ïåðåîáîçíà÷àåò ïåðåìåííûå, íå
îòîæäåñòâëÿÿ èõ. Â íàøåì ïðèìåðå âìåñòî ïåðåìåííûõ e, f ïîäñòàâëÿþòñÿ a, c.
Ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ25 íà èõ îáðàçû ïðè ïîäñòàíîâêå
S. Â ðåçóëüòàòå ñïèñîê õ25 ïðèîáðåòàåò âèä "d, a, c".

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ25 âìåñòî ïåðå-
ìåííûõ õ24 â âûðàæåíèå õ27. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(dc)". Åñëè õ22 ñîâïàäàåò ñ
õ14, òî ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå õ17, à ïåðåìåííîé õ33 - âûðà-
æåíèå õ18. Èíà÷å - ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ õ18, à ïåðåìåííîé õ33 - õ17.
Åñëè õ26 ñîâïàäàåò ñ õ14,òî ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå õ17, à
ïåðåìåííîé õ35 - õ18. Èíà÷å ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ õ18, à ïåðåìåííîé
õ35 - õ17. Â íàøåì ïðèìåðå âûðàæåíèÿ õ32, õ33, õ34 è õ35 ñóòü "sin(∠(bac))",
"sin(∠(acb) + ∠(bac))", "sin(∠(acb) + ∠(bac))", "sin(∠(bac))".

Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ òåðìà õ22. Â íàøåì ïðèìåðå
- a, c. Â ñïèñêå õ20 âûáèðàåòñÿ âûðàæåíèå õ39, ïàðàìåòðû êîòîðîãî âêëþ÷àþò
ñïèñîê õ38. Â íàøåì ïðèìåðå - âûðàæåíèå "∠(acb)". Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ25 âìåñòî ïåðå-
ìåííûõ õ24 â âûðàæåíèÿ õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(dca), ∠(adc)". Â ñïèñêå õ40
âûáèðàåòñÿ âûðàæåíèå õ41, ïàðàìåòðû êîòîðîãî âêëþ÷àþò ïåðåìåííûå õ38, à
çàãîëîâîê ðàâåí çàãîëîâêó òåðìà õ39. Â íàøåì ïðèìåðå õ41 èìååò âèä "∠(dca)".

Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ39 è õ41, íå âîøåä-
øèõ â ñïèñîê õ38. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå b, d. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê
õ42 íåïóñò. Íàõîäèòñÿ ïîäñòàíîâêà R âìåñòî ïåðåìåííûõ õ42, óíèôèöèðóþùàÿ
òåðìû õ39 è õ41. Îïåðàòîðó "óíèôèêàöèÿ" ïåðåäàåòñÿ îïöèÿ (ðàçâÿçêà õ42
ïóñòîåñëîâî). Îíà îçíà÷àåò, ÷òî ïðè óíèôèêàöèè ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà
ðàçâÿçêè ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ42. Ïîñëåäíèé ýëåìåíò ýòîé òðîéêè (èçíà÷àëüíî
- "ïóñòîåñëîâî") ñëóæèò íàêîïèòåëåì ðàçâÿçûâàþùèõ óòâåðæäåíèé, ââîäèìûõ
ïðè óíèôèêàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ åäèíñòâåííîå ðàçâÿçûâàþùåå
óòâåðæäåíèå "òî÷êàëó÷à(c, d, b)", ïðè÷åì âìåñòî ïåðåìåííûõ b, d ïîäñòàíîâêà
R äëÿ îòîæäåñòâëåíèÿ òåðìîâ ∠(acb), ∠(dca) ïîäñòàâëÿåò ñàìè ýòè ïåðåìåí-
íûå. Áåç îïöèè (ðàçâÿçêà . . .) ïðèøëîñü áû âìåñòî ïåðåìåííîé b ïîäñòàâëÿòü
ïåðåìåííóþ d.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óíèôèöèðóþùàÿ ïîäñòàíîâêà R - òîæäåñòâåííàÿ. Ïåðåìåí-
íîé õ51 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ8 ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ ïîäñòà-
íîâêè òåðìîâ õ25 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ24 â óòâåðæäåíèÿ õ8, à òàêæå ñî ñïèñ-
êîì óòâåðæäåíèé èç íàêîïèòåëÿ îïöèè (ðàçâÿçêà . . .). Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåí-
íûå X, Y , íå âõîäÿùèå â îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ24 ñ ïàðàìåòðàìè òåðìîâ õ25.
Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå e, f . Ïåðåìåííîé õ52 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäå-
íèå "ðàâíî(óìíîæåíèå(X õ23) óìíîæåíèå(Y õ31))". Ê ñïèñêó õ50 äîáàâëÿþòñÿ
óòâåðæäåíèÿ õ52, "íå(ðàâíî(õ31 0))", "÷èñëî(X)" è "÷èñëî(Y )".
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Ïåðåìåííîé õ53 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â âûðàæåíèè õ33 âõîæäåíèé
òåðìà õ39 íà òåðì õ41. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì: "sin(∠(dca) + ∠(bac))". Ïå-
ðåìåííîé õ54 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé æå çàìåíû â âûðàæåíèè õ32. Â
íàøåì ïðèìåðå èìååì: "sin(∠(bac))". Ïåðåìåííîé õ55 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäå-
íèå "ðàâíî(óìíîæåíèå(Y õ36 õ53) óìíîæåíèå(X õ54 õ37))". Íàêîíåö, ñîçäàåò-
ñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ50 è êîíñåêâåíòîì õ55. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Åé ïåðåäàåòñÿ
õàðàêòåðèñòèêà "÷èñëîâîéàòîì". Êðîìå òîãî, õàðàêòåðèçàòîð ìîæåò ïåðåäàòü
ýòîé òåîðåìå õàðàêòåðèñòèêó "ñìïðîïîðö".

3. Ïîïûòêà ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè äëÿ ñîêðàùåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(B = C) & ¬(A ∈ ïðÿìàÿ(BC)) & 2∠(ABC) = ∠(BAC) & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà→ 2 cos(∠(ABC))l(AC) = l(BC))

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(B = C) & ¬(A = B) &
¬(A = C)→ sin(∠(BAC))l(AC) = sin(∠(ABC))l(BC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ sin(2a) = 2 sin a cos a)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ïðîïîðöèÿ(l(AC), l(BC))".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà íå èìååò àíòåöåäåíòà ñ çàãîëîâêîì "ðàâíî". Ïåðåìåí-
íîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - íàáîð ÷èñëîâûõ
àòîìîâ êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè íåâûðîæäåííûå. Ïåðåìåííîé õ11
ïðèñâàèâàåòñÿ íàèáîëüøàÿ èç îöåíîê ñëîæíîñòè àòîìîâ õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ îò-
ñóòñòâèå ó òåîðåìû äðóãîé õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêîì "ïðîïîðöèÿ". Ïåðå-
ìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ñîìíîæèòåëåé ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñå-
êâåíòå òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ13 - íàáîð ñîìíîæèòåëåé ïðàâîé ÷àñòè. Ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
õ12, à ïåðåìåííîé õ15 - íàáîð õ13. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàè-
âàåòñÿ õ13, à ïåðåìåííîé õ15 - õ12. Â íàøåì ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâûé
ñëó÷àé. Âûáèðàåòñÿ âûðàæåíèå õ16 ñïèñêà õ14, íå âõîäÿùåå â ñïèñîê õ10. Â
íàøåì ïðèìåðå - "sin(∠(BAC))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ16 íåêîíñòàíò-
íîå, íåîäíîáóêâåííîå è èìååò îöåíêó ñëîæíîñòè, áîëüøóþ õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îíî ñîäåðæèò àòîì èç ñïèñêà õ10. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëî-
âîê âûðàæåíèÿ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ñèíóñ".

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "äóáëïàðàì" îïðåäåëÿåò ïî õ17 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîðíîå òîæäåñòâî. Ïå-
ðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, êîòîðàÿ èìååò
çàãîëîâîê õ17, ïåðåìåííîé õ22 - äðóãîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ
õ22 ðàñïîëîæåí ñèìâîë "óìíîæåíèå". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ñî-
ìíîæèòåëåé. Â íåì âûáèðàåòñÿ âûðàæåíèå õ24. Â íàøåì ïðèìåðå - "sin a".
Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ24. Â ñïèñêå õ15 âûáè-
ðàåòñÿ âûðàæåíèå õ26 ñ çàãîëîâêîì õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - "sin(∠(ABC))".
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Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî âûðàæåíèå íå âõîäèò â ñïèñîê õ10 è ÷òî åãî îöåíêà ñëîæ-
íîñòè áîëüøå õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â òåðìå õ26 âñòðå÷àåòñÿ àòîì ñïèñêà õ10.

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ24. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ýòîò ñïèñîê âêëþ÷àþò âñå ïåðåìåííûå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Óñìàòðèâà-
åòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ26 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè S âìå-
ñòî ïåðåìåííûõ õ27 â âûðàæåíèå õ24. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê
ïîäòåðìó õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - "sin(2∠(ABC))". Ïðîöåäóðà "ñðàâíòåðìîâ"
îïðåäåëÿåò ïî òåðìàì õ30 è õ16 âõîæäåíèÿ õ31 è õ32 íàèìåíüøèõ ïîäòåð-
ìîâ, â êîòîðûõ ýòè òåðìû ðàçëè÷àþòñÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, âõîæäåíèÿ ïîäòåðìîâ
"2∠(ABC)" è "∠(BAC)". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïîäòåðìîâ
õ31 è õ32. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íèêàêîé àòîì ñïèñêà õ10 íå âõîäèò â òåðì õ33 áîëåå
îäíîãî ðàçà.

Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ8 è õ29, ê êîòîðîìó äî-
áàâëåíû óòâåðæäåíèÿ õ33 è "íå(ðàâíî(õ26 0))". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ
îáúåäèíåíèå ñïèñêà îòëè÷íûõ îò õ16 âûðàæåíèé íàáîðà õ14 ñ ðåçóëüòàòàìè
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îòëè÷íûì îò õ24 âûðàæåíèÿì ñïèñêà õ23. Ïåðå-
ìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå îòëè÷íûõ îò õ26 âûðàæåíèé íàáîðà
õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà òåðìà õ37 íå ïðåâîñõîäèò õ11. Ñîçäàåòñÿ èìïëè-
êàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ34, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî ïðîèçâå-
äåíèÿ âûðàæåíèé õ35 âûðàæåíèþ õ37. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ
ñîêðàùåíèÿ íà ñëîæíûé ìíîæèòåëü.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cABC(¬(c = B) & ¬(B = C) & ¬(∠(ABC) = π/2) & ¬(A ∈ ïðÿìàÿ(BC)) &
2∠(ABC) = ∠(BAC) & c ∈ ïðÿìàÿ(AB) & c− òî÷êà & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà & ïðÿìàÿ(cC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC)→ 2l(AC) = l(cB))

èç òåîðåìû

∀ABC(¬(B = C) & ¬(A ∈ ïðÿìàÿ(BC)) & 2∠(ABC) = ∠(BAC) & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà→ 2 cos(∠(ABC))l(AC) = l(BC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(B = C) & ¬(A = C) &
¬(A = B) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)→ l(AB) = cos(∠(ABC))l(BC))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ïðîïîðöèÿ(l(AC), l(BC))".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ïî÷òè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû
ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ8 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - íàáîð ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîí-
ñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè íåâûðîæäåííûå. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íàèáîëüøàÿ èç îöåíîê ñëîæíîñòè àòîìîâ õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå
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ó òåîðåìû äðóãîé õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêîì "ïðîïîðöèÿ". Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ñîìíîæèòåëåé ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåî-
ðåìû, ïåðåìåííîé õ13 - íàáîð ñîìíîæèòåëåé ïðàâîé ÷àñòè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ
äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð õ12, à ïåðå-
ìåííîé õ15 - íàáîð õ13. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ õ13, à
ïåðåìåííîé õ15 - õ12. Â íàøåì ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâûé ñëó÷àé. Âûáè-
ðàåòñÿ âûðàæåíèå õ16 ñïèñêà õ14, íå âõîäÿùåå â ñïèñîê õ10. Â íàøåì ïðèìåðå -
"cos(∠(ABC))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ16 íåêîíñòàíòíîå, íåîäíîáóêâåí-
íîå è èìååò îöåíêó ñëîæíîñòè, áîëüøóþ õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ñîäåðæèò
àòîì èç ñïèñêà õ10. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ16.
Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "êîñèíóñ".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ16 èìååò åäèíñòâåííûé ÷èñëîâîé àòîì, êîòîðûé
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(ABC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îöåíêè ñëîæíîñòè âûðàæåíèé ñïèñêà õ14, îòëè÷íûõ îò õ16, à òàêæå âûðàæåíèé
ñïèñêà õ15 íå áîëüøå õ11. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæå-
íèÿ õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "óãîë". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "÷èñëàòîìû"
îïðåäåëÿåò ïî õ20 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà ñîäåðæèò ñèìâîë õ17. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáî-
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â
èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 èìååò âèä:

∀abc(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & ¬(b = c) & ¬(a = c) &
¬(a = b) & ïðÿìàÿ(ab) ⊥ ïðÿìàÿ(ac)→ l(ab) = cos(∠(abc))l(bc))

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ23. Â ñïèñêå õ15
âûáèðàåòñÿ âûðàæåíèå õ26, âõîäÿùåå â ñïèñîê õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(BC)".
Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå - "ðàññòîÿíèå".
Êîíñåêâåíò òåîðåìû õ23 - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü
ýòîãî ðàâåíñòâà, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ñèìâîë õ27, ïåðåìåííîé õ29 - âõîæäåíèå
äðóãîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå õ30 èìååò âèä "l(ab)". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ30 èìååò åäèíñòâåííûé ÷èñëîâîé àòîì, êîòîðûé ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ32. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâîê ðàâåí õ27. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê ñîìíîæèòåëåé âûðàæåíèÿ õ30. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â íåì âñòðå÷àåòñÿ
âûðàæåíèå õ32. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ
õ32. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b.

Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ26 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì íåêîòîðîé ïîäñòàíîâ-
êè S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ34 â òåðì õ32. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîèç-
âåäåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îòëè÷íûì îò õ32 ýëåìåíòàì
ñïèñêà õ33. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè
S ê ïîäòåðìó õ29. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "cos(∠(CBc))l(Bc)". Ïåðå-
ìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñîìíîæèòåëåé âûðàæåíèÿ õ37. Â ýòîì ñïèñêå
âûáèðàåòñÿ âûðàæåíèå õ39 ñ çàãîëîâêîì õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "cos(∠(CBc))".
Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S
ê óòâåðæäåíèÿì íàáîðà õ25. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ39 èìååò åäèíñòâåí-
íûé ÷èñëîâîé àòîì, êîòîðûé ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ42. Â íàøåì ïðèìåðå
- "∠(CBc)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ42 èìååò çàãîëîâîê õ20. Ïåðåìåííîé
õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèé õ39 è õ16, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïà-
ðàìåòðàìè âûðàæåíèÿ õ26. Â íàøåì ïðèìåðå õ43 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ c, A.
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Îïðåäåëÿåòñÿ ïîñòàíîâêà R âìåñòî ïåðåìåííûõ õ43, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû
õ16 è õ39. Îïåðàòîðó "óíèôèêàöèÿ" çäåñü ïåðåäàåòñÿ îïöèÿ (ðàçâÿçêà õ43 ïó-
ñòîåñëîâî). Îíà îçíà÷àåò, ÷òî ïðè óíèôèêàöèè ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ðàç-
âÿçêè ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ43. Ïîñëåäíèé ýëåìåíò ýòîé òðîéêè (èçíà÷àëüíî -
"ïóñòîåñëîâî") ñëóæèò íàêîïèòåëåì ðàçâÿçûâàþùèõ óòâåðæäåíèé, ââîäèìûõ
ïðè óíèôèêàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ åäèíñòâåííîå ðàçâÿçûâàþùåå
óòâåðæäåíèå "òî÷êàëó÷à(B, c, A)". Åãî íàëè÷èå ïîçâîëÿåò â êà÷åñòâå óíèôèöè-
ðóþùåé ïîäñòàíîâêè âûáðàòü òàêóþ, ÷òîáû âìåñòî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ c, A
ïîäñòàâëÿëîñü âûðàæåíèå, íå ñîäåðæàùåå äðóãîé ïåðåìåííîé.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäñòàíîâêà R - òîæäåñòâåííàÿ, ò.å. ïîäñòàâëÿåò âìåñòî êàæ-
äîé ïåðåìåííîé åå ñàìó. Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå îòëè÷íûõ
îò õ16 ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - 2l(AC). Ïåðåìåííîé õ47 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ïðîèçâåäåíèþ îòëè÷íûõ îò
õ39 ýëåìåíòîâ íàáîðà õ38. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(Bc)". Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâà-
èâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ8, õ40, ðàçâÿçûâàþùèõ óòâåðæäåíèé, ââåäåííûõ
ïðè óíèôèêàöèè, ñ äîáàâëåíèåì óòâåðæäåíèÿ "íå(ðàâíî(õ16 0))". Ïåðåìåííîé
õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïðîèçâåäåíèÿ âûðàæåíèé õ46 è õ36 ïðîèçâåäå-
íèþ âûðàæåíèÿ õ47 è îòëè÷íûõ îò õ26 ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ15. Çàòåì ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ48 è êîíñåêâåíòîì õ49. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Ïîâòîðíîå ïðèìåíåíèå ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ñ îòîæäåñòâëåíèåì
÷àñòè àíòåöåäåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ceABCDE(¬(c = C) & ¬(e = A) & ¬(A = C) & ¬(A = D) & ¬(A = E) &
¬(B = C) & ¬(D = E) & ¬(ïðÿìàÿ(eA) = ïðÿìàÿ(AE)) & ¬(ïðÿìàÿ(AE) =
ïðÿìàÿ(BC)) & c ∈ ïðÿìàÿ(eA) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) & C ∈ ïðÿìàÿ(AE) &
c− òî÷êà & e− òî÷êà & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
E − òî÷êà & ïðÿìàÿ(cC) ‖ ïðÿìàÿ(eE) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(DE)→
l(cC)l(AD) = l(eE)l(AB))

èç òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(A = E) & ¬(B = C) & ¬(D = E) & ¬(A = D) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & C ∈ ïðÿìàÿ(AE) & ¬(ïðÿìàÿ(AE) =
ïðÿìàÿ(BC))→ l(AD)l(AC) = l(AE)l(AB))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(A = E) & ¬(B = C) & ¬(D = E) & ¬(A = D) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & C ∈ ïðÿìàÿ(AE) & ¬(ïðÿìàÿ(AE) =
ïðÿìàÿ(AD))→ l(AB)l(DE) = l(AD)l(BC))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ïðîïîðöèÿ(l(AC), l(AE))".
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Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû îäíîãî èç ïðåäû-
äóùèõ ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê îïåðàíäîâ òåêóùåé õà-
ðàêòåðèñòèêè. Â íàøåì ïðèìåðå - l(AC), l(AE). Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð ñîìíîæèòåëåé ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû, ïåðåìåí-
íîé õ12 - íàáîð ñîìíîæèòåëåé ïðàâîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ11 è
õ12 äâóõýëåìåíòíûå. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ õ11 è
õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî îäíîýëåìåíòíîå, è ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî
ýëåìåíò. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ õ12 è õ10. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îíî îäíîýëåìåíòíîå, è ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò.
Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - "l(AC)", õ16 - "l(AE)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêè
âûðàæåíèé õ14 è õ16 îäèíàêîâû. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îòëè÷íûé îò
õ14 ýëåìåíò ñïèñêà õ11, ïåðåìåííîé õ18 - îòëè÷íûé îò õ16 ýëåìåíò ñïèñêà õ12.
Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä "l(AD)", õ18 - âèä "l(AB)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "÷èñëîâîéàòîì" è âñå ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ
ñîäåðæàòñÿ â ïàðàìåòðàõ êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå àíòåöåäåíòà ñ
çàãîëîâêîì "ðàâíî".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåò-
ðîâ òåêóùåé õàðàêòåðèñòèêè. Â íàøåì ïðèìåðå - A, C,E. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîí-
ñåêâåíò èìååò õîòÿ áû äâà äðóãèõ ïàðàìåòðà. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïàðàìåòðû êîòîðûõ âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ21. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ íàëè÷èå ñóùåñòâåííîãî àíòåöåäåíòà, âõîäÿùåãî â õ22 è èìåþùåãî çàãîëîâîê,
îòëè÷íûé îò ñèìâîëà "íå". Â íàøåì ïðèìåðå - "C ∈ ïðÿìàÿ(AE)". Ïåðåìåííîé
õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå âûðàæåíèé õ10. Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ
òåîðåìà, èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòèêó õ27 ñ çàãîëîâêîì "ïðîïîðöèÿ". Îíà ëåêñè-
êîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò èñõîäíîé ëèáî ñîâïàäàåò ñ íåé. Â íàøåì ïðèìåðå
ýòî óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàê èñõîäíàÿ,
òàê è äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìû ñóòü ñòàðòîâûå òåîðåìû ÿ÷åéêè âûâîäà. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ27 èìååò âèä "ïðîïîðöèÿ(l(AB), l(AD))". Ïåðåìåííîé õ28 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå îïåðàíäîâ òåðìà õ27. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ28 ÿâëÿåòñÿ
ðåçóëüòàòîì íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè â õ23 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ21.

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîë-
íèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀abcde(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà & ¬(a = e) &
¬(b = c) & ¬(d = e) & ¬(a = d) & b ∈ ïðÿìàÿ(ad) & ïðÿìàÿ(de) ‖ ïðÿìàÿ(bc) &
c ∈ ïðÿìàÿ(ae) & ¬(ïðÿìàÿ(ae) = ïðÿìàÿ(ad))→ l(ab)l(de) = l(ad)l(bc))

Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà òåîðåìû õ29, ïåðåìåí-
íîé õ31 - ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ32
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííûõ õ31 íà õ30 â âûðàæåíèè õ28. Â
íàøåì ïðèìåðå - "l(ab)l(ad)". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ òåîðåìû õ29, ïåðåìåííîé õ34 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ32. Ïåðå-
ìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ33, ïàðàìåòðû êîòîðûõ
âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ34. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû ñïèñêîâ õ35 è õ22 ðàâíû.

Îïåðàòîð "ïîäáîðçíà÷åíèé" îïðåäåëÿåò ïîäñòàíîâêó S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ34,
ïåðåâîäÿùóþ óòâåðæäåíèÿ õ35 â óòâåðæäåíèÿ õ22. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïîä-



854 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

ñòàíîâêà ëèøü ïåðåîáîçíà÷àåò ïåðåìåííûå, íå îòîæäåñòâëÿÿ èõ. Ïåðåìåííîé
õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäå-
íèÿì õ33, ïåðåìåííîé õ40 - îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ8 è õ39. Ïåðåìåííîé õ41 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê êîíñåêâåíòó òåîðåìû õ29. Â
íàøåì ïðèìåðå - "l(AC)l(Ee) = l(AE)l(Cc)". Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå îäíîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ41, ïåðåìåííîé õ43 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷à-
ñòè. Â íàøåì ïðèìåðå õ42 - âõîæäåíèå ëåâîé ÷àñòè.

Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñîìíîæèòåëåé ÷àñòè õ42. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îíà ñîäåðæèò àòîì õ14. Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîé ñîìíîæè-
òåëü äàííîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(Ee)". Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ñîìíîæèòåëåé ÷àñòè õ43. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ñîäåðæèò àòîì õ16. Ïåðå-
ìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîé ñîìíîæèòåëü ÷àñòè õ43. Ïåðåìåííîé õ48 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ðàâíî(óìíîæåíèå(õ17 õ47) óìíîæåíèå(õ18 õ45))", ïå-
ðåìåííîé õ49 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ40 óòâåðæäåíèé "íå(ðàâíî(õ14
0))" è "íå(ðàâíî(õ16 0))". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ49 è
êîíñåêâåíòîì õ48. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.86 Õàðàêòåðèñòèêà "ðàâíî"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ðàâíî" ñíàáæàþòñÿ òåîðåìû, êîíñåêâåíò êîòîðûõ - ðàâåíñòâî äâóõ
ïåðåìåííûõ ëèáî êîíúþíêöèÿ òàêèõ ðàâåíñòâ.

Âûâîä òåîðåìû ïóòåì äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû

1. Ïîïûòêà óñìîòðåòü ýêâèâàëåíòíîñòü êîíñåêâåíòà îäíîìó èç àíòåöåäåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàñìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & 0 ≤ ab→ |a| = |b| ↔ a = b)

èç òåîðåìû

∀ab(|a| = |b| & 0 ≤ ab & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a = b)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, ïåðåìåííîé
õ10 - ïðàâàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ9, õ10 - ïåðåìåííûå a, b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè
ïåðåìåííûå ðàçëè÷íû. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â
íåì âûáèðàåòñÿ ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå õ12, ñîäåðæàùåå îáå ïåðåìåííûõ õ9,
õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèå "|a| = |b|". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 - ñëåä-
ñòâèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ õ11, â êîòîðîì õ12 çàìåíåíî íà êîíñåêâåíò. Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü îòëè÷íûå îò õ12 óòâåðæäå-
íèÿ ñïèñêà õ11, à êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèÿ õ12 êîíñåêâåíòó
èñõîäíîé òåîðåìû. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ îïðîâåðæåíèÿ àíòåöåäåíòà
è ïîñëåäóþùåé ñâåðòêè êâàíòîðà îáùíîñòè

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abBCD(¬(a = b) & ¬(a = B) & ¬(C = D) & ¬(ïðÿìàÿ(bB) = ïðÿìàÿ(CD)) &
a ∈ îòðåçîê(bB) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà→ íåïåðåñåê(ïðÿìàÿ(CD), îòðåçîê(ab)))

èç òåîðåìû

∀abABCD(¬(a = b) & ¬(C = D) & ¬(ïðÿìàÿ(ab) = ïðÿìàÿ(CD)) & A ∈ ïðÿìàÿ(CD)
& A ∈ îòðåçîê(ab) & B ∈ ïðÿìàÿ(ab) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD) & a− òî÷êà & b− òî÷êà
& A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà→ A = B)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(¬(A = C) & A ∈ îòðåçîê(BC) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà→
¬(C ∈ îòðåçîê(AB)))

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ îäíà èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, ïåðåìåííîé
õ12 - äðóãàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - ïåðåìåííàÿ A, õ12 - ïåðåìåííàÿ B. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Âûáèðàåòñÿ ñóùåñòâåííûé àíòåöå-
äåíò õ16, ñîäåðæàùèé ïåðåìåííóþ õ11, íå ñîäåðæàùèé ïåðåìåííîé õ12 è íå èìåþ-
ùèé çàãîëîâêà "íå". Â íàøåì ïðèìåðå õ16 èìååò âèä "A ∈ îòðåçîê(ab)". Ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â òåðì õ16 ïåðåìåííîé õ12 âìåñòî õ11.
Â íàøåì ïðèìåðå - "B ∈ îòðåçîê(ab)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå
óòâåðæäåíèÿ õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ18 èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì ìàêñè-
ìàëüíîé ñëîæíîñòè, êîòîðûé ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ20. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 -
âûðàæåíèå "îòðåçîê(ab)". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ20.
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óñìíåïðèíàäëåæèò" íàõîäèò ïî õ21 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ åå êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé
õ25 - ïàðàìåòðû êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 - A, B, C. Óñìàòðèâàåòñÿ ïîäñòà-
íîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ25, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ24 â òåðì õ18. Â íàøåì ïðèìåðå
õ24 èìååò âèä "¬(C ∈ îòðåçîê(AB))", õ18 - âèä "¬(B ∈ îòðåçîê(ab))".

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àí-
òåöåäåíòàì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ28 - îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ27 ñ
îòëè÷íûìè îò õ16 óòâåðæäåíèÿìè íàáîðà õ13. Ñïèñîê õ28 ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñ-
ïèñîê õ29 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ11, è ïîäñïèñîê õ30 îñòàëüíûõ
óòâåðæäåíèé. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "äëÿëþáîãî(õ11 åñëè õ29
òî íå(õ16))". Â íàøåì ïðèìåðå - "∀A(A ∈ ïðÿìàÿ(CD) & A − òî÷êà → ¬(A ∈
îòðåçîê(ab)))". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå õ33 ñ ïîñûëêàìè õ30 è óñëîâè-
åì õ32, èìåþùàÿ öåëü "ñâåðòêà". Îòâåò åå ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ34. Â íàøåì
ïðèìåðå îí èìååò âèä "íåïåðåñåê(ïðÿìàÿ(CD), îòðåçîê(ab))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ34
- ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ30 è
êîíñåêâåíòîì õ34. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

3.87 Õàðàêòåðèñòèêà "ðàâíîçíà÷íû"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ðàâíîçíà÷íû" ñíàáæàþòñÿ òåîðåìû, êîíñåêâåíò êîòîðûõ - ðàâåí-
ñòâî äëÿ êîîðäèíàò îáúåêòà, âûòåêàþùåå èç ðàâåíñòâà íåêîòîðûõ îáúåêòîâ. Ýòà õà-
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ðàêòåðèñòèêà ñîçäàåòñÿ òîëüêî ïðèåìàìè âûâîäà òåîðåì.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Âûâîä ñîîòíîøåíèé äëÿ êîîðäèíàò îáúåêòîâ, ÿâíî óêàçàííûõ â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdefhK(êîîðä(a, K) = (f, h) & e− ÷èñëî & ñèñòêîîðä(K) & Âåêòîð(a) &
b = ea & êîîðä(b, K) = (c, d)→ c = ef & d = eh)

èç òåîðåìû

∀abefhK(êîîðä(a, K) = (f, h) & e− ÷èñëî & ñèñòêîîðä(K) & Âåêòîð(a) &
b = ea → êîîðä(b, K) = (ef, eh))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåí-
òå òåîðåìû êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "íàáîð". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð òåðìîâ - îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ12. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê ïåðåìåííûõ,íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó, èìåþùèé òó æå äëèíó, ÷òî
ñïèñîê õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå c, d. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ðàâåíñòâ ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ14 ñîîòâåòñòâóþùèì âûðàæåíèÿì ñïèñêà
õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 ñîñòîèò èç ðàâåíñòâ "c = ef", "d = eh".

Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â êîíñåêâåíòå òåîðåìû âõî-
æäåíèÿ õ12 íà òåðì "íàáîð(õ14)". Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò ðåçóëüòàò èìååò âèä
"êîîðä(b, K) = (c, d)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê
ñïèñêó õ10 óòâåðæäåíèÿ õ16. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ17,
êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò êîíúþíêöèÿ ðàâåíñòâ õ15. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîé òåîðåìû

1. Ðàçðåøåíèå êîîðäèíàò îáúåêòà, âñòðå÷àþùåãîñÿ â àíòåöåäåíòàõ, îòíîñèòåëüíî
êîîðäèíàò îáúåêòà, çàäàííûõ â êîíñåêâåíòå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdefgK(êîîðä(a, K) = (e, g) & ñèñòêîîðä(K) & Âåêòîð(c) & Âåêòîð(a) &
b = c + a & êîîðä(b, K) = (d, f)→ êîîðä(c, K) = (d− e, f − g))

èç òåîðåìû

∀abceglmK(êîîðä(c, K) = (l,m) & êîîðä(a, K) = (e, g) & ñèñòêîîðä(K) &
Âåêòîð(c) & Âåêòîð(a) & b = c + a→ êîîðä(b, K) = (e + l, g + m))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñå-
êâåíòå òåîðåìû êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "íàáîð", ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå
äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð òåðìîâ - îïåðàíäîâ âõî-
æäåíèÿ õ12, ïåðåìåííîé õ14 - ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çà-
ãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ14 - íàçâàíèå êîîðäèíàò. Ñðåäè àíòåöåäåíòîâ âûáèðàåòñÿ
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ðàâåíñòâî õ15, ó êîòîðîãî â îäíîé ÷àñòè ðàñïîëîæåíî âûðàæåíèå õ18, çàãîëî-
âîê êîòîðîãî - îò æå, ÷òî ó õ14, à â äðóãîé ÷àñòè - âûðàæåíèå ñ çàãîëîâêîì
"íàáîð". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îïåðàíäîâ ýòîãî íàáîðà. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ15 èìååò âèä "êîîðä(c, K) = (l,m)", õ19 - l,m. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
äëèíû íàáîðîâ õ19 è õ13 ðàâíû, ïðè÷åì ýëåìåíòû íàáîðà õ19 ñóòü ðàçëè÷íûå
ïåðåìåííûå.

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ
òåîðåìó, èìåþùèé òó æå äëèíó, ÷òî è ñïèñîê õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðå-
ìåííûå d, f . Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ îäíîáóêâåííûõ
òåðìîâ õ19, ïåðåìåííîé õ22 - ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîð õ10, íå ñîäåðæàùèõ
ïàðàìåòðîâ õ21. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ14 âû-
ðàæåíèþ "íàáîð(õ20)", ïåðåìåííîé õ24 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ðàâåíñòâà õ23
ê ñïèñêó õ22. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàâåíñòâ âûðàæåíèé õ13
ïåðåìåííûì õ20.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ26 ñ ïîñûëêàìè õ24 è óñëîâèÿìè õ25. Öåëè çà-
äà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ21". Â íàøåì ïðèìåðå
ïîñûëêè ñóòü óòâåðæäåíèÿ "êîîðä(a, K) = (e, g)", "ñèñòêîîðä(K)", "Âåêòîð(c)",
"Âåêòîð(a)", "b = c+a", "êîîðä(b, K) = (d, f)", óñëîâèÿ - "e+ l = d, g +m = f".
Íåèçâåñòíûå - l,m. Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ27. Â íàøåì ïðè-
ìåðå îí èìååò âèä "l = d − e, m = f − g". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò
ñèìâîëà "îòêàç".

Óòâåðæäåíèå õ27 ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó ä.í.ô., è ñðåäè äèçõþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ ðåçóëüòàòà âûáèðàåòñÿ íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå õ29. Â íàøåì ïðèìåðå îíî
ñîâïàäàåò ñ õ27. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ óòâåðæäåíèÿ õ29. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé ñïèñêà õ19 â
íàáîðå õ30 èìååòñÿ ðàâåíñòâî, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíà äàííàÿ ïå-
ðåìåííàÿ. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïðàâûõ ÷àñòåé ýòèõ ðàâåíñòâ.
Â íàøåì ïðèìåðå - "d − e", "f − g". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî
âûðàæåíèÿ õ18 âûðàæåíèþ "íàáîð(õ31)". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ îáú-
åäèíåíèå ñïèñêà îòëè÷íûõ îò õ15 óòâåðæäåíèé õ10 ñî ñïèñêîì íå ñîäåðæàùèõ
ïåðåìåííûõ õ21 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ30, ê êîòðîìó äîáàâëåíî ðàâåíñòâî õ23.
Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ33 è êîíñåêâåíòîì õ32. Îíà ðå-
ãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "ðàâíîçíà÷íû".

Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî äëÿ ðåàëèçàöèè ñëîæíîãî àíòåöåäåíòà
äðóãîãî òîæäåñòâà äëÿ êîîðäèíàò îáúåêòà

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abdghijAB(A− òî÷êà & B− òî÷êà & êîîðä(A, j) = (a, b) & i− ÷èñëî & ñèñòêîîðä(j) &
êîîðä(d, j) = (g, h) & ¬(i = 0) & d = iâåêòîð(AB)→ êîîðä(B, j) = (a + g/i, b + h/i))

èç òåîðåìû

∀abcdeK(e− ÷èñëî & ñèñòêîîðä(K) & Âåêòîð(a) & b = ea & êîîðä(b, K) = (c, d) &
¬(e = 0)→ êîîðä(a, K) = (c/e, d/e))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
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∀abefABK(ñèñòêîîðä(K) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & êîîðä(A, K) = (a, b) &
êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (e, f)→ êîîðä(B, K) = (a + e, b + f))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû
êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "íàáîð", ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïå-
ðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ïåðâîãî îïåðàíäà âçõîæäåíèÿ õ11. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 - ïåðåìåííàÿ. Âûáèðàåòñÿ àíòåöåäåíò
õ14, èìåþùèé âèä "P (õ13)", ãäå P - íàçâàíèå òèïà îáúåêòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå -
"Âåêòîð". Â ñïèñêå âûâîäà ðàññìàòðèâàåòñÿ òåîðåìà õ17, èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòèêó
"ñèñòêîîðä". Â íàøåì ïðèìåðå - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåí-
íîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "íàáîð", ïåðåìåííîé õ21 - äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà.
Â íàøåì ïðèìåðå õ21 èìååò âèä "êîîðä(B, K)". Ó äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íàõî-
äèòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà õ22, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé
õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "íà-
áîð", à ïåðåìåííîé õ25 - äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 èìååò âèä
"êîîðä(âåêòîð(AB),K)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ21 ïîëó÷àåòñÿ èç õ25 âû÷åðêèâàíèåì ÷à-
ñòè îïåðàíäîâ íåêîòîðûõ îïåðàöèé, ïðè÷åì ïàðàìåòðû òåðìà õ25 íå âêëþ÷àþòñÿ â
ïàðàìåòðû òåðìà õ21.

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä âûðàæåíèÿ õ21. Åñëè ýòîò îïåðàíä
- ïåðåìåííàÿ, òî ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ó äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû àíòåöåäåíòà
P (õ26). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òèï çíà÷åíèé âûðàæåíèé ñ òåì æå
çàãîëîâêîì, ÷òî ó õ26, îòëè÷åí îò P . Â íàøåì ïðèìåðå õ26 - ïåðåìåííàÿ B, è åå
çíà÷åíèåì ñëóæèò òî÷êà, à íå âåêòîð.

Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ27 ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ
èñõîäíîé è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåì, ïðè÷åì êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû óíèôèöè-
ðóåòñÿ ñ àíòåöåäåíòîì õ22 äîïîëíèòåëüíîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ27 èìååò âèä:

∀abdghijAB(ñèñòêîîðä(j) & A− òî÷êà & B− òî÷êà & êîîðä(A, j) = (a, b) & i− ÷èñëî &
ñèñòêîîðä(j) & Âåêòîð(âåêòîð(AB)) & d = iâåêòîð(AB) & êîîðä(d, j) = (g, h) &
¬(i = 0)→ êîîðä(B, j) = (a + g/i, b + h/i))

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ27, ïåðåìåííîé õ29 -
êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ28, íå ÿâ-
ëÿþùèõñÿ ðàâåíñòâàìè ñ ïåðåìåííîé â îäíîé èç ñâîèõ ÷àñòåé. Ïåðåìåííîé õ31 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñêà õ28. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè
ñïèñêà õ30 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ29. Ïå-
ðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ32 è õ31. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò
õ35 óïðîùåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ29 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ33 ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà
ïðåîáðàçîâàíèå. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ33 è êîíñåêâåíòîì
õ35, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.88 Õàðàêòåðèñòèêà "ðàâíû"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ðàâíû" ñíàáæàþòñÿ òåîðåìû, êîíñåêâåíò êîòîðûõ - ðàâåíñòâî
äâóõ àòîìàðíûõ âûðàæåíèé.
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Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Êîíòðàïîçèöèÿ è çàìåíà îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà â àíòåöåäåíòàõ íà íåðàâåíñòâî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aAB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & 0 < l(AB)− l(aA)→ ¬(a ∈ îêðóæíîñòü(AB)))

èç òåîðåìû

∀aAB(¬(A = B) & a ∈ îêðóæíîñòü(AB) & A− òî÷êà & B − òî÷êà→
l(aA) = l(AB))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - êîíñå-
êâåíò. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåíòà. Îí
ñîñòîèò èç îáåèõ ÷àñòåé P, Q ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà
èìååò åäèíñòâåííûé ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò, è ýòîò àíòåöåäåíò ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ïåðåìåííîé õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèå "a ∈ îêðóæíîñòü(AB)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 èìååò âèä ïðèíàäëåæíîñòè íåêîòîðîé ïåðåìåííîé õ14
íåîäíîáóêâåííîìó âûðàæåíèþ õ15, íå ñîäåðæàùåìó ýòîé ïåðåìåííîé. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ15 èìååò âèä "îêðóæíîñòü(AB)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû
êîíñåêâåíòà âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèÿ õ13, ïðè÷åì âûðàæåíèå õ15
èìååò ëèøü îäíî âõîæäåíèå â òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ15 àòî-
ìàðíîå. Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ ïåðåìåííîé
õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ íåðàâåíñòâî P < Q, âî âòîðîì - Q < P . Ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû"ðåçóëüòàòà
çàìåíû â ñïèñêå õ8 óòâåðæäåíèé õ13 íà õ16. Îáðàáîòêà âåäåòñÿ îòíîñèòåëüíî
ïàðàìåòðîâ òåðìà õ13. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ17, êîí-
ñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ13. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Êîíòðàïîçèöèÿ ñ ðàçâÿçêîé îïåðàíäà, îðèåíòèðîâàííàÿ íà ïîëó÷åíèå òåîðåìû
ïðèåìà ñïåöèàëüíîãî îïåðàòîðà óñìîòðåíèÿ ðàçëè÷èÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abBCD(¬(a = b) & b− òî÷êà & a− òî÷êà & ¬(B = C) & C − òî÷êà &
B − òî÷êà & ¬(C = D) & D − òî÷êà & ïðÿìàÿ(ab) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
¬(ïðÿìàÿ(BC) = ïðÿìàÿ(CD))→ ¬(ïðÿìàÿ(BC) = ïðÿìàÿ(ab)))

èç òåîðåìû

∀BCD(¬(B = C) & ¬(C = D) & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(CD)→ ïðÿìàÿ(BC) = ïðÿìàÿ(CD))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå èìåþò îäèí è òîò æå çàãî-
ëîâîê õ9. Â íàøåì ñëó÷àå - "ïðÿìàÿ". Ñïðàâî÷íèê "ðàçíûåòî÷êè" îïðåäåëÿåò
ïî õ9 íàçâàíèå õ10 ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà ïðîâåðêè íåñîâïàäåíèÿ îáúåêòîâ
òèïà õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - "ðàçíûåïðÿìûå". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿ-
ùèõ â òåîðåìó, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà ÷èñëó îïåðàíäîâ ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
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â êîíñåêâåíòå. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - ñïèñîê a, b. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâà-
èâàåòñÿ âûðàæåíèå "õ9(õ12)". Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðÿìàÿ(ab)". Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Â íàøåì ïðèìåðå -
"ïðÿìàÿ(BC)". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå êîíñåêâåíòà, ïåðå-
ìåííîé õ16 - óòâåðæäåíèå "íå(ðàâíî(õ14 õ13))". Â íàøåì ïðèìåðå õ15 èìååò âèä
"¬(ïðÿìàÿ(BC) = ïðÿìàÿ(CD))", õ16 - âèä "¬(ïðÿìàÿ(BC) = ïðÿìàÿ(ab))".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ14 âñòðå÷àåòñÿ â àíòåöåäåíòàõ òåîðåìû. Ïåðå-
ìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû â àíòåöåäåíòàõ òåîðåìû
âñåõ âõîæäåíèé ïîäòåðìà õ14 íà òåðì õ13. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê ðåçóëüòàòîâ îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îáúåäèíåíèÿ ñïèñ-
êà õ17 ñ óòâåðæäåíèÿìè õ15 è óòâåðæäåíèÿìè, ñîïðîâîæäàþùèìè õ16 ïî î.ä.ç.
Îáðàáîòêà âåäåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ16. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëè-
êàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ18 è êîíñåêâåíòîì õ16. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "ñïóñê(õ10)".

Èñïîëüçîâàíèå òåêóùåãî òîæäåñòâà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû

1. Ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, âûâîäÿùåé ðàâåíñòâî äâóõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(¬(a = c) & ¬(a = d) & ¬(c = d) & ¬(b ∈ ïðÿìàÿ(ad)) &
∠(adb) = ∠(adc) & áèññåêòðèñà(bacd) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà &
d− òî÷êà→ l(bd) = l(cd))

èç òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(A = D) & áèññåêòðèñà(BACD) &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà→ ∠(CAD) = ∠(BAD))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDEF (¬(A = C) & ¬(D = E) & ¬(D = F ) & ¬(E = F ) & ¬(B ∈ ïðÿìàÿ(AC))
& l(AC) = l(DF ) & ∠(ACB) = ∠(DFE) & ∠(BAC) = ∠(EDF ) & A− òî÷êà &
B−òî÷êà & C−òî÷êà & D−òî÷êà & E−òî÷êà & F −òî÷êà→ l(AB) = l(DE))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â íåì íå
áîëåå îäíîãî ðàâåíñòâà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå
èìåþò îäèí è òîò æå çàãîëîâîê õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "óãîë". Ñïðàâî÷íèê ïî-
èñêà òåîðåì "ðàâíûåòåðìû" íàõîäèò ïî õ10 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî ýòà òåîðåìà èìååò íå áîëåå îäíîãî ðàâåíñòâà
â àíòåöåäåíòàõ, ëèáî èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "÷èñëîâîéàòîì",
à ïàðàìåòðû åå àíòåöåäåíòîâ âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû êîíñåêâåíòà. Â íàøåì
ïðèìåðå èìååò ìåñòî âòîðîé ñëó÷àé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 àíòåöå-
äåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ðàâåíñòâà. Â íàøåì
ïðèìåðå - âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà "∠(ACB) = ∠(DFE)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çà-
ãîëîâêè îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà õ13 ðàâíû õ10.
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Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ14 ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðè-
ìåíåíèÿ èñõîäíîé è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåì, ïðè êîòîðîì êîíñåêâåíò èñõîäíîé
òåîðåìû óíèôèöèðóåòñÿ ñ àíòåöåäåíòîì õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 èìååò âèä:

∀abcd(¬(d = a) & ¬(d = c) & ¬(d = a) & ¬(c = a) & ¬(b ∈ ïðÿìàÿ(da)) &
l(da) = l(da) & ∠(bda) = ∠(cda) & d− òî÷êà & b− òî÷êà & a− òî÷êà &
d− òî÷êà & c− òî÷êà & a− òî÷êà & ¬(a = b) & ¬(a = c) & ¬(a = d) &
áèññåêòðèñà(bacd) & a−òî÷êà & b−òî÷êà & c−òî÷êà & d−òî÷êà→ l(db) = l(dc))

Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ14. Ðåøàåòñÿ çà-
äà÷à íà èññëåäîâàíèå õ16 ñ ïîñûëêàìè õ15 è öåëÿìè "êîíòðîëü", "èçâåñòíî",
"íåèçâåñòíûå X", ãäå X - âñå ïàðàìåòðû ïîñûëîê. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ââî-
äèòñÿ óêàçàíèå íà ïëàíèìåòðè÷åñêóþ ñèòóàöèþ. Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è õ16
ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ñðåäè åå ïîñûëîê êîíñòàíòû "ëîæü". Ïåðåìåííîé õ18
ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ14 ñ òàêèìè ïîñûë-
êàìè çàäà÷è õ16, êîòîðûå ñîäåðæàò òîëüêî ïàðàìåòðû èñõîäíîãî ñïèñêà ïîñû-
ëîê õ15 è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàâåíñòâà íåêîòîðîé ïåðåìåííîé âûðàæåíèþ, íå
ñîäåðæàùåìó ýòîé ïåðåìåííîé. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îá-
ðàáîòêè ñïèñêà õ18 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ
êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ14.

Äàëåå ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ19 è êîíñåêâåíòîì òåîðåìû
õ14. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ðàçðåøàåòñÿ
èñïîëüçîâàòü óæå èìåþùèåñÿ â ñïèñêå âûâîäà òåîðåìû è ðàçáëîêèðîâàòü îñíî-
âàííûå íà íèõ ïðèåìû. Ïîñëå îáðàáîòêè ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

2. Ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, âûâîäÿùåé ýëåìåíòàðíîå
óòâåðæäåíèå, íå ÿâëÿþùåññÿ ðàâåíñòâîì ëèáî îòðèöàíèåì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abdef (¬(a = b) & ¬(d = e) & ¬(e = f) & l(de) = l(ef) & d ∈ îêðóæíîñòü(ab) &
e ∈ îêðóæíîñòü(ab) & f ∈ îêðóæíîñòü(ab) & a− òî÷êà & b− òî÷êà &
d− òî÷êà & e− òî÷êà & f − òî÷êà & ðàçíûåñòîðîíû(d, f, ïðÿìàÿ(ae))→
áèññåêòðèñà(defa))

èç òåîðåìû

∀ABCDEF (¬(A = B) & l(CD) = l(EF ) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà→
∠(ACD) = ∠(AEF ))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(A = D) & ∠(BAD) = ∠(CAD) &
0 ≤ π/2− ∠(CAD) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
ðàçíûåñòîðîíû(B, C, ïðÿìàÿ(AD))→ áèññåêòðèñà(BACD))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ýòîì
ñïèñêå íå áîëåå îäíîãî ðàâåíñòâà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáå ÷àñòè ðàâàåíñòâà â



862 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

êîíñåêâåíòå òåîðåìû èìåþò îäèí è òîò æå çàãîëîâîê õ10. Â íàøåì ïðèìåðå
- ñèìâîë "óãîë". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "÷èñëîâîåðàâåíñòâî" îïðåäåëÿåò
ïî õ10 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå
õ13 àíòåöåäåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ðàâåíñòâî.
Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà "∠(BAD) = ∠(CAD)". Îïåðàòîð
"âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ14 ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ èñ-
õîäíîé è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåì, ïðè êîòîðîì êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû
óíèôèöèðóåòñÿ ñ àíòåöåäåíòîì õ13 äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Òåîðåìà õ14 îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ òåîðåìû

1. Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà, âûðàæàþùåãî ÷èñëîâîé àòîì ÷åðåç áîëåå ïðîñòûå,
äëÿ âûâîäà ðàâåíñòâà ÷èñëîâûõ àòîìîâ íîâîãî òèïà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDEF (¬(A = B) & l(CD) = l(EF ) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
F − òî÷êà→ S(ôèãóðà(ADC)) = S(ôèãóðà(AEF )))

èç òåîðåìû

∀ABCDEF (¬(A = B) & l(CD) = l(EF ) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
F − òî÷êà→ ∠(CAD) = ∠(EAF ))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(A = B) →
2S(ôèãóðà(ABC)) = l(AB)l(AC) sin(∠(BAC)))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îáå ÷àñòè ðàâàåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû èìåþò îäèí è òîò æå çàãîëîâîê
õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "óãîë". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "÷èñëàòîìû"
îïðåäåëÿåò ïî õ10 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
îäíà èç ÷àñòåé õ16 ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì
ïðèìåðå îíà èìååò âèä "l(AB)l(AC) sin(∠(BAC))". Âíóòðè òåðìà õ16 ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ17 ñèìâîëà õ10. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì
ïî ýòîìó âõîæäåíèþ, ïåðåìåííîé õ19 - ñïèñîê åãî ïàðàìåòðîâ. Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ18 - "∠(BAC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
ñîäåðæàòñÿ â ñïèñêå õ19. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îòëè÷íàÿ îò õ16 ÷àñòü
ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå - "2S(ôèãóðà(ABC))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ21
èìååò åäèíñòâåííûé íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì, è ýòîò àòîì ïðèñâàèâà-
åòñÿ ïåðåìåííîé õ23. Â íàøåì ïðèìåðå - "S(ôèãóðà(ABC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îöåíêà ñëîæíîñòè òåðìà õ18 ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè òåðìà õ23 è ÷òî âñå
ïåðåìåííûå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñîäåðæàòñÿ ñðåäè ïàðàìåòðîâ òåðìà õ23.
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Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà R âìåñòî ïåðåìåííûõ õ19, óíèôèöèðóþùàÿ ëåâóþ
÷àñòü êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû ñ âûðàæåíèå õ18. Çàòåì îïðåäåëÿåòñÿ ïîä-
ñòàíîâêà Q âìåñòî ïåðåìåííûõ õ19, óíèôèöèðóþùàÿ ïðàâóþ ÷àñòü êîíñåêâåíòà
èñõîäíîé òåîðåìû ñ âûðàæåíèåì õ18. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àí-
òåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ
êàê ïîäñòàíîâêè R, òàê è ïîäñòàíîâêè Q ê ïðîèçâîëüíîìó óòâåðæäåíèþ ñïèñêà
õ26 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû.

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R ê âûðàæå-
íèþ õ16, ïåðåìåííîé õ28 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè Q ê ýòîìó æå âû-
ðàæåíèþ. Â íàøåì ïðèìåðå õ27, õ28 ñóòü âûðàæåíèÿ "l(AD)l(AC) sin(∠(DAC))",
"l(AE)l(AF ) sin(∠(EAF ))". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëå-
íèÿ ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû åå êîíñåêâåíòà. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ27 è õ28 - ñëåä-
ñòâèå óòâåðæäåíèé õ29.

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R ê âûðàæå-
íèþ õ21, ïåðåìåííîé õ32 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè Q ê ýòîìó æå âû-
ðàæåíèþ. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R
ê âûðàæåíèþ õ23, ïåðåìåííîé õ34 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè Q ê ýòî-
ìó æå âûðàæåíèþ. Â íàøåì ïðèìåðå õ31 è õ32 èìåþò âèä "2S(ôèãóðà(ADC))",
"2S(ôèãóðà(AEF ))"; õ33 è õ34 - âèä "S(ôèãóðà(ADC)", "S(ôèãóðà(ADC)".
Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé
òåîðåìû ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ31 è õ32. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ33 è õ34 - ñëåäñòâèå óòâåð-
æäåíèé õ35. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ9, êîíñåêâåíòîì
êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ33 è õ34. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòî-
ðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëåíèÿ ñëîæíîãî àíòåöåäåíòà

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(¬(a = b) & ¬(c = d) & ¬(ïðÿìàÿ(ab) = ïðÿìàÿ(cd)) & l(ab) = l(cd) &
a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & ïðÿìàÿ(ab) ‖ ïðÿìàÿ(cd) &
îäíàñòîðîíà(b, d, ïðÿìàÿ(ac))→ âåêòîð(ab) = âåêòîð(cd))

èç òåîðåìû

∀ABCD(l(AB) = l(CD) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(AB), âåêòîð(CD))→ âåêòîð(AB) = âåêòîð(CD))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCD(A−òî÷êà& B−òî÷êà& C−òî÷êà& D−òî÷êà→ îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(AB),
âåêòîð(CD)) ↔ A = B & C = D ∨ ¬(C = D) & ¬(A = B) & (ïðÿìàÿ(AB) ‖
ïðÿìàÿ(CD) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD)) & îäíàñòîðîíà(B, D, ïðÿìàÿ(AC)) ∨
ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD) & (òî÷êàëó÷à(A, B, D) & C ∈ îòðåçîê(AD) ∨
òî÷êàëó÷à(C, D,B) & A ∈ îòðåçîê(BC))))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Îïðåäåëÿåòñÿ îöåíêà õ10 ñëîæ-
íîñòè êîíñåêâåíòà. Â ñïèñêå õ9 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ11, îöåíêà ñëîæíîñòè êîòî-
ðîãî áîëüøå, ÷åì õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèå "îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(AB),
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âåêòîð(CD))". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ11. Â íàøåì
ïðèìåðå - ñèìâîë "îäíîíàïðàâëåíû". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îïðåäåëåíèå" íà-
õîäèò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâà-
åòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà õ11 â èñõîäíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò
- ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíò-
íîñòè, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ12, ïåðåìåííîé õ19 - äðóãàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ19 íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ.

Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ20 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ15 â èñ-
õîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ òåðìà õ20 îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Êîíúþíêòèâíûå
÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ õ21 ðåãèñòðèðóþòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òåîðåìå

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ àòîìàðíûõ ïîäâûðàæå-
íèé ñ çàäàííûì çàãîëîâêîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀fghi(¬(f = âåêòîð0) & ¬(g = âåêòîð0) & ¬(h = âåêòîð0) & ¬(i = âåêòîð0) &
Âåêòîð(f) & Âåêòîð(g) & Âåêòîð(h) & Âåêòîð(i) & îäíîíàïðàâëåíû(f, h) &
îäíîíàïðàâëåíû(g, i)→ óãîëìåæäó(f, g) = óãîëìåæäó(h, i))

èç òåîðåìû

∀abcde(¬(a = b) & ¬(a = c) & ¬(a = d) & ¬(a = e) & a− òî÷êà & b− òî÷êà &
c − òî÷êà & d − òî÷êà & e − òî÷êà & òî÷êàëó÷à(a, b, c) & òî÷êàëó÷à(a, d, e) →
óãîëìåæäó(âåêòîð(ab), âåêòîð(ad)) = óãîëìåæäó(âåêòîð(ac), âåêòîð(ae)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(Âåêòîð(a)↔ ∃AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & a = âåêòîð(AB)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - êîíñå-
êâåíò. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 â òåðì õ10 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà
õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - ïîäòåðìà "âåêòîð(ab)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå
õ12 àòîìàðíîå. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå
- ñèìâîë "âåêòîð". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï çíà÷åíèé âûðàæåíèé ñ
çàãîëîâêîì õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "Âåêòîð". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê âñåõ àòîìàðíûõ íåîäíîáóêâåííûõ ïîäòåðìîâ òåðìà õ10, èìåþùèõ òèï
õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - âûðàæåíèÿ "âåêòîð(ab)", "âåêòîð(ad)", "âåêòîð(ac)",
"âåêòîð(ae)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèé
õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b, c, d, e. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé èç ýòèõ ïàðàìåòðîâ
âñòðå÷àåòñÿ â õ10 òîëüêî âíóòðè íåêîòîðîãî ïîäòåðìà ñïèñêà õ16.

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïàðàìîïèñàíèå" îïðåäåëÿåò ïî õ15 óêàçàííóþ âû-
øå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Åå êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî çàãîëîâîê ëåâîé ÷àñòè äàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè ðàâåí õ15, à ïðàâàÿ ÷àñòü
ÿâëÿåòñÿ êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä ýòèì êâàíòîðîì. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâà-
èâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä ëåâîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
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Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îïåðàíä - ïåðåìåííàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a.
Â ñïèñêå õ22 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ24 ñ ïåðåìåííîé õ23 â ëåâîé ÷àñòè. Â íà-
ëåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "a = âåêòîð(AB)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê ïðàâîé
÷àñòè äàííîãî ðàâåíñòâà - ñèìâîë õ13.

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ
òåîðåìó, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðå-
ìåííûå f, g, h, i. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ10
ïîäòåðìîâ õ16 íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå ñïèñêà õ25. Â íàøåì ïðèìå-
ðå èìååì: "óãîëìåæäó(f, g) = óãîëìåæäó(h, i)". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ28. Â íàøåì ïðèìåðå - "f, g, h, i".

Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà óòâåðæäåíèé íàáîðà õ8, íå
ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûõ õ17, ñ óòâåðæäåíèÿìè "õ15(X)", ãäå X - ïåðåìåííûå
ñïèñêà õ25. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà óòâåðæäåíèé
íàáîðà õ8, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå õ17, ñ ðàâåíñòâàìè âûðàæåíèé õ16 ñîîò-
âåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì õ25. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ32, ïîñûëêàìè
êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ30, óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ õ31, à öåëè ñóòü
"ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ17", "ïàðàìåòðû õ17", "èñ-
êëþ÷". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "Âåêòîð(f)", "Âåêòîð(g)", "Âåêòîð(h)",
"Âåêòîð(i)"; óñëîâèÿ - "¬(a = b)", "¬(a = c)", "¬(a = d)", "¬(a = e)", "a −
òî÷êà", "b− òî÷êà", "c− òî÷êà", "d− òî÷êà", "e− òî÷êà", "òî÷êàëó÷à(a, b, c)",
"òî÷êàëó÷à(a, d, e)", "âåêòîð(ab) = f", "âåêòîð(ad) = g", "âåêòîð(ac) = h",
"âåêòîð(ae) = i". Íåèçâåñòíûìè ñëóæàò ïåðåìåííûå a, b, c, d, e. Âñå îíè íåñó-
ùåñòâåííûå.

Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ33. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"¬(i = âåêòîð0) & ¬(g = âåêòîð0) & îäíîíàïðàâëåíû(g, i) & ¬(h = âåêòîð0) &
¬(f = âåêòîð0) & îäíîíàïðàâëåíû(f, h)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò
ñèìâîëà "îòêàç". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò
óòâåðæäåíèÿ õ30 è êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû îòâåòà õ33. Êîíñåêâåíò èìïëèêàöèè -
óòâåðæäåíèå õ28. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòà

1. Èñïîëüçîâàíèå ïðèìåðà äëÿ ðåàëèçàöèè àíòåöåäåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abB(¬(a = b) & ¬(a = B) & B ∈ ïðÿìàÿ(ab) & a− òî÷êà & b− òî÷êà &
B − òî÷êà→ ïðÿìàÿ(aB) = ïðÿìàÿ(ab))

èç òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(C = D) & A ∈ ïðÿìàÿ(CD) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà & D−òî÷êà→ ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ¬(A = B)→ A ∈ ïðÿìàÿ(AB))
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Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå íåêîòîðîãî ñóùåñòâåííîãî àíòåöå-
äåíòà òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - àíòåöåäåíòà "A ∈ ïðÿìàÿ(CD)". Åñëè çà-
ãîëîâîê äàííîãî àíòåöåäåíòà - ñèìâîë "íå", òî ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå óòâåðæäåíèÿ ïîä ýòèì îòðèöàíèåì, èíà÷å ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàè-
âàåòñÿ çíà÷åíèå õ10. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ11.
Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïðèíàäëåæèò". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïðè-
ìåð" îïðåäåëÿåò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî ëèáî ýòà òåîðåìà - óòâåðæäåíèå áåç ïåðåìåííûõ, ëèáî ÷èñëî ïàðàìåòðîâ
åå êîíñåêâåíòà ìåíüøå ÷èñëà ïàðàìåòðîâ àíòåöåäåíòà õ10. Îïåðàòîð "âûâîä-
ïîñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ15 ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ èñõîäíîé
è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåì, ïðè êîòîðîì êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
óíèôèöèðóåòñÿ ñ àíòåöåäåíòîì õ10. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò
èìïëèêàöèè õ15, ïåðåìåííîé õ17 - ðåçóëüòàò îáðàáîòêè åå àíòåöåäåíòîâ îïåðà-
òîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ16. Çàòåì ñîçäàåò-
ñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ17 è êîíñåêâåíòîì õ16. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ ðåàëèçàöèè ðàâåíñòâà íàèáîëåå
ñëîæíûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ ïðè óíèôèêàöèè äâóõ äðóãèõ ðàâåíñòâ - àíòåöåäåí-
òîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcCF (¬(a = c) & ¬(a = C) & ¬(a = F ) & l(ab) = l(bc) & l(aC) = l(cF ) &
a−òî÷êà & b−òî÷êà & c−òî÷êà & C−òî÷êà & F−òî÷êà & òî÷êàëó÷à(a, c, C) &
òî÷êàëó÷à(c, a, F )→ l(bC) = l(bF ))

èç òåîðåìû

∀ABCDEF (A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
F − òî÷êà & ¬(D = F ) & ¬(D = E) & ¬(A = C) & ¬(A = B) &
∠(BAC) = ∠(EDF ) & l(AB) = l(DE) & l(AC) = l(DF )→ l(BC) = l(EF ))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) & ¬(A = C) &
l(AB) = l(BC)→ ∠(BAC) = ∠(BCA))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñå-
êâåíò. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ îöåíêà ñëîæíîñòè òåðìà õ9. Ïåðåìåííîé
õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ðàâåíñòâî äâóõ
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 èìååò íå ìåíåå äâóõ
ýëåìåíòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 ñîñòîèò èç ðàâåíñòâ "∠(BAC) = ∠(EDF )",
"l(AB) = l(DE)", "l(AC) = l(DF )". Â ñïèñêå õ11 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ12,
îöåíêà ñëîæíîñòè õ13 êîòîðîãî áîëüøå õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî
"∠(BAC) = ∠(EDF )". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðî÷èå ðàâåíñòâà ñïèñêà õ11 èìå-
þò îöåíêó ñëîæíîñòè, ìåíüøóþ õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêè õ14 îáåèõ
÷àñòåé ðàâåíñòâà õ12 îäèíàêîâû. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàâí÷èñë" îïðå-
äåëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå
ó íåå àíòåöåäåíòà ñ çàãîëîâêîì "ðàâíî". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå
âñòðå÷àþùèåñÿ â èñõîäíîé òåîðåìå. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä:
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∀abc(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & ¬(a = b) & ¬(a = c) &
l(ab) = l(bc)→ ∠(bac) = ∠(bca))

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ17, ïåðåìåííîé
õ19 - åå êîíñåêâåíò. Â ñïèñêå õ11 âûáèðàåòñÿ îòëè÷íîå îò õ12 ðàâåíñòâî õ20.
Â íàøåì ïðèìåðå - "l(AB) = l(DE)". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îáùèé
çàãîëîâîê îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ðàññòîÿ-
íèå". Â ñïèñêå õ18 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ22, ó êîòîðîãî çàãîëîâêè îáåèõ ÷àñòåé
òîæå ðàâíû õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "l(ab) = l(bc)". Ïåðåìåííîé
õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ ðàâåíñòâ õ12 è õ20. Â íàøåì ïðèìåðå -
A, B, C,D,E, F .

Ñîçäàåòñÿ ñïèñîê õ24 òàêèõ ïàðàìåòðîâ X ÷èñëîâûõ àòîìîâ Q ðàâåíñòâ õ12,
õ20, ÷òî ñïðàâî÷íèê "âàðüèðòåðìà" îïðåäåëÿåò âîçìîæíîñòü âàðüèðîâàíèÿ çíà-
÷åíèÿ X áåç èçìåíåíèÿ àòîìà Q, ïðè÷åì X èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â
ðàâåíñòâà õ12, õ20 è âñòðå÷àåòñÿ òàêæå â íåêîòîðîì ðàâåíñòâå ñïèñêà õ11, îò-
ëè÷íîì îò õ12, õ20. Â íàøåì ïðèìåðå õ24 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ C, F .

Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ23, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû
õ12 è õ19, à îäíîâðåìåííî òàêæå òåðìû õ20 è õ22. Îïåðàòîðó "óíèôèêàöèÿ ïå-
ðåäàåòñÿ îïöèÿ (ðàçâÿçêà õ24 ïóñòîåñëîâî). Îíà îçíà÷àåò, ÷òî ïðè óíèôèêàöèè
ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ðàçâÿçêè ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ24. Ïîñëåäíèé ýëå-
ìåíò ýòîé òðîéêè (èçíà÷àëüíî - "ïóñòîåñëîâî") ñëóæèò íàêîïèòåëåì ðàçâÿçûâà-
þùèõ óòâåðæäåíèé, ââîäèìûõ ïðè óíèôèêàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àþòñÿ
äâà ðàçâÿçûâàþùèõ óòâåðæäåíèÿ - "òî÷êàëó÷à(a, c, C)" è "òî÷êàëó÷à(c, a, F )".
Åãî íàëè÷èå ïîçâîëÿåò â êà÷åñòâå óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêè âûáðàòü òà-
êóþ, ÷òîáû âìåñòî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ , F ïîäñòàâëÿëîñü âûðàæåíèå, íå
ñîäåðæàùåå äðóãîé ïåðåìåííîé. Ôàêòè÷åñêè íàáîð ïîäñòàâëÿåìûõ âûðàæåíèé
ïîäñòàíîâêè S èìååò âèä a, b, C, c, b, F , ò.å. ïåðåìåííûå C, F ïåðåâîäÿòñÿ â ñåáÿ.

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ18 ñ ðåçóëüòàòàìè ïðèìå-
íåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îòëè÷íûì îò õ12 è õ20 àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû.
Äàëåå ê ñïèñêó õ27 ïðèñîåäèíÿåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè
S ê óòâåðæäåíèÿì íàêîïèòåëÿ (ðàçâÿçêà . . .). Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèþ õ9. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ27 è êîíñåêâåíòîì õ28. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðà-
òîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ ðåàëèçàöèè ðàâåíñòâà íàèáîëåå
ñëîæíûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ ïðè àâòîóíèôèêàöèè îäíîãî èç ðàâåíñòâ â àíòåöå-
äåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcCF (¬(a = c) & ¬(a = C) & ¬(c = F ) & l(ab) = l(bc) & l(aC) = l(cF ) &
a−òî÷êà & b−òî÷êà & c−òî÷êà & C−òî÷êà & F−òî÷êà & òî÷êàëó÷à(a, b, C) &
òî÷êàëó÷à(c, b, F )→ l(cC) = l(aF ))

èç òåîðåìû
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∀ABCDEF (A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
F − òî÷êà & ¬(D = F ) & ¬(D = E) & ¬(A = C) & ¬(A = B) &
∠(BAC) = ∠(EDF ) & l(AB) = l(DE) & l(AC) = l(DF )→ l(BC) = l(EF ))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) & ¬(A = C) &
l(AB) = l(BC)→ ∠(BAC) = ∠(BCA))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ îöåí-
êà ñëîæíîñòè òåðìà õ9. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ,
ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ðàâåíñòâî äâóõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 èìååò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 ñîñòîèò
èç ðàâåíñòâ "∠(BAC) = ∠(EDF )", "l(AB) = l(DE)", "l(AC) = l(DF )". Â ñïèñ-
êå õ11 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ12, îöåíêà ñëîæíîñòè õ13 êîòîðîãî áîëüøå õ10.
Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "∠(BAC) = ∠(EDF )". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðî÷èå
ðàâåíñòâà ñïèñêà õ11 èìåþò îöåíêó ñëîæíîñòè, ìåíüøóþ õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
çàãîëîâêè õ14 îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà õ12 îäèíàêîâû. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåî-
ðåì "ðàâí÷èñë" îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ó íåå àíòåöåäåíòà ñ çàãîëîâêîì "ðàâíî". Ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû íà ïåðåìåííûå, íå âñòðå÷àþùèåñÿ â èñõîäíîé òåîðåìå. Â íàøåì ïðèìåðå
õ17 èìååò âèä:

∀abc(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & ¬(a = b) & ¬(a = c) &
l(ab) = l(bc)→ ∠(bac) = ∠(bca))

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ17, ïåðåìåííîé
õ19 - åå êîíñåêâåíò. Â ñïèñêå õ11 âûáèðàåòñÿ îòëè÷íîå îò õ12 ðàâåíñòâî õ20. Â
íàøåì ïðèìåðå - "l(AB) = l(DE)". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îáùèé çà-
ãîëîâîê îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ðàññòîÿíèå".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèìâîë õ21 êîììóòàòèâíûé. Ñîçäàåòñÿ ñïèñîê õ22 òàêèõ ïà-
ðàìåòðîâ X ÷èñëîâûõ àòîìîâ Q ðàâåíñòâ õ12, õ20, ÷òî ñïðàâî÷íèê "âàðüèðòåð-
ìà" îïðåäåëÿåò âîçìîæíîñòü âàðüèðîâàíèÿ çíà÷åíèÿ X áåç èçìåíåíèÿ àòîìà
Q, ïðè÷åì X èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â ðàâåíñòâà õ12, õ20. Â íàøåì
ïðèìåðå õ22 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ C, F .

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ àòîìîâ õ12 è õ20. Â íà-
øåì ïðèìåðå - A, B, C,D, E, F . Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåí-
íûõ õ23, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ12 è õ19, à îäíîâðåìåííî òàêæå ëåâóþ è
ïðàâóþ ÷àñòè ðàâåíñòâà õ20. Îïåðàòîðó "óíèôèêàöèÿ ïåðåäàåòñÿ îïöèÿ (ðàç-
âÿçêà õ22 ïóñòîåñëîâî). Îíà îçíà÷àåò, ÷òî ïðè óíèôèêàöèè ïðåäïðèíèìàåòñÿ
ïîïûòêà ðàçâÿçêè ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ22. Ïîñëåäíèé ýëåìåíò ýòîé òðîéêè (èç-
íà÷àëüíî - "ïóñòîåñëîâî") ñëóæèò íàêîïèòåëåì ðàçâÿçûâàþùèõ óòâåðæäåíèé,
ââîäèìûõ ïðè óíèôèêàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àþòñÿ äâà ðàçâÿçûâàþùèõ
óòâåðæäåíèÿ - "òî÷êàëó÷à(a, b, C)" è "òî÷êàëó÷à(c, b, F )". Åãî íàëè÷èå ïîçâî-
ëÿåò â êà÷åñòâå óíèôèöèðóþùåé ïîäñòàíîâêè âûáðàòü òàêóþ, ÷òîáû âìåñòî
êàæäîé èç ïåðåìåííûõ , F ïîäñòàâëÿëîñü âûðàæåíèå, íå ñîäåðæàùåå äðóãîé
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ïåðåìåííîé. Ôàêòè÷åñêè íàáîð ïîäñòàâëÿåìûõ âûðàæåíèé ïîäñòàíîâêè S èìå-
åò âèä a, c, C, c, a, F , ò.å. ïåðåìåííûå C, F ïåðåâîäÿòñÿ â ñåáÿ.

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ18 ñ ðåçóëüòàòàìè ïðèìå-
íåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îòëè÷íûì îò õ12 è õ20 óòâåðæäåíèÿì ñïèñêà õ8. Ê ñïèñ-
êó õ26 äîáàâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíè ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì íà-
êîïèòåëÿ (ðàçâÿçêà . . .). Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèþ õ9. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòà-
ìè õ26 è êîíñåêâåíòîì õ27. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Ðåàëèçàöèÿ åäèíñòâåííîãî ðàâåíñòâà â àíòåöåäåíòå ïóòåì îòîæäåñòâëåíèÿ åãî
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcABE(¬(a = b) & ¬(a = c) & ¬(a = E) & ¬(b = c) & ¬(b = E) & ¬(A = B) &
a ∈ îêðóæíîñòü(AB) & b ∈ îêðóæíîñòü(AB) & c ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & E − òî÷êà & ðàçíûåñòîðîíû(c, A, ïðÿìàÿ(ab)) &
ðàçíûåñòîðîíû(E, A, ïðÿìàÿ(ab))→ ∠(aEb) = ∠(acb))

èç òåîðåìû

∀abcABCDE(¬(a = b) & ¬(a = c) & ¬(b = c) & ¬(A = B) & ¬(C = D) &
¬(C = E) & ¬(D = E) & ∠(aAb) = ∠(CAD) & a ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
b ∈ îêðóæíîñòü(AB) & c ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & a− òî÷êà & b− òî÷êà &
c− òî÷êà & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
ðàçíûåñòîðîíû(c, A, ïðÿìàÿ(ab)) & ðàçíûåñòîðîíû(E, A, ïðÿìàÿ(CD))→
∠(CED) = ∠(acb))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íåì âûáèðàåòñÿ ðàâåí-
ñòâî õ9 äâóõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî
"∠(aAb) = ∠(CAD)". Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå äðóãèõ ðàâåíñòâ â àíòåöåäåíòàõ.
Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê
åãî ïàðàìåòðîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ a, b, c, C,D,E.
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðìåòðîâ òåðìà õ9. Â íàøåì ïðèìåðå -
a, b, A, C, D. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ12 èìååò íå ìåíåå äâóõ ïåðåìåííûõ, íå
âõîäÿùèõ â ñïèñîê õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà õ9 èìåþò îäèí
è òîò æå çàãîëîâîê õ14. Îïðåäåëÿþòñÿ ñïèñêè õ16 è õ18 çàãîëîâêîâ êîðíå-
âûõ îïåðàíäîâ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ðàâåíñòâà õ9. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ýòè
çàãîëîâêè ñóòü ïåðåìåííûå, ïðè÷åì äëèíû ñïèñêîâ õ16 è õ18 ðàâíû. Ïåðåìåí-
íîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû ñî ñïèñêîì
ðàâåíñòâ ïåðåìåííûõ õ16 ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì õ18. Ñîçäàåòñÿ èìïëè-
êàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ19 è êîíñåêâåíòîì õ11. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Ðåàëèçàöèÿ ðàâåíñòâà êîììóòàòèâíûõ äâóìåñòíûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ â àíòåöå-
äåíòàõ ïóòåì îòîæäåñòâëåíèÿ ïåðåìåííûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀CDEF (¬(C = D) & ¬(C = E) & ¬(D = E) & ¬(E = F ) & l(CD) = l(DF ) &
∠(CDE) = ∠(EDF ) & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà →
∠(CED) = ∠(DEF ))

èç òåîðåìû

∀ABCDEF (A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
F − òî÷êà & ¬(D = F ) & ¬(D = E) & ¬(A = C) & ¬(A = B) &
¬(B = C) & ¬(E = F ) & ∠(BAC) = ∠(EDF ) & l(AB) = l(DE) &
l(AC) = l(DF )→ ∠(ABC) = ∠(DEF ))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ ðà-
âåíñòâî õ9 äâóõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ9 èìååò
âèä "l(AB) = l(DE)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè àíòåöåäåíòîâ èìåþòñÿ è äðóãèå
ðàâåíñòâà, íî îáùåå ÷èñëî ðàâåíñòâ â àíòåöåäåíòàõ íå áîëåå 3. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî çàãîëîâêîì îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà õ9 ñëóæèò íåêîòîðûé êîììóòàòèâíûé
ñèìâîë õ13, ïðè÷åì êàæäàÿ èç ýòèõ ÷àñòåé èìååò ðîâíî äâà îïåðàíäà, ïðåä-
ñòàâëÿþùèõ ñîáîé ïåðåìåííûå. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îïåðàí-
äîâ ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ9, ïåðåìåííîé õ15 - ïðàâîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ14
- A, B, õ15 - D, E. Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ
ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàþòñÿ ðàâåíñòâî íà÷àë ñïèñêîâ õ14, õ15 è ðàâåíñòâî
èõ êîíöîâ; âî âòîðîì - ðàâåíñòâî íà÷àëà ñïèñêà õ14 êîíöó ñïèñêà õ15 è êîíöà
ñïèñêà õ14 íà÷àëó ñïèñêà õ15. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå îò-
ëè÷íûõ îò õ9 ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ8 è ñïèñêà õ16, ïåðåìåííîé õ18 - êîíñåêâåíò
èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà
õ17 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ18. Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ19 è êîíñåêâåíòîì õ18. Îíà îáðàáàòû-
âàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Âàðüèðîâàíèå àíòåöåäåíòà ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà âàðüèðîâàíèÿ àíòåöåäåíòà ñ ïîìîùüþ óòâåðæäåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
äëÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íåñêîëüêèìè ÷èñëîâûìè àòîìàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdjABCDE(¬(a = b) & ¬(c = d) & ¬(c = j) & ¬(d = j) & ¬(A = B) &
neg(C = D) & ¬(C = E) & ¬(D = E) & ∠(cjd) + ∠(CED) = π &
c ∈ îêðóæíîñòü(ab) & d ∈ îêðóæíîñòü(ab) & j ∈ îêðóæíîñòü(ab) &
C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & j − òî÷êà & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà→ ∠(CAD) = ∠(cad))

èç òåîðåìû

∀abcdeABCDE(¬(a = b) & ¬(c = d) & ¬(c = e) & ¬(d = e) & ¬(A = B) &
neg(C = D) & ¬(C = E) & ¬(D = E) & ∠(ced) = ∠(CED) &
c ∈ îêðóæíîñòü(ab) & d ∈ îêðóæíîñòü(ab) & e ∈ îêðóæíîñòü(ab) &
C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà→ ∠(CAD) = ∠(cad))
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è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDEF (A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(A = B) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ¬(C = E) & ¬(D = E)→ ∃F (F ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
F − òî÷êà & ¬(F = C) & ¬(F = D) & ∠(CED) + ∠(CFD) = π))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íåì âûáèðàåòñÿ ðàâåí-
ñòâî õ9 äâóõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ïàðà ýòèõ àòîìîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ9 - ðàâåíñòâî "∠(ced) = ∠(CED)".
Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå äðóãèõ ðàâåíñòâ â àíòåöåäåíòàõ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - "óãîë".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñóùåñòâàòîì" îïðåäåëÿåò ïî õ11 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà-
÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âñòðå÷àþùèåñÿ â èñõîäíîé òåîðåìå. Â
íàøåì ïðèìåðå õ14 èìååò âèä:

∀fghijk(f − òî÷êà & g − òî÷êà & h− òî÷êà & i− òî÷êà & j − òî÷êà &
¬(f = g) & h ∈ îêðóæíîñòü(fg) & i ∈ îêðóæíîñòü(fg) & j ∈ îêðóæíîñòü(fg)
& ¬(h = jE) & ¬(i = j)→ ∃k(k ∈ îêðóæíîñòü(fg) & k − òî÷êà &
¬(k = h) & ¬(k = i) & ∠(hji) + ∠(hki) = π))

Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ14. Ýòîò êîí-
ñåêâåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâà-
èâàåòñÿ âàðüèðóåìàÿ ïåðåìåííàÿ êâàíòîðà, ïåðåìåííîé õ17 - íàáîð êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - ïåðåìåí-
íàÿ k. Ñðåäè óòâåðæäåíèé õ17 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ18. Â íàøåì ïðèìåðå
- "∠(hji) + ∠(hki) = π". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ
òåîðåìû õ14, ïåðåìåííîé õ20 - îáúåäèíåíèå õ19 ñ îòëè÷íûìè îò õ18 óòâåð-
æäåíèÿìè íàáîðà õ17. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëîâîé àòîì õ21 óòâåðæäåíèÿ õ18. Â
íàøåì ïðèìåðå - "∠(hki)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò àòîì ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ
õ16. Â ñïèñêå õ10 âûáèðàåòñÿ àòîì õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(ced)".

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëÿåíèÿ ê ñïèñêó îòëè÷íûõ îò
õ18 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ17 òåðìà "ôèêñ(õ21)". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 òåðìà "ôèêñ(õ22)". Ïåðåìåííîé õ25 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ23. Â íàøåì ïðèìåðå - "f, g, h, i, k.
Îïåðàòîð "ïîäáîðçíà÷åíèé" óñìàòðèâàåòñÿ ïîäñòàíîâêó S âìåñòî ïåðåìåííûõ
õ25, ïåðåâîäÿùóþ óòâåðæäåíèÿ õ23 â ïîäìíîæåñòâî óòâåðæäåíèé õ24. Â íàøåì
ïðèìåðå ïîäñòàâëÿåìûå òåðìû ñóòü a, b, c, d, e. Ïðè ýòîì ïåðåìåííîé õ27 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ24, â êîòîðûé ïåðåâåäåíû óòâåðæäåíèÿ
õ23.

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì, ïîäñòàâëÿåìûé ïîäñòàíîâêîé S âìåñòî ïå-
ðåìåííîé õ16. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ28. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ "e". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ29 - ïåðåìåííàÿ. Ïåðåìåííîé
õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îòëè÷íûõ îò õ9 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ8, ñîäåðæà-
ùèõ ïåðåìåííóþ õ29. Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèÿ "¬(c = e)", "¬(d = e)",
"e ∈ îêðóæíîñòü(ab)", "e− òî÷êà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ30 âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê
õ27.
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Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àòîìà õ21 â óòâåðæäåíèå õ18. Ñðåäè
ïàðû àòîìîâ õ10 âûáèðàåòñÿ àòîì õ32, îòëè÷íûé îò õ22. Â íàøåì ïðèìåðå -
"∠(CED)". Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ33 çàìåíû âõîæäåíèÿ õ31 íà àòîì õ32 è
îäíîâðåìåííîé ïîäñòàíîâêè S, ïðèìåíÿåìîé ê ïåðåìåííûì âíå âõîæäåíèÿ õ31.
Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "∠(cjd) + ∠(CED) = π". Ïåðåìåííîé õ34 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì õ19,
ïåðåìåííîé õ35 - îáúåäèíåíèå ñïèñêà îòëè÷íûõ îò õ9 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ8 ñî
ñïèñêîì õ34. Ê ýòîìó îáúåäèíåíèþ äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå õ33. Ïåðåìåííîé
õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ35 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëü-
íî ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ36. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ37 è êîíñåêâåíòîì õ36. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðå-
ãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà âàðüèðîâàíèÿ ðàâåíñòâà ÷èñëîâûõ àòîìîâ â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdef (¬(a = b) & ¬(e = f) & l(cd) = l(ef) & c ∈ îêðóæíîñòü(ab) &
d ∈ îêðóæíîñòü(ab) & e ∈ îêðóæíîñòü(ab) & f ∈ îêðóæíîñòü(ab) &
a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà &
f − òî÷êà→ ∠(acd) = ∠(aef))

èç òåîðåìû

∀ABCDEF (A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
F − òî÷êà & ¬(D = F ) & ¬(D = E) & ¬(A = C) & ¬(A = B) &
¬(B = C) & ¬(E = F ) & ∠(BAC) = ∠(EDF ) & l(AB) = l(DE) &
l(AC) = l(DF )→ ∠(ABC) = ∠(DEF ))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDEF (A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
F − òî÷êà & ¬(A = B) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & l(CD) = l(EF )→
∠(CAD) = ∠(EAF ))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà òåîðåìû, ïðåäñòàâëÿþ-
ùåãî ñîáîé ðàâåíñòâî äâóõ âûðàæåíèé ñ îäèíàêîâûì çàãîëîâêîì õ9. Â íàøåì
ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "∠(BAC) = ∠(EDF )". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàâ-
íûåäëèíû" îïðåäåëÿåò ïî õ9 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû,
ïåðåìåííîé õ13 - âõîæäåíèå ðàâåíñòâà â åå àíòåöåäåíòàõ, îáå ÷àñòè êîòîðî-
ãî èìåþò ñâîèì çàãîëîâêîì îäèí è òîò æå ëîãè÷åñêèé ñèìâîë õ14. Â íàøåì
ïðèìåðå õ13 - âõîæäåíèå ðàâåíñòâà "l(CD) = l(EF )". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå
ïàðàìåòðû ïîäòåðìà õ13 âñòðå÷àþòñÿ â êîíñåêâåíòå õ12.

Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ15 ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìå-
íåíèÿ èñõîäíîé è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåì, ïðè êîòîðîì àíòåöåäåíò õ8 èñõîäíîé
òåîðåìû óíèôèöèðóåòñÿ ñ êîíñåêâåíòîì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé
õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ15. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ17 îáðà-
áîòêè àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ15 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî
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ïàðàìåòðîâ òåðìà õ16. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ17 è êîí-
ñåêâåíòîì õ16. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî äëèíà ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè ðåçóëüòàòà õ18 ðàâíà äëèíå ñâÿçûâàþùåé
ïðèñòàâêè èñõîäíîé òåîðåìû. Çàòåì òåîðåìà õ18 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âû-
âîäà.

3. Ïîïûòêà ïåðåõîäà ê ïîäìíîæåñòâó â óñëîâèè ïðèíàäëåæíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABCD(¬(a = b) & ¬(A = B) & ¬(C = D) & A ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
A ∈ îòðåçîê(ab) & B ∈ ïðÿìàÿ(ab) & B ∈ îòðåçîê(CD) & a− òî÷êà &
b− òî÷êà & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà→
ïðÿìàÿ(CD) = ïðÿìàÿ(ab))

èç òåîðåìû

∀abABCD(¬(a = b) & ¬(A = B) & ¬(C = D) & A ∈ ïðÿìàÿ(ab) & A ∈ ïðÿìàÿ(CD)
& B ∈ ïðÿìàÿ(ab) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà→ ïðÿìàÿ(CD) = ïðÿìàÿ(ab))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ¬(A = B)→ îòðåçîê(AB) ⊆ ïðÿìàÿ(AB))

Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ó òåîðåìû õàðàêòåðèñòèêè "÷èñëîâîéàòîì". Ïåðåìåí-
íîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íåì íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ9 ñ
çàãîëîâêîì "ïðèíàäëåæèò", ó êîòîðîãî ïåðâûì îïåðàíäîì ñëóæèò íåêîòîðàÿ
ïåðåìåííàÿ õ10, à âòîðûì - âûðàæåíèå õ11, íå ñîäåðæàùåå äàííîé ïåðåìåííîé.
Â íàøåì ïðèìåðå õ9 èìååò âèä "A ∈ ïðÿìàÿ(ab)". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâà-
åòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïðÿìàÿ". Ñïðàâî÷-
íèê ïîèñêà òåîðåì "ïîäìíîæ" íàõîäèò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëü-
íóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò êîíñåêâåíò - îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ. Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ, ïåðåìåííîé õ17 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
âûðàæåíèÿ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - âûðàæåíèå "ïðÿìàÿ(AB)". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî õ17 âêëþ÷àåò âñå ïåðåìåííûå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé
õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ëåâîé ÷àñòè âêëþ÷åíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèì-
âîë "îòðåçîê". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå õ8 íåò îòíîøåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè,
ó êîòîðîãî çàãîëîâîê ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí õ18.

Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ17, óíèôèöèðóþùàÿ âûðàæå-
íèÿ õ11 è õ16. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ21 - ðå-
çóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòàíîâêè ê ëåâîé ÷àñòè âêëþ÷åíèÿ õ15. Â íàøåì
ïðèìåðå õ21 èìååò âèä "îòðåçîê(ab)". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåð-
æäåíèå "ïðèíàäëåæèò(õ10 õ21)". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêà îòëè÷íûõ îò õ9 ýëåìåíòîâ íàáîðà õ8 ñî ñïèñêîì õ20. Ê ýòîìó îáúåäèíå-
íèþ äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå õ22. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåí-
òàìè õ23. Åå êîíñåêâåíò òàêîé æå, êàê ó èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòà èìïëèêàöèÿ
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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Ñîçäàíèå êâàçèïðîòîêîëà

1. Ââîä â ðàññìîòðåíèå ïàðû íîâûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðàâåí-
ñòâà äðóãîé ïàðû ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñîçäàíèå êâàçèïðîòîêîëà

∀ABCDEF (l(AB) = l(DE) & l(AC) = l(DF )→ àêòèâ(∠(BAC)) & àêòèâ(∠(EDF )))

ïî òåîðåìå

∀ABCDEF (A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
F − òî÷êà & ¬(D = F ) & ¬(D = E) & ¬(A = C) & ¬(A = B) &
¬(B = C) & ¬(E = F ) & ∠(BAC) = ∠(EDF ) & l(AB) = l(DE) &
l(AC) = l(DF )→ ∠(ABC) = ∠(DEF ))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - ïàðà ëå-
âîé è ïðàâîé ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(BAC) = ∠(EDF )",
"l(AB) = l(DE)", "l(AC) = l(DF )". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ñïèñêà
õ12, íå èìåþùèé çàãîëîâêà "íå", ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî äâóõ íåâûðîæ-
äåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ïîñëå ýòîãî èç õ12 îòáðàñûâàþòñÿ âñå óòâåðæäåíèÿ
ñ çàãîëîâêîì "íå".

Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íåêîòîðîå ðàâåíñòâî èç ñïèñêà õ12. Â íàøåì
ïðèìåðå - "∠(BAC) = ∠(EDF )". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñ-
êà õ12. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ÷èñëîâûõ àòîìîâ íà-
áîðà õ14, çà èñêëþ÷åíèåì òåõ ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî âàðüèðîâàíèå
áåç èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ ñîäåðæàùåãî èõ ÷èñëîâîãî àòîìà. Â íàøåì ïðèìåðå õ15
ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ A, B, D, E, C, F . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïàðàìåòðû ðàâåí-
ñòâà õ13 ñîäåðæàòñÿ â ñïèñêå õ15. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ14, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò òåðì "àêòèâ(P ) & àêòèâ(Q)", ãäå P, Q - ëå-
âàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ðàâåíñòâà õ13. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè "òåîðåìàïðèåìà", "àêòèâ", "ðàâíûåòåðìû(õ10)".

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà ñâåñòè ðàâåíñòâî äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ â àíòåöåäåíòàõ ê ðàâåíñòâó
äâóõ äðóãèõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(∠(ABC) = ∠(BCD) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà & òðàïåöèÿ(ABCD)→ l(AB) = l(CD))

èç òåîðåìû

∀ABCD(∠(ADC) = ∠(BAD) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà & òðàïåöèÿ(ABCD)→ l(AB) = l(CD))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íå íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî
õ9 äâóõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(ADC) =
∠(BAD)". Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå â ñïèñêå õ8 äðóãèõ ðàâåíñòâ. Âûáèðàåòñÿ
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ïåðåìåííàÿ õ11, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 ðàâåíñòâà ëåâîé
÷àñòè ðàâåíñòâà õ9 ïåðåìåííîé õ11 è óòâåðæäåíèÿ "÷èñëî(õ11)". Ðåøàåòñÿ çà-
äà÷à íà èññëåäîâàíèå õ13 ñ ïîñûëêàìè õ12 è öåëÿìè "èçâåñòíî", "íåèçâåñòíûå
X", ãäå X - âñå ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ õ8. Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè çàäà-
÷è õ13 ñóòü: "∠(ADC) = ∠(BAD)", "A − òî÷êà", "B − òî÷êà", "C − òî÷êà",
"D− òî÷êà", "òðàïåöèÿ(ABCD)", "∠(ADC) = a", "a− ÷èñëî". Ïîñëå ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è â ñïèñêå åå ïîñûëîê íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ16 , ïðàâàÿ ÷àñòü õ17
êîòîðîãî ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ õ11, à ëåâàÿ ÷àñòü õ18 - íå ñîäåðæèò. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ16 èìååò âèä "∠(ABC) = −a + π". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé àòîì, íå âõîäÿùèé â ñïèñîê õ10. Â òîì æå ñïèñêå
ïîñûëîê çàäà÷è õ13 íàõîäèòñÿ äðóãîå ðàâåíñòâî õ21, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ðàâ-
íà õ17. Ëåâàÿ ÷àñòü õ22 ýòîãî ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé àòîì. Â
íàøåì ïðèìåðå õ21 èìååò âèä "∠(BCD) = −a+π". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ18 è õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(ABC) = ∠(BCD)".
Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî õ9 ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îòëè÷íûõ îò õ9 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ8 è óòâåðæäåíèÿ õ24.
Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ25 è òåì æå êîíñåêâåíòîì, ÷òî
ó èñõîäíîé òåîðåìû. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà âûâåñòè èç êîíñåêâåíòà ðàâåíñòâî äâóõ äðóãèõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(C = D) & l(AC) = l(BC) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà & D−òî÷êà & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)→
∠(BDC) = ∠(ADC))

èç òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(C = D) & l(AC) = l(BC) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà & D−òî÷êà & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)→
∠(BAD) = ∠(ABD))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â ýòîì ñïèñêå èìååòñÿ åäèí-
ñòâåííîå ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð èç ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû. Ýòè ÷àñòè ñóòü íåâûðîæäåííûå ÷èñ-
ëîâûå àòîìû. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ12, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äî-
áàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 ðàâåíñòâ ïåðåìåííîé a êàæäîìó èç âûðàæåíèé ïàðû õ10,
à òàêæå óòâåðæäåíèÿ "÷èñëî(õ12)". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ14 ñ ïî-
ñûëêàìè õ13 è öåëÿìè "èçâåñòíî", "íåèçâåñòíûå X", ãäå X - âñå ïàðàìåòðû
óòâåðæäåíèé õ8.

Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è õ14 â åå ñïèñêå ïîñûëîê íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ17 íåêî-
òîðîãî íå ñîäåðæàùåãî ïåðåìåííîé õ12 è íå âñòðå÷àþùåãîñÿ â ïàðå õ10 ÷èñëî-
âîãî àòîìà õ19 âûðàæåíèþ õ18, ñîäåðæàùåìó ïåðåìåííóþ õ12. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ17 èìååò âèä "∠(BDC) = −a + π/2". Â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è õ14 íà-
õîäèòñÿ åùå îäíî ðàâåíñòâî õ22, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ðàâíà õ18, à ëåâàÿ
÷àñòü õ23 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé àòîì. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 èìååò âèä
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"∠(ADC) = −a + π/2". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé
õ19 è õ23. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ8 è êîíñåêâåíòîì
õ25. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

1. Óñìîòðåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè êîíñåêâåíòà êîíúþíêöèè àíòåöåäåíòîâ, âûðàçè-
ìûõ ÷åðåç åãî ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀BCD(¬(B = C) & ¬(C = D) & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà →
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(CD)↔ ïðÿìàÿ(BC) = ïðÿìàÿ(CD))

èç òåîðåìû

∀BCD(¬(B = C) & ¬(C = D) & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(CD)→ ïðÿìàÿ(BC) = ïðÿìàÿ(CD))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - ïàðà ÷à-
ñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñóùå-
ñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííûé àíòåöåäåíò
"ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(CD)". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåò-
ðîâ êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå - B, C, D. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ïîäñïèñîê ñïèñêà õ12, îáðàçîâàííûé óòâåðæäåíèÿìè, ïàðàìåòðû êîòîðûõ
âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ13. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç óêàçàííîãî âûøå
ñóùåñòâåííîãî àíòåöåäåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ14 íåïóñò è ÷òî êàæäîå
âõîæäåíèå ïåðåìåííîé â ëþáîå èç óòâåðæäåíèé ñïèñêà ðàñïîëîæåíî âíóòðè
ïîäòåðìà, ðàâíîãî òåðìó ñïèñêà õ10. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
çàìåíû óòâåðæäåíèé õ14 ñïèñêà õ8 íà êîíñåêâåíò òåîðåìû. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ14 ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ15. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòî-
ðîé ñóòü âñå íå âîøåäøèå â ñïèñîê õ14 óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ8, à êîíñåêâåíò -
ýêâèâàëåíòíîñòü êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ14 êîíñåêâåíòó èñõîäíîé òåîðåìû.
Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

Ñêëåéêà òåîðåì

1. Ñêëåéêà òåîðåì, îòëè÷àþùèõñÿ ïàðàìè àíòåöåäåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀defghi(¬(g = h) & ¬(d = g) & ¬(g = i) & ¬(d = h) & ¬(h = i) &
¬(e = f) & g ∈ îêðóæíîñòü(ef) & h ∈ îêðóæíîñòü(ef) & d ∈ îêðóæíîñòü(ef) &
i ∈ îêðóæíîñòü(ef) & g − òî÷êà & h− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà &
f − òî÷êà & i− òî÷êà & îäíàñòîðîíà(d, i, ïðÿìàÿ(gh))→ ∠(gih) = ∠(gdh))

èç òåîðåìû

∀abcABE(¬(a = b) & ¬(a = c) & ¬(a = E) & ¬(b = c) & ¬(b = E) & ¬(A = B) &
a ∈ îêðóæíîñòü(AB) & b ∈ îêðóæíîñòü(AB) & c ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
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E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & E − òî÷êà & ðàçíûåñòîðîíû(c, A, ïðÿìàÿ(ab)) &
ðàçíûåñòîðîíû(E, A, ïðÿìàÿ(ab))→ ∠(aEb) = ∠(acb))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀aABCDE(¬(a = C) & ¬(a = D) & ¬(A = B) & ¬(C = D) & ¬(C = E) &
¬(D = E) & a ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & a− òî÷êà & A− òî÷êà &
B−òî÷êà& C−òî÷êà& D−òî÷êà& E−òî÷êà& îäíàñòîðîíà(a, A, ïðÿìàÿ(CD))
& îäíàñòîðîíà(A, E, ïðÿìàÿ(CD))→ ∠(CED) = ∠(CaD))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - êîíñå-
êâåíò, ïåðåìåííîé õ11 - êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà òåîðåìû. Â ñïèñêå âûâîäà ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ òåîðåìà õ13, äëèíà êîòîðîé ðàâíà äëèíå èñõîäíîé òåîðåìû è îò-
ëè÷íàÿ îò íåå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà õ13 èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ðàâíû".
Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ òåîðåìû õ13 íà ïå-
ðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 èìååò âèä:

∀defghi(¬(d = g) & ¬(d = h) & ¬(e = f) & ¬(g = h) & ¬(g = i) &
¬(h = i) & d ∈ îêðóæíîñòü(ef) & g ∈ îêðóæíîñòü(ef) & h ∈ îêðóæíîñòü(ef) &
i ∈ îêðóæíîñòü(ef) & d− òî÷êà & e− òî÷êà & f − òî÷êà & g − òî÷êà &
h− òî÷êà & i− òî÷êà & îäíàñòîðîíà(d, e, ïðÿìàÿ(gh)) &
îäíàñòîðîíà(e, i, ïðÿìàÿ(gh))→ ∠(gih) = ∠(gdh))

Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí
èìååò òó æå äëèíó, ÷òî óòâåðæäåíèå õ10. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî äëèíà ðàâíà äëèíå ñïèñêà
õ9. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà òåîðåìû õ14, ïåðå-
ìåííîé õ18 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ10. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ18, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ10 â òåðì õ15.

Åñëè ðàçíîñòü Q ñïèñêîâ õ11 è õ18 íåïóñòà, òî èùåòñÿ ýëåìåíò R ñïèñêà õ9,
ñîäåðæàùèé âñå ïåðåìåííûå Q è õîòÿ áû îäíó ïåðåìåííóþ ñïèñêà õ18. Îïðåäå-
ëÿåòñÿ ðåçóëüòàò U ïðèìåíåíèÿ ê óòâåðæäåíèÿ U ïîäñòàíîâêè S. Çàòåì îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà H âìåñòî ïåðåìåííûõ Q, ïåðåâîäÿùàÿ U â óòâåðæäåíèå
ñïèñêà õ16. Ïîñëå ýòîãî ïîäñòàíîâêà S êîððåêòèðóåòñÿ - îáúåäèíÿåòñÿ ñ ïîäñòà-
íîâêîé U . Ïðè ýòîì ñïèñîê õ18 ïåðåìåííûõ ïîäñòàíîâêè S ïîïîëíÿåòñÿ ñïèñêîì
Q, à ñïèñîê ïîäñòàâëÿåìûõ òåðìîâ - ñïèñêîì òàêèõ òåðìîâ ó ïîäñòàíîâêè U .
Óêàçàííûì îáðàçîì ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå ýëåìåíòû R ñïèñêà õ9.

Ïî çàâåðøåíèè öèêëà êîððåêöèé ïîäñòàíîâêè S è íàáîðà õ18 ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
äëèíû íàáîðîâ õ11 è õ18 ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëü-
òàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì õ9. Ïåðåìåííîé õ21 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ îáðàáîòêè óòâåðæäåíèÿ õ20 îïåðàòîðîì "ñòàíä",
ïåðåìåííîé õ22 - íàáîð ðåçóëüòàòîâ îáðàáîòêè ýòèì îïåðàòîðîì óòâåðæäåíèé
õ16. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ21 è õ22, ïåðåìåííîé õ24
- ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ22 è õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ ðàçíîñòåé äâóõ-
ýëåìåíòíàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "ðàçíûåñòîðîíû(d, e,
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ïðÿìàÿ(gh))", "ðàçíûåñòîðîíû(i, e, ïðÿìàÿ(gh))". Ñïèñîê õ24 ñîñòîèò èç óòâåð-
æäåíèé "îäíàñòîðîíà(d, e, ïðÿìàÿ(gh))", "îäíàñòîðîíà(e, i, ïðÿìàÿ(gh))". Ïåðå-
ìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ õ21 è õ22. Ïåðåìåííîé õ26 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ23 è êîíúþíêöèè
óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ24. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå ýòà äèçúþíê-
öèÿ óïðîùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ25. Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ28. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "e ∈ ïðÿìàÿ(gh) ∨ îäíàñòîðîíà(d, i, ïðÿ-
ìàÿ(gh))". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îòâå-
òà õ28. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè ñóòü ýëåìåíòàðíûå óòâåðæäåíèÿ. Ñðåäè íèõ
âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ30. Â íàøåì ïðèìåðå îíî èìååò âèä "îäíàñòîðîíà(d, i,
ïðÿìàÿ(gh))". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò
óòâåðæäåíèÿ õ25 è õ30, à êîíñåêâåíòîì - óòâåðæäåíèå õ15. Ýòà èìïëèêàöèÿ
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Ïî îêîí÷àíèè ðàññìîòðåíèÿ âñåâîçìîæíûõ
óòâåðæäåíèé õ30 èñõîäíàÿ è äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìû ïîìå÷àþòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà ýëåìåíòîì "èñêëþ÷åíèå".

2. Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì ïðè ïîìîùè òðåòüåé òåîðåìû ñ õàðàêòåðèñòèêîé "ðàâíû-
åäëèíû".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abKT (íåïîäâ(b, T ) & íåïîäâ(K, T ) & ìòî÷êà(a) & ×èñëîòð(T ) & ìòåëî(b) &
ìòåëî(K)→ Ñêîðîñòü(a, K, T ) = Ñêîðîñòü(a, b, T ))

èç òåîðåìû

∀abKT (íåïîäâ(b, T ) & íåïîäâ(K, T ) & ìòî÷êà(a) & ×èñëîòð(T ) & ìòåëî(b) &
ìòåëî(K)→ äëèíà(Ñêîðîñòü(a, K, T )) = äëèíà(Ñêîðîñòü(a, b, T )))

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀ab(Âåêòîð(a) & Âåêòîð(b)→ a = b↔ äëèíà(a) = äëèíà(b) &
îäíîíàïðàâëåíû(a, b))

∀abKT (íåïîäâ(b, T ) & íåïîäâ(K, T ) & ìòî÷êà(a) & ×èñëîòð(T ) & ìòåëî(b) &
ìòåëî(K)→ îäíîíàïðàâëåíû(Ñêîðîñòü(a, K, T ))↔
îäíîíàïðàâëåíû(Ñêîðîñòü(a, b, T )))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáå ÷àñòè
ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå èìåþò îäèí è òîò æå çàãîëîâîê õ10. Â íàøåì ïðèìåðå -
ñèìâîë "äëèíà". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò. Ñïðàâî÷íèê ïîèñ-
êà òåîðåì "ðàâíîéäëèíû" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ10 óêàçàííóþ âûøå ïåðâóþ
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà-
÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå õ14 èìååò âèä:

∀cd(Âåêòîð(c) & Âåêòîð(d)→ c = d↔ äëèíà(c) = äëèíà(d) &
îäíîíàïðàâëåíû(c, d))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû âêëþ÷àþòñÿ â ïà-
ðàìåòðû êîíñåêâåíòà õ11. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè
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ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ14, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "è". Ïå-
ðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ýòîé ÷àñòè. Â íà-
øåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèÿ "äëèíà(c) = äëèíà(d)" è "îäíîíàïðàâëåíû(c, d)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äàííûé ñïèñîê äâóõýëåìåíòíûé. Â ñïèñêå õ16 âûáèðàåòñÿ
óòâåðæäåíèå õ17, çàãîëîâîê êîòîðîãî îòëè÷åí îò ñèìâîëà "ðàâíî". Â íàøåì
ïðèìåðå - "îäíîíàïðàâëåíû(c, d)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðà-
ìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñî ñïèñêîì ïåðåìåííûõ
òåîðåìû õ14.

Â ñïèñêå âûâîäà âûáèðàåòñÿ íå ïîìå÷åííàÿ îòìåòêîé "èñêëþ÷åíèå" òåîðåìà
õ21, êîíñåêâåíò êîòîðîé èìååò òîò æå çàãîëîâîê, ÷òî è òåðì õ17. Â íàøåì
ïðèìåðå ýòî âòîðàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåìåí-
íûå ýòîé òåîðåìû ñîäåðæàòñÿ â åå êîíñåêâåíòå. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ âòîðîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïå-
ðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó è â òåîðåìó õ14. Â íàøåì ïðèìåðå
õ23 èìååò âèä:

∀efgh(íåïîäâ(f, h) & íåïîäâ(g, h) & ìòî÷êà(e) & ×èñëîòð(h) & ìòåëî(f) &
ìòåëî(g)→ îäíîíàïðàâëåíû(Ñêîðîñòü(e, f, h)) = îäíîíàïðàâëåíû(Ñêîðîñòü(
e, g, h)))

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ23, ïåðåìåííîé õ25 - ñïè-
ñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ24 è õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - ñïèñîê c, d, e, f, g, h. Â
ñïèñêå õ16 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ26. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïå-
ðåìåííûõ õ25, óíèôèöèðóþùàÿ îäíîâðåìåííî òåðì õ11 ñ òåðìîì õ26 è òåðì
õ24 ñ òåðìîì õ17. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð îáðàáîòàííûõ îïåðàòî-
ðîì "ñòàíä" ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì õ8. Ïåðå-
ìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä" ðåçóëüòà-
òîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñïèñêè õ28 è õ29 ñîñòàâëåíû èç îäíèõ è òåõ æå óòâåðæäåíèé. Â íàøåì ïðèìåðå
- èç óòâåðæäåíèé "íåïîäâ(b, T )", "íåïîäâ(K,T )", "ìòî÷êà(a)", "×èñëîòð(T )",
"ìòåëî(b)", "ìòåëî(K)". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð îáðàáîòàííûõ
îïåðàòîðîì "ñòàíä" ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì
òåîðåìû õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ30 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "Âåêòîð(Ñêîðîñòü(
a, K, T ))", "Âåêòîð(Ñêîðîñòü(a, b, T ))". Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ30 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåð-
æäåíèé õ28.

Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê òîé ÷à-
ñòè êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ14, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì. Çàòåì ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ28 è êîíñåêâåíòîì õ33. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Èñõîäíàÿ òåîðåìà è
âòîðàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïîìå÷àþòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå".

3.89 Õàðàêòåðèñòèêà "ðàçâåðòêà"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ðàçâåðòêà(õ1 õ2)" ñíàáæàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ êâàíòîðíîé
ðàñøèôðîâêè. õ1 - òèï âîçíèêàþùåãî ïðè ðàñøèôðîâêå êâàíòîðà ("äëÿëþáîãî", "ñó-
ùåñòâóåò"); õ2 - íàïðàâëåíèå çàìåíû.
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Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïåðåõîä ê îòðèöàíèÿì ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè, äàþùèé
ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set→ ¬(a ⊆ b)↔ ∃c(¬(c ∈ b) & c ∈ a))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set→ a ⊆ b↔ ∀c(c ∈ a→ c ∈ b))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ðàçâåðòêà(äëÿëþáîãî âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ÿâëÿ-
åòñÿ ýëåìåíòàðíûì óòâåðæäåíèåì. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ
÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâêîì ñëóæèò êâàíòîð îáùíîñòè. Ïåðåìåí-
íîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ12, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü îòðèöàíèÿ
óòâåðæäåíèÿ õ10 îòðèöàíèþ êâàíòîðà õ11. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Åäèíñòâåííûå äîïóñòèìûå
õàðàêòåðèñòèêè - "ïàðàìåòðèçàöèÿ" è "ïîïûòêàïàðàìåòðèçàöèè".

2. Ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ êâàíòîðíîé ðàñøèôðîâêè ïîðîæäàåò èìïëèêàöèþ äëÿ
ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà (ïåðâûé ïðèåì).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abfy(a− set & b− set & a ⊆ Dom(f) & f −ôóíêöèÿ & îáðàç(f, a) ⊆ b & y ∈ a→
f(y) ∈ b)

èç òåîðåìû

∀abf (a− set & b− set & a ⊆ Dom(f) & f −ôóíêöèÿ→ îáðàç(f, a) ⊆ b↔
∀y(y ∈ a→ f(y) ∈ b))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ÿâëÿ-
åòñÿ ýëåìåíòàðíûì óòâåðæäåíèåì. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ
÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâêîì ñëóæèò êâàíòîð îáùíîñòè. Ïåðåìåííîé
õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 - ïðî-
ñòàÿ èìïëèêàöèÿ, ò.å. åå àíòåöåäåíòû è êîíñåêâåíò ýëåìåíòàðíû. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèñîåäèíåíèÿ ê àíòåöåäåíòàì èìïëèêàöèè õ11
îòðèöàíèÿ åå êîíñåêâåíòà. Âûáèðàåòñÿ ïîçèöèÿ õ14 ñïèñêà õ13, è ïåðåìåííîé
õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ íà äàííîé ïîçèöèè. Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ15 èìååò âèä "f(y) ∈ b". Ïðîâåðÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðîâåðî÷íîãî îïåðà-
òîðà, îáðàáàòûâàþùåãî óòâåðæäåíèÿ âèäà õ15. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îáúåäèíåíèÿ ñïèñêà õ12 è
îòëè÷íûõ îò õ15 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ13, ê êîòîðîìó äîáàâëåíî óòâåðæäåíèå
õ10. Îáðàáîòêà âåäåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ15. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî â ñïèñêå õ19 îòñóòñòâóåò ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé íå ñîäåðæàùåìó åå
âûðàæåíèþ è ÷òî ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû íå óñìàòðèâàþò èñòèííîñòü õ15 èç
ïîñûëîê õ19. Òîãäà ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ19 è êîíñåêâåíòîì
õ15. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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3. Ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ êâàíòîðíîé ðàñøèôðîâêè ïîðîæäàåò èìïëèêàöèþ äëÿ
ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà (âòîðîé ïðèåì).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(a− set & b− set & c ∈ a & c ∈ b→ ¬(íåïåðåñåê(a, b)))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set→ íåïåðåñåê(a, b)↔ ∀c(c ∈ a→ ¬(c ∈ b)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ÿâëÿ-
åòñÿ ýëåìåíòàðíûì óòâåðæäåíèåì. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ
÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâêîì ñëóæèò êâàíòîð. Ïåðåìåííîé õ12 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Åñëè õ11 - êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, òî
ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî
óòâåðæäåíèÿ, èíà÷å - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó àíòåöåäåíòîâ êâàíòîðà õ11
îòðèöàíèÿ åãî êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ13 ýëå-
ìåíòàðíû. Åñëè õ11 - êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, òî ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
óòâåðæäåíèå õ10, èíà÷å - åãî îòðèöàíèå. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè
êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ12 è õ13, à êîíñåêâåíòîì - õ14. Ýòà èìïëèêàöèÿ
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ êâàíòîðíîé ðàñøèôðîâêè ïîðîæäàåò èìïëèêàöèþ äëÿ
ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà (òðåòèé ïðèåì).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(b− set & b ⊆ R & c ∈ b & íàèìåíüøèé(a, b)→ a ≤ c)

èç òåîðåìû

∀ab(b− set & b ⊆ R→ íàèìåíüøèé(a, b)↔ a ∈ b & ∀c(c ∈ b→ a ≤ c))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ÿâëÿ-
åòñÿ ýëåìåíòàðíûì óòâåðæäåíèåì. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ
÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâêîì ñëóæèò ñèìâîë "è". Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà. Ñðåäè ýòèõ ÷ëåíîâ
âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ13, çàãîëîâêîì êîòîðîãî ñëóæèò êâàíòîð îáùíîñòè.
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðå-
ìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ14 è ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ óòâåð-
æäåíèÿ õ13, ê êîòîðîìó äîáàâëåíî óòâåðæäåíèå õ10. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ15, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò êîíñåêâåíò óòâåðæäåíèÿ õ13.
Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ êâàíòîðíîé ðàñøèôðîâêè ïîðîæäàåò èìïëèêàöèþ äëÿ
ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà (÷åòâåðòûé ïðèåì).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû:

∀afA(Dom(f) = {1, . . . , a} & a− öåëîå & 0 ≤ a & Val(f) = A & f −ôóíêöèÿ &
âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)→ ïåðåñòàíîâêà(f, A))
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èç òåîðåìû

∀fA(A− set & êîíå÷íîå(A)→ ïåðåñòàíîâêà(f, A)↔ ∃a(Dom(f) = {1, . . . , a} &
a− öåëîå & 0 ≤ a) & A = Val(f) & f −ôóíêöèÿ & çàèìíîîäíîçíà÷íî(f))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ÿâ-
ëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì óòâåðæäåíèåì. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿ-
þùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâêîì ñëóæèò ñèìâîë "è". Ïåðåìåííîé
õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà. Ñðåäè ýòèõ ÷ëå-
íîâ âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ13, çàãîëîâêîì êîòîðîãî ñëóæèò êâàíòîð ñóùå-
ñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåî-
ðåìû. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ12, îòëè÷-
íûõ îò õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ýòè óòâåðæäåíèÿ ýëåìåíòàðíû. Ïåðåìåííîé
õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ14, õ15 è ñïèñêà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ16 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî
ïàðàìåòðîâ òåðì õ10. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ17 è êîí-
ñåêâåíòîì õ10, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

6. Ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ êâàíòîðíîé ðàñøèôðîâêè ïîðîæäàåò èìïëèêàöèþ äëÿ
ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà (ïÿòûé ïðèåì).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀atKT (t ∈ T & òî÷êà(a) & îäíîìåðíäâèæ(a, K, T ) & Òðåõìåðí(K) &
×èñëîòð(T )→ Ìåñòî(a, t) ∈ îñüàáñöèññ(K))

èç òåîðåìû

∀aKT (òî÷êà(a) & ×èñëîòð(T ) & Òðåõìåðí(K) → îäíîìåðíäâèæ(a, K, T ) ↔
∀t(t ∈ T → Ìåñòî(a, t) ∈ îñüàáñöèññ(K) & îäíîìåðíûé(Ñêîðîñòü(a, K, t), K) &
îäíîìåðíûé(Óñêîðåíèå(a, K, t), K)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ÿâ-
ëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì óòâåðæäåíèåì. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿ-
þùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâêîì ñëóæèò êâàíòîð îáùíîñòè. Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè õ11. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî åå êîíñåêâåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíúþíêöèþ. Ñðåäè åå êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ âûáèðàåòñÿ ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå õ15. Â íàøåì ïðèìåðå
- "Ìåñòî(a, t) ∈ îñüàáñöèññ(K)". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêîâ õ12 è õ14, ê êîòîðîìó äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå õ10. Ñîçäàåòñÿ èìïëè-
êàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16 è êîíñåêâåíòîì õ15. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

7. Ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ êâàíòîðíîé ðàñøèôðîâêè ïîðîæäàåò óïðîùàþùåå òîæ-
äåñòâî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀xAC(¬(x = ∅) & x− set & x ⊆ Dom(A) & Val(A) ⊆ ñîáûòèÿ(C) &
A − ôóíêöèÿ & êîíå÷íîå(x) & âåðïðîñòðàíñòâî(C) & íåçàâñîáûòèÿ(A, C) →
âåðîÿòíîñòü(

⋂
y,y∈x A(y), C) =

∏
y,y∈x âåðîÿòíîñòü(A(y), C))
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èç òåîðåìû

∀AC(A−ôóíêöèÿ & Val(A) ⊆ ñîáûòèÿ(C) & âåðïðîñòðàíñòâî(C)→
íåçàâñîáûòèÿ(A, C) ↔ ∀x(x ⊆ Dom(A) & x − set & êîíå÷íîå(x) & ¬(x = ∅) →
âåðîÿòíîñòü(

⋂
y,y∈x A(y), C) =

∏
y,y∈x âåðîÿòíîñòü(A(y), C)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ÿâëÿ-
åòñÿ ýëåìåíòàðíûì óòâåðæäåíèåì. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ
÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâêîì ñëóæèò êâàíòîð îáùíîñòè. Ïåðåìåííîé
õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå
ýòè àíòåöåäåíòû ñóòü ýëåìåíòàðíûå óòâåðæäåíèÿ, à êîíñåêâåíò õ13 ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ12
è õ14. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà õ13, ó êîòîðîé ïîä-
òåðì ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè ñîâïàäàåò ñ íåé ñàìîé. Â íàøåì ïðèìåðå îíà
èìååò âèä:

âåðîÿòíîñòü(
⋂

y,y∈x A(y), C)

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà, ïåðåìåííîé õ21 - ñïèñîê
ïîäòåðìîì âûðàæåíèÿ õ20, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ëèáî îöåíêà ñëîæíîñòè òåðìà õ20 ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè òåðìà õ18, ëè-
áî ýòè îöåíêè ðàâíû, à êàæäûé òåðì ñïèñêà õ21 êîðî÷å òåðìà õ18. Ïåðåìåííîé
õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ10 ê ñïèñêó õ15. Ñîçäà-
åòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ22, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî
õ13. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

8. Ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ êâàíòîðíîé ðàñøèôðîâêè ñ êîíúþíêöèåé â çàìåíÿþùåé
÷àñòè ïîðîæäàåò êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ ñ êâàíòîðíûì êîíñåêâåíòîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(óáûâìíîæåñòâà(a)→ ∀ij(i ∈ N & j ∈ N & i < j → a(j) ⊆ a(i)))

èç òåîðåìû

∀a(óáûâìíîæåñòâà(a)↔ ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(a) & Dom(a) = N & ∀ij(i ∈ N &
j ∈ N & i < j → a(j) ⊆ a(i)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ÿâëÿ-
åòñÿ ýëåìåíòàðíûì óòâåðæäåíèåì. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ
÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâêîì ñëóæèò ñèìâîë "è". Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà. Ñðåäè ýòèõ ÷ëåíîâ
âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ13, çàãîëîâêîì êîòîðîãî ñëóæèò êâàíòîð. Ïåðåìåí-
íîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ15
ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ14
è óòâåðæäåíèå õ10, à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò óòâåðæäåíèå õ13. Îíà ðåãèñòðèðó-
åòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêîé "êâàíòèìïëèê". Äîïîëíèòåëüíî ìîæåò
áûòü ââåäåíà õàðàêòåðèñòèêà "êâàíòîð".
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9. Ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ êâàíòîðíîé ðàñøèôðîâêè ñ êâàíòîðîì îáùíîñòè, ôèê-
ñèðóþùèì çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ: âûâîä óñëîâèÿ íåèçìåííîñòè çíà÷åíèÿ ýòîãî
âûðàæåíèÿ äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abtT (b ∈ T & t ∈ T & íåïîäâ(a, T ) & ìòî÷êà(a) & ×èñëîòð(T )→ Ìåñòî(a, t) =
Ìåñòî(a, b))

èç òåîðåìû

∀aT t(ìòî÷êà(a) & ×èñëîòð(T ) → íåïîäâ(a, T ) ↔ ∃A(A − òî÷êà & ∀t(t ∈ T →
Ìåñòî(a, t) = A)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü êîíñåêâåíòà òåîðåìû. Â íà-
øåì ïðèìåðå - ïðàâàÿ ÷àñòü. Âíóòðè ýòîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ11 êâàí-
òîðà îáùíîñòè. Åñëè õ11 - êîðíåâîå âõîæäåíèå, òî ïåðåìåííûì õ12 è õ13 ïðè-
ñâàèâàþòñÿ ïóñòûå íàáîðû. Èíà÷å - ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 - êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí
íåêîòîðîãî óòâåðæäåíèÿ U ïîä êîðíåâûì êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðè ýòîì
ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâàÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà, à ïåðåìåí-
íîé õ13 - ñïèñîê îòëè÷íûõ îò õ11 êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä
ýòèì êâàíòîðîì. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé A,
õ13 - èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "A− òî÷êà".

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà õ11. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòà, è ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ t. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ
àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "t ∈ T". Ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îòëè÷íûõ îò õ15 ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ16. Â íàøåì
ïðèìåðå - åäèíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ T . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ12 è õ17 íå
ïåðåñåêàþòñÿ.

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà èìïëèêàöèè õ11. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü
ðàâåíñòâà, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé õ15, ïåðåìåííîé õ22 - òà ÷àñòü, êî-
òîðàÿ ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 - A, õ22 - Ìåñòî(t, T ).
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêà ïàðàìåòðîâ òåðìà õ22 ñî
ñïèñêîì õ12. Â íàøåì ïðèìåðå ñïèñîê õ23 ïóñò. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ13, èìåþùèõ ïàðàìåòðû ñïèñêà õ23. Â íàøåì
ïðèìåðå ñïèñîê õ24 òîæå ïóñò.

Åñëè ñïèñîê õ24 íåïóñò, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê X ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿ-
ùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ23. Îïðåäåëÿåòñÿ
ðåçóëüòàò R çàìåíû ïåðåìåííûõ õ23 íà ïåðåìåííûå X â âûðàæåíèè õ22, è ïðè
ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ22
è R - ñëåäñòâèå àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, óòâåðæäåíèé õ13, àíòåöåäåíòîâ èìïëè-
êàöèè õ11 è ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííûõ õ23 íà X â óòâåðæäåíèÿõ õ24.

Åñëè ñïèñîê õ24 ïóñò, ëèáî óêàçàííàÿ ïðîâåðêà äàëà ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëü-
òàò, òî âûáèðàåòñÿ íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííàÿ õ25. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ b. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ26 çàìåíû â âûðàæåíèè õ22
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ïåðåìåííîé õ15 íà õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - "Ìåñòî(a, b)". Ïåðåìåííîé õ27 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ22 è õ26, ïåðåìåííîé õ28 - ðåçóëüòàò çàìåíû
â óòâåðæäåíèè õ16 ïåðåìåííîé õ15 íà õ25. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 èìååò âèä
"b ∈ T". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñ-
õîäíîé òåîðåìû, êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèé õ16 è õ28 è ñïèñêà õ24, ê
êîòîðîìó äîáàâëÿåòñÿ çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå èñõîäíîé òåîðåìû. Çàòåì ñîçäà-
åòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ29 è êîíñåêâåíòîì õ27. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

10. Ïåðåíåñåíèå â àíòåöåäåíòû ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé
÷àñòè äëÿ òåîðåìû êâàíòîðíîé ðàñøèôðîâêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− set & a ⊆ R & b− ÷èñëî→ íèæíÿÿãðàíü(b, a)↔ ∀c(c ∈ a→ b ≤ c))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & a ⊆ R→ íèæíÿÿãðàíü(b, a)↔ b− ÷èñëî & ∀c(c ∈ a→ b ≤ c))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ÿâëÿ-
åòñÿ ýëåìåíòàðíûì óòâåðæäåíèåì. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ
÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâêîì ñëóæèò ñèìâîë "è". Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà. Ñðåäè ýòèõ ÷ëåíîâ
âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ13, çàãîëîâêîì êîòîðîãî ñëóæèò êâàíòîð. Ïåðåìåí-
íîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ15
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îòëè÷íûõ îò õ13 ýëåìåíòîâ íàáîðà õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âñå îíè ñóòü ýëåìåíòàðíûå óòâåðæäåíèÿ. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû
êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ ñïèñêîâ õ14 è õ15, à êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü
óòâåðæäåíèé õ10 è õ13. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

11. Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè êâàíòîðíîé ñâåðòêè ïðîñòîé èìïëèêàöèè äëÿ
ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà ïóòåì îñëàáëåíèÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bce(¬(b = c) & b− òî÷êà & c− òî÷êà & e− òî÷êà & êîëëèíåàðíû(âåêòîð(bc),
âåêòîð(be))→ e ∈ ïðÿìàÿ(bc))

èç òåîðåìû

∀bce(¬(b = c) & b− òî÷êà & c− òî÷êà & e− òî÷êà→ êîëëèíåàðíû(âåêòîð(bc),
âåêòîð(be))↔ ∃y(yâåêòîð(bc) = âåêòîð(be) & y − ÷èñëî))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñå-
êâåíòå òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - ïðàâàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿåìàÿ
÷àñòü ýëåìåíòàðíà, à çàãîëîâêîì çàìåíÿþùåé ñëóæèò êâàíòîð. Åñëè çàãîëîâîê
óòâåðæäåíèÿ õ10 - êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, òî ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì õ10. Åñëè çàãîëî-
âîê óòâåðæäåíèÿ õ10 - êâàíòîðî îáùíîñòè, òî ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè õ10 îòðèöàíèÿ åå êîí-
ñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå èìååò ìåñòî ïåðâûé ñëó÷àé.
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Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ13
- ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà õ10. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ îáú-
åäèíåíèå ñïèñêîé õ12 è õ11. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ15, èìåþùàÿ
ïîñûëêè õ14 è èäåíñòâåííóþ öåëü (èñêëþ÷ õ13). Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü
"¬(b = c)", "b − òî÷êà", "c − òî÷êà", "e − òî÷êà", "yâåêòîð(bc) = âåêòîð(be)",
"y − ÷èñëî". Öåëü - "èñêëþ÷ y". Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è õ15 â åå ñïèñêå ïîñû-
ëîê âûáèðàåòñÿ íå ñîäåðæàùåå ïåðåìåííûõ õ13 ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå õ17,
íå âõîäÿùåå â ñïèñîê õ12 è íå èìåþùåå çàãîëîâêà "àêòèâ". Â íàøåì ïðèìåðå
- "e ∈ ïðÿìàÿ(bc)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû íå óñìàòðèâàþò
èñòèííîñòü õ17 èç ïîñûëîê õ12. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâ-
ëåíèÿ ê ñïèñêó õ12 îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ17, ïåðåìåííîé õ19 - çàìåíÿåìûé
òåðì èñõîäíîé òåîðåìû. Åñëè óòâåðæäåíèå õ10 èìååò çàãîëîâîê "ñóùåñòâóåò",
òî ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ19, èíà÷å - ñàìî ýòî
óòâåðæäåíèå. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ18 è êîíñåêâåíòîì
õ20. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

12. Èçâëå÷åíèå ïðîñòîé èìïëèêàöèè èç ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ êâàíòîðíîé ðàñøèô-
ðîâêè, èìåþùåé ýëåìåíòàðíûé êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí çàìåíÿþùåé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(b− set & b ⊆ R & íàèìåíüøèé(a, b)→ a ∈ b)

èç òåîðåìû

∀ab(b− set & b ⊆ R→ íàèìåíüøèé(a, b)↔ a ∈ b & ∀c(c ∈ b→ a ≤ c))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ÿâëÿ-
åòñÿ ýëåìåíòàðíûì óòâåðæäåíèåì. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ
÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâêîì ñëóæèò ñèìâîë "è". Ïåðåìåííîé õ12 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà. Ñðåäè ýòèõ ÷ëåíîâ âû-
áèðàåòñÿ ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå õ13. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé
ñóòü óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ14 è óòâåðæäåíèå õ10, à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò õ13.
Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

13. Ïîïûòêà àëüòåðíàòèâíîé ñâåðòêè êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà çàìåíÿþùåé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(b− set & b ⊆ R→ íàèìåíüøèé(a, b)↔ a ∈ b & íèæíÿÿãðàíü(a, b))

èç òåîðåìû

∀ab(b− set & b ⊆ R→ íàèìåíüøèé(a, b)↔ a ∈ b & ∀c(c ∈ b→ a ≤ c))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ÿâëÿ-
åòñÿ ýëåìåíòàðíûì óòâåðæäåíèåì. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ
÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâêîì ñëóæèò ñèìâîë "è". Ïåðåìåííîé õ12 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà. Ñðåäè ýòèõ ÷ëåíîâ âû-
áèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ13, çàãîëîâêîì êîòîðîãî ñëóæèò êâàíòîð. Ïåðåìåííîé
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õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà
îïèñàíèå õ15 ñ ïîñûëêàìè õ14, åäèíñòâåííûì óñëîâèåì êîòîðîé ñëóæèò óòâåð-
æäåíèå õ13. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò", "ñâåðòêà", "ðåäàêöèÿ".
Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îòâåò - ýëåìåíòàð-
íîå óòâåðæäåíèå. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèÿ
õ10 êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ12, â êîòîðûõ âìåñòî õ13 áåðåòñÿ õ16. Ñîçäàåò-
ñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ14 è êîíñåêâåíòîì õ17. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

14. Ïîïûòêà óñìîòðåòü ñèììåòðè÷íîå ñëåäñòâèå èç äâóõ âåðñèé çàìåíÿåìîãî óòâåð-
æäåíèÿ, îòëè÷àþùèõñÿ âàðüèðîâàíèåì ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abd(b− set & b ⊆ R & íàèìåíüøèé(a, b) & íàèìåíüøèé(d, b)→ d = a)

èç òåîðåìû

∀ab(b− set & b ⊆ R→ íàèìåíüøèé(a, b)↔ a ∈ b & ∀c(c ∈ b→ a ≤ c))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - ñïè-
ñîê åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Â äàííîì ñïèñêå íàõîäèòñÿ êâàíòîðíàÿ èì-
ïëèêàöèÿ õ12. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñêà õ11. Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ýëå-
ìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè õ12.
Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà õ12. Â íàøåì
ïðèìåðå îíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé c. Â ñïèñêå õ13 âûáèðàåòñÿ
ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "a ∈ b". Ñðåäè ýëåìåíòîâ
ñïèñêà õ15 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ18 ñ òåì æå çàãîëîâêîì, ÷òî õ17. Â íàøåì
ïðèìåðå - "c ∈ b". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêà õ16 ñî
ñïèñêîì ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííàÿ ïåðå-
ìåííàÿ c Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ19, ïåðåâîäÿùàÿ
óòâåðæäåíèå õ18 â õ17. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ21, âõîäÿùàÿ â ïàðàìåòðû
òåðìà õ14 è â ïàðàìåòðû òåðìîâ, ïîäñòàâëÿåìûõ ïîäñòàíîâêîé S. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ22, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåð-
ìå õ14 ïåðåìåííîé õ21 íà ïåðåìåííóþ õ22. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"íàèìåíüøèé(d, b)".

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðå-
ìåííîé õ25 - ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû â ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ21 óòâåð-
æäåíèÿõ íàáîðà õ24 ýòîé ïåðåìåííîé íà ïåðåìåííóþ õ22. Ïåðåìåííîé õ26 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû â óòâåðæäåíèÿõ õ11 ïåðåìåííîé õ21 íà
ïåðåìåííóþ õ22. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ24, õ25,
õ11 è õ26. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ28 ñ ïîñûëêàìè õ27 è öåëÿìè "èç-
âåñòíî", "òåîðåìà". Ïîñëå ýòîãî â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è õ28 âûáèðàåòñÿ ýëå-
ìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå õ30, ñîäåðæàùåå ïåðåìåííûå õ21 è õ22. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - óòâåðæäåíèå "d = a". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáî-
çíà÷åíèÿ â õ30 ïåðåìåííûõ õ21 è õ22 äðóã íà äðóãà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëü-
òàòû îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" óòâåðæäåíèé õ30 è õ31 ñîâïàäàþò. Çàòåì
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ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñêîâ
õ24, õ25, à òàêæå óòâåðæäåíèÿ õ14 è õ23. Êîíñåêâåíòîì ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå
õ30. Èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

15. Èçâëå÷åíèå âñïîìîãàòåëüíîé èìïëèêàöèè èç îïðåäåëåíèÿ òèïà îáúåêòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî→ x + iy − êîìïëåêñíîå)

èç òåîðåìû

∀z(z − êîìïëåêñíîå↔ ∃xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z = x + iy))

Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêîì "îïðåäåëåíèå". Ïåðåìåííîé
õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå òåîðåìû.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ýëåìåíòàðíà. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ
÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâêîì ñëóæèò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðå-
ìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû.

Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ10. Â íàøåì ïðèìåðå
- ñèìâîë "êîìïëåêñíîå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 - íàçâàíèå ðîäà îáúåêòîâ. Ïå-
ðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - ïåðâûé îïåðàíä óòâåðæäåíèÿ õ10.
Â íàøåì ïðèìåðå - z. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì õ11. Â ñïèñêå õ15 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ16
ñ ïåðåìåííîé õ14 â ëåâîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - "z = x + iy". Ïåðåìåí-
íîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïðàâî÷-
íèê "òèï" îïðåäåëÿåò ïî çàãîëîâêó âûðàæåíèÿ õ17 (â íàøåì ïðèìåðå - ñèì-
âîëó "Ïëþñ") ñïèñîê òèïîâ çíà÷åíèé, ñîäåðæàùèé òèï õ13. Ïåðåìåííîé õ19
ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû ñ îòëè÷íûìè îò õ16
ýëåìåíòàìè ñïèñêà õ15. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ19 è
êîíñåêâåíòîì "õ13(õ17)". Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé
õàðàêòåðèñòèêîé "ðîäîáúåêòà".

16. Ïåðåíåñåíèå ñâîéñòâà ôóíêöèè íà åå ñóæåíèå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀af (a− set & a ⊆ Dom(f) & f −ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)→
âçàèìíîîäíîçíà÷íî(ñóæåíèå(f, a)))

èç òåîðåìû

∀f (f −ôóíêöèÿ→ âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)↔ ∀xy(f(x) = f(y) & x ∈ Dom(f) &
y ∈ Dom(f)→ x = y))

Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêîì "îïðåäåëåíèå". Ïåðåìåííîé
õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ
òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè õ10. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà èìïëèêàöèè õ10. Â íàøåì ïðèìå-
ðå îíà ñòñîèò èç ïåðåìåííûõ x, y. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé
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X ñïèñêà õ13 ñðåäè óòâåðæäåíèé õ12 ñóùåñòâóåò îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ ëè-
áî ïðèíàäëåæíîñòè ñ ïåðâûì îïåðàíäîì X è âòîðûì îïåðàíäîì "îáëàñòü(F )"
äëÿ îäíîé è òîé æå ïðè âñåõ X ïåðåìåííîé F . Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
äàííàÿ ïåðåìåííàÿ F , à ïåðåìåííîé õ15 - ñïèñîê âñåõ óêàçàííûõ îòíîøåíèé
âêëþ÷åíèÿ ëèáî ïðèíàäëåæíîñòè. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - f , õ15 ñîñòîèò èç
óòâåðæäåíèé "x ∈ Dom(f)", "y ∈ Dom(f)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âõîæäå-
íèå ïåðåìåííîé õ14 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ12, íå âîøåäøèå â ñïèñîê õ15, èìååò
âèä "çíà÷åíèå(õ14 Y )", ãäå Y - ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå
ñîäåðæàùåå õ14 óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ11 èìååò ëèáî âèä "ôóíêöèÿ(õ14)", ëè-
áî âèä "ñîäåðæèòñÿ(îáëàñòü(õ14)T )", ëèáî âèä "ñîäåðæèòñÿ(çíà÷åíèÿ(õ14) T )",
ãäå âûðàæåíèå T íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé õ14. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
êîíñåêâåíò èìïëèêàöèè õ10.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå V ïåðåìåííîé õ14 â óòâåðæäåíèå õ16 èìååò
âèä "çíà÷åíèå(õ14 Z)", ãäå ëèáî Z - ïåðåìåííàÿ, âõîäÿùàÿ â ñïèñîê õ13, ëèáî V
ðàñïîëîæåíî âíóòðè îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå", ïðè÷åì Z - ýëåìåíò åãî ñâÿçû-
âàþùåé ïðèñòàâêè, à ïðåäîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ (îí îïðåäåëÿåò óñëîâèÿ
íà âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ) èìååò âèä "ïðèíàäëåæèò(Z, Y )"; Y - ïåðåìåííàÿ
ñïèñêà õ13.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ17, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê
ñïèñêó õ11 çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû è óòâåðæäåíèé "ìíîæåñòâî(õ17)", "ñî-
äåðæèòñÿ(õ17 îáëàñòü(õ14))". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîä-
ñòàíîâêè âûðàæåíèÿ "ñóæåíèå(õ14 õ17)"âìåñòî ïåðåìåííîé õ14 â çàìåíÿåìóþ
÷àñòü òåîðåìû. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ18 è êîíñåêâåí-
òîì õ19. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

17. Ïåðåíåñåíèå ñâîéñòâà ñåìåéñòâà íà ýêâèâàëåíòíîå ñåìåéñòâî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aAC(Val(A) ⊆ ñîáûòèÿ(C) & A−ôóíêöèÿ & âåðïðîñòðàíñòâî(C) &
íåçàâñîáûòèÿ(A, C) & ýêâñåìåéñòâà(a, A)→ íåçàâñîáûòèÿ(a, C))

èç òåîðåìû

∀AC(A−ôóíêöèÿ & Val(A) ⊆ ñîáûòèÿ(C) & âåðïðîñòðàíñòâî(C)→
íåçàâñîáûòèÿ(A, C) ↔ ∀x(x ⊆ Dom(A) & x − set & êîíå÷íîå(x) & ¬(x = ∅) →
âåðîÿòíîñòü(

⋂
y,y∈x A(y), C) =

∏
y,y∈x âåðîÿòíîñòü(A(y), C)))

Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêîì "îïðåäåëåíèå". Ïåðåìåííîé
õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ
òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè õ10. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà èìïëèêàöèè õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà îäíîýëåìåíòíàÿ, è ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííàÿ x. Â ñïèñêå õ12 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ15 âèäà "ñîäåðæèò-
ñÿ(õ14 îáëàñòü(F ))", ãäå F - ïåðåìåííàÿ. Ýòà ïåðåìåííàÿ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðå-
ìåííîé õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ A. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â àíòåöåäåíòû
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òåîðåìû ïåðåìåííàÿ õ16 âõîäèò òîëüêî êàê îïåðàíä ñèìâîëà "ôóíêöèÿ" ëèáî
"çíà÷åíèÿ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ14 â îòëè÷íîå îò
õ15 óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ12 èìååò âèä "êîíå÷íîå(õ14)" ëèáî "ìíîæåñòâî(õ14)"
ëèáî "ìîùíîñòü(õ14)" ëèáî "ðàâíî(õ14 ïóñòî)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ
õ16 íå âõîäèò â îòëè÷íûå îò õ15 óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ12.

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò èìïëèêàöèè õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êàæäîå âõîæäåíèå V ïåðåìåííîé õ16 â óòâåðæäåíèå õ17 èìååò âèä "çíà÷å-
íèå(õ16 X)", ãäå X - ïåðåìåííàÿ, ïðè÷åì V ðàñïîëîæåíî âíóòðè îïèñàòåëÿ
"îòîáðàæåíèå" ñ âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé X, à óñëîâèå íà ýòó âàðüèðóåìóþ
ïåðåìåííóþ èìååò âèä "ïðèíàäëåæèò(X, õ14)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âõî-
æäåíèå ïåðåìåííîé õ14 â óòâåðæäåíèå õ17 èìååò âèä "ïðèíàäëåæèò(Y , õ14)",
ïðè÷åì ýòî âõîæäåíèå çàäàåò óñëîâèå íà âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ Y âíåøíåãî
îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå".

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ18, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû,
ïåðåìåííîé õ20 - ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â íåå ïåðåìåííîé õ18 âìåñòî õ16. Ïå-
ðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ11 óòâåðæäåíèé
"ýêâñåìåéñòâà(õ16 õ18)" è õ19. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ21 è êîíñåêâåíòîì õ20. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðå-
ãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

18. Ïåðåíåñåíèå îïðåäåëÿåìîãî ïîíÿòèÿ íà ñåìåéñòâî îïåðàöèé íàä ñåìåéñòâàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀dAC(¬(∅ ∈ Val(d)) & setab(a ∈ Dom(d) & b ∈ d(a)) = Dom(A) &
Val(A) ⊆ ñîáûòèÿ(C) & A−ôóíêöèÿ & ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(d) &
âåðïðîñòðàíñòâî(C) & íåçàâñîáûòèÿ(A, C) & êîíå÷íûå(Val(d))→
íåçàâñîáûòèÿ(λa(

⋂
b,b∈d(a) A(a, b), a ∈ Dom(d)), C))

èç òåîðåìû

∀AC(A−ôóíêöèÿ & Val(A) ⊆ ñîáûòèÿ(C) & âåðïðîñòðàíñòâî(C)→
íåçàâñîáûòèÿ(A, C) ↔ ∀x(x ⊆ Dom(A) & x − set & êîíå÷íîå(x) & ¬(x = ∅) →
âåðîÿòíîñòü(

⋂
y,y∈x A(y), C) =

∏
y,y∈x âåðîÿòíîñòü(A(y), C)))

Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêîì "îïðåäåëåíèå". Ïåðåìåí-
íîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîí-
ñåêâåíòà èìïëèêàöèè õ10, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè õ10, ïåðåìåííîé õ13 - åå ñâÿ-
çûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïðèñòàâêà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé
ïåðåìåííîé õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííîé x. Â ñïèñêå õ12 íàõîäèòñÿ
óòâåðæäåíèå õ15 âèäà "ñîäåðæèòñÿ(õ14 îáëàñòü(F ))", ãäå F - íåêîòîðàÿ ïåðå-
ìåííàÿ. Îíà ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - ïåðåìåííàÿ
A. Â ñïèñêå õ12 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ17 âèäà "êîíå÷íîå(õ14)". Ïåðåìåííîé
õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ12, îòëè÷íûõ îò õ15, õ17 è
óòâåðæäåíèÿ "ìíîæåñòâî(õ14)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè ýòîò ñïèñîê íåïóñò, òî
îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "íå(ðàâíî(õ14 ïóñòî))".
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Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü êîíñåêâåíòà òåîðåìû. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî åå ïàðàìåòðû ñîäåðæàò âñå ïåðåìåííûå ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè
òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îäíîé èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà
õ11, ïåðåìåííîé õ21 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 - âõî-
æäåíèå ëåâîé ÷àñòè, õ21 - ïðàâîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäòåðì õ20 íåîäíîáóê-
âåííûé, è ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åãî íåîäíîáóêâåííîãî êîð-
íåâîãî îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî îïåðàíäà. Â
íàøåì ïðèìåðå îïåðàíä õ23 èìååò âèä

⋂
y,y∈x A(y), õ24 - ñèìâîë "ïåðåñå÷åíèå-

âñåõ". Ñïðàâî÷íèê "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò ïî õ24 ñèìâîë õ25 òîé äâóìåñòíîé
àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè, îáîáùåíèåì êîòîðîé íà êîíå÷íûå ñå-
ìåéñòâà ñëóæèò õ24. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 - "ïåðåñå÷åíèå".

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðâîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ23.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ26 - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâà-
åòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïðèñòàâêà îäíîýëåìåíò-
íàÿ, è ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ
y. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ
õ26 (îí îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè). Â íàøåì ïðèìåðå õ29 - âõîæäåíèå ïîä-
òåðìà "A(y)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ29 èìååò âèä "çíà÷åíèå(õ16 õ28)". Ïåðåìåííîé
õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïðåäïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ26 (îí îïðå-
äåëÿåò óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ30 èìååò âèä
"ïðèíàäëåæèò(õ28 õ14)".

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ïîäòåðìà õ21. Â íàøåì ïðèìåðå -
ñèìâîë "ïðîèçâåäåíèåâñåõ". Ñïðàâî÷íèê "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò ïî õ31 ñèì-
âîë õ32 òîé äâóìåñòíîé àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè, îáîáùåíèåì
êîòîðîé íà êîíå÷íûå ñåìåéñòâà ñëóæèò õ31. Â íàøåì ïðèìåðå õ32 - "óìíîæå-
íèå".

Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðâîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ21.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ33 - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâà-
åòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïðèñòàâêà îäíîýëåìåíò-
íàÿ, è ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ
y. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïðåäïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñà-
òåëÿ õ33 (îí îïðåäåëÿåò óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ). Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ36 èìååò âèä "ïðèíàäëåæèò(õ35 õ14)". Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ïî-
ñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ õ33 (îí îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè). Â íàøåì
ïðèìåðå - "âåðîÿòíîñòü(A(y), C)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ37 èìååò çà-
ãîëîâîê õ22. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ20. Â íàøåì ïðèìåðå -
"âåðîÿòíîñòü(

⋂
y,y∈x A(y), C)". Îïåðàòîð "ñðàâíòåðìîâ" Îïðåäåëÿåò âõîæäåíèå

õ39 â òåðì õ37 è âõîæäåíèå õ40 â òåðì õ38, òàêèå, ÷òî òåðìû õ37 è õ38 îòëè-
÷àþòñÿ òîëüêî âíóòðèäàííûõ âõîæäåíèé. Â íàøåì ïðèìåðå õ39 è õ40 - ïåðâûå
îïåðàíäû òåðìîâ õ37 è õ38. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ39 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "çíà-
÷åíèå(õ16 õ35)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðìû õ40 è õ23 ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð
îïåðàíäà õ23 âõîæäåíèÿ õ20. Â íàøåì ïðèìåðå îí ðàâåí 1. Ïåðåìåííîé õ42 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð èç ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, b, c, d. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâàÿ èç
ýòèõ ïåðåìåííûõ, ïåðåìåííîé õ44 - âòîðàÿ, ïåðåìåííîé õ45 - òðåòüÿ, ïåðåìåííîé
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õ46 - ÷åòâåðòàÿ. Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñ-
êó àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû óòâåðæäåíèé "ðàâíî(îáëàñòü(õ16) êëàññ(õ43
õ44 è(ïðèíàäëåæèò(õ43 õ45)ïðèíàäëåæèò(õ44 çíà÷åíèå(õ46 õ43)))))", "ñåìåé-
ñòâîìíîæåñòâ(õ46)", "ìíîæåñòâî(õ45)", "ðàâíî(îáëàñòü(õ46)õ45)".

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ õ48 ñïèñêà õ12, îòëè÷íûå îò õ15. Ïåðåìåííîé
õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â õ48 âûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(õ46 õ43)"
âìåñòî ïåðåìåííîé õ14. Çàòåì ê ñïèñêó õ47 äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå "äëÿëþ-
áîãî(õ43 åñëè ïðèíàäëåæèò(õ43 õ45) òî õ49)".

Ïî îêîí÷àíèè öèêëà ïðîñìîòàð ñïèñêà õ12 âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ48 ñíîâà
îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ê ñïèñêó õ47 äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå õ19. Ïå-
ðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "îòîáðàæåíèå(õ43 ïðèíàäëåæèò(õ43
õ45) õ24(îòîáðàæåíèå(õ44 ïðèíàäëåæèò(õ44 çíà÷åíèå(õ46 õ43)) çíà÷åíèå(õ16
íàáîð(õ43 õ44)))))". Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â
óòâåðæäåíèå õ19 âûðàæåíèÿ õ48 âìåñòî ïåðåìåííîé õ16. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ47 è êîíñåêâåíòîì õ49. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðà-
òîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

19. Ïåðåíåñåíèå îïðåäåëÿåìîãî ïîíÿòèÿ íà ñåìåéñòâî îïåðàöèé íàä äâóìÿ íàáîðà-
ìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abC(Dom(a) = Dom(b) & Val(a) ⊆ ñîáûòèÿ(C) & Val(b) ⊆ ñîáûòèÿ(C) &
a− ñëîâî & b− ñëîâî & âåðïðîñòðàíñòâî(C) & íåçàâñîáûòèÿ(a; b, C)→
íåçàâñîáûòèÿ(λd(a(d) ∩ b(d), d ∈ Dom(b)), C))

èç òåîðåìû

∀AC(A−ôóíêöèÿ & Val(A) ⊆ ñîáûòèÿ(C) & âåðïðîñòðàíñòâî(C)→
íåçàâñîáûòèÿ(A, C) ↔ ∀x(x ⊆ Dom(A) & x − set & êîíå÷íîå(x) & ¬(x = ∅) →
âåðîÿòíîñòü(

⋂
y,y∈x A(y), C) =

∏
y,y∈x âåðîÿòíîñòü(A(y), C)))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðèå-
ìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå õàðàêòåðèñòèêè ñ
çàãîëîâêîì "îïðåäåëåíèå". Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ. Ïåðåìåí-
íîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà èìïëèêàöèè õ10, ïðåäñòàâëÿ-
þùåãî ñîáîé ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ
èìïëèêàöèè õ10, ïåðåìåííîé õ13 - åå ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòà ïðèñòàâêà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé õ14. Â íàøåì ïðèìåðå -
ïåðåìåííîé x. Â ñïèñêå õ12 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ15 âèäà "ñîäåðæèòñÿ(õ14
îáëàñòü(F ))", ãäå F - íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ. Îíà ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - ïåðåìåííàÿ A. Â ñïèñêå õ12 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå
õ17 âèäà "êîíå÷íîå(õ14)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé
íàáîðà õ12, îòëè÷íûõ îò õ15, õ17 è óòâåðæäåíèÿ "ìíîæåñòâî(õ14)". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî åñëè ýòîò ñïèñîê íåïóñò, òî îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ
"íå(ðàâíî(õ14 ïóñòî))".

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü êîíñåêâåíòà òåîðåìû. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî åå ïàðàìåòðû ñîäåðæàò âñå ïåðåìåííûå ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè
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òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îäíîé èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà
õ11, ïåðåìåííîé õ21 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 - âõî-
æäåíèå ëåâîé ÷àñòè, õ21 - ïðàâîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäòåðì õ20 íåîäíîáóê-
âåííûé, è ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åãî íåîäíîáóêâåííîãî êîð-
íåâîãî îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî îïåðàíäà. Â
íàøåì ïðèìåðå îïåðàíä õ23 èìååò âèä

⋂
y,y∈x A(y), õ24 - ñèìâîë "ïåðåñå÷åíèå-

âñåõ". Ñïðàâî÷íèê "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò ïî õ24 ñèìâîë õ25 òîé äâóìåñòíîé
àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè, îáîáùåíèåì êîòîðîé íà êîíå÷íûå ñå-
ìåéñòâà ñëóæèò õ24. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 - "ïåðåñå÷åíèå".

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðâîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ23.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ26 - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâà-
åòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïðèñòàâêà îäíîýëåìåíò-
íàÿ, è ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ
y. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ
õ26 (îí îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè). Â íàøåì ïðèìåðå õ29 - âõîæäåíèå ïîä-
òåðìà "A(y)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ29 èìååò âèä "çíà÷åíèå(õ16 õ28)". Ïåðåìåííîé
õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïðåäïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ26 (îí îïðå-
äåëÿåò óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ30 èìååò âèä
"ïðèíàäëåæèò(õ28 õ14)".

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ïîäòåðìà õ21. Â íàøåì ïðèìåðå -
ñèìâîë "ïðîèçâåäåíèåâñåõ". Ñïðàâî÷íèê "ðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò ïî õ31 ñèì-
âîë õ32 òîé äâóìåñòíîé àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè, îáîáùåíèåì
êîòîðîé íà êîíå÷íûå ñåìåéñòâà ñëóæèò õ31. Â íàøåì ïðèìåðå õ32 - "óìíîæå-
íèå".

Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðâîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ21.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ33 - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâà-
åòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïðèñòàâêà îäíîýëåìåíò-
íàÿ, è ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ
y. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïðåäïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñà-
òåëÿ õ33 (îí îïðåäåëÿåò óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ). Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ36 èìååò âèä "ïðèíàäëåæèò(õ35 õ14)". Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ïî-
ñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ õ33 (îí îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè). Â íàøåì
ïðèìåðå - "âåðîÿòíîñòü(A(y), C)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ37 èìååò çà-
ãîëîâîê õ22. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ20. Â íàøåì ïðèìåðå -
"âåðîÿòíîñòü(

⋂
y,y∈x A(y), C)". Îïåðàòîð "ñðàâíòåðìîâ" Îïðåäåëÿåò âõîæäåíèå

õ39 â òåðì õ37 è âõîæäåíèå õ40 â òåðì õ38, òàêèå, ÷òî òåðìû õ37 è õ38 îòëè-
÷àþòñÿ òîëüêî âíóòðèäàííûõ âõîæäåíèé. Â íàøåì ïðèìåðå õ39 è õ40 - ïåðâûå
îïåðàíäû òåðìîâ õ37 è õ38. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ39 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "çíà-
÷åíèå(õ16 õ35)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðìû õ40 è õ23 ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ íî-
ìåð îïåðàíäà õ23 âõîæäåíèÿ õ20. Â íàøåì ïðèìåðå îí ðàâåí 1. Ïåðåìåííîé
õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð èç ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåî-
ðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, b, c, d. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðâàÿ èç ýòèõ ïåðåìåííûõ, ïåðåìåííîé õ44 - âòîðàÿ, ïåðåìåííîé õ45 - òðåòüÿ,
ïåðåìåííîé õ46 - ÷åòâåðòàÿ.
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Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "êîíêàòåíà-
öèÿ(õ43 õ44)". Â íàøåì ïðèìåðå - "a; b". Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìà õ47 âìåñòî ïåðåìåííîé
õ16 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû óòâåðæäåíèé "ðàâíî(îáëàñòü(õ43)õ45)",
"ðàâíî(îáëàñòü(õ44)õ45)", "ñëîâî(õ43)", "ñëîâî(õ44)", "ìíîæåñòâî(õ45)". Ïåðå-
ìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå õ19 âûðàæå-
íèÿ õ47 âìåñòî ïåðåìåííîé õ16. Ñïèñîê õ48 ïîïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèåì õ49.
Ïåðåìåííîé õ50 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "îòîáðàæåíèå(õ46 ïðèíàäëåæèò(õ46
õ45) õ25(çíà÷åíèå(õ43 õ46) çíà÷åíèå(õ44 õ46)))". Ïåðåìåííîé õ51 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå õ19 âûðàæåíèÿ õ50 âìåñòî ïåðåìåííîé
õ16. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ48 è êîíñåêâåíòîì õ51. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

20. Ñâåðòêà îòðèöàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå è âû-
âîä èìïëèêàöèè äëÿ îòðèöàíèÿ çàìåíÿåìîãî óòâåðæäåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(C = D) &
íåïåðåñåê(ïðÿìàÿ(CD), îòðåçîê(AB))→ ¬(ðàçíûåñòîðîíû(A, B, ïðÿìàÿ(CD))))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(C = D) →
ðàçíûåñòîðîíû(A, B, ïðÿìàÿ(CD))↔ ∃E(E − òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(AB) &
E ∈ ïðÿìàÿ(CD)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, õ11 - çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü
ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 - êâàíòîð ñóùåñòâîâà-
íèÿ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 - ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå, íå ÿâëÿþùååñÿ ðàâåíñòâîì. Ïå-
ðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ11. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà
ïðåîáðàçîâàíèå õ14 ñ ïîñûëêàìè õ10 è óñëîâèåì õ13. Öåëè åå - "óïðîñòèòü",
"ñâåðòêà". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ15. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìå-
åò âèä "íåïåðåñåê(ïðÿìàÿ(CD), îòðåçîê(AB))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäå-
íèå õ15 ýëåìåíòàðíîå. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò
óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ10 è óòâåðæäåíèå õ15, à êîíñåêâåíòîì - îòðèöàíèå óòâåð-
æäåíèÿ õ12. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè êâàíòîðíîé ðàñøèôðîâêè ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîç-
âîëÿþùåé ñâåðíóòü êâàíòîð ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîãî îïèñàòåëÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abe(∀f (a(f) → e(f) − ÷èñëî) & b − ÷èñëî → ∀f (a(f) → 0 ≤ −b + e(f)) ↔
íèæíÿÿãðàíü(b, setd(∃f (d = e(f) & a(f)))))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & a ⊆ R→ íèæíÿÿãðàíü(b, a)↔ b− ÷èñëî & ∀c(c ∈ a→ b ≤ c))
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Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñå-
êâåíòå òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11 - ñïèñîê åå êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíâî. Ñðåäè
íèõ âûáèðàåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ õ12. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
îñòàòîê ñïèñêà õ11. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåî-
ðåìû. Â íåì ðàññìàòðèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ15 âèäà "ìíîæåñòâî(X)", ãäå X -
ïåðåìåííàÿ, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ12. Îíà ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè õ12. Â íåì íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèÿå
õ18 âèäà "ïðèíàäëåæèò(õ19 õ16)", ãäå õ19 - ïåðåìåííàÿïðèíàäëåæàùàÿ ñâÿçû-
âàþùåé ïðèñòàâêå èìïëèêàöèè õ12.

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îíî ýëåìåíòàðíî è èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ16. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ13 ýëåìåíòàðíû. Ïåðåìåííîé õ22 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ òðîéêà ïåðåìåííûõ Y1, Y2, Y3, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå d, e, f . Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæå-
íèå "êëàññ(Y1 ñóùåñòâóåò(Y3 è(çíà÷åíèå(õ16 Y3) ðàâíî(Y1 çíà÷åíèå(Y2 Y3)))))".
Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå õ21 âû-
ðàæåíèÿ õ23 âìåñòî ïåðåìåííîé õ16.

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îòëè÷íûõ îò õ18 ýëåìåíòîâ íàáîðà õ17.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû ýòîãî ñïèñêà íå ñîäåðæàò ïåðåìåííîé õ19. Ïåðå-
ìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â êîíñåêâåíò èìïëèêàöèè õ12
óòâåðæäåíèÿ "çíà÷åíèå(Y2,Y3)"âìåñòî ïåðåìåííîé õ19. Ýòîò ðåçóëüòàò óïðîùà-
åòñÿ â î.ä.ç. çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå è ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ26. Â
íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì "0 ≤ −b + e(f)".

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâ-
êà êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ èç ñïèñêà õ20 çàìåíîé ïåðåìåííîé õ19 íà Y3; àíòåöåäåí-
òû ñóòü óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ25 è òåðì "çíà÷åíèå(õ16 Y3)", à êîíñåêâåíòîì
ñëóæèò óòâåðæäåíèå õ26. Â íàøåì ïðèìåðå õ27 èìååò âèä "∀f (a(f) → 0 ≤
−b + e(f))". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè
âûðàæåíèÿ õ23 âìåñòî ïåðåìåííîé õ16 â îòëè÷íûå îò õ15 óòâåðæäåíèÿ ñïèñ-
êîâ õ14 è õ13. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ28
îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ27 è õ24.
Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ29, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëó-
æèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ27 è õ24. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ìîäèôèöèðîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äëÿ ñîçäàíèÿ ïðèåìà êîíå÷íîãî
ïåðå÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé íåèçâåñòíîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀an(a− öåëîå→ a|n↔ ∃mk(n = mk & a = m))

èç òåîðåìû

∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ m|n↔ ∃k(k − öåëîå & n = mk))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿ-
þùàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 - êâàíòîð
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ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà,
ïåðåìåííîé õ13 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì
õ11. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíòàðíàÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû.
Â ñïèñêå õ13 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ15, ïàðàìåòðû êîòîðîãî âêëþ÷àþò ïà-
ðàìåòðû óòâåðæäåíèÿ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "n = mk". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ15 èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè, è ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæåíèå". Ñïðàâî÷íèê ïî-
èñêà òåîðåì "âû÷Ìí" íàõîäèò ïî õ17 ïðîòîêîë õ18 âèäà "âû÷(A âõîä(x1 . . . xn)
âûõîä(y1 . . . ym)B)". Ýòîò ïðîòîêîë îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîöåäóðà, ïåðå-
÷èñëÿþùàÿ çíà÷åíèÿ âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ y1, . . . , ym ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ
âõîäíûõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, óäîâëåòâîðÿþùèå óòâåðæäåíèþ A. Ïðè ýòîì
B - ñïèñîê óòâåðæäåíèé "òèï(z, t)", óòî÷íÿþùèõ òèïû t êîíñòàíòíûõ çíà-
÷åíèé âõîäíûõ è âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ z. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 èìååò âèä
"âû÷(ðàâíî(õ1 óìíîæåíèå(õ2 õ3)) âõîä(õ1) âûõîä(õ2 õ3) òèï(õ1 öåëîå) òèï(õ2
öåëîå) òèï(õ3 öåëîå))". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä ïðîòî-
êîëà õ18, ïåðåìåííîé õ21 - ñïèñîê åãî ïàðàìåòðîâ. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê âñåõ îïåðàíäîâ ïðîòîêîëà õ18. Â ýòîì ñïèñêå íàõîäèòñÿ òåðì õ23
ñ çàãîëîâêîì "âõîä" è òåðì õ24 ñ çàãîëîâêîì "âûõîä". Ïåðåìåííîé õ25 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ23, ïåðåìåííîé õ26 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
òåðìà õ24. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñîäåðæàùèõñÿ â õ22 òåðìîâ
ñ çàãîëîâêîì "òèï". Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ21, óíè-
ôèöèðóþùàÿ òåðìû õ15 è õ20.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäñòàíîâêà S ïîäñòàâëÿåò âìåñòî ïåðåìåííûõ õ25 ïîïàð-
íî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå õ29, íå âõîäÿùèå â ñïèñîê õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå,
÷òî ýòà ïîäñòàíîâêà ïîäñòàâëÿåò âìåñòî ïåðåìåííûõ õ26 ïîïàðíî ðàçëè÷íûå
ïåðåìåííûå õ31, îòëè÷íûå îò ïåðåìåííûõ õ29. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ
îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ10 ñî ñïèñêîì îòëè÷íûõ îò õ15 óòâåðæäåíèé õ13.

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ U ñïèñêà õ32. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî U èìååò âèä
"P (X), ãäå P - íàçâàíèå òèïà îáúåêòîâ, ïðè÷åì â ñïèñêå õ27 èìååòñÿ òåðì
"òèï(Y, Q)", ãäå Y - ïåðåìåííàÿ, ïåðåâîäèìàÿ ïîäñòàíîâêîé S â X, à Q ñîâïà-
äàåò ñ P ëèáî ÿâëÿåòñÿ íàçâàíèåì ïîäòèïà òèïà P . Åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî
óòâåðæäåíèÿ èç õ32 ýòî íå âûïîëíåíî, ïðèåì íå ïðèìåíÿåòñÿ. Èíà÷å âûáèðà-
åòñÿ ïåðåìåííàÿ õ33 ñïèñêà õ31, íå âõîäÿùàÿ â ñïèñîê õ12. Â íàøåì ïðèìåðå -
ïåðåìåííàÿ m.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ34, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ35
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â óòâåðæäåíèè õ14 ïåðåìåííîé õ33 íà õ34.
Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ñóùåñòâóåò(õ31 è(õ15 ðàâíî(õ34
õ3)))". Â íàøåì ïðèìåðå - "∃mk(n = mk & a = m)". Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííîé õ33 íà õ34 â ñîäåðæàùèõ ïåðåìåí-
íóþ õ33 óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ10. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ
ñ àíòåöåäåíòàìè õ37, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäå-
íèé õ35 è õ36. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ10,
ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå ñïèñêà õ29, ïåðåìåííîé õ40 - òåðì "ïåðå÷èñëåíèå(õ34
H âòîðîéòåðì)", ãäå H - êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ39. Â íàøåì ïðèìåðå õ40
èìååò âèä "ïåðå÷èñëåíèå(a öåëîå(n) âòîðîéòåðì)". Çàòåì èìïëèêàöèÿ õ38 ðå-
ãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà, ñíàáæåííàÿ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé õ40.
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Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ çàìåíÿþùåé
÷àñòè

1. Ïîïûòêà îáðàùåíèÿ â ëîãè÷åñêóþ êîíñòàíòó êâàíòîðà, âõîäÿùåãî â çàìåíÿþ-
ùóþ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè êâàíòîðíîé ðàñøèôðîâêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀af (f −ôóíêöèÿ→ ñëîé(f, a) = ∅ ↔ ¬(a ∈ Val(f)))

èç òåîðåìû

∀abf (b − set & f − ôóíêöèÿ → ñëîé(f, a) ⊆ b ↔ ∀x(f(x) = a & x ∈ Dom(f) →
x ∈ b))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(¬(a ∈ ∅))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè.
Â íåé âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåêîòîðîãî êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà, ïðåäñòàâ-
ëÿþùåãî ñîáîé êâàíòîð. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 ñîâïàäàåò ñ õ10. Åñëè õ11 - êâàí-
òîð îáùíîñòè, òî ëèáî âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 åãî àíòåöåäåíòà, à ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ 0, ëèáî ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåí-
òà, à ïåðåìåííîé õ13 - 1. Â ñëó÷àå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèÿ êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâà-
íèÿ, à ïåðåìåííîé õ13 - 0. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà x ∈ b,
à õ13 ðàâíî 1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäòåðì õ12 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì óòâåð-
æäåíèåì. Åñëè çàãîëîâîê õ12 - ñèìâîë "íå", òî ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå ïåðâîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ12, èíà÷å õ14 ðàâíî õ12. Ïåðåìåííîé
õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïðè-
íàäëåæèò". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, è ñïðàâî÷íèê ïîèñêà
òåîðåì "ïðèìåð" îïðåäåëÿåò ïî õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ18 îäíî-
áóêâåííîãî ïîäòåðìà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé íåêîòîðûé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë
õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïóñòî".

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ20, íå âõîäÿùàÿ â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû, â êîòîðîì âõîæäåíèå õ18 çàìåíåíî íà ïåðåìåííóþ õ20. Â
íàøåì ïðèìåðå õ21 èìååò âèä "¬(a ∈ b)". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû è
óòâåðæäåíèå "ðàâíî(õ20 õ19)". Åñëè óòâåðæäåíèå õ21 èìååò âèä "íå(H)", òî
êîíñåêâåíòîì èìïëèêàöèè õ22 ñëóæèò óòâåðæäåíèå "ýêâèâàëåíòíî(H ëîæü)",
èíà÷å - óòâåðæäåíèå "ýêâèâàëåíòíî(õ21 èñòèíà)". Åñëè ïî âõîæäåíèþ õ12 ðàñ-
ïîëîæåí ñèìâîë "íå", òî ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðâîãî îïå-
ðàíäà âõîæäåíèÿ õ12, èíà÷å - ñàìî âõîæäåíèå õ12.

Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ24 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ23 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè òåîðåìû õ22. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ24 îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó
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ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ðàíåå âûâåäåííûå â öèêëå âûâîäà òåîðåìû. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî õ25 - íå êîíñòàíòà "èñòèíà", ïðè÷åì ëèáî âîîáùå íå èìååò ñâÿçàííûõ
ïåðåìåííûõ, ëèáî ÿâëÿåòñÿ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèåé, êîíñåêâåíò êîòîðîé íå
èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Çàòåì õ15 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàíèÿ óïðîùàþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ôèêñàöèè ñâÿçàí-
íîé ïåðåìåííîé êâàíòîðà, âõîäÿùåãî â çàìåíÿþùóþ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè
êâàíòîðíîé ðàñøèôðîâêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀be(e− ÷èñëî→ íèæíÿÿãðàíü(b, {e})↔ b− ÷èñëî & b ≤ e)

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & a ⊆ R→ íèæíÿÿãðàíü(b, a)↔ b− ÷èñëî & ∀c(c ∈ a→ b ≤ c))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a = b↔ a ∈ {b})

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè.
Â íåé âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåêîòîðîãî êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà, ïðåäñòàâ-
ëÿþùåãî ñîáîé êâàíòîð. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - âõîæäåíèå êâàíòîðà "∀c(c ∈
a → b ≤ c)". Åñëè õ11 - êâàíòîð îáùíîñòè, òî âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 åãî
àíòåöåäåíòà. Â ñëó÷àå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ âõîæäåíèÿ êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Â íàøåì
ïðèìåðå õ12 - âõîæäåíèå óòâåðæäåíèÿ "c ∈ a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 - âõî-
æäåíèå ýëåìåíòàðíîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê
óòâåðæäåíèÿ õ12. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðîùýêâ" îïðåäåëÿåò ïî õ14
óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ åå
çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ïðåäñòâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî íåêîòî-
ðîé ïåðåìåííîé íå ñîäåðæàùåìó åå âûðàæåíèþ. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðå-
äåëÿåò ðåçóëüòàò õ24 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ12 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè
ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îá-
ðàáîòêè òåîðåìû õ24 îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ25 - êâàí-
òîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, êîíñåêâåíò êîòîðîé íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Îíà
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü òðàíçèòèâíîñòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè êâàí-
òîðíîé ñâåðòêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abfy(a− set & a ⊆ Dom(f) & Dom(f) ⊆ R & Val(f) ⊆ R & f −ôóíêöèÿ &
b− ÷èñëî & óáûâàåò(f, a) & íàèáîëüøèé(y, a)→ ∀x(x ∈ a→ b < f(x))↔
b < f(y))

èç òåîðåìû

∀afg(a − set & f − ôóíêöèÿ & a ⊆ Dom(f) & Dom(f) ⊆ R & Val(f) ⊆ R →
óáûâàåò(f, a)↔ ∀xy(x ∈ a & y ∈ a & 0 < y − x→ 0 < f(x)− f(y)))
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è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & a < b & b < c→ a < c)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ àìåíÿþùàÿ ÷àñòü òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà ÿâëÿåòñÿ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèåé. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå êîíñåêâåíòà èìïëèêàöèè õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò èìååò ðîâíî
äâà îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå
- ñèìâîë "ìåíüøå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "òðàíçèòîïå-
ðàíä" âûäàåò ïî ñèìâîëó õ12 õîòÿ áû îäíó òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàè-
âàåòñÿ êîíñåêâåíò èìïëèêàöèè õ10. Åñëè óòâåðæäåíèå õ13 èìååò â îäíîé ÷àñòè
ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, ÿâëÿþùèéñÿ åäèíèöåé êîðíåâîé îïåðàöèè äðóãîé ÷àñòè,
èìåþùåé ðîâíî äâà îïåðàíäà, ïðè÷åì âîçìîæíà ïåðåãðóïïèðîâêà îäíîãî èç
íèõ â ïðîòèâîïîëîæíóþ ÷àñòü îòíîøåíèÿ, òî òàêàÿ ïåðåãðóïïèðîâêà äåëàåòñÿ.
Â íàøåì ïðèìåðå õ13 ïðèîáðåòàåò âèä "f(y) < f(x)".

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä îòíîøåíèÿ õ13, ïåðåìåííîé õ15
- âòîðîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 èìååò âèä "f(y)", õ15 - âèä "f(x)". Ïåðåìåííîé
õ16 ïðèñâàèâàþòñÿ ïàðàìåòðû òåðìà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - f, y. Íàõîäèòñÿ
ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ16, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ14 â õ15. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îíà ëèøü ïåðåîáîçíà÷àåò ïåðåìåííûå, íå îòîæäåñòâëÿÿ èõ. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ïîäñòàíîâêà S èçìåíÿåò åäèíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ õ20, ïåðåâîäÿ åå
â ïåðåìåííóþ õ21. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 - y, õ21 - x.

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâàÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà èìïëèêàöèè õ10. Â
íàøåì ïðèìåðå - x, y. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ñîäåðæèò ïåðåìåííûå õ20, õ21. Ïå-
ðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè õ10. Ïåðåìåííîé
õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäñïèñîê ñïèñêà õ23, îáðàçîâàííûé óòâåðæäåíèÿìè, ñîäåð-
æàùèìè õ20 è íå ñîäåðæàùèìè õ21. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäñïèñîê
ñïèñêà õ23, îáðàçîâàííûé óòâåðæäåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè õ21 è íå ñîäåðæàùè-
ìè õ20. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ24. Â íàøåì
ïðèìåðå - "y ∈ a". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìííîé
õ21 íà õ20 â êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - "y ∈ a". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" óòâåðæäåíèé õ26 è õ27
ñîâïàäàþò.

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "òðàíçèòîïåðàíä" íàõîäèò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàí-
íóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåî-
ðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 èìååò âèä:

∀bcd(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & b < c & c < d→ b < d)

Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû
õ28. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èõ ÷èñëî ðàâíî 2. Â íàøåì ïðèìåðå õ33 ñîñòîèò èç óòâåð-
æäåíèé "b < c" è "c < d". Â ñïèñêå õ33 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ34 ñ çàãî-
ëîâêîì õ12. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîé ýëåìåí ñïèñêà õ33. Â íàøåì
ïðèìåðå õ34 - " < d", õ35 - "b < c". Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò
òåîðåìû õ28. Â íàøåì ïðèìåðå - "b < d". Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãî-
ëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ36. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ35 èìååò òîò æå ñàìûé çàãîëîâîê.
Ñðåäè ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ34 âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ38, íå âõîäÿùàÿ
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â õ36. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ îòëè÷-
íûé îò õ38 ïàðàìåòð óòâåðæäåíèÿ õ34. Â íàøåì ïðèìåðå - d. Ïåðåìåííîé õ40
ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðàìåòð óòâåðæäåíèÿ õ35, íå ðàâíûé õ38. Â íàøåì ïðèìåðå - b.
Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ23 óòâåðæäåíèé
ñïèñêîâ õ24 è õ25. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ41 íåïóñò. Â íàøåì ïðèìåðå îí
ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèÿ "0 < y − x".

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííàÿ õ20, ïåðåìåííîé õ43 - óòâåðæäåíèå õ26, ïåðåìåííîé õ44 - óòâåð-
æäåíèå "äëÿëþáîãî(õ21 åñëè õ25 òî èëè(ðàâíî(õ20 õ21)è(õ41)))". Âî âòîðîì
ñëó÷àå ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ21, ïåðåìåííîé õ43 - êîíú-
þíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ25, ïåðåìåííîé õ44 - óòâåðæäåíèå "äëÿëþáîãî(õ20 åñëè
õ24 òî èëè(ðàâíî(õ20 õ21)è(õ41)))". Â íàøåì ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâûé
ñëó÷àé, ò.å. õ42 - ïåðåìåííàÿ y, õ43 - óòâåðæäåíèå "y ∈ a", õ44 - óòâåðæäåíèå
"∀x(x ∈ a→ y = x ∨ 0 < y − x)".

Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðå-
ìåííîé õ46 - îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ45 ñ êîíúþíêòèâíûìè ÷ëåíàìè óòâåðæäåíèÿ
õ43. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ46 è óñëîâèåì õ44. Öåëè
çàäà÷è - "óïðîñòèòü" è "ñâåðòêà". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ48. Â íà-
øåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "íàèáîëüøèé(y, a)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå
õ48 íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ.

Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà êîíñåêâåíòà õ36 òåîðåìû
õ28, ðàâíîãî õ40, ïåðåìåííîé õ50 - âõîæäåíèå ðàâíîãî õ40 îïåðàíäà óòâåðæäå-
íèÿ õ35. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íîìåðà ýòèõ îïåðàíäîâ ðàâíû. Â íàøåì ñëó÷àå îáà
îïåðàíäà ïåðâûå. Åñëè ïåðåìåííàÿ õ39 - ïåðâûé îïåðàíä óòâåðæäåíèÿ õ34, òî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ42 ðàâíî õ21, èíà÷å - ÷òî õ42 ðàâíî õ20.

Ïåðåìåííîé õ51 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ45, ñïèñêà óòâåðæäåíèé
íàáîðà õ32, èìåþùèõ åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð õ40, à òàêæå íàáîðîâ êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèé õ43, õ48 è çàìåíÿåìîãî óòâåðæäåíèÿ èñõîäíîé òåî-
ðåìû. Åñëè õ42 ðàâíî õ20, òî ïåðåìåííîé õ52 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ21,
èíà÷å - ïåðåìåííàÿ õ20. Ïåðåìåííîé õ53 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè
â óòâåðæäåíèå õ36 âìåñòî ïåðåìåííîé õ39 âûðàæåíèÿ õ15, åñëè õ42 ðàâíî õ20, è
âûðàæåíèÿ õ14 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïåðåìåííîé õ54 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå õ36 âìåñòî ïåðåìåííîé õ39 âûðàæåíèÿ õ14, åñëè
õ42 ðàâíî õ20, è âûðàæåíèÿ õ15 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïåðåìåííîé õ55 ïðèñâà-
èâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ýêâèâàëåíòíî(äëÿëþáîãî(õ52 åñëè Q òî õ53)õ54)", ãäå Q
- àíòåöåäåíòû èìïëèêàöèè õ44. Íàêîíåö, ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòà-
ìè õ51 è êîíñåêâåíòîì õ55. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Ïîïûòêà ñèëüíî óïðîñòèòü ïîäâûðàæåíèå ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ çàìå-
íÿþùåé ÷àñòè è èçâëå÷ü èìïëèêàöèþ äëÿ ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abA(Dom(b) = A & {1, . . . , a} = Val(b) & b−ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(b) &
a− öåëîå & 0 ≤ a→ ïåðåñòàíîâêà(îáðôóíêöèÿ(b), A))
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èç òåîðåìû

∀fA(A− set & êîíå÷íîå(A)→ ïåðåñòàíîâêà(f, A)↔ ∃a(Dom(f) = {1, . . . , a} &
a− öåëîå & 0 ≤ a) & A = Val(f) & f −ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀f (f −ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)→ Dom(îáðôóíêöèÿ(f)) = Val(f))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè
â êîíñåêâåíòå. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíúþíêòèâíîãî ÷ëå-
íà âõîæäåíèÿ õ10, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî âñå îñòàëüíûå êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû çàìåíÿþùåé ÷àñòè ñóòü ýëåìåí-
òàðíûå óòâåðæäåíèÿ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà
êâàíòîðà õ11. Âíóòðè óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ ðàññìàòðè-
âàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - âõî-
æäåíèå ïîäòåðìà "Dom(f)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî
ïîäòåðìà. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðîùñòàíä" îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàí-
íóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿå-
ìàÿ ÷àñòü êîíñåêâåíòà äîïîëíèòêëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 èìååò
âèä "Dom(îáðôóíêöèÿ(f))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå íåîäíîáóêâåííûå ïîäòåðìû
òåðìà õ19 íåêîíñòàíòíûå.

Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ20 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ13 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ21
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ20 îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Â
íàøåì ïðèìåðå õ21 èìååò âèä:

∀bA(A− set & b−ôóíêöèÿ & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(b) & êîíå÷íîå(A)→
ïåðåñòàíîâêà(îáðôóíêöèÿ(b), A)↔ ∃a({1, . . . , a} = Val(b) & a− öåëîå &
0 ≤ a) & Dom(b) = A)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ21 - êâàíòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, ó êîòîðîé îäíà èç ÷àñòåé
ýëåìåíòàðíà, à âòîðàÿ ñîäåðæèò êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðâàÿ ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ïåðåìåííîé õ25, âòîðàÿ - ïåðåìåííîé õ26. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ
îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ21 ñ íàáîðîì êîíúþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ óòâåðæäåíèÿ õ26. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ27 è êîíñåêâåí-
òîì õ25, êîòîðàÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà" ñ îïöèåé "ðàâ-
íû", áëîêèðóþùåé èñêëþ÷åíèå ðàâåíñòâ ïåðåìåííûì â àíòåöåäåíòàõ. Ðåçóëü-
òàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ28. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè êîíú-
þíêöèè àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ28 ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè åå êîíñåêâåíòà.
Çàòåì òåîðåìà õ28 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Ïåðåíåñåíèå êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â àíòåöåäåíòû è
ðåàëèçàöèÿ ñàìîãî ñëîæíîãî èç íèõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ce(¬(c = 0) & e− set & e ⊆ R & c− ÷èñëî→ card(e) =
card(seta(a/c ∈ e & a− ÷èñëî)))

èç òåîðåìû



902 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

∀ab(a− set & b− set→ card(a) = card(b)↔ ∃f (f −ôóíêöèÿ &
Dom(f) = a & Val(f) = b & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀Aa(A− set & a− ÷èñëî & ¬(a = 0) & A ⊆ R→
âçàèìíîîäíîçíà÷íî(λx(xa, x ∈ A)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - çàìå-
íÿþùèé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâà-
íèÿ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî
îöåíêà ñëîæíîñòè ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè çàìåíÿþùåãî. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïîäòåðìîâ òåðìà õ11, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæ-
íîñòü. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî ïîäòåðìû "Val(f)" è "âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)".
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåãî
óòâåðæäåíèÿ õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî ïåðåñå÷åíèå ñî ñïèñêîì õ13 îäíîýëå-
ìåíòíî, è õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèå
"âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ õ17, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé
ñëóæàò àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû è óòâåðæäåíèÿ õ14, à êîíñåêâåíòîì -
óòâåðæäåíèå õ12. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà òåî-
ðåìû õ17, ðàâíîãî õ16.

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå -
"âçàèìíîîäíîçíà÷íî". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íàçâàíèå ðàçäåëà, ê êîòî-
ðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "ôóíêöèè". Ïðîñìàòðèâàþòñÿ
òåîðåìû õ24 ðàçäåëà õ20, êîíñåêâåíò êîòîðûõ èìååò çàãîëîâîê õ19. Â íàøåì
ïðèìåðå õ24 - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Îïåðàòîð "âûâîäïî-
ñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ25 ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ òåîðåì õ17
è õ24 ïðè óíèôèêàöèè àíòåöåäåíòà õ18 òåîðåìû õ17 ñ êîíñåêâåíòîì òåîðåìû
õ24. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ25 îïåðà-
òîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îòëè÷åí îò êîíñòàíòû "èñòèíà", è
ñðåäè åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ âûáèðàåòñÿ òåîðåìà õ27. Â íàøåì ïðèìåðå
õ27 ñîâïàäàåò ñ õ26. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî õ27 - êîíñòàíòíîå óòâåðæäåíèå,
ëèáî êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ñ ýëåìåíòàðíûìè àíòåöåäåíòàìè. Çàòåì õ27 ðå-
ãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

6. Ïîïûòêà âàðüèðîâàíèÿ êîíñåêâåíòà çàìåíÿþùåé èìïëèêàöèè è ñâåðòêè ýòîé
èìïëèêàöèè â óòâåðæäåíèå, íå èìåþùåå êâàíòîðà îáùíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ac(¬(∅ ∈ Val(c)) & ∀f (f ∈ Dom(c)→ îãðñíèçó(c(f))) & c−ôóíêöèÿ &
ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(c) & ïîäìíîæ(c, R)→ íèæíÿÿãðàíü(a,

⋃
(c))↔

íèæíÿÿãðàíü(a, setb(∃f (b = infc(f) & f ∈ Dom(c)))))

èç òåîðåìû

∀be(
⋃

(e) ⊆ R & e−ôóíêöèÿ & b− ÷èñëî & ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(e)→
íèæíÿÿãðàíü(b,

⋃
(e))↔ ∀f (f ∈ Dom(e)→ íèæíÿÿãðàíü(b, e(f))))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
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∀bc(¬(c = ∅) & c − set & c ⊆ R & b − ÷èñëî & îãðñíèçó(c) → b ≤ inf(c) ↔
íèæíÿÿãðàíü(b, c))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè
â êîíñåêâåíòå òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 - êâàíòîð îáùíîñòè. Ïåðåìåííîé
õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà ýòîãî êâàíòîðà, ïåðåìåííîé õ12 -
ñàì ýòîò êîíñåêâåíò. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 èìååò âèä "íèæíÿÿãðàíü(b, e(f))".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ12 ýëåìåíòàðíîå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 èìååò
åäèíñòâåííûé ïîäòåðì ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè, ñîâïàäàþùèé ñ ñàìèì óòâåð-
æäåíèåì õ12. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü èñõîäíîé òåî-
ðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "íèæíÿÿãðàíü(b,

⋃
(e))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà

ñëîæíîñòè âûðàæåíèÿ õ12 íå ìåíüøå ñëîæíîñòè îöåíêè âûðàæåíèÿ õ15.

Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå
- ñèìâîë "íèæíÿÿãðàíü". Â ðàçäåëå, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ16, íàõî-
äèòñÿ òåîðåìà õ20 ñ õàðàêòåðèñòèêîé "îáùíîðì(. . .)", ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé
ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé, îäíî èç êîòîðûõ èìååò çà-
ãîëîâîê õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðå-
ìà. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ25 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäå-
íèÿ õ11 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåí-
íîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ25, ïåðåìåííîé õ28 - çà-
ìåíÿþùàÿ ÷àñòü êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ25. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 èìååò âèä
"∀f (f ∈ Dom(λf (c(f), f ∈ Dom(c))) → a ≤ infc(f))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ28 ñî-
äåðæèò êâàíòîð îáùíîñòè.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ29 ñ ïîñûëêàìè õ26, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå
óñëîâèå õ28 è öåëè "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò", "âñïîìîïèñàíèå", "ðåäàêöèÿ",
"ñâåðòêà". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ30. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä "íèæíÿÿãðàíü(a, setb(∃f (b = infc(f) & f ∈ Dom(c))))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ30 íå ñîäåðæèò êâàíòîðà îáùíîñòè. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ òåìè æå àíòå-
öåäåíòàìè, ÷òî ó õ25, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü çàìåíÿ-
åìîé ÷àñòè òåîðåìû õ25 è óòâåðæäåíèÿ õ30. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè
"íîðìòåîðåìà" è "ñîêðàùàíò", ïîñëå ÷åãî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

7. Ïîïûòêà âàðüèðîâàíèÿ ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé è îáðàòíîé ñâåðòêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdefh(¬(h = 0) & a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî &
f − ÷èñëî→ ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (d, e, f))↔ ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f),
(ah, bh, ch)))

èç òåîðåìû

∀abcdef (a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî & f −÷èñëî→
ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (d, e, f))↔ ∃uv(u− ÷èñëî & v − ÷èñëî &
¬(u2 + v2 = 0) & au + dv = 0 & bu + ev = 0 & cu + fv = 0))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ a(bc) = (ab)c)
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Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11 -
çàìåíÿþùèé òåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâî-
âàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà õ11,
ïåðåìåííîé õ13 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì
õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå õ14 èñõîäíîé òåîðåìû ýëåìåí-
òàðíî. Â ñïèñêå õ12 âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ
u. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ11. Â íà-
øåì ïðèìåðå - a, b, c, d, e, f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ13,
ñîäåðæàùåå ïåðåìåííóþ õ15, èìååò ðîâíî îäíî âõîæäåíèå ýòîé ïåðåìåííîé.
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ13, ñîäåðæàùèõ
ïåðåìåííóþ õ15 è õîòÿ áû îäíó ïåðåìåííóþ ñïèñêà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ17
ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "au+dv = 0", "bu+ev = 0", "cu+fv = 0". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñïèñîê õ17 íåïóñò.

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò ñïèñêà õ17, ïåðåìåííîé õ19 -
âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ15 â óòâåðæäåíèå õ18. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå, íåïîñðåäñòâåííûì îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò õ19. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ au. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ20 èìååò ðîâíî äâà îïå-
ðàíäà, è ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà, îòëè÷íîå îò õ19.
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñàì ýòîò îïåðàíä. Â íàøåì ïðèåðå - ïåðåìåííàÿ
a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ23 - ïåðåìåííàÿ. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë
ïî âõîæäåíèþ õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "óìíîæåíèå". Ïåðåìåííîé õ25
ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà õ19 âõîæäåíèÿ õ20, åñëè õ24 íåêîììóòàòèâíî,
èíà÷å ïðèñâàèâàåòñÿ 1. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 ðàâíî 1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â êàæ-
äîì óòâåðæäåíèè íàáîðà õ17 ïåðåìåííàÿ õ15 ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì îïåðàöèè õ24,
ïðè÷åì äðóãîé îïåðàíä - íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ, è íîìåð åãî, îïðåäåëÿåìûé òàê
æå, êàê áûë îïðåäåëåí íîìåð õ25, ñîâïàäàåò ñ õ25. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ - îòëè÷íûõ îò õ15 îïåðàíäîâ óêàçàííûõ îïåðàöèé õ24.
Â íàøåì ïðèìåðå õ26 èìååò âèä "a, b, c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ
ñïèñêà õ26 âõîäèò â òåðì õ11 îîäíîêðàòíî.

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "âàðòåîð" îïðåäåëÿåò ïî õ24 óêàçàííóþ âûøå äî-
ïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà íå èìååò ñóùåñòâåííûõ àíòåöå-
äåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó.
Â íàøåì ïðèìåðå õ29 èìååò âèä:

∀ghi(g − ÷èñëî & h− ÷èñëî & i− ÷èñëî→ g(hi) = (gh)i)

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå
òåîðåìû õ29, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ24, ïåðåìåííîé õ32 - çàãîëîâîê ïðî-
òèâîïîëîæíîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå õ31 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ g(hi), õ32
- âûðàæåíèÿ (gh)i. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà
âõîæäåíèÿ õ31, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ õ35, ïåðå-
ìåííîé õ34 - âõîæäåíèå äðóãîãî îïåðàíäà. Â íàøåì ïðèìåðå õ35 - ïåðåìåííàÿ
g. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ32 òîæå ðàñïîëîæåí ñèìâîë õ24. Ïåðåìåí-
íîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà õ38 âõîæäåíèÿ õ32, êîòîðûé
ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ õ35, ïåðåìåííîé õ37 - âõîæäåíèå äðóãîãî îïåðàíäà. Â
íàøåì ïðèìåðå õ38 èìååò âèä "gh". Åñëè õ24 íåêîììóòàòèâíî, òî ïðîâåðÿåòñÿ,
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÷òî íîìåð îïåðàíäà õ33 âõîæäåíèÿ õ31 ðàâåí íîìåðó îïåðàíäà õ36 âõîæäå-
íèÿ õ32. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ37. Â íàøåì
ïðèìåðå - ñèìâîë i. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ39 - ïåðåìåííàÿ. Ïåðåìåííîé õ40 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ34. Â íàøåì ïðèìåðå - hi. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ40 ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ õ39.

Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ40, îòëè÷íûõ îò ïå-
ðåìåííîé õ39. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé h. Ïåðåìåííîé õ42
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ õ15 è õ23 âìåñòî
õ35 è õ39 â àíòåöåäåíòû òåîðåìû õ29. Ýòîò íàáîð ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäíàáîð
õ43 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ õîòÿ áû îäíó èç ïåðåìåííûõ õ15 è õ23, è ïî-
íàáîð îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Â íàøåì ïðèìåðå õ43 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé
"u−÷èñëî", "a−÷èñëî", õ44 - èç óòâåðæäåíèÿ "h−÷èñëî", Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ43
âêëþ÷àåòñÿ â îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ10 è õ13. Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ13 è õ17. Â ýòîé ðàçíîñòè âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ46 âèäà
Q(õ15), ãäå Q - íàçâàíèå òèïà îáúåêòîâ. Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäè-
íåíèå ñïèñêîâ õ10 è õ44, ê êîòîðîìó äîáàâëÿåò óòâåðæäåíè õ46. Ïåðåìåííîé
õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà óòâåðæäåíèé "ðàâíî(õ38 õ15)". "Q(õ35)".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ48 è óñëîâèÿìè õ49. Öåëè çàäà÷è
- "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ðàâíî", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ35",
"ïàðàìåòðû õ35". Â íàøåì ïðèìåðå õ48 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "a − ÷èñëî",
"b−÷èñëî", "c−÷èñëî", "d−÷èñëî", "e−÷èñëî", "f−÷èñëî", "h−÷èñëî", "e−
÷èñëî". Ñïèñîê õ49 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "gh = u", "g−÷èñëî". Íåèçâåñòíàÿ
- g.

Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ51. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"¬(h = 0) ∨ h = 0 & u = 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îò-
êàç", è ïåðåìåííîé õ52 ïðèñâàèâàåòñÿ òàêîé äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí ðåçóëüòàòà
ïðèâåäåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ51 ê âèäó ä.í.ô., ïàðàìåòðû êîòîðîãî ñîäåðæàòñÿ
â ñïèñêå õ41. Â íàøåì ïðèìåðå õ52 - óòâåðæäåíèå "¬(h = 0)". Ñïèñîê õ45
ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ53 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ õ15, è ïîäñïèñîê õ54
îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ïåðåìåííîé õ55 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ
õ10 è õ54, ê êîòîðîìó äîáàâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ õ46 è õ52.

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ îòëè÷íûå îò õ46 óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ53. Îïðåäåëÿþòñÿ ðå-
çóëüòàòû ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ15 âìåñòî õ35 â ýòè óòâåðæäåíèÿ è â óòâåð-
æäåíèå õ38. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â êàæäîì ñëó÷àå óäàåòñÿ óñìîòðåòü ýêâèâàëåíò-
íîñòü äàííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ55.

Ïåðåìåííîé õ56 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííîé õ39 íà
ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå ñïèñêà õ26 â âûðàæåíèè õ40. Â íàøåì ïðèìåðå - ñïè-
ñîê "ha, hb, hc". Ïåðåìåííîé õ57 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðà-
æåíèé õ56 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ26 â óòâåðæäåíèå õ14, ïåðåìåííîé õ58 - ýêâè-
âàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèÿ õ14 è õ57. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåí-
òàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ10 è óòâåðæäåíèå õ52, à êîíñåêâåíòîì -
óòâåðæäåíèå õ58. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

8. Ïîïûòêà âûâåñòè ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ äèçúþíêòèâíîé ðàçâåðòêè.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cfgij(Dom(c) = {1, . . . , j} & Dom(g) = {1, . . . , j} & c−ôóíêöèÿ & g−ôóíêöèÿ &
i− íàòóðàëüíîå & j − íàòóðàëüíîå→ f ∈ {; λh(g(h), h ∈ {1, . . . , i})} ×
{; λe(c(e), e ∈ {1, . . . , j})} ↔ ∃eh(f = (g(h), c(e)) & e ∈ {1, . . . , j}& h ∈ {1, . . . , i}))

èç òåîðåìû

∀bfgi(Dom(g) = {1, . . . , i} & b− set & g −ôóíêöèÿ & i− íàòóðàëüíîå→
f ∈ {; λh(g(h), h ∈ {1, . . . , i})} × b↔ ∃dh(f = (g(h), d) & d ∈ b & h ∈ {1, . . . , i}))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀adf (d−ôóíêöèÿ & Dom(d) = {1, . . . , f} & f − íàòóðàëüíîå→ a ∈ {; λe(d(e),
e ∈ {1, . . . , f})} ↔ ∃e(e ∈ {1, . . . , f} & a = d(e)))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà ýêâèâàëåíòíîñòè â êîí-
ñåêâåíòå òåîðåìû, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðå-
ìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà ýòîãî êâàíòîðà. Ïåðåìåííîé
õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà óòâåðæäåíèÿ ïîäêâàíòî-
ðîì õ9, çàãîëîâîê êîòîðîãî îòëè÷åí îò ñèìâîëà "íå" è êîòîðûé íå èìååò âèä
ïðèíàäëåæíîñòè êîíå÷íîìó îòðåçêó öåëûõ ÷èñåë. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "d ∈ b". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ12 - ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çà-
ãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïðèíàäëåæèò". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåî-
ðåì "ðàçâòåîð" îïðåäåëÿåò ïî õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñå-
êâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "ñóùåñòâóåò". Îïå-
ðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ19 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11
â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîìó îïåðàòîðó
ïåðåäàòñÿ îïöèÿ (ôèêñ õ10), óêàçûâàþùàÿ ñïèñîê õ10 ïåðåìåííûõ, âìåñòî êî-
òîðûõ ïîäñòàíîâêà íà âûïîëíÿåòñÿ. Òåîðåìà õ19 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"Íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà âûâîäà èç ïîäêâàíòîðíûõ óòâåðæäåíèé êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ñëåä-
ñòâèé, íå çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB)) & D ∈ ôèãóðà(ABC) & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà→ îäíàñòîðîíà(C, D, ïðÿìàÿ(AB)))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà & ¬(A = B) & ¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB))→
D ∈ ôèãóðà(ABC)↔ ∃E(E ∈ îòðåçîê(AB) & D ∈ îòðåçîê(CE)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11
- çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð
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ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà äàííî-
ãî êâàíòîðà, ïåðåìåííîé õ13 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî
óòâåðæäåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ýëåìåíòàðíî.
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ10 è õ13. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à
íà èññëåäîâàíèå õ15, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ14. Öåëè çàäà-
÷è - "òåîðâûâîä", "èñêëþ÷ õ12". Ïîñëå ðåøåíèÿ â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è õ15
âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ17, íå èìåþùåå çàãîëîâêà "àêòèâ", íå ñîäåðæàùåå
ïåðåìåííûõ õ12 è íå âõîäÿùåå â ñïèñîê õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèå
"îäíàñòîðîíà(C, D, ïðÿìàÿ(AB))". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêà õ10, ñïèñêà ñîïðîâîæäàþùèõ ïî î.ä.ç. óòâåðæäåíèé äëÿ òåðìà õ17, à
òàêæå çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû.

Åñëè óòâåðæäåíèå õ17 ñîäåðæèò ïåðåìåííûå, îòñóòñòâîâàâøèå â óòâåðæäåíèÿõ
íàáîðà õ14, òî äëÿ êàæäîé òàêîé ïåðåìåííîé X èç êîììåíòàðèÿ (èñõîäíûåïî-
ñûëêè X Q) ê ïîñûëêàì çàäà÷è õ15 èçâëåêàåòñÿ êîíúþíêöèÿ Q òåõ óòâåðæäå-
íèé, êîòîðûå îïðåäåëÿëè èñõîäíûå óñëîâèÿ íà ïåðåìåííóþ X, ââåäåííóþ â
ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è õ15. Ê ñïèñêó õ18 äîáàâëÿþòñÿ âñå êîíúþíêòèâíûå
÷ëåíû òàêèõ óòâåðæäåíèé Q. Â íàøåì ïðèìåðå ñïèñîê õ18 íå èçìåíÿåòñÿ.

Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ18 è êîíñåêâåíòîì õ17. Îíà îáðàáàòû-
âàåòñÿ îïåðàòîðàìè "ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà", ïîñëå ÷åãî ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà óñìîòðåíèÿ îäíîçíà÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé
ïðèñòàâêè ïðèñòàâêè ïî ÷àñòè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåð-
æäåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDE(¬(A = B) & ¬(C = D) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
A− òî÷êà & B− òî÷êà & C − òî÷êà & D− òî÷êà & E− òî÷êà & ïðÿìàÿ(CD)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB)→ ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(A = B) &
¬(C = D)→ ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB)↔
∃E(E − òî÷êà & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) &
ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11
- çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàí-
òîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà
äàííîãî êâàíòîðà, ïåðåìåííîé õ13 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàí-
òîðíîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé, ñî-
ïðîâîæäàþùèõ ïî î.ä.ç. äëÿ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì õ11. Â ñïèñêå õ13
âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ15, íå âõîäÿùåå â ñïèñîê õ14. Â íàøåì ïðèìåðå -
"ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåí-
íûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó è èìåþùèé òàêóþ æå äëèíó, êàê ñïèñîê
õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé a. Ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îòëè÷íûõ îò õ15 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ13. Ïåðåìåí-
íîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííûõ õ12 íà õ16 â
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óòâåðæäåíèÿõ íàáîðà õ17. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëå-
íèÿ ê îáúåäèíåíèþ ñïèñêîâ õ10, õ13 è õ18 äèçúþíêöèè îòðèöàíèé ðàâåíñòâ
ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ16 ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì ñïèñêà õ12.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ20 ñ ïîñûëêàìè õ19 è åäèíñòâåííîé öåëüþ
"ïðîòèâîðå÷èå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëå ðåøåíèÿ â åå ñïèñêå ïîñûëîê èìååòñÿ
êîíñòàíòà "ëîæü". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê îáú-
åäèíåíèþ ñïèñêîâ õ10 è õ17 çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ22 è êîíñåêâåíòîì õ15. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïîïûòêà óñìîòðåíèÿ îäíîçà÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåííîé ïîä êâàíòîðîì ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ïî äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì: âûâîä èìïëèêàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDE(¬(A = B) & ¬(C = D) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD)) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D−òî÷êà& E−òî÷êà& ðàçíûåñòîðîíû(A, B, ïðÿìàÿ(CD))→ E ∈ îòðåçîê(AB))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(C = D) →
ðàçíûåñòîðîíû(A, B, ïðÿìàÿ(CD))↔ ∃E(E − òî÷êà & E ∈ îòðåçîê(AB) &
E ∈ ïðÿìàÿ(CD)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDEF (A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(C = D) &
¬(A = B) & E − òî÷êà & F − òî÷êà & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & F ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD))→
E = F )

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11
- çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð
ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà äàííî-
ãî êâàíòîðà, ïåðåìåííîé õ13 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî
óòâåðæäåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ12 îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ E. Ïåðåìåííîé õ15
ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ10 è õ13. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå
ñ ïîñûëêàìè õ15, èìåþùàÿ öåëè "èäåíò" è "íåèçâåñòíûå õ14". Ïîñëå ðåøåíèÿ â
ñïèñêå ïîñûëîê ýòîé çàäà÷è íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå âèäà "Q(õ14)", ãäå Q - íà-
çâàíèå òèïà îáúåêòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "òî÷êà". Ïî ñèìâîëó Q ñïðà-
âî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàâíî" îïðåäåëÿåò óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â
êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ25 - ïåðåìåííàÿ â ïðàâîé
÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå õ24 - ïåðåìåííàÿ E, õ25 - ïåðåìåííàÿ F . Ïåðåìåííîé
õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ22, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåí-
íóþ õ24. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ26.
Â íàøåì ïðèìåðå - A, B, C,D,E. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê ïåðåìåííûõ äîïîë-
íèòåëüíîé òåîðåìû âêëþ÷àåòñÿ â îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ27 ñ ïåðåìåííîé õ25.
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Ïðîöåäóðà "ïîäáîð" îïðåäåëÿåò ïîäñòàíîâêó S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ27, ïåðå-
âîäÿùóþ óòâåðæäåíèÿ õ26 â íåêîòîðûå ïîñûëêè õ29 çàäà÷è õ16. Ïåðåìåííîé
õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ22, íå ñîäåðæàùèõ ïåðå-
ìåííûõ õ24 è õ25. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ13 è õ29. Â
íàøåì ïðèìåðå îíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "E ∈ îòðåçîê(AB)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ31 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðå-
çóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì íàáîðà õ30. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî çàäà÷à õ16 íå èìååò òàêèõ êîììåíòàðèåâ (íîâïîñûëêà R), ÷òî óòâåðæäåíèå
R íå ñîäåðæèòñÿ â ñïèñêå õ32. Íàïîìíèì, ÷òî òàêèå êîììåíòàðèè ââîäÿòñÿ,
åñëè â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è äîáàâëÿëèñü ïîñûëêè R, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñëåä-
ñòâèÿìè èñõîäíûõ ïîñûëîê. Â íàøåì ïðèìåðå òàêèõ ïîñûëîê íå áûëî.

Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ10, õ29, õ32, ê êîòîðî-
ìó äîáàâëÿåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü èñõîäíîé òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ33, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé
õ31. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà ïîëó÷åíèÿ ÿâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ îäíîãî
èç îïåðàíäîâ îïðåäåëÿåìîãî äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀mn(¬(n = 0) & m− öåëîå & m− öåëîå→ m|n↔ ∃k(¬(k = 0) & m = n/k &
k − öåëîå))

èç òåîðåìû

∀mn(m− öåëîå & n− öåëîå→ m|n↔ ∃k(k − öåëîå & n = mk))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "îïðåäåëåíèå(. . .)", à òåêóùàÿ
õàðàêòåðèñòèêà èìååò âèä "ðàçâåðòêà(ñóùåñòâóåò . . .)". Ïåðåìåííîé õ10 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå, õ11 - íàáîð åãî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî íàáîð õ11 äâóõýëåìåíòíûé, ïðè÷åì ïàðàìåòðû ïåðâîãî îïåðàíäà
íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ ïàðàìåòðàìè âòîðîãî. Â ñïèñêå õ11 âûáèðàåòñÿ âûðàæåíèå
õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - m. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
òåðìà õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿ-
þùàÿ ÷àñòü òåîðåìû - êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà ýòîãî êâàíòîðà, ïåðåìåííîé õ16 - ñïèñîê êîíúþíêòèâ-
íûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñïèñêå èìå-
åòñÿ ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé
òåîðåìû.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ18 ñ ïîñûëêàìè õ17 è óñëîâèÿìè õ16. Öåëè çàäà-
÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ13", "óïðîñòèòü". Îòâåò
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ19. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "¬(k = 0) & m =
n/k & k − öåëîå ∨ k = 0 & n = 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèì-
âîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ óòâåð-
æäåíèÿ õ19 ê âèäó ä.í.ô. è ïîñëåäóþùåé îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìëîã". Â
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íàøåì ïðèìåðå õ20 ñîâïàäàåò ñ õ19. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåñÿ ñïèñîê äèçú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ20. Â ýòîì ñïèñêå âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå
õ22, è ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ äàííîãî
óòâåðæäåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé ñïèñêà õ13 â íàáîðå õ23
èìååòñÿ ðàâåíñòâî ñ ýòîé ïåðåìåííîé â ëåâîé ÷àñòè.

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ñïèñêè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îòëè÷íûõ îò õ22 ýëåìåíòîâ
íàáîðà õ21. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ñïèñêà ôîðìèðóåòñÿ îòðèöàíèå êîíúþíêöèè
åãî ýëåìåíòîâ, ïàðàìåòðû êîòîðûõ íå ïåðåñåêàþòñÿ íè ñ õ15, íè ñ õ13. Âñå
ýòè îòðèöàíèÿ îáúåäèíÿþòñÿ â ñïèñîê õ24. Â íàøåì ïðèìåðå ñïèñîê õ24 îä-
íîýëåìåíòíûé è ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèÿ "¬(n = 0)". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìëîã" êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé
õ24. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîâïàäàåò ñ ýëåìåíòîì ñïèñêà õ24. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ25 îòëè÷íî îò êîíñòàíòû "ëîæü". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäå-
íèå "ñóùåñòâóåò(õ15 õ22)", ïåðåìåííîé õ27 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó
õ17 óòâåðæäåíèÿ õ25. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïå-
ðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" ñïèñêà õ27 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ10.
Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè óòâåðæäåíèÿ õ26 îòíîñè-
òåëüíî ïîñûëîê õ28 çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëè "óïðîñòèòü"
è "òåîðåìà". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ28, êîíñåêâåíòîì
êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ10 è õ30. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà âûâåñòè óñëîâèå ðàâåíñòâà äâóõ îáúåêòîâ èç êâàíòîðíîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè ñ êâàíòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ â êîíñåêâåíòå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcef ({b, f} = {c, e} ↔ b = c & e = f ∨ b = e & c = f)

èç òåîðåìû

∀bdf (d− set→ d = {b, f} ↔ ∀a(a = b ∨ a = f ↔ a ∈ d))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåêóùàÿ õàðàêòåðèñòèêà èìååò âèä "ðàçâåðòêà(äëÿëþáîãî
. . .)". Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè ýêâèâàëåíò-
íîñòè â êîíñåêâåíòå òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ÷àñòü - ðàâåíñòâî ñ ïåðå-
ìåííîé õ13 â îäíîé ÷àñòè è íå ñîäåðæàùèì ýòîé ïåðåìåííîé âûðàæåíèåì õ14
â äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ
õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - d, õ14 - {b, f}, õ15 - ñïèñîê b, f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñïèñîê õ15 íå áîëåå ÷åì äâóõýëåìåíòíûé.

Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû - íåêî-
òîðîãî êâàíòîðà îáùíîñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíòîì äàííîãî êâàíòîðà
ñëóæèò íåêîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, ïðè÷åì ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê åå îïåðàíäîâ. Â ýòîì ñïèñêå âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ19, ñîäåðæàùåå ïå-
ðåìåííóþ õ13, ïðè÷åì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïåðåìåííàÿ èìååò åäèíñòâåííîå
âõîæäåíèå â õ19. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä "a = b ∨ a = f ↔ a ∈ d",
õ19 - âèä "a ∈ d". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ19 íå èìååò ïåðåìåííûõ
ñïèñêà õ15. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â
èñõîäíóþ òåîðåìó, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ15. Â íàøåì ïðèìåðå -
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ïåðåìåííûå c, e. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ18, îòëè÷íûé
îò õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "a = b ∨ a = f". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ õ21 âìåñòî õ15 â óòâåðæäåíèå õ22. Ïåðå-
ìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà óòâåðæäåíèé "äëÿëþáîãî(X åñëè õ20 õ22 òî
õ23)", "äëÿëþáîãî(X åñëè õ20 õ23 òî õ22)", ãäå X - ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà
èìïëèêàöèè õ16.

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðå-
ìåííîé õ26 - ñïèñîê ðåçóëüòàòî çàìåíû ïåðåìåííûõ õ15 íà õ21 â óòâåðæäåíèÿõ
ñïèñêà õ25. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ25 è õ26. Ðå-
øàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ28 ñ ïîñûëêàìè õ27 è óñëîâèÿìè õ24. Öåëè çàäà÷è
- "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò", "ïîïûòêàñïóñêà", "óñïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå Y ",
ãäå Y - ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé õ24. Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ29. Â
íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "b = c & e = f ∨ e = b & f = c". Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç" è íå ñîäåðæèò ñâÿçàííûõ ïåðåìåí-
íûõ. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííûõ õ15 íà õ21
â âûðàæåíèè õ14. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâà
âûðàæåíèé õ14 è õ30 óòâåðæäåíèþ õ29. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòà-
ìè õ27 è êîíñåêâåíòîì õ31. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

1. Èçâëå÷åíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ñ îäíèì èç ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ
ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà îäíîçíà÷íîé îïðåäåëèìîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDE(¬(A = B) & ¬(C = D) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
A− òî÷êà & B− òî÷êà & C− òî÷êà & D− òî÷êà & E− òî÷êà→ ïðÿìàÿ(CD)−
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB)↔ ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(A = B) &
¬(C = D)→ ïðÿìàÿ(CD)−êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB)↔ ∃E(E− òî÷êà &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçû-
âàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà õ11, ïåðåìåííîé õ13 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü õ14 êîí-
ñåêâåíòà òåîðåìû ýëåìåíòàðíà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà õ12
îäíîýëåìåíòíà, è ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå
- ïåðåìåííàÿ E.

Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ13, èìåþùèé íå ìåíåå òðåõ ïà-
ðàìåòðîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)". Ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð îòëè÷íûõ îò õ16 ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â
íåì íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ, ïðè÷åì äëèíà õîòÿ áû îäíîãî èç ýòèõ ýëåìåíòîâ
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íå ìåíåå 3. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ18, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëü-
òàòîâ çàìåíû ïåðåìåííîé õ15 íà õ18 â óòâåðæäåíèÿõ íàáîðà õ17. Ïåðåìåííîé
õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ10, õ13 è õ19. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî ïåðåìåííûõ õ15 è õ18 - ñëåäñòâèå
óòâåðæäåíèé õ20.

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ10, õ17 è óòâåðæäåíèé,
íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ17. Ñî-
çäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ22, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâè-
âàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ14 è õ16. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû äëÿ âàðüèðîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

1. Èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû äëÿ âàðüèðîâàíèÿ àíòåöåäåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû è èñêëþ÷åíèÿ ïàðàìåòðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcB(¬(a = b) & ¬(c = B) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà &
B−òî÷êà & ïðÿìàÿ(ab)−êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(cB)→ 0 ≤ −l(cB)+ l(ac))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(A = B) &
¬(C = D)→ ïðÿìàÿ(CD)−êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB)↔ ∃E(E− òî÷êà &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(C = D) &
¬(A = B) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB)→
0 ≤ l(AC)− l(CD))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñâÿçûâàþ-
ùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà õ10 îäíîýëåìåíòíàÿ, è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ
åå ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ E. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ.
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ14, â êîòî-
ðûõ ïåðåìåííàÿ õ14 âñòðå÷àåòñÿ êàê êîðíåâîé îïåðàíä íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ15 îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 èìååò âèä "ïðÿìàÿ(AE) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èìåþùèé ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü ïîäòåðì òåðìà õ16 åäèí-
ñòâåííûé è ñîâïàäàåò ñ òåðìîì õ16.

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå
- ñèìâîë "ïåðïåíäèêóëÿðíî". Îïðåäåëÿåòñÿ ðàçäåë õ19, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ
ñèìâîë õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - "ãåîìåòðèÿ". Â ýòîì ðàçäåëå íàõîäèòñÿ òåîðå-
ìà õ23 ñ ýëåìåíòàðíûì êîíñåêâåíòîì, èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòèêó "÷èñëîöåíêà"
ëèáî "÷èñëîâîéàòîì". Ýòà òåîðåìà äîëæíà èìåòü åäèíñòâåííûé àíòåöåäåíò ñ
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çàãîëîâêîì õ18 è íå èìåòü àíòåöåäåíòîâ ñ çàãîëîâêîì "ðàâíî". Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ23 - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà.

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ16. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî àíòåöåäåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, èìåþùèé çàãîëîâîê õ18, ñî-
äåðæèò âñå ïåðåìåííûå ýòîé òåîðåìû, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò ïåðåîáîçíà÷åíèå áåç
îòîæäåñòâëåíèé ïåðåìåííûõ õ24, ïåðåâîäÿùåå óòâåðæäåíèå õ16 â äàííûé àíòå-
öåäåíò. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â
íàøåì ïðèìåðå õ25 èìååò âèä:

∀abcd(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & ¬(c = d) &
¬(a = b) & ïðÿìàÿ(ab) ⊥ ïðÿìàÿ(cd) & d ∈ ïðÿìàÿ(ab)→ 0 ≤ l(ac)− l(cd))

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà òåîðåìû õ25, èìåþùåãî
çàãîëîâîê õ18. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ24, ïåðåâîäÿ-
ùàÿ óòâåðæäåíèå õ16 â ýòîò àíòåöåäåíò. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðå-
ìåííàÿ, â êîòîðóþ ïîäñòàíîâêà S ïåðåâîäèò ïåðåìåííóþ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå
- ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ31 - ñïèñîê ðå-
çóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ýòîé æå ïîäñòàíîâêè ê îòëè÷íûì îò õ16 óòâåðæäåíèÿì
ñïèñêà õ14. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ31, ïà-
ðàìåòðû êîòîðûõ âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòà õ26. Â íàøåì ïðèìåðå
îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "d− òî÷êà" è "d ∈ ïðÿìàÿ(ab)".

Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ25. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îí âêëþ÷àåò ñïèñîê õ32. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêîâ õ30 è õ31. Îïðåäåëÿþòñÿ ïîäíàáîð õ35 íàáîðà õ33, îáðàçîâàííûé âñå-
ìè ñîäåðæàùèìè ïåðåìåííóþ õ29 óòâåðæäåíèÿìè, è îñòàòîê õ36 íàáîðà õ33.
Ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæ-
äîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ35, íå âõîäÿùåå â ñïèñîê õ32 è îòëè÷íîå îò àíòåöå-
äåíòà õ26, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ34.

Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ34 è õ33, ïåðåìåííîé õ38
- êîíñåêâåíò òåîðåìû õ25. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñîäåðæàùèõ
ïåðåìåííóþ õ29 ÷èñëîâûõ àòîìîâ óòâåðæäåíèÿ õ38. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèí-
ñòâåííûé àòîì "l(cd)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ39 íåïóñò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ29 â óòâåðæäåíèå õ38 ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì îïå-
ðàíäîì íåêîòîðîãî ÷èñëîâîãî àòîìà ñïèñêà õ39.

Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ
òåîðåìó è òåîðåìó õ25, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ39. Ïåðåìåííîé
õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàâåíñòâ ïåðåìåííûõ íàáîðà õ40 ñîîòâåòñòâóþùèì
âûðàæåíèÿì íàáîðà õ39. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ
õ37, õ41 è ñïèñêà óòâåðæäåíèé "÷èñëî(X)" äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ X íàáîðà õ40.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ43 ñ ïîñûëêàìè õ42 è öåëÿìè "èçâåñòíî",
"èñêëþ÷ õ29", "íåèçâåñòíûå Y ", ãäå Y - âñå ïàðàìåòðû ïîñûëîê.

Ïî îêîí÷àíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è õ43 ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîñìîòð ïåðåìåííûõ X
ñïèñêà õ40. Äëÿ êàæäîé òàêîé ïåðåìåííîé ñðåäè ïîñûëîê çàäà÷ õ43 íàõîäÿòñÿ
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ðàâåíñòâà ñ ïåðåìåííîé X â îäíîé ÷àñòè è íå ñîäåðæàùåé ïåðåìåííîé õ29 ïðî-
òèâîïîëîæíîé ÷àñòüþ. Ñðåäè ýòèõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷àñòåé íàõîäèòñÿ êðàò-
÷àéøåå âûðàæåíèå T , îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðåìåííîé X ñïèñêà õ40
âûðàæåíèå P ñïèñêà õ39, è ôîðìèðóåòñÿ ïàðà (P, T ). Èç óêàçàííûõ ïàð ñîñòàâ-
ëÿåòñÿ íàáîð õ45. Åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîé ïåðåìåííîé ñïèñêà õ40 ïàðû ñîçäàòü
íå óäàëîñü, ïðèìåíåíèå ïðèåìà îòìåíÿåòñÿ.

Â íàøåì ïðèìåðå õ45 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïàðû (l(cd), l(cB)). Ïîñëå çà-
ïîëíåíèÿ ñïèñêà õ45 íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ46 çàìåíû âñåõ âõîæäåíèé â óòâåð-
æäåíèå õ38 ïåðâûõ ýëåìåíòîâ ïàð íàáîðà õ45 íà âòîðûå ýëåìåíòû. Ïåðåìåííîé
õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê çàìåíÿåìîé ÷àñòè
èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ30 è
õ36, ê êîòîðîìó äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå õ47. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ48 è êîíñåêâåíòîì õ46. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà èíäóêòèâíîãî îáîáùåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñ ïîìîùüþ îáîá-
ùåííîé äèñòðèáóòèâíîñòè äëÿ îïåðàöèè íàä ñåìåéñòâàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdxA(¬(x = ∅) & d− set & x− set & d ⊆ x & x ⊆ Dom(A) &
Val(A) ⊆ ñîáûòèÿ(c) & A−ôóíêöèÿ & êîíå÷íîå(x) & âåðïðîñòðàíñòâî(c) &
íåçàâñîáûòèÿ(A, c)→ âåðîÿòíîñòü(

⋂
y,y∈x(ýëåìñîáûòèÿ(c) \ A(y) ïðè y ∈ d,

èíà÷å A(y)), c) =
∏

y,¬(y∈d),y∈x âåðîÿòíîñòü(A(y), c)×∏
y,y∈d(1− âåðîÿòíîñòü(A(y), c)))

èç òåîðåìû

∀AC(A−ôóíêöèÿ & Val(A) ⊆ ñîáûòèÿ(C) & âåðïðîñòðàíñòâî(C)→
íåçàâñîáûòèÿ(A, C)↔ ∀x(x ⊆ Dom(A) & x− set & êîíå÷íîå(x) &
¬(x = ∅)→ âåðîÿòíîñòü(

⋂
y,y∈x A(y), C) =

∏
y,y∈x âåðîÿòíîñòü(A(y), C)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a−set & a ∈ ñîáûòèÿ(c) & íåçàâñîáûòèÿ((b, a), c) & b−set & b ∈ ñîáûòèÿ(c)
& âåðïðîñòðàíñòâî(c)→ âåðîÿòíîñòü(a ∩ (ýëåìñîáûòèÿ(c) \ b), c) =
âåðîÿòíîñòü(ýëåìñîáûòèÿ(c) \ b, c)âåðîÿòíîñòü(a, c))

Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ó òåîðåìû õàðàêòåðèñòèêè "îïðåäåëåíèå(. . .)". Ïåðåìåí-
íîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ÷àñòü - êâàíòîð îáùíîñòè, è ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà êâàíòîðà õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 - ðàâåíñòâî. Ïåðå-
ìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà õ10 îäíîýëåìåíòíà, è ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò ýëåìåíò. Â ñïèñêå õ12 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ15 âèäà "ñî-
äåðæèòñÿ(õ14 îáëàñòü(õ16))", ãäå õ16 - íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå
õ14 - ïåðåìåííàÿ x, õ16 - ïåðåìåííàÿ A. Â ñïèñêå õ12 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå
õ17 âèäà "êîíå÷íîå(õ14)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ
èç ñïèñêà õ12 óòâåðæäåíèé õ15, õ17 è "ìíîæåñòâî(õ14)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ18
ëèáî ïóñòî, ëèáî ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "íå(ðàâíî(õ14 ïóñòî))".
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Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî åå ïàðàìåòðû ñîäåðæàò âñå ïåðåìåííûå êîðíåâîé êâàíòîðíîé ïðèñòàâ-
êè èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îäíîãî îïåðàí-
äà ðàâåíñòâà õ11, ïåðåìåííîé õ21 - âõîæäåíèå äðóãîãî îïåðàíäà. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îïåðàíä õ20 íåîäíîáóêâåííûé, è çàãîëîâîê åãî ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ22. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 èìååò âèä:

âåðîÿòíîñòü(
⋂

y,y∈x A(y), C)

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå íåîäíîáóêâåííîãî îïåðàíäà âõîæäå-
íèÿ õ20, ïåðåìåííîé õ24 - åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 - âõîæäåíèå
ïåðâîãî îïåðàíäà, õ24 - ñèìâîë "ïåðåñå÷åíèåâñåõ". Ñïðàâî÷íèê "ðàçâåðòêà"
óñìàòðèâàåò, ÷òî õ24 - ñèìâîë îïåðàöèè íàä êîíå÷íûì ñåìåéñòâîì, ïîðîæ-
äåííîé äâóìåñòíîé àññîöèàòèâíîé è êîììóòàòèâíîé îïåðàöèåé õ25. Â íàøåì
ïðèìåðå õ25 - ñèìâîë "ïåðåñå÷åíèå".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàíäîì õ26 âõîæäåíèÿ õ23 ñëóæèò îïèñàòåëü "îòîáðàæå-
íèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà ýòîãî îïèñàòåëÿ îäíîáóêâåí-
íàÿ, è ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ (îí îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè).
Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò îïåðàíä èìååò âèä "A(y)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ29 èìååò
âèä "çíà÷åíèå(õ16 õ28). Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïðåäïîñëåä-
íåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ26 (îí óêàçûâàåò óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìóþ ïåðåìåí-
íóþ). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ30 - âõîæäåíèå òåðìà "ïðèíàäëåæèò(õ28 õ14)".

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ21. Â íàøåì ïðèìåðå
- ñèìâîë "ïðîèçâåäåíèåâñåõ". Ñïðàâî÷íèê "ðàçâåðòêà" óñìàòðèâàåò, ÷òî õ31
- ñèìâîë îïåðàöèè íàä êîíå÷íûì ñåìåéñòâîì, ïîðîæäåííîé äâóìåñòíîé àññî-
öèàòèâíîé è êîììóòàòèâíîé îïåðàöèåé õ32. Â íàøåì ïðèìåðå õ32 - ñèìâîë
"óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàíäîì õ33 âõîæäåíèÿ õ21 ñëóæèò îïèñà-
òåëü "îòîáðàæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà ýòîãî îïèñàòåëÿ
îäíîáóêâåííàÿ, è ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Ïåðåìåííîé õ36
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïðåäïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ33 (îí óêàçû-
âàåò óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ36 - âõîæäåíèå
òåðìà "ïðèíàäëåæèò(õ35 õ14)". Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïî-
ñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ33 (îí îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè). Â íàøåì
ïðèìåðå ýòîò îïåðàíä èìååò âèä "âåðîÿòíîñòü(A(y), C)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çà-
ãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ37 ðàâåí õ22. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì ïî
âõîæäåíèþ õ20. Åãî âèä óêàçàí âûøå.

Îïåðàòîð "ñðàâíòåðìîâ" íàõîäèò â òåðìàõ õ37 è õ38 âõîæäåíèÿ õ39, õ40 íàè-
ìåíüøèõ ïîäòåðìîâ, â êîòîðûõ ýòè òåðìû ðàçëè÷àþòñÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ39
- âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ A(y), õ40 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ

⋂
y,y∈x A(y). Ïðîâå-

ðÿåòñÿ, ÷òî õ39 - âõîæäåíèå òåðìà "çíà÷åíèå(õ16 õ35)", à ïîäòåðìû õ40 è õ23
ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà õ23 âõîæäåíèÿ õ20. Â
íàøåì ïðèìåðå ýòîò íîìåð ðàâåí 1.

Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ íàçâàíèå ðàçäåëà, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèì-
âîë õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - "òåîðèÿâåðîÿòíîñòåé". Â ýòîì ðàçäåëå íàõîäèò-
ñÿ òåîðåìà õ46, â ñïèñêå õ47 àíòåöåäåíòîâ êîòîðîé èìååòñÿ óòâåðæäåíèå õ48
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ñ òåì æå çàãîëîâêîì, ÷òî è õ19. Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðà-
ìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ19, è íàõîäèòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ49,
ïåðåâîäÿùàÿ óòâåðæäåíèå õ19 â õ48. Â íàøåì ïðèìåðå õ46 - óêàçàííàÿ âû-
øå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, õ19 èìååò âèä "íåçàâñîáûòèÿ(A, C)", à õ48 - âèä
"íåçàâñîáûòèÿ((b, a), c)".

Ïåðåìåííîé õ51 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå, â êîòîðîå ïîäñòàíîâêà S ïåðåâîäèò
ïåðåìåííóþ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - âûðàæåíèå "(b, a)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âû-
ðàæåíèå õ51 èìååò âèä "íàáîð(X1, X2)", ãäå X1, X2 - ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå.
Ïåðåìåííîé õ52 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ýòèõ ïåðåìåííûõ. Â íàøåì ïðèìåðå - b, a.

Ïåðåìåííîé õ53 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî, îäíà èç ÷àñòåé êîòîðîãî
èìååò çàãîëîâîê õ22. Ïåðåìåííîé õ54 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ýòîé ÷àñòè,
ïåðåìåííîé õ55 - äðóãîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå õ54 - âõîæäåíèå âûðàæå-
íèÿ "âåðîÿòíîñòü(a ∩ (ýëåìñîáûòèÿ(c) \ b), c)". Ïåðåìåííîé õ56 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ54, èìåþùåãî íîìåð õ41. Â íàøåì ïðèìåðå -
ïåðâîãî îïåðàíäà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îïåðàíä èìååò çàãîëîâîê õ25.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ56 ðàâíî 2, ïðè÷åì îäíèì èç
ýòèõ îïåðàíäîâ ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ59, âõîäÿùàÿ â ñïèñîê õ52. Ïåðåìåííîé
õ60 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîé îïåðàíä. Â íàøåì ïðèìåðå õ59 - ïåðåìåííàÿ a, õ60
- âûðàæåíèå "ýëåìñîáûòèÿ(c) \ b)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ60 íåîäíîáóêâåí-
íûé. Ïåðåìåííîé õ61 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêà ïàðàìåòðîâ òåðìà õ60
ñî ñïèñêîì õ52. Â íàøåì ïðèìåðå îíî ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé b. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñïèñîê õ61 îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ62 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îòëè÷åí îò ïåðåìåííîé õ59.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ55 ðàñïîëîæåí ñèìâîë õ32. Â íàøåì ïðèìåðå
õ55 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ âåðîÿòíîñòü(ýëåìñîáûòèÿ(c)\b, c)âåðîÿòíîñòü(a, c)),
õ32 - ñèìâîë "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ55
ðàâíî 2, è ïåðåìåííîé õ63 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ýòèõ îïåðàíäîâ.

Ïåðåìåííîé õ64 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ çàìåíû âõîæäåíèÿ õ56 â ïîä-
òåðì õ54 íà ýëåìåíòû ñïèñêà õ56. Â íàøåì ïðèìåðå õ64 ñîñòîèò èç âûðàæå-
íèé "âåðîÿòíîñòü(a, c)" è "âåðîÿòíîñòü(ýëåìñîáûòèÿ(c)\b, c)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñïèñîê õ64 âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê õ63.

Ïåðåìåííîé õ65 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ êâàí-
òîðíîé èìïëèêàöèè õ10 íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â äîïîëíèòåëüíóþ òåî-
ðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ65 ñîâïàäàåò ñ õ10. Ïåðåìåííîé õ66 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ10 â èñõîäíóþ òåîðåìó íà óòâåðæäåíèå õ65. Â
íàøåì ïðèìåðå õ66 è õ2 ñîâïàäàþò. Ïåðåìåííîé õ67 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè â òåðì õ66 âìåñòî ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ49, îòëè÷íûõ îò õ16, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ òåðìîâ ñïèñêà õ50. Â íàøåì ïðèìåðå âìåñòî C ïîäñòàâëÿåòñÿ
c:

∀Ac(A−ôóíêöèÿ & Val(A) ⊆ ñîáûòèÿ(c) & âåðïðîñòðàíñòâî(c)→
íåçàâñîáûòèÿ(A, c) ↔ ∀x(x ⊆ Dom(A) & x − set & êîíå÷íîå(x) & ¬(x = ∅) →
âåðîÿòíîñòü(

⋂
y,y∈x A(y), c) =

∏
y,y∈x âåðîÿòíîñòü(A(y), c)))
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Ïåðåìåííîé õ68 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â òåîðåìó õ67, ñîîòâåòñòâóþùåå âõî-
æäåíèþ õ23 â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ68 ÿâëÿåòñÿ âõîæäåíèåì
ïîäòåðìà

⋂
y,y∈x A(y). Ïåðåìåííîé õ69 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáî-

ðà õ47, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ59 è îòëè÷íûõ îò óòâåðæäåíèÿ õ48. Â íàøåì
ïðèìåðå õ69 ñîñòîèò èç äâóõ óòâåðæäåíèé - "a−set" è "a ∈ ñîáûòèÿ(c)". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ62 íå âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ69.
Â íàøåì ïðèìåðå õ62 - ïåðåìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ70 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè ïîäòåðìà õ68 âìåñòî ïåðåìåííîé õ59 â óòâåðæäåíèÿ
íàáîðà õ69.

Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî êîíúþíêöèÿ óòâåð-
æäåíèé õ70 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ67, à òàêæå àíòåöåäåí-
òîâ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè, âõîæäåíèå êîòîðîé â òåîðåìó õ67 ñîîòâåòñòâóåò
âõîæäåíèþ èìïëèêàöèè õ10 â èñõîäíóþ òåîðåìó.

Ïåðåìåííîé õ72 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ67, ñîäåðæàùèõ
ïåðåìåííóþ õ16. Â ýòîì ñïèñêå íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ73 âèäà "ñîäåðæèò-
ñÿ(çíà÷åíèÿ(õ16)õ74)". Â íàøåì ïðèìåðå õ74 - âûðàæåíèå "ñîáûòèÿ(c)". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îòëè÷íûå îò õ73 óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ72 èìåþò çàãîëîâîê
"ôóíêöèÿ".

Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå "ïðè-
íàäëåæèò(õ60 õ74)" ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ47. Ïåðåìåííîé õ76
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ47, íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûõ
õ59 è õ62. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííîå óòâåðæäåíèå "âåðïðîñòðàíñòâî(c)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ76 âêëþ÷àåòñÿ â íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ67.

Ïåðåìåííîé õ77 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ67.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ÷àñòü - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, ïðè÷åì åå âàðüèðóåìàÿ
ïåðåìåííàÿ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ78. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ x.
Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ79, íå âõîäÿùàÿ â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó õ46. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ80 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè õ77 ñ óòâåðæäåíèÿìè "ìíîæåñòâî(õ79)" è "ñî-
äåðæèòñÿ(õ79 õ78)". Ïåðåìåííîé õ81 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â òåîðåìó õ67,
ñîîòâåòñòâóþùåå âõîæäåíèþ õ29 â èñõîäíóþ òåîðåìó, ïåðåìåííîé õ82 - ïîäòåðì
ïî âõîæäåíèþ õ81. Â íàøåì ïðèìåðå õ82 èìååò âèä "A(y)".

Ïåðåìåííîé õ83 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ82 âìåñòî
ïåðåìåííîé õ62 â âûðàæåíèå õ60. Â íàøåì ïðèìåðå - "ýëåìñîáûòèÿ(c) \A(y)".
Ïåðåìåííîé õ84 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè îïèñàòå-
ëÿ - îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ68. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ y. Ïåðåìåííîé
õ85 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "âàðèàíò(ïðèíàäëåæèò(õ84 õ79)õ83 õ82)". Ïåðå-
ìåííîé õ86 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â òåîðåìó õ67, ñîîòâåòñòâóþùåå âõîæäå-
íèþ ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ33 â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå
- âõîæäåíèå ïîäòåðìà "âåðîÿòíîñòü(A(y), c)". Ïåðåìåííîé õ87 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ86, èìåþùåãî íîìåð õ41. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðâîãî îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ88 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè
ïîäòåðìà õ87 âìåñòî ïåðåìåííîé õ62 â âûðàæåíèå õ60. Â íàøåì ïðèìåðå -
"ýëåìñîáûòèÿ(c) \ A(y)". Ïåðåìåííîé õ89 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé îïåðàíä âõî-
æäåíèÿ õ87. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ y. Ïåðåìåííîé õ90 ïðèñâàèâàåòñÿ
âûðàæåíèå "âàðèàíò(ïðèíàäëåæèò(õ89 õ79)õ88 T )", ãäå T - ïîäòåðì õ87.
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Ïåðåìåííîé õ91 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèé õ81 è õ87 â òåî-
ðåìó õ67 íà âûðàæåíèÿ õ85 è õ90. Ïåðåìåííîé õ92 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ91. Ýòîò êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòñíîòü, è ïåðåìåííîé õ93
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé åå ÷àñòè, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "äëÿëþáîãî".
Ïåðåìåííîé õ94 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè.

Ïåðåìåííîé õ95 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ67
è ñïèñêà õ80, ê êîòîðîìó äîáàâëÿåòñÿ ïîäòåðì õ94. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ95, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò êîíñåêâåíò èìïëèêàöèè õ93.
Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâî-
äà.

3. Èñïîëüçîâàíèå èíäóêòèâíîãî îáîáùåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ âàðüè-
ðîâàíèÿ îïðåäåëÿåìîãî ïîíÿòèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdA(d− set & d ⊆ Dom(A) & Val(A) ⊆ ñîáûòèÿ(c) & A−ôóíêöèÿ &
âåðïðîñòðàíñòâî(c) & íåçàâñîáûòèÿ(A, c)→ íåçàâñîáûòèÿ(λy((ýëåìñîáûòèÿ(c)\
A(y) ïðè y ∈ d, èíà÷å A(y)), y ∈ Dom(A)), c))

èç òåîðåìû

∀AC(A−ôóíêöèÿ & Val(A) ⊆ ñîáûòèÿ(C) & âåðïðîñòðàíñòâî(C)→
íåçàâñîáûòèÿ(A, C)↔ ∀x(x ⊆ Dom(A) & x− set & êîíå÷íîå(x) &
¬(x = ∅)→ âåðîÿòíîñòü(

⋂
y,y∈x A(y), C) =

∏
y,y∈x âåðîÿòíîñòü(A(y), C)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a−set & a ∈ ñîáûòèÿ(c) & íåçàâñîáûòèÿ((b, a), c) & b−set & b ∈ ñîáûòèÿ(c)
& âåðïðîñòðàíñòâî(c)→ âåðîÿòíîñòü(a ∩ (ýëåìñîáûòèÿ(c) \ b), c) =
âåðîÿòíîñòü(ýëåìñîáûòèÿ(c) \ b, c)âåðîÿòíîñòü(a, c))

Ïðîãðàììà ïðèåìà â òî÷íîñòè âîñïðîèçâîäèò ïðîãðàììó ïðåäûäóùåãî ïðèåìà
âïëîòü äî ìîìåíòà îïðåäåëåíèÿ âõîæäåíèé õ93 è õ94. Äàëåå íà÷èíàþòñÿ îòëè-
÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ95 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ94. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "íåçàâñîáûòèÿ(A, c)". Ïåðåìåííîé õ96 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà
àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ67 ñ óòâåðæäåíèÿìè õ95, "ìíîæåñòâî(õ79)", "ñîäåðæèò-
ñÿ(õ79 îáëàñòü(õ16))". Ïåðåìåííîé õ97 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè
âûðàæåíèÿ "îòîáðàæåíèå(õ84 ïðèíàäëåæèò(õ84 îáëàñòü(õ16)) õ85)" âìåñòî ïå-
ðåìåííîé õ16 â âûðàæåíèå õ95. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ96 è
êîíñåêâåíòîì õ97. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.90 Õàðàêòåðèñòèêà "ðàçâòåîð"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ðàçâòåîð(õ1)" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, âûïîëíÿþ-
ùèå ðàçâÿçêó ïåðåìåííîé õ1 ñâîåãî êîíñåêâåíòà.
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Ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòà

1. Ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ðàçâÿçêà äâóõ ïåðåìåííûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcde(e ∈ {c, . . . , d} & a− ÷èñëî & b− öåëîå & c− öåëîå & d− öåëîå &
a ≤ c & d ≤ b→ e ∈ {a, . . . , b})

èç òåîðåìû

∀amnx(x ∈ {m, . . . , n} & a− ÷èñëî & m− öåëîå & n− öåëîå & a ≤ m→
x ∈ {a, . . . , n})

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀cmnx(x ∈ {m, . . . , n} & c− ÷èñëî & m− öåëîå & n− öåëîå & n ≤ c→
x ∈ {m, . . . , c})

Õàðàêòåðèñòèêà - "ðàçâòåîð(a)". Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïå-
ðåìåííîé õ9 - ïåðåìåííàÿ èç òåêóùåé õàðàêòåðèñòèêè. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðå-
ìåííàÿ a. Â òåêóùåì ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé òåîðåìû
òåîðåìà õ12 ñ õàðàêòåðèñòèêîé õ11 âèäà "ðàçâòåîð(õ13)". Â íàøåì ïðèìåðå õ12
- óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, õ13 - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò
òó æå äëèíó, ÷òî è õ8. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà
õ8. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ15, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ8
â õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ïåðåâîäèò ïåðåìåííóþ õ9 íå â ïåðåìåííóþ õ13.
Â íàøåì ïðèìåðå ïåðåìåííàÿ a ïåðåâîäèòñÿ â ïåðåìåííóþ m. Ðàññìàòðèâà-
åòñÿ âõîæäåíèå õ17 àíòåöåäåíòà õ18 èñõîäíîé òåîðåìû, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà
äëèíå òåðìà õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïîäñòàíîâêè âìåñòî ïåðåìåííûõ
õ15, ïåðåâîäÿùåé òåðì õ8 â òåðì õ18. Ïðîöåäóðà "âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò
ðåçóëüòàò õ19 ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ èñõîäíîé è äîïîëíèòåëüíé òåîðåì
ïóòåì óíèôèêàöèè àíòåöåäåíòà õ17 èñõîäíîé òåîðåìû ñ êîíñåêâåíòîì äîïîë-
íèòåëüíîé. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.91 Õàðàêòåðèñòèêà "ðàçâÿçêà"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ðàçâÿçêà(õ1)" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, âûíîñÿùèå íà-
ðóæó îïåðàöèþ íàä ñåìåéñòâîì èç-ïîä ñëîæíîãî ïîíÿòèÿ. õ1 - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Îòîæäåñòâëåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå" ñ îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ åãî ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀AC(¬(Dom(A) = ∅) & Val(A) ⊆ ñîáûòèÿ(C) & A−ôóíêöèÿ &
êîíå÷íîå(Dom(A)) & âåðïðîñòðàíñòâî(C) & íåçàâñîáûòèÿ(A, C)→
âåðîÿòíîñòü(

⋂
(A), C) =

∏
y,y∈Dom(A) âåðîÿòíîñòü(A(y), C))



920 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

èç òåîðåìû

∀xAC(¬(x = ∅) & x− set & x ⊆ Dom(A) & Val(A) ⊆ ñîáûòèÿ(C) &
A − ôóíêöèÿ & êîíå÷íîå(x) & âåðïðîñòðàíñòâî(C) & íåçàâñîáûòèÿ(A, C) →
âåðîÿòíîñòü(

⋂
y,y∈x A(y), C) =

∏
y,y∈x âåðîÿòíîñòü(A(y), C))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ðàçâÿçêà(âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìå-
íÿåìîé ÷àñòè. Âíóòðè íåãî ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 ñèìâîëà "îòîáðà-
æåíèå". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ11.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòíàÿ, è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëå-
ìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ y. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå ïðåäïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ (îí îïðåäåëÿåò óñëîâèå íà âàðüèðóå-
ìóþ ïåðåìåííóþ). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ14 ðàñïîëîæåíî óòâåðæäå-
íèå âèäà "ïðèíàäëåæèò(õ13 õ15)", ãäå õ15 - íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ x. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå
â çàìåíÿåìóþ ÷àñòü òåîðåìû.

Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ11
(îí îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ16 ðàñ-
ïîëîæåíî âûðàæåíèå "çíà÷åíèå(õ17 õ13)", ãäå õ17 - íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ A. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çà-
ìåíû â ïîäòåðìå õ8 âõîæäåíèÿ õ11 íà ïåðåìåííóþ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò âèä:

âåðîÿòíîñòü(
⋂

(A), C) =
∏

y,y∈x âåðîÿòíîñòü(A(y), C)

Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðå-
ìû è óòâåðæäåíèå "ðàâíî(õ15 îáëîàñòü(õ17))", à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò óòâåð-
æäåíèå õ18. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïåðåõîä îò ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà ê ñëîâó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aAC(Dom(A) = {1, . . . , a} & & Val(A) ⊆ ñîáûòèÿ(C) & A−ôóíêöèÿ &
a− íàòóðàëüíîå & âåðïðîñòðàíñòâî(C) & íåçàâñîáûòèÿ(A, C)→
âåðîÿòíîñòü(

⋂
(A), C) =

∏a
y=1 âåðîÿòíîñòü(A(y), C))

èç òåîðåìû

∀AC(¬(Dom(A) = ∅) & Val(A) ⊆ ñîáûòèÿ(C) & A−ôóíêöèÿ &
êîíå÷íîå(Dom(A)) & âåðïðîñòðàíñòâî(C) & íåçàâñîáûòèÿ(A, C)→
âåðîÿòíîñòü(

⋂
(A), C) =

∏
y,y∈Dom(A) âåðîÿòíîñòü(A(y), C))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàè-
âàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû. Â íåì âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 ñèìâîëà "îòîáðà-
æåíèå". Âíóòðè ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ12 ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå õ13 ïîäòåðìà âèäà "çíà÷åíèå(õ14 T )", ãäå õ14 - ïåðåìåííàÿ, T - íåêîòîðîå
âûðàæåíèå. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò ïîäòåðì åñòü "A(y)", õ14 - ïåðåìåííàÿ A.
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Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïðåäïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòå-
ëÿ õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ15 ðàñïîëîæåíî óòâåðæäåíèå "ïðè-
íàäëåæèò(õ18 îáëàñòü(õ14))", ãäå õ18 - íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííàÿ y. Â ñïèñêå õ8 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ17 âèäà "êîíå÷-
íîå(îáëàñòü(õ14))".

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ19, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò âõîæäåíèÿ õ15 â
òåðì õ11 íà óòâåðæäåíèå "è(öåëîå(õ18)ìåíüøåèëèðàâíî(1 õ18) ìåíüøåèëèðàâ-
íî(õ18 õ19))". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8
óòâåðæäåíèé "íàüóðàëüíîå(õ19)", "ðàâíî(îáëàñòü(õ14) íîìåðà(1 õ19))". Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ21 è êîíñåêâåíòîì õ20. Îíà îáðàáàòû-
âàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.92 Õàðàêòåðèñòèêà "ðàçäåëåíèå"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ðàçäåëåíèå(õ1)" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîç-
âîëÿþùèå ïåðåíîñèòü â ðàçíûå ÷àñòè äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ äâå ïåðåìåííûå, ðàíåå
ðàñïîëîæåííûå â îäíîé ÷àñòè. õ1 - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Óñèëåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçäåëåíèÿ: èñêëþ÷åíèå îòðèöàíèé â çàìåíÿåìîé
÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ 0 < a + b↔ −b < a)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ b < a↔ 0 < a− b)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ðàçäåëåíèå(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåí-
òå òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäå-
íèå. Ñðåäè ïàðàìåòðîâ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ11, èìå-
þùàÿ â õ10 åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ b. Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ11 â òåðì õ10, ïåðåìåí-
íîé õ13 - âõîæäåíèå, íåïîñðåäñòâåííûì îïåðàíäîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ õ12. Â
íàøåì ïðèìåðå õ13 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ −b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 èìååò
åäèíñòâåííûé îïåðàíä, è ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ
õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ìèíóñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 - îïåðàöèÿ òèïà
"îòðèöàíèå", ò.å. äâóêðàòíîå åå ïðèìåíåíèå â î.ä.ç. âîçâðàùàåò èñõîäíîå çíà-
÷åíèå. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ13 â òåðì
õ10 íà ïåðåìåííóþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 < a + b". Ïåðåìåííîé õ16 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â çàìåíÿþùóþ ÷àñòü òåîðåìû ïîäòåðìà õ13
âìåñòî ïåðåìåííîé õ11. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîä-
ñòàíîâêè ïîäòåðìà õ13 âìåñòî ïåðåìåííîé õ11 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðå-
ìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ17, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò
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ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ15 è õ16. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðàìè "Ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðìàíòåöåäåíòû", ïîñëå ÷åãî ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

3.93 Õàðàêòåðèñòèêà "ðàçäïàðàì"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ðàçäïàðàì(õ1)" ñíàáæàåòñÿ êâàíòîðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, â çà-
ìåíÿþùåé ÷àñòè êîòîðîé ðàñïîëîæåíî òàêîå ðàâåíñòâî A = B, ÷òî íåêîòîðûå äâå
ïåðåìåííûå èìåþòñÿ â A, íî îòñóòñòâóþò â B, è îáðàòíî, íåêîòîðûå äâå ïåðåìåííûå
èìåþòñÿ â B, íî îòñóòñòâóþò â A. Çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü èìååò âèä ðàâåíñòâà, ñîäåðæà-
ùåãî âñå óêàçàííûå ïåðåìåííûå, ïðè÷åì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íåîäíîáóêâåííûå. õ1 -
íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè òèïà "ðàçäïàðàì" êâàíòîðíîãî òîæäåñòâà, ïîç-
âîëÿþùåãî èñêëþ÷àòü íåèçâåñòíûå ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà, èäåíòèôèöèðîâàííî-
ãî ñ àíòåöåäåíòîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abdf (¬(d = 0) & ¬(f = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî & f − ÷èñëî &
af = bd→ a/d = b/f)

èç òåîðåìû

∀abdf (¬(d = 0) & ¬(f = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî & f − ÷èñëî→
af = bd↔ a/d = b/f)

Ïðèåì, îñíîâàííûé íà âûâîäèìîé òåîðåìå, ïðåîáðàçóåò ñîäåðæàùóþ íåèçâåñò-
íûå äðîáü a/d â äðîáü b/f , íå ñîäåðæàùóþ íåèçâåñòíûõ.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - ðåçóëü-
òàò äîáàâëåíèÿ ê õ10 çàìåíÿåìîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå òåîðå-
ìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ11, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëó-
æèò çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà
ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé (èñêëþ÷íåèçâ N), ãäå N - íîìåð ïîñëåäíåãî
àíòåöåäåíòà.

3.94 Õàðàêòåðèñòèêà "ðåàëèçàöèÿ"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ðåàëèçàöèÿ" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, êîðíåâîå îòíî-
øåíèå êîíñåêâåíòà êîòîðûõ èìååò íàèáîëüøóþ ñëîæíîñòü ñðåäè âñåõ åå ïîäòåðìîâ.

Ñêëåéêà òåîðåì

1. Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì ïðè ïîìîùè òðåòüåé òåîðåìû, èìåþùåé õàðàêòåðèñòèêó
"îáùíîðì".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀astKT (T = [t, s] & s− ÷èñëî & t− ÷èñëî & íåïîäâ(K, T ) & ìòî÷êà(a) &
×èñëîòð(T ) & ìòåëî(K)→ âåêòîð(Ìåñòî(a, t)Ìåñòî(a, s)) =
äëèíà(T )Ñêîðîñòü(a, K, T ))

èç òåîðåìû

∀astKT (s− ÷èñëî & t− ÷èñëî & ìòî÷êà(a) & ×èñëîòð(T ) & ìòåëî(K) &
T = [t, s] & íåïîäâ(K, T )→ îäíîíàïðàâëåíû(Ñêîðîñòü(a, K, T ),
âåêòîð(Ìåñòî(a, t)Ìåñòî(a, s))))

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀ABav(a− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & Âåêòîð(v) & 0 ≤ a→
âåêòîð(AB) = av ↔ l(AB) = aäëèíà(v) & îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(AB), v))

∀astKT (s− ÷èñëî & t− ÷èñëî & ìòî÷êà(a) & ×èñëîòð(T ) & ìòåëî(K) &
T = [t, s] & íåïîäâ(K, T )→ l(Ìåñòî(a, t)Ìåñòî(a, s)) =
äëèíà(Ñêîðîñòü(a, K, T ))äëèíà(T ))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåí-
íîé õ10 - çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé õ11 - êîíñåêâåíò. Â íàøåì ïðèìåðå
õ10 - ñèìâîë "îäíîíàïðàâëåíû". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "íîðìêí" îïðåäå-
ëÿåò ïî õ10 óêàçàííóþ âûøå ïåðâóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå,
íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 èìååò âèä:

∀debc(b− ÷èñëî & d− òî÷êà & e− òî÷êà & Âåêòîð(c) & 0 ≤ b→
âåêòîð(de) = bc↔ l(de) = bäëèíà(c) & îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(de), c))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû âêëþ÷àþòñÿ â ïà-
ðàìåòðû óòâåðæäåíèÿ õ11. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè
ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ14, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíú-
þíêöèþ. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ýòîé
êîíúþíêöèè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàè-
âàåòñÿ òî óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ16, çàãîëîâîê êîòîðîãî îòëè÷åí îò ñèìâîëà õ10.
Â íàøåì ïðèìåðå - "l(de) = bäëèíà(c)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîñòîèò èç âñåõ ïåðåìåííûõ
òåîðåìû õ14.

Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ íå ïîìå÷åííàÿ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå" êâàíòîð-
íàÿ èìïëèêàöèÿ õ21, çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ çàãîëîâêîì
óòâåðæäåíèÿ õ17, ïðè÷åì ýòîò êîíñåêâåíò âêëþ÷àåòñÿ âñå ïåðåìåííûå èìïëè-
êàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 - óêàçàííàÿ âûøå âòîðàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà.
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ âòîðîé
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó è â
òåîðåìó õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 èìååò âèä:

∀fghij(g − ÷èñëî & h− ÷èñëî & ìòî÷êà(f) & ×èñëîòð(j) & ìòåëî(i) &
j = [h, g] & íåïîäâ(i, j)→ l(Ìåñòî(f, h)Ìåñòî(f, g)) =
äëèíà(Ñêîðîñòü(f, i, j))äëèíà(j))
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Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ23, ïåðåìåííîé õ25 - ñïè-
ñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ24 è õ17. Â ñïèñêå õ16 íàõîäèòñÿ óòâåðæäå-
íèå õ26 ñ çàãîëîâêîì õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(de),c)".
Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ25, óíèôèöèðóþùàÿ òåðì õ11
ñ òåðìîì õ26, à òåðì õ24 - ñ òåðìîì õ17. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä" ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S
ê óòâåðæäåíèÿì ñïèñêà õ8. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îáðàáîòàí-
íûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä" ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåí-
òàì òåîðåìû õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ28 è õ29 ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå
óòâåðæäåíèé. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì
"ñòàíä" ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ14.

Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíúþíêöèÿ óòâåðæäå-
íèé õ30 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ28. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ14, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòà-
íîâêè S ê ïîäòåðìó õ32. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ28 è
êîíñåêâåíòîì õ33. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Âàðüèðîâàíèå àíòåöåäåíòîâ

1. Ïîïûòêà ñâåñòè àíòåöåäåíò ñî ìíîãèìè ïàðàìåòðàìè ê àíòåöåäåíòàì ñ ìåíü-
øèì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcde(¬(d = e) & a ∈ îòðåçîê(bc) & c ∈ ïðÿìàÿ(de) & a− òî÷êà & b− òî÷êà &
c− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà→ îäíàñòîðîíà(a, b, ïðÿìàÿ(de)))

èç òåîðåìû

∀ABCD(¬(C = D) & B ∈ ïëîñêîñòü(ACD) & íåïåðåñåê(ïðÿìàÿ(CD),
îòðåçîê(AB)) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà→
îäíàñòîðîíà(A, B, ïðÿìàÿ(CD)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abBCD(a− òî÷êà & b− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
¬(a = B) & ¬(C = D) & ¬(ïðÿìàÿ(bB) = ïðÿìàÿ(CD)) & a ∈ îòðåçîê(bB) &
B ∈ ïðÿìàÿ(CD)→ íåïåðåñåê(ïðÿìàÿ(CD), îòðåçîê(ab)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà õ9 èñõîäíîé òåîðåìû,
èìåþùåãî íå ìåíåå 4 ïàðàìåòðîâ. Â íàøåì ïðèìåðå óòâåðæäåíèå õ9 èìååò âèä
"íåïåðåñåê(ïðÿìàÿ(CD), îòðåçîê(AB))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê õ10 óòâåð-
æäåíèÿ õ9 îòëè÷åí îò ñèìâîëà "íå". Â íàøåì ïðèìåðå õ10 - ñèìâîë "íåïå-
ðåñåê". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ àíòåöåäåíòà õ9 ðàâíî 2.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ9 èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè,
è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ12 - ñèìâîë "îòðåçîê". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàçâàíèå ðàçäåëà,
ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "ãåîìåòðèÿ". Â ðàçäå-
ëå õ13 ðàññìàòðèâàåòñÿ òåîðåìà, êîíñåêâåíò êîòîðîé ñîäåðæèò ñèìâîë õ12 è
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èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - óêàçàííàÿ âûøå äî-
ïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû íåò ðàâåíñòâ, à ÷èñëî ïàðàìåòðîâ ëþáîãî åå àíòåöåäåíòà, íå èìåþùåãî
ñâîèì çàãîëîâêîì îòðèöàíèå, ìåíüøå 4.

Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ19 ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðè-
ìåíåíèÿ èñõîäíîé è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåì, ïðè êîòîðîì àíòåöåäåíò õ8 èñõîä-
íîé òåîðåìû óíèôèöèðóåòñÿ ñ êîíñåêâåíòîì äîïîëíèòåëüíîé. Ïåðåìåííîé õ20
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ19 îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ. Ïåðåìåííîé õ21
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè åå îïåðàòîðîì "èñêëàíò", îòáðàñûâàþùèì
èçáûòî÷íûå àíòåöåäåíòû. Åñëè â èñõîäíóþ òåîðåìó âõîäèò ñèìâîë "îêðóæ-
íîñòü", ò.å. ñèòóàöèÿ çàâåäîìî ïëàíèìåòðè÷åñêàÿ, òî ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå â
òåîðåìå õ21 ñòåðåîìåòðè÷åñêèõ ïîíÿòèé. Çàòåì òåîðåìà õ21 ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

3.95 Õàðàêòåðèñòèêà "ðîäîáúåêòà"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ðîäîáúåêòà" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, êîíñåêâåíò êî-
òîðûõ óêàçûâàåò òèï çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ, îòëè÷íîãî îò ïåðåìåííîé. Ýòà õàðàêòå-
ðèñòèêà ñîçäàåòñÿ òîëüêî ïðèåìàìè âûâîäà òåîðåì

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïîäñòàíîâêà íóëÿ ëèáî åäèíèöû äëÿ èñêëþ÷åíèÿ âíåøíåé îïåðàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀x(x− ÷èñëî→ x− êîìïëåêñíîå)

èç òåîðåìû

∀xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî→ x + iy − êîìïëåêñíîå)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèâñàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ8. Â íà-
øåì ïðèìåðå - ñèìâîë "êîìïëåêñíîå". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâîé
îïåðàíä êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå - "x+ iy". Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå çäåñü
êîìïëåêñíûå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ11. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "Ïëþñ". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òèïîâ çíà÷åíèé
âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 ñîäåðæèòñÿ â ýòîì ñïèñêå.
Âûáèðàåòñÿ ïàðàìåòð õ14 âûðàæåíèÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - y. Ïåðåìåííîé
õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ14 â òåðì õ11. Ïåðåìåííîé õ16 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â õ11, íåïîñðåäñòâåííûì îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò
õ15. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ16. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - "Óìíîæåíèå". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íîëü ëèáî åäèíèöà îïåðàöèè
õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - 0. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ õ16 èìååò äàííûå íîëü
ëèáî åäèíèöó èìåííî äëÿ îïåðàíäà õ15. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò ïîäñòàíîâêè â òåðì õ11 âûðàæåíèÿ õ19 âìåñòî ïåðåìåííîé õ14. Â íàøåì
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ïðèìåðå - "x+i0". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè âûðàæå-
íèÿ õ20 îïåðàòîðîì "óïðîùåäèíèöà". Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì âûðàæåíèå
x. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ
õ19 âìåñòî ïåðåìåííîé õ14 â àíòåöåäåíòû õ9. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ22 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îò íîñèòåëüíî
ïàðàìåòðîâ òåðìà õ21. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöå-
äåíòàìè õ23 è êîíñåêâåíòîì "õ10(õ21)". Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ:

(a) Çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ21 - ïåðåìåííàÿ. Òîãäà èìïëèêàöèÿ õ24 ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(b) Çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ21 - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë õ25. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10
ïðèíàäëåæèò ñïèñêó òèïîâ çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ ñ çàãîëîâêîì õ25. Ïîñëå
ýòîãî èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàê-
òåðèñòèêîé "ðîäîáúåêòà".

3.96 Õàðàêòåðèñòèêà "ñáîðêà"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ñáîðêà(õ1)" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, èñïîëüçó-
åìûå äëÿ ñîêðàùåííîé ïåðåôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé. õ1 - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ ñáîðêè, â çàìåíÿåìîé ÷àñòè êîòîðîé íàõîäèòñÿ äèçúþíê-
öèÿ ñ ðàâåíñòâîì äëÿ ïåðåìåííîé: èçâëå÷åíèå ïðèìåðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ce(c− set→ e ∈ c ∪ {e})

èç òåîðåìû

∀cde(c− set→ d = e ∨ d ∈ c↔ d ∈ c ∪ {e})

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè. Â íàøåì
ïðèìåðå - ëåâàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâîê - äèçúþíêöèÿ. Ïåðåìåííîé õ11
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà äèçúþíêöèè, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ðà-
âåíñòâî íåêîòîðîé ïåðåìåííîé õ14 íå ñîäåðæàùåìó åå âûðàæåíèþ õ15. Â íàøåì
ïðèìåðå õ14 - ïåðåìåííàÿ d, õ15 - îäíîáóêâåííîå âûðàæåíèå e. Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ15 âìåñòî ïåðåìåííîé õ14
â çàìåíÿþùóþ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - "e ∈ c ∪ {e}". Ïå-
ðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè õ15 âìåñòî õ14
â àíòåöåäåíòû òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ17 è êîíñå-
êâåíòîì õ16. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ãðóïïèðîâêà â ëåâûõ ÷àñòÿõ âñåõ íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòè òèïà
"ñáîðêà".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ 0 < a + b & 0 < b− a↔ 0 < b− |a|)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a < b & − a < b↔ |a| < b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè, ïåðåìåííîé
õ11 - çàìåíÿþùàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà íå èìååò õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãî-
ëîâêîì "èëè". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà óòâåðæäåíèé õ10, õ11. Çàòåì
äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ýòîé ïàðû ðàññìàòðèâàþòñÿ âõîæäåíèÿ v äâóìåñòíûõ
ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ P . Åñëè P - ðàâåíñòâî, òî îïðåäåëÿåòñÿ òèï çíà÷åíèé
ñîåäèíÿåìûõ ðàâåíñòâîì âûðàæåíèé, è â êà÷åñòâå P äàëåå áåðåòñÿ ýòîò òèï.
Ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà "ïåðåãðóïïèðîâêà" îïðåäåëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïåðå-
íåñåíèÿ âñåõ "íåíóëåâûõ" ÷ëåíîâ â ëåâóþ ÷àñòü, è òàì, ãäå ýòî âîçìîæíî, òàêàÿ
ïåðåãðóïïèðîâêà äåëàåòñÿ. Â íàøåì ïðèìåðå, ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâîê, ïåðâûé
ýëåìåíò ñïèñêà õ12 ïðèîáðåòàåò âèä "a − b < 0 & − a − b < 0", âòîðîé - âèä
"|a| − b < 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû ïåðåãðóïïèðîâ-
êè èìåëè ìåñòî, è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, â êîòîðîì
êàæäàÿ ÷àñòü èñõîäíîé ýêâèâàëåíòíîñòè òåîðåìû çàìåíåíà íà ðåçóëüòàò ïåðå-
ãðóïïèðîâîê, èçâëåêàåìûé èç íàáîðà õ12. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû
êîòîðîé òå æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû, à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò óòâåðæäåíèå
õ13. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

3. Èñïîëüçîâàíèå ñèììåòðèè äâóõ ïåðåìåííûõ â çàìåíÿåìîé ÷àñòè äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè, âàðüèðóþùåé çàìåíÿþùóþ ÷àñòü.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abB(¬(a = b) & ¬(a = B) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & B − òî÷êà→
B ∈ ïðÿìàÿ(ab)↔ b ∈ ïðÿìàÿ(aB))

èç òåîðåìû

∀abB(¬(a = b) & ¬(a = B) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & B − òî÷êà→
ïðÿìàÿ(ab) = ïðÿìàÿ(aB)↔ B ∈ ïðÿìàÿ(ab))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè, ïåðåìåí-
íîé õ11 - çàìåíÿþùàÿ. Îïåðàòîð "ñèììåòðè÷íûåïàðû" ïðèñâàèâàåò ïåðåìåí-
íîé õ12 íàáîð ëåêñèêîãðàôè÷åñêè óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ïåðåìåííûõ òåðìà õ10,
ïåðåñòàíîâêà êîòîðûõ íå èçìåíÿåò ýòîãî òåðìà (ñ òî÷íîñòüþ äî èçìåíåíèÿ ïî-
ðÿäêà îïåðàíäîâ êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèé). Â ñïèñêå õ2 âûáèðàåòñÿ ïàðà õ13.
Â íàøåì ïðèìåðå - ïàðà b, B. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå, îáðàçîâàííîå ïåðâîé
ïåðåìåííîé ïàðû õ13, ïåðåìåííîé õ16 - âûðàæåíèå, îáðàçîâàííîå âòîðîé ïå-
ðåìåííîé ýòîé ïàðû. Îïåðàòîð "ñèììåòðè÷íî" óñòàíàâëèâàåò, ÷òî òåðìû õ15
è õ16 âõîäÿò â óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ14 ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî â çàìåíÿþùóþ ÷àñòü ýòè òåðìû âõîäÿò íå ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì. Ïåðå-
ìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â çàìåíÿþùåé ÷àñòè õ11
ïåðåìåííûõ ïàðû õ13 äðóã íà äðóãà. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåí-
òàìè õ14, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ11 è
õ17.
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4. Âûâîä ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïðè ïåðåõîäå îò ïåðåìåííîé äëÿ íàáîðà äëè-
íû 2 ê ÿâíîìó âûðàæåíèþ äëÿ ïàðû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abf (a− set & b− set→ f ∈ a× b↔ ∃cd(f = (c, d) & c ∈ a & d ∈ b))

èç òåîðåìû

∀abf (a− set & b− set→ f ∈ a× b↔ l(f) = 2 & f(1) ∈ a & f(2) ∈ b & f − ñëîâî)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêöèåé, è ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ. Â ýòîì ñïèñêå íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå âèäà "ñëîâî(õ13)", ãäå
õ13 - ïåðåìåííàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ f . Â ñïèñêå õ11 íàõîäèòñÿ
óòâåðæäåíèå õ14 âèäà "ðàâíî(äëèíàíàáîðà(õ13)2)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàè-
âàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ýëåìåíòàðíà, ïðè÷åì
ãëóáèíà âõîæäåíèÿ â íåå ïåðåìåííîé õ13 ðàâíà 1.

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåî-
ðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå c, d. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåð-
æäåíèå âèäà "ðàâíî(õ13 íàáîð(õ18))". Â íàøåì ïðèìåðå - "f = (c, d)". Ïåðå-
ìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ11, îòëè÷íûõ îò õ12 è
õ14.

Äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ20 ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå â
íåãî ïåðåìåííîé õ13 èìååò âèä "çíà÷åíèå(õ13 1)" ëèáî "çíà÷åíèå(õ13 2)". Â
ïåðâîì ñëó÷àå ýòî âõîæäåíèå çàìåíÿåòñÿ íà ïåðâóþ ïåðåìåííóþ ïàðû õ18, âî
âòîðîì - íà âòîðóþ. Ïî çàâåðøåíèè îáðàáîòêè ñïèñêà õ20 ñîçäàåòñÿ óòâåðæäå-
íèå õ21, ïîëó÷åííîå íàâåøèâàíèåì êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì õ18
íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ20 è óòâåðæäåíèÿ õ19. Äàëåå ñîçäàåòñÿ èìïëè-
êàöèÿ ñ òåìè æå àíòåöåäåíòàìè, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé
ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ17 è õ21. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòî-
ðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè ñáîðêè èìïëèêàöèè äëÿ ïðîâåðî÷íîãî îïåðà-
òîðà áåç èñïîëüçîâàíèÿ êîíòðàïîçèöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) & ¬(A = C) &
0 < −l(AB) + l(BC)→ ∠(ACB) < ∠(BAC))

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) & ¬(B = C) &
¬(A = C) & 0 < −l(AB) + l(BC)↔ ∠(ACB) < ∠(BAC))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñáîðêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè, ïåðåìåííîé
õ11 - çàìåíÿþùàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèÿ õ10 è õ11 ýëåìåíòàðíûå. Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ðàññìàòðèâàþòñÿ
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äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ10,
à ïåðåìåííîé õ14 - 0. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðè-
öàíèå óòâåðæäåíèÿ õ10, à ïåðåìåííîé õ14 - 1. Â íàøåì ïðèìåðå ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ïåðâûé ñëó÷àé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ13 äîïóñêàåò îáðàáîòêó
ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè
ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îáúåäèíåíèÿ ñïèñêà õ12 ñ óòâåðæäåíèåì õ11
ïðè õ14 ðàâíûì 0 è ñ îòðèöàíèåì óòâåðæäåíèÿ õ11 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Îá-
ðàáîòêà âåäåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñðåäè óòâåðæäåíèé õ18 íåò ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé âûðàæåíèþ, íå ñîäåðæàùåìó
ýòîé ïåðåìåííîé. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ õ19 ñ àíòåöåäåíòàìè õ18 è êîíñêâåí-
òîì õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþùèå ïðèåìû ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà íå
óñìàòðèâàþò, ÷òî õ13 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ18. Çàòåì èìïëèêàöèÿ õ19 ðå-
ãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé ÷à-
ñòè

1. Ïîïûòêà óïðîñòèòü çàìåíÿåìóþ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè ïðè ïîìîùè ñòàíäàð-
òèçèðóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ýëåìåíòàðíûõ áåñïîâòîðíûõ óòâåðæäåíèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acd(c− set & d− set→ c ⊆ d & a ∈ d↔ c ∪ {a} ⊆ d)

èç òåîðåìû

∀bce(b− set & c− set & e− set→ b ∪ c ⊆ e↔ b ⊆ e & c ⊆ e)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀be(e− set→ {b} ⊆ e↔ b ∈ e)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñáîðêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê
õ11 âñåõ âõîäÿùèõ â õ10 çàãîëîâêîâ ïîäóòâåðæäåíèé. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê íàéäåííûõ ñïðàâî÷íèêîì ïîèñêà òåîðåì "óïðîùýêâ" äëÿ ñèì-
âîëîâ ñïèñêà õ11 ïàð (òåîðåìà - íàáîð åå õàðàêòåðèñòèê).

Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû, ïåðåìåí-
íîé õ14 - ðàñïîëîæåííîå âíóòðè õ13 âõîæäåíèå íåêîòîðîãî íåîäíîáóêâåííîãî
ïîäóòâåðæäåíèÿ. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî ïîäóòâåðæäå-
íèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - âõîæäåíèå ïîäòåðì "b ⊆ e", õ15 - ñèìâîë "ñî-
äåðæèòñÿ". Â ñïèñêå õ17 âûáèðàåòñÿ íåêîòîðàÿ ïàðà õ16, ïðè÷åì ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ òåîðåìà - ïåðâûé ýëåìåíò äàííîé ïàðû. Â íàøåì ïðèìåðå
õ17 - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿþùàÿ
÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñîäåðæèò âñå
ïàðàìåòðû çàìåíÿåìîé.

Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ14 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ22
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ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîé îáðàáîòêè òåîðåìû õ21 îïåðàòîðà-
ìè "Ñïóñêîïåðàíäîâ" è "äåìîäèôèêàöèÿ". Â íàøåì ïðèìåðå õ22 èìååò âèä:

∀acd({a} − set & c− set & d− set→ {a} ∪ c ⊆ d↔ a ∈ d & c ⊆ d)

Äàëåå ïðåäïðèíèìàåòñÿ óïðîùåíèå òåîðåìû õ22. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê åå àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîò-
êè çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû õ22 (â íàøåì ïðèìåðå - ëåâîé ÷àñòè) îòíîñè-
òåëüíî ïîñûëîê õ25 çàäà÷åé íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëè "ïîëíûé", "ïðÿìîéîò-
âåò", "ðåäàêöèÿ", "ñâåðòêà". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîò-
êè ñïèñêà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû õ22 îòíîñèòåëüíî
ïîñûëîê õ25 çàäà÷åé íà îïèñàíèå, èìåþùåé öåëè "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò",
"ðåäàêöèÿ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè õ31 - êîíúþíêöèÿ, òî íå ñîäåðæèò ñèìâîëà
"èëè". Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò R îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû"
ñïèñêà õ25 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ29 è õ31. Çàòåì ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìèR, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü
õ31 è õ29. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ýòîé èìïëèêà-
öèè îïåðàòîðîì "ñòàíä". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà õ32 íå èìååò ñäâîåííûõ
ïåðåìåííûõ. Òàêèå ïåðåìåííûå âñòðå÷àþòñÿ ëèøü âìåñòå è ïîä îäíîé è òîé æå
àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèåé. Èñêëþ÷åíèå ìîãóò ñîñòàâëÿòü ãðóïïû
àíòåöåäåíòîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà "ïåðåñòàíîâêîé" äàííûõ ïåðåìåí-
íûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè èñõîäíàÿ òåîðåìà íå ñîäåðæàëà ñèìâîëà "èëè", òî
è òåîðåìà õ32 åãî íå ñîäåðæèò. Çàòåì òåîðåìà õ32 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

2. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ïåðåñòàíîâî÷íóþ ýêâèâàëåíòíîñòü, èñêëþ÷àþùóþ ÷àñòü
ñèìâîëîâ îïåðàöèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cd(c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ c + d ≤ 0 & 0 ≤ c− d↔ d + |c| ≤ 0)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ 0 ≤ a + b & 0 ≤ b− a↔ 0 ≤ b− |a|)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ 0 ≤ −a− b↔ a + b ≤ 0)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñáîðêà(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ11 -
âõîæäåíèå åå êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà. Â íàøåì ïðèåìåðå - ÷ëåíà "0 ≤ b − a".
Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå
- ñèìâîë "ìåíüøåèëèðàâíî". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ11. Ïå-
ðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ, âõîäÿùèõ â õ13. Ïî-
âòîðåíèÿ íå èñêëþ÷àþòñÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - "ìåíüøåèëèðàâíî", "0", "ïëþñ",
"ìèíóñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ14 ñîñòîèò íå ìåíåå ÷åì èç äâóõ ýëåìåíòîâ.
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" îïðåäåëÿåò ïî õ12 óêàçàííóþ âû-
øå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.
Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ îäíà èç ÷àñòåé ýêâèâàëåíòíîñòè, ïåðåìåííîé õ21
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- äðóãàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 - ïðàâàÿ ÷àñòü, õ21 - ëåâàÿ. Ïåðåìåííûì õ22 è
õ23 ïðèñâàèâàþòñÿ ñïèñêè ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ, ñîîòâåòñòâåí-
íî, â õ20 è õ21. Ïîâòîðåíèÿ íå èñêëþ÷àþòñÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 ñîñòîèò èç
ñèìâîëîâ "ìåíüøåèëèðàâíî", "ïëþñ", "0", à õ23 - èç ñèìâîëîâ "ìåíüøåèëè-
ðàâíî", "0", "ïëþñ", "ìèíóñ", "ìèíóñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ22 - ñîáñòâåííûé
ïîäñïèñîê ñïèñêà õ23 (ñ ó÷åòîì ïîâòîðåíèé). Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî ñïèñîê
õ14 âêëþ÷àåòñÿ â õ23 (ñ ó÷åòîì ïîâòîðåíèé). Îáðàòíî, êàæäûé ýëåìåíò ñïèñêà
õ23 âñòðå÷àåòñÿ â ñïèñêå õ14.

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë íàïðàâëåíèÿ çàìåíû îò õ21 ê õ20. Îïå-
ðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ25 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11
â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïðèìåíÿåìîé â íà-
ïðàâëåíèè õ24. Òåîðåìà õ25 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðå-
ãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïðèìåíåíèå óïðîùàþùåãî òîæäåñòâà ê çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀b(b− ÷èñëî→ 0 ≤ −b + |b|)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ 0 ≤ −b + |a| ↔ a + b ≤ 0 ∨ 0 ≤ a− b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ a− a = 0)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñáîðêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Âíóòðè íåãî ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ çâãîëîâîê ýòîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - âõîæäåíèå ïîä-
òåðìà "a + b", õ12 - ñèìâîë "ïëþñ". Ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì "êîíñòíîðì",
"óïðîùñòàíä" îïðåäåëÿþò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ17 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõî-
æäåíèÿ õ11 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòû-
âàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Ïîïûòêà óïðîñòèòü çàìåíÿåìóþ ÷àñòü ñ ïîìîùüþ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîåäèíÿþ-
ùåé äâà ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèÿ â îäíî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀mx(x− ÷èñëî & m− öåëîå→ x ∈ {m, . . . , m} ↔ m = x & x− öåëîå)

èç òåîðåìû

∀mnx(m−öåëîå& n−öåëîå→ x ∈ {m, . . . , n} ↔ x−öåëîå& 0 ≤ x−m & 0 ≤ n−x)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ 0 ≤ a− b & 0 ≤ b− a↔ a = b)
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Õàðàêòåðèñòèêà - "ñáîðêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îíà èìååò íå ìåíåå äâóõ êîíúþíêòâèíûõ ÷ëåíîâ, è ïåðåìåííîé õ11
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ýòèõ ÷ëåíîâ. Â ñïèñêå õ11 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ12 ñ
çàãîëîâêîì õ13, îòëè÷íûì îò ñèìâîëà "íå". Â íàøåì ïðèìåðå õ12 èìååò âèä
"0 ≤ x−m". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñîåäèíåíèå" îïðåäåëÿåò ïî õ13 óêàçàí-
íóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â íåé ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 ñîâïàäàåò ñ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìîé. Ïåðå-
ìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå
òåîðåìû õ16, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "è", ïåðåìåííîé õ19 - âõîæäåíèå äðóãîé
÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäå-
íèÿ õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê çàãîëîâêîâ óòâåðæäåíèé õ20. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå ñîäåðæèò ñèìâîëà
"íå". Â íàøåì ïðèìåðå õ21 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ñèìâîëà "ìåíüøåèëèðàâ-
íî". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ11, çàãîëîâîê
êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò ñïèñêó õ21. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 ñîñòîèò èç óòâåðæäå-
íèé "0 ≤ x−m" è "0 ≤ n−x". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ22 äâóõýëåìåíòíûé, è
ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ ýòèõ óòâåðæäåíèé. Ïåðåìåííîé õ24
ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ18, ïåðåìåííîé õ25 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé
õ23 è õ24. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ25, óíèôèöèðóþ-
ùàÿ òåðìû õ23 è õ24.

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ11, íå âî-
øåäøèõ â ñïèñîê õ22, à òàêæå ïîäòåðìà õ19. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèþ õ27, ïåðåìåííîé õ29 - ðå-
çóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ýòîé æå ïîäñòàíîâêè ê çàìåíÿþùåìó óòâåðæäåíèþ èñõîä-
íîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ29
è õ28. Â íàøåì ïðèìåðå îíà èìååò âèä "x ∈ {m, . . . , m} ↔ x− öåëîå & x = m".
Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S
ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ16. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ31 è êîíñåêâåíòîì õ30. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè êâàíòîðíîé ñâåðòêè ïî-
ñëå íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà, îáùíîñòè íà îáå ÷àñòè êîíñåêâåíòà

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(a− set & b− set & c− set & c ⊆ a× b→ ∀f (f ∈ c→ d = f(1))↔ c ⊆ {d} × b)

èç òåîðåìû

∀abdf (a− set & b− set & f ∈ a× b→ d = f(1)↔ f ∈ {d} × b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set→ a ⊆ b↔ ∀c(c ∈ a→ c ∈ b))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ýëå-
ìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî èç
õ10 îòáðàñûâàíèåì êîðíåâîãî îòðèöàíèÿ, åñëè îíî åñòü. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë
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"ïðèíàäëåæèò". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "êîíñåêâåíò" îïðåäåëÿåò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ
íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 èìååò âèä:

∀ce(c− set & e− set→ c ⊆ e↔ ∀g(g ∈ c→ g ∈ e))

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå
òåîðåìû õ15, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "äëÿëþáîãî", ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ
äðóãàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - "c ⊆ e". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåð-
æäåíèå õ19 ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò èìïëèêàöèè õ18,
ïåðåìåííîé õ21 - ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà ýòîé èìïëèêàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå õ20
èìååò âèä "g ∈ e", õ21 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé g. Ïåðåìåííîé õ22 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ20, ïåðåìåííîé õ23 - ðàçíîñòü ñïèñêîâ
õ22 è õ21. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé e. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíè íå ñîäåðæàò
ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ23.

Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ22, óíèôèöèðóþùàÿ óòâåðæäåíèÿ
õ20 è õ10. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê çàãîëîâêîâ òåðìîâ, ïîäñòàâëÿåìûõ
ïîäñòàíîâêîé S âìåñòî ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè çàãîëîâêè ñóòü
ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ f . Ïå-
ðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåð-
æäåíèÿì õ24. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S
ê óòâåðæäåíèþ õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "c ⊆ {d} × b".

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ12, ñîäåðæàùèõ ïåðå-
ìåííóþ ñïèñêà õ26. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê íàáîðà õ12. Äëÿ êàæäî-
ãî óòâåðæäåíèÿ A ñïèñêà õ29 ñîñòàâëÿåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ "äëÿëþáîãî(õ26
åñëè õ27 òî A)". Îíà ïðåîáðàçóåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ30 çàäà÷åé íà ïðåîáðàçî-
âàíèå ñ öåëÿìè "óïðîñòèòü", "ñâåðòêà". Åñëè âñå òàêèå ðåçóëüòàòû óïðîùåíèé ñóòü
ýëåìåíòàðíûå óòâåðæäåíèÿ, òî èç íèõ ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ31. Èíà÷å ïðèìåíåíèå
ïðèåìà áëîêèðóåòñÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ31 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ
"c ⊆ a× b".

Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ33 - êâàí-
òîðíàÿ èìïëèêàöèÿ "äëÿëþáîãî(õ26 åñëè õ27 òî õ32)". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâà-
åòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ30, õ31 è ñïèñêà ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S
ê àíòöåäåíòàì òåîðåìû õ15. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ35, êîíñåêâåí-
òîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ33 è õ28. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Âûâîä èìïëèêàöèè äëÿ ðàçâÿçêè ïàðàìåòðà êîíñåêâåíòà

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
∀cmnx(x ∈ {m, . . . , n} & c−÷èñëî & m−öåëîå & n−öåëîå & n ≤ c→ x ∈ {m, . . . , c})

èç òåîðåìû

∀mnx(m− öåëîå & n− öåëîå→ x− öåëîå & m ≤ x & x ≤ n↔ x ∈ {m, . . . , n})

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & a ≤ b & b ≤ c→ a ≤ c)
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Õàðàêòåðèñòèêà - "ñáîðêà(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà èìååò íå ìåíåå äâóõ êîíúþíêòâèíûõ ÷ëåíîâ, è ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ íàáîð ýòèõ ÷ëåíîâ. Â ñïèñêå õ11 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ12 ñ çàãîëîâêîì õ13,
îòëè÷íûì îò ñèìâîëà "íå". Â íàøåì ïðèìåðå õ12 èìååò âèä "x ≤ n", õ13 - ñèìâîë
"ìåíüøåèëèðàâíî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 èìååò ðîâíî äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà, îäíèì
èç êîòîðûõ ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ17, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â óòâåðæäå-
íèå õ10. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà õ17, ïåðåìåííîé õ16 -
âõîæäåíèå äðóãîãî îïåðàíäà.

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíè-
òåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â íåé
ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ20
ñîâïàäàåò ñ õ18. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ20. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ21 èìååò çàãîëîâîê õ13. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ20, ïåðåìåííîé õ23 - ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ22, èìåþ-
ùèõ ðîâíî äâà êîðíåâûõ îïåðàíäîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ23 ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ.
Â íàøåì ïðèìåðå - "a ≤ b" è "b ≤ c". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ïà-
ðû õ23, èìåþùèé çàãîëîâîê õ13, ïåðåìåííîé õ25 - äðóãîé ýëåìåíò ïàðû. Â íàøåì
ïðèìåðå õ24 - ïåðâûé ýëåìåíò ïàðû, õ25 - âòîðîé. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà óòâåðæäåíèÿ õ24, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé íåêîòîðóþ
ïåðåìåííóþ õ28, íå âõîäÿùóþ â óòâåðæäåíèå õ21. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 - ïåðåìåííàÿ
b. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà óòâåðæäå-
íèÿ õ24, êîòîðûé òîæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ õ29. Â íàøåì
ïðèìåðå õ29 - ïåðåìåííàÿ a.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ30 êîðíåâîãî îïåðàíäà óòâåðæäåíèÿ õ21, ïðåäñòàâëÿþ-
ùåãî ñîáîé ïåðåìåííóþ õ29. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîãî êîð-
íåâîãî îïåðàíäà óòâåðæäåíèÿ õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðàíäà c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
íîìåð îïåðàíäà õ26 óòâåðæäåíèÿ õ24 ðàâåí íîìåðó îïåðàíäà õ30 óòâåðæäåíèÿ õ21, à
íîìåð îïåðàíäà õ15 óòâåðæäåíèÿ õ12 ðàâåí íîìåðó îïåðàíäà õ27 óòâåðæäåíèÿ õ24.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ31 - âõîæäåíèå íåêîòîðîé ïåðåìåííîé õ32. Â íàøåì ïðèìåðå -
ïåðåìåííîé c.

Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû òåî-
ðåìû õ20, íå âîøåäøèå â ñïèñîê õ23, òåðìîâ õ17 è õ16 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ28 è õ29.
Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé
õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ17 âìåñòî õ28 â óòâåðæäåíèå
õ25, ïåðåìåííîé õ36 - îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ñïèñêà
õ33 è óòâåðæäåíèé õ34, õ35. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè
ïåðåìåííîé õ32 âìåñòî ïåðåìåííîé õ17 â óòâåðæäåíèå õ34. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ36 è êîíñåêâåíòîì õ37. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðå-
ìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Â ÷èñëî õàðàêòåðèñòèê âêëþ÷àåòñÿ ýëåìåíò
"ðàçâòåîð(õ32)".

3.97 Õàðàêòåðèñòèêà "ñâåðòêà"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ñâåðòêà(õ1)" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå òîæäåñòâà, îáåñïå÷èâàþ-
ùèå ïåðåõîä ê ñîêðàùåííîé çàïèñè. õ1 - íàïðàâëåíèå çàìåíû.
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Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Îòîæäåñòâëåíèå íàèáîëåå ñëîæíûõ ïîäòåðìîâ çàìåíÿåìîé ÷àñòè äëÿ îïðîêè-
äûâàíèÿ òîæäåñòâà ñâåðòêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bceij(b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & e − ÷èñëî & 0 ≤ c → (b + i
√

c)(e + j
√

c) =
be + cij + (bj + ei)

√
c)

èç òåîðåìû

∀bcefgij(f + g = 1 & 0 < f & 0 < g & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & e− ÷èñëî &
f − ÷èñëî & g − ÷èñëî & 0 ≤ c→ be + bjcg + cij + eicf = (b + icf )(e + jcg))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - çàìå-
íÿþùåå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü ïîäòåðìîâ âûðàæå-
íèÿ õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü ïîäòåðìîâ âûðàæåíèÿ õ11. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé è èìååò òå æå ýëåìåíòû, ÷òî ñïèñîê õ13. Ïåðå-
ìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò ñïèñêà õ13, ïåðåìåííîé õ16 - âòîðîé.
Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - âûðàæåíèå "cg", õ16 - "cf". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ
õ15, õ16 èìåþò ðàâíûå äëèíû è îäèíàêîâûå çàãîëîâêè.

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðàìåòð âûðàæåíèÿ õ15, íå âõîäÿùèé â õ16.
Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ g. Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî õ16 - ðåçóëüòàò ïîäñòà-
íîâêè â òåðì õ15 íåêîòîðîé ïåðåìåííîé õ19 âìåñòî ïåðåìåííîé õ17. Â íàøåì
ïðèìåðå õ19 - ïåðåìåííàÿ f . Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòà-
íîâêè ïåðåìåííîé õ19 âìåñòî õ17 â âûðàæåíèå õ10. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä "be + bjcf + cij + eicf". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòà-
òîâ ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ19 âìåñòî ïåðåìåííîé õ17 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà
õ12. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ21 îïåðàòîðîì
"íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ20. Â íàøåì ïðèìåðå ñïè-
ñîê õ22 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "f = 1/2", "b−÷èñëî", "c−÷èñëî", "e−÷èñëî",
"0 ≤ c". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå ñ àíòåöåäåíòàìè õ22 è óñëîâèåì
õ20. Öåëè çàäà÷è - "óïðîñòèòü", "ñâåðòêà", Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ24. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "be + cij + (bj + ei)

√
c". Ïåðåìåííîé õ25

ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ19 âìåñòî ïåðåìåííîé õ17 â
âûðàæåíèå õ11. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ22, êîíñåêâåíòîì êî-
òîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ25 è õ24. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ïðèìåíåíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîãî òåð-
ìà

1. Ïîïûòêà îïðîêèíóòü òîæäåñòâî ñâåðòêè ïóòåì ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ çàìåíÿå-
ìîãî òåðìà (ïåðâûé ïðèåì).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû



936 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

∀cde(¬(e = 0) & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ e(c + d/e) = d + ce)

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab + ac = a(b + c))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & ¬(c = 0) & ¬(b = 0)→ (a/b)·(b/c) = a/c)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - çà-
ìåíÿþùåå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ11 íåîäíîáóêâåííûé. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ëî-
ãè÷åñêèå ñèìâîëû - çàãîëîâêè íåîäíîáóêâåííûõ ïîäòåðìîâ âûðàæåíèÿ õ10, è
ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ12 ïàð (òåîðåìà - íàáîð åå õàðàêòåðèñòèê) äëÿ âñåõ òåî-
ðåì, îïðåäåëÿåìûõ äëÿ äàííûõ ñèìâîëîâ ñïðàâî÷íèêàìè ïîèñêà òåîðåì "êîíñò-
íîðì", "òîæä", "Ñîêðàùåíèå", "ïîãëîùàåòñÿ", "ïîãëîùàåò", "êîíñòöåëîå", "êîí-
ñòäðîáü", "êîíñòâõîæä", "ñîêðàòèìî", "èñêëòåðì", "ñîêðàùìí". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà íå èìååò õàðàêòåðèñòèêè "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)" äëÿ íà-
ïðàâëåíèÿ çàìåíû, îòëè÷íîãî îò íàïðàâëåíèÿ çàìåíû ñîãëàñíî òåêóùåé õàðàê-
òåðèñòèêå.

Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìî ÷àñòè òåîðåìû. Âíóòðè
íåãî âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïîäòåðìà "ab". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî ïîäòåðìà.
Â ñïèñêå õ12 âûáèðàåòñÿ òàêàÿ ïàðà õ16, ÷òî êîíñåêâåíò õ18 åå òåîðåìû õ17
èìååò îäíèì èç ñâîèõ îïåðàíäîâ òåðì ñ çàãîëîâêîì õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ17
- óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä îïðåäåëÿ-
åò ðåçóëüòàò õ22 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ14 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 èìååò âèä:

∀cdef ((e/f)− ÷èñëî & (d/e)− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî &
f − ÷èñëî & ¬(f = 0) & ¬(e = 0)→ (d/f) + (e/f)c = (e/f) · (d/e + c))

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ22 îïåðàòîðàìè
"Ñïóñêîïåðàíäîâ" è "äåìîäèôèêàöèÿ". Â íàøåì ïðèìåðå õ23 ñîâïàäàåò ñ õ22.
Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ23, ïå-
ðåìåííîé õ26 - çàìåíÿþùàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 - ëåâàÿ ÷àñòü, õ26 - ïðàâàÿ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ26, èìåþùèõ â ýòîì òåðìå áîëüøå
îäíîãî âõîæäåíèÿ, ìåíüøå 2. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ òåîðåìû õ23. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè âûðàæå-
íèÿ õ25 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ27 íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Â
íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "d/f + (ce)/f". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáðàáîòêà íîð-
ìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ27 íå èçìåíÿåò
íè îäíîãî èç êîðíåâûõ îïåðàíäîâ âûðàæåíèÿ õ26. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íè îäíà èç
òåîðåì ñïèñêà õ12 íå óïðîùàåò âûðàæåíèå õ26.

Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ ïåðåìåííîé õ29 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå õ28. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà õ17 íå
èìååò ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ, è ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
îáðàáîòêè âûðàæåíèÿ õ28 ïðîöåäóðîé "ñâåðòêà" îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ27.
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Ïðè ýòîì áëîêèðîâêè ïðèåìîâ âðåìåííî ñíèìàþòñÿ. Â íàøåì ïðèìåðå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ âòîðîé ñëó÷àé, è õ29 îêàçûâàåòñÿ ðàâíî "(d + ce)/f". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" âûðàæåíèé õ26 è õ29 ðàçëè÷à-
þòñÿ. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ27 îïåðàòî-
ðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ26 è õ29. Ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ30 è êîíñåêâåíòîì "ðàâíî(õ26 õ29)". Ïåðåìåí-
íîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò åå îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "Ïîëíûåïîñûëêè",
à çàòåì - îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà" ñ îïöèåé "êîíñò". Â íàøåì ïðèìåðå õ31
- ðåçóëüòèðóþùàÿ òåîðåìà âûâîäà. Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâà-
íèå, èñïîëüçóåìàÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", óñòðàíÿåò âíåøíþþ ôèêòèâ-
íóþ îïåðàöèþ äåëåíèÿ â êîíñåêâåíòå "e(d/e + c)/f = (ce + d)/f", çàìåíÿÿ åãî
íà "e(d/e + c) = ce + d".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî î.ä.ç. òåîðåìû õ31 íåïðîòèâîðå÷èâî, ïðè÷åì ýòà òåîðåìà íå
èìååò "ñäâîåííûõ" ïåðåìåííûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õàðàêòåðèçàòîð ñîïðîâîæäà-
åò òåîðåìó õ31 õîòÿ áû îäíîé èç õàðàêòåðèñòèê "íîðì(âòîðîéòåðì)", "íîð-
ìàëèçàöèÿ(âòîðîéòåðì)", "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)", "èñêëòåðì(. . . âòîðîéòåðì)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ31 íå ïîäîáíà òåîðåìàì ñïèñêà âûâîäà èëè ñïèñêà õ12 è
íå ïîëó÷àåòñÿ èç íèõ ïåðåõîäîì ê "îòðèöàíèÿì" ïåðåìåííûõ. Çàòåì îíà ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà è ñîïðîâîæäàåòñÿ óæå íàéäåííûìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè óêàçàííûõ âûøå òèïîâ, à òàêæå, åñëè îíà áûëà íàéäåíà, õàðàêòåðèñòèêîé
"ñâåðòêà(. . .)".

2. Ïîïûòêà îïðîêèíóòü òîæäåñòâî ñâåðòêè ïóòåì ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ çàìåíÿå-
ìîãî òåðìà (âòîðîé ïðèåì).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cde(¬(c− 1 = 0) & ¬(d− 1 = 0) & 0 < c & 0 < d & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
e− ÷èñëî→ e logc d = e/ logd c)

èç òåîðåìû

∀abc(¬(a− 1 = 0) & ¬(c− 1 = 0) & 0 < a & 0 < b & 0 < c & a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ loga b/ loga c = logc b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ae(¬(a− 1 = 0) & 0 < a & a− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ loga(a
e) = e)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(âòîðîéòåðì)".

Ïî÷òè âñÿ ïðîãðàììà ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé ïðåäûäóùåãî ïðèåìà.
Îòëè÷èÿ íà÷èíàþòñÿ ïîñëå òîãî, êàê ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâîåíà ðåçóëüòèðóþ-
ùàÿ òåîðåìà, ïðîâåðåíû íåïðîòèâîðå÷èâîñòü î.ä.ç. ýòîé òåîðåìû è îòñóòñòâèå
"ñäâîåííûõ" ïåðåìåííûõ.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà õàðàêòåðèçàòîð íå ñîïðîâîæäàåò òåîðåìó
õ31 íè îäíîé èç õàðàêòåðèñòèê "íîðì(âòîðîéòåðì)", "íîðìàëèçàöèÿ(âòîðîé-
òåðì)", "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)", "èñêëòåðì(. . . âòîðîéòåðì)", îäíàêî ñîïðîâî-
æäàåò åå õàðàêòåðèñòèêîé "ãðóïïèðîâêè". Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèåìå, ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî õ31 íå ïîäîáíà òåîðåìàì ñïèñêà âûâîäà èëè ñïèñêà õ12 è íå ïîëó÷à-
åòñÿ èç íèõ ïåðåõîäîì ê "îòðèöàíèÿì" ïåðåìåííûõ. Çàòåì îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ
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â ñïèñêå âûâîäà è ñîïðîâîæäàåòñÿ òåìè èç ïîëó÷åííûõ õàðàêòåðçàòîðîì õà-
ðàêòåðèñòèê, çàãîëîâêè êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ñïèñêó "ïåðåñòàíîâêà", "íîðì",
"íîðìàëèçàöèÿ", "ãðóïïèðîâêè", "ãëóáèíà". Â íàøåì ïðèìåðå èìååì õàðàêòå-
ðèñòèêè "íîðìàëèçàöèÿ(ïåðâûéòåðì)" è "ãðóïïèðîâêè".

3. Èñïîëüçîâàíèå íîðìàëèçóþùåãî òîæäåñòâà òèïà ñâåðòêè äëÿ âàðüèðîâàíèÿ
òîæäåñòâà ñâåðòêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀defghi(0 < d & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî & h− ÷èñëî &
i− ÷èñëî→ gde+f = hde+i = (gdf + hdi)de)

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab + ac = a(b + c))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 < a→ abac = ab+c)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - çàìå-
íÿåìîå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ11 èìååò íå áîëåå îäíîé íåáåñïîâòîðíîé
ïåðåìåííîé. Âíóòðè âûðàæåíèÿ õ11 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 íåîäíîáóêâåí-
íîãî ïîäòåðìà ñ äâóìÿ êîðíåâûìè îïåðàíäàìè. Â íàøåì ïðèìåðå - ïîäòåð-
ìà "ab". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì
ïðèìåðå - "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 - àññîöèàòèâíàÿ è êîììóòàòèâ-
íàÿ îïåðàöèÿ. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà
âõîæäåíèÿ õ12, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ õ15. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííóþ a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëþáîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ15
â âûðàæåíèå õ11 ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì äâóìåñòíîãî âõîæäåíèÿ îïåðàöèè õ13,
ïðè÷åì ÷èñëî òàêèõ âõîæäåíèé íå ìåíåå äâóõ. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ñîîòâåòñòâóþùèõ âõîæäåíèé îïåðàöèè õ13. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê îòëè÷íûõ îò õ15 îïåðàíäîâ îïåðàöèé ñïèñêà õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòè îïåðàíäû ñóòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. Â íàøåì ïðèìåðå -
ïåðåìåííûå b, c.

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñâåðòêè" îïðåäåëÿåò ïî õ13 óêàçàííóþ âûøå äî-
ïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëè-
çàöèÿ(. . .)" è íå èìååò âñòðå÷íîé õàðàêòåðèñòèêè "ñâåðòêà(. . .)". Ïåðåìåííîé
õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò âèä:

∀def (d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & 0 < d→ dedf = de+f )

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ22, ïåðåìåííîé õ25
- çàìåíÿþùàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ24 èìåå ðîâíî äâà êîðíåâûõ îïå-
ðàíäà, è ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ýòèõ îïåðàíäîâ. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - âûðàæåíèÿ de è df . Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ îäèí èç ýëåìåíòîâ
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ñïèñêà õ26, ïåðåìåííîé õ28 - äðóãîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíè ðàçëè÷íû. Â íàøåì
ïðèìåðå õ27 - de, õ28 - df . Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðìåòðîâ
âûðàæåíèÿ õ28, íå âõîäÿùèõ â õ27. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àí-
òåöåäåíòîâ òåîðåìû õ22.

Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ31, èíèöèèðóåìûé ñïèñêîì õ30. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâà-
èâàåòñÿ îáúåäèíåííûé ñïèñîê ïåðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ22.
Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ33, íå âõîäÿùàÿ â ñïèñîê õ32. Â íàøåì ïðèìåðå -
ïåðåìåííàÿ g. Îíà äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó õ30. Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ34, èíèöè-
èðóåìûé ïàðîé ïåðåìåííûõ: ïåðåìåííîé õ15 è ïåðâîé ïåðåìåííîé ñïèñêà õ17.
Â íàøåì ïðèìåðå - a, b. Ââîäèòñÿ òàêæå íàêîïèòåëü õ35, èíèöèèðóåìîé ïàðîé
âûðàæåíèé: õ27 è "õ13(õ33, õ28)". Â íàøåì ïðèìåðå - de, gdf .

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ïåðåìåííûå X ñïèñêà õ17, íà÷èíàÿ ñî âòîðîé. Ïåðåìåííàÿ
X äîáàâëÿåòñÿ â ñïèñîê õ34. Âûáèðàåòñÿ ñïèñîê Y ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â
ñïèñîê õ32, äëèíà êîòîðîãî íà åäèíèöó áîëüøå äëèíû ñïèñêà õ29. Ïåðåìåííûå
Y äîáàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó õ32. Åñëè ñïèñîê õ29 íåïóñò, òî íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò R
ïîäñòàíîâêè âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29 ïîñîåäíèõ ïåðåìåííûõ ñïèñêà Y â âûðàæå-
íèå õ28. Èíà÷å â êà÷åñòâå R áåðåòñÿ ñàìî âûðàæåíèå õ28. Äàëåå ôîðìèðóåòñÿ
âûðàæåíèå T , ïîëó÷åííîå ñîåäèíåíèåì îïåðàöèåé õ13 ïåðâîé ïåðåìåííîé ñïèñ-
êà Y è âûðàæåíèÿ R. Îíî çàíîñèòñÿ â íàêîïèòåëü õ35. Äëÿ êàæäîãî óòâåðæäå-
íèÿ ñïèñêà õ30, ñîäåðæàùåãî ïåðåìåííóþ ñïèñêà õ29, îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè â íåãî âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29 ïîñëåäíèõ ïåðåìåííûõ ñïèñêà Y , è
ýòîò ðåçóëüòàò äîáàâëÿåòñÿ ê íàêîïèòåëþ õ31.

Ïîñëå óêàçàííîãî öèêëà â íàøåì ïðèìåðå ñïèñîê õ31 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé
"d − ÷èñëî", "e − ÷èñëî", "f − ÷èñëî", "0 < d", "i − ÷èñëî", ñïèñîê õ32 - èç
ïåðåìåííûõ a, b, c, d, e, f, g, h, i, ñïèñîê õ34 - èç ïåðåìåííûõ a, b, c, ñïèñîê õ35 -
èç âûðàæåíèé de, gdf , hdi.

Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â êîíñåêâåíò èñõîäíîé
òåîðåìû âûðàæåíèé õ35 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ34, ïåðåìåííîé õ37 - ñïèñîê àíòå-
öåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ38 - ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè
âûðàæåíèé õ35 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ34 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ37. Ê ýòîìó
ñïèñêó äîáàâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ õ31. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöå-
äåíòàìè õ38 è êîíñåêâåòîì õ36. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "Ïîëíûåïî-
ñûëêè" è "íîðìòåîðåìà", ïîñëå ÷åãî çàíîñèòñÿ â ñïèñîê âûâîäà. Åäèíñòâåííîé
åå õàðàêòåðèñòèêîé ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ òåêóùàÿ õàðàêòåðèñòèêà èñõîäíîé
òåîðåìû.

4. Ïîïûòêè âàðüèðîâàíèÿ îòðèöàíèé â òîæäåñòâå áåñïîâòîðíîãî òèïà äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & ¬(b = 0)→ 1/b−a = ba)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & ¬(b = 0)→ b−a = 1/ba)
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Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(ïåðâûéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ïà-
ðà ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè ïàðà-
ìåòðîâ âûðàæåíèé ýòîé ïàðû ñîâïàäàþò, ïðè÷åì îáà âûðàæåíèÿ áåñïîâòîðíû.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ âòîðîå âûðàæåíèå ïàðû õ10, à ïåðåìåííîé õ13 - ïåðâîå. Âî âòîðîì ñëó÷àå
ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâîå âûðàæåíèå, à ïåðåìåííîé õ13 - âòîðîå.
Â íàøåì ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâûé ñëó÷àé. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà
óñìîòðåòü â õ13 òàêèå ïåðåìåííûå X, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî ïîä îäíî-
ìåñòíîé îïåðàöèåé F òèïà "îòðèöàíèå" (ò.å. äâóêðàòíîå ïðèìåíåíèå åå â î.ä.ç.
íå èçìåíÿåò èñõîäíîãî çíà÷åíèÿ). Ýòè ïåðåìåííûå X çàìåíÿþòñÿ â èñõîäíîé
òåîðåìå íà F (X), ñ ó÷åòîì î.ä.ç. è íåîáõîäèìûìè óïðîùåíèÿìè. Ôàêòè÷åñêè
ðåçóëüòàòû R ïåðå÷èñëÿþòñÿ, ñ ðàññìîòðåíèåì âñåâîçìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ ïå-
ðåìåííûõ X óêàçàííîãî òèïà, ïðè÷åì îòáèðàþòñÿ òîëüêî òå èç íèõ, êîòîðûå
äàþò òîæäåñòâî îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè ïðè çàìåíå îò õ12 ê õ13.

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâ R, ñ îòáðàñûâà-
íèåì äóáëèðîâàíèé. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òåîðåìû,
ñîâïàäàþùåé ñ óêàçàííûì âûøå ðåçóëüòàòîì âûâîäà.

Åñëè âûðàæåíèå õ13 èìååò âèä F (T ), ãäå F - ñèìâîë òèïà "îòðèöàíèå", à çàãî-
ëîâîê âûðàæåíèÿ õ12 îòëè÷åí îò F , òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåõîä îò F (õ12) ê T
ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, è ê ñïèñêó õ14 äîáàâëÿåòñÿ
èìïëèêàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé çàìåíîé êîíñåêâåíòà íà "F (õ12) = T". Â
íàøåì ïðèìåðå õ14 íå èçìåíÿåòñÿ.

Äàëåå èìïëèêàöèè èç õ14 ðåãèñòðèðóþòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Îíè ñíàáæàþòñÿ
õàðàêòåðèñòèêîé "íîðìàëèçàöèÿ(âòîðîéòåðì)". Åñëè èñõîäíàÿ òåîðåìà èìåëà
õàðàêòåðèñòèêó "ãðóïïèðîâêè", òî îíà ïåðåäàåòñÿ ðåçóëüòèðóþùåé òåîðåìå.

5. Ïîïûòêà íàâåñèòü âíåøíþþ îïåðàöèþ äëÿ óñòðàíåíèÿ ïîâòîðíîãî âõîæäåíèÿ
ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bc(¬(cos c = 0) & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ sin b tg c + cos b = cos(b− c)/ cos c)

èç òåîðåìû

∀bc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ cos(b− c) = sin b sin c + cos b cos c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abx(a−÷èñëî & b−÷èñëî & x−÷èñëî & ¬(cos x = 0)→ (a sin x+ b cos x) cos x =
a tg x + b)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - çàìå-
íÿþùåå, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå
õ10 èìååò ïîâòîðûíå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ, à õ11 - íå èìååò. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïîäòåðìîâ âûðàæåíèÿ õ10, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ
ñëîæíîñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â íåì íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíîâ. Â íàøåì ïðèìåðå
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õ13 ñîñòîèò èç âûðàæåíèé "sin b", "sin c","cos b","cos c". Âûáèðàåòñÿ çàãîëîâîê
õ15 îäíîãî èç òåðìîâ ñïèñêà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "ñèíóñ". Ñïðàâî÷íèê ïîèñ-
êà òåîðåì "ñêëåéêàëèí" îïðåäåëÿåò ïî õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåí-
íûõ ýòîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå õ18 èìååò âèä:

∀ade(a− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & ¬(cos e = 0)→ (a sin e + d cos e) cos e =
a tg e + d)

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå
òåîðåìû õ18. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî êîðíåâîãî îïåðàí-
äà õ23 âõîæäåíèÿ õ21, êîòîðûé èìååò ïîâòîðÿþùèåñÿ âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ.
Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ23 èìååò âèä "a sin e+d cos e". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêè âûðà-
æåíèé õ23 è õ10 îäèíàêîâû. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
âûðàæåíèé õ10 è õ23.

Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ24, óíèôèöèðóþùàÿ âûðà-
æåíèÿ õ10 è õ23. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê çàãîëîâêîâ èìåþùèõ
ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü ïîäòåðìîâ òåðìà õ23. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîëû
"ñèíóñ", "êîñèíóñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîëñòàíîâêà S ïåðåâîäèò ïàðàìåòðû òåð-
ìà õ10 â òàêèå òåðìû, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ñèìâîëîâ ñïèñêà õ27. Â íàøåì
ïðèìåðå ýòè ïàðàìåòðû ïåðåâîäÿòñÿ â ñåáÿ.

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ïðàâîé
÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ18. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà âõîæäåíèÿ õ21 íà
âûðàæåíèå õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ29 èìååò âèä "cos(b − c)/ cos e". Ïåðåìåí-
íîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê âûðàæåíèþ õ29.
Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S
ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ18. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àí-
òåöåäåíòàìè õ31, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ28 è
õ30. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

6. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííîé äëÿ âûâîäà òîæäå-
ñòâà, îáåñïå÷èâàþùåãî óïðîùåíèå ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ íàä êîíñòàíòíûìè
òåðìàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acdefg(0 < d & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî &
a = f − e→ cde + gdf = (c + gda)de)

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab + ac = a(b + c))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ace(0 < a & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ acac−e = ae)
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Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Âíóòðè ýòîãî âõî-
æäåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 ñîáñòâåííîãî íåîäíîáóêâåííîãî ïîä-
òåðìà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ11 èìååò âèä "ab", õ12 - ñèìâîë "óìíîæåíèå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"èñêëïàðàìåòð" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â åå êîíñå-
êâåíòå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò íå áîëåå 6 âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ. Â íàøåì
ïðèìåðå õ17 èìååò âèä "acae−c".

Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ18 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ11 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 èìååò âèä:

∀cdefg(g − ÷èñëî & de − ÷èñëî & df−eg − ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 < d &
d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî→ dfg + dec = de(df−eg + c))

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê S1 èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü ïîäòåðìîâ çà-
ìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû õ18 è ñïèñîê S2 èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü
ïîäòåðìîâ çàìåíÿþùåé ÷àñòè. Íàïðàâëåíèå çàìåíû õ8 - òî æå, ÷òî äëÿ èñ-
õîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "âòîðîéòåðì". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå
S2 èìååòñÿ âûðàæåíèå, äåêîìïîçèðóåìîå âûðàæåíèÿìè S1. Â íàøåì ïðèìåðå -
âûðàæåíèå df−e, äåêîìïîçèðóåìîå ïàðîé âûðàæåíèé df , de.

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ18 îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà". Â íàøåì ïðèìåðå õ19 èìååò âèä:

∀cdefg(0 < d & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî & e − ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî →
cde + gdf = (c + gdf−e)de)

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê õàðàêòåðèñòèê, îïðåäåëÿåìûõ ïðîöåäó-
ðîé "õàðàêòåðèçàòîð" äëÿ òåîðåìû õ19. Åñëè â íåì îòñóòñòâóåò õàðàêòåðèñòèêà
âèäà "âû÷ïðîã(õ8 . . .)", òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü â çàìåíÿþùåé
÷àñòè òåîðåìû õ19 ðàçíîñòü äâóõ ïåðåìåííûõ X, Y , âûáðàòü íîâóþ ïåðåìåí-
íóþ Z, è ñêîððåêòèðîâàòü òåîðåìó õ19, äîáàâèâ ê åå àíòåöåäåíòàì ðàâåíñòâî
Z = X − Y â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà, à â çàìåíÿþùåé ÷àñòè êîí-
ñåêâåíòà çàìåíèâ X − Y íà Z. Ïîñëå ýòîãî ïåðåïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðîöåäóðà
"õàðàêòåðèçàòîð" óæå âûäàåò õàðàêòåðèñòèêó âèäà "âû÷ïðîã(õ8 . . .)".

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óñìîòðåòü õàðàêòåðèñòèêó "Êîíñò0" òåîðåìû õ19.
Äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàâåíñòâî â åå àíòåöåäåíòàõ, ëåâîé ÷àñòüþ êîòîðî-
ãî ñëóæèò íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ X. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà âñòðå÷àåòñÿ â èìå-
þùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü ïîäòåðìàõ çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû õ19 è
÷òî èìåþùèå ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü ïîäòåðìû çàìåíÿåìîé ÷àñòè ñîäåðæàò
åäèíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ Y , íå âõîäÿùóþ â òàêèå ïîäòåðìû çàìåíÿþùåé ÷à-
ñòè. Òîãäà òåîðåìà õ19 ïðè ðåãèñòðàöèè â ñïèñêå âûâîäà ñîïðîâîæäàåòñÿ äîïîë-
íèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé "Êîíñò0(õ8 Y X)". Â íàøåì ïðèìåðå - õàðàêòåðè-
ñòèêîé "Êîíñò0(âòîðîéòåðì f a)". Åñëè õàðàêòåðèñòèêà "Êîíñò0" óêàçàííûì
îáðàçîì íå óñìàòðèâàåòñÿ, òî òåîðåìà õ19 ïðîñòî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâî-
äà. Íàïîìíèì ÷òî õàðàêòåðèñòèêà "Êîíñò0(õ1 õ2 õ3)" óêàçûâàåò íà òîæäåñòâî
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äëÿ óìåíüøåíèÿ ÷èñëà íåêîíñòàíòíûõ îïåðàíäîâ íà ïðåäâàðèòåëüíîì ýòàïå ðå-
äàêòèðîâàíèÿ îòâåòà çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå. Çäåñü õ1 - íàïðàâëåíèå çàìåíû, õ2
- óñòðàíÿåìûé íåêîíñòàíòíûé òåðì, õ3 - çàìåíÿþùèé êîíñòàíòíûé.

Ïðèìåíåíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ çàìåíÿåìîãî
òåðìà

1. Ïîïûòêà ðàâíîöåííîé ïåðåôîðìóëèðîâêè çàìåíÿåìîé ÷àñòè òîæäåñòâà ñâåðò-
êè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ (b− c)2 = −2bc + b2 + c2)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ (a + b)2 = a2 + 2ab + b2)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− rational & ÷èñëèòåëü(b)− even→ (−a)b = ab)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - çàìå-
íÿþùåå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 èìååò ïîòâîðíûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ, à õ11 -
íå èìååò. Ïðîöåäóðà "âàðòåîð" îïðåäåëÿåò ïî âûðàæåíèÿì õ10 è õ11 ñïèñîê õ12
ïàð (òåîðåìà - ñïèñîê õàðàêòåðèñòèê), êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëåçíû äëÿ ðàâ-
íîöåííûõ ïåðåôîðìóëèðîâîê âûðàæåíèé õ10 è õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê
õ12 íåïóñò. Â íàøåì ïðèìåðå îí íàñ÷èòûâàåò ñâûøå äâóõ äåñÿòêîâ ýëåìåíòîâ.
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñå-
êâåíòå èñõîäíîé òåîðåìû. Âíóòðè ýòîãî âõîæäåíèÿ âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ14
íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà, èìåþùåãî õîòÿ áû îäíó áîëåå ÷åì îäíîìåñòíóþ
îïåðàöèþ. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì
ïðèìåðå õ14 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "a2", õ15 - ñèìâîë "ñòåïåíü". Â ñïèñêå õ12
âûáèðàåòñÿ ïàðà, ó êîòîðîé îäíà èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå åå òåîðåìû
èìååò çàãîëîâîê õ15. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äàííîé ÷àñòè.
Â íàøåì ïðèìåðå âûáðàííàÿ ïàðà ñîîòâåòñòâóåò óêàçàííîé âûøå äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè õ14 íå èìååò êîíñòàíòíîãî îïåðàíäà, òî è
õ19 òàêîãî îïåðàíäà íå èìååò.

Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ22 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ14 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀bc((−c)−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & 2− rational & ÷èñëèòåëü(2)− even→
(−c + b)2 = c2 + 2(−c)b + b2)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ïåðåìåííûõ òåîðåìû õ22 íå áîëüøå ÷èñëà ïåðåìåííûõ
èñõîäíîé òåîðåìû. Åñëè çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà õ22 èìååò ñâîèì çàãîëîâ-
êîì ñèìâîë òèïà "îòðèöàíèÿ", òî â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé õ23 ïîñëåäî-
âàòåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ òîæäåñòâî õ22 è òîæäåñòâî, ïîëó÷åííîå èç õ22 âçÿ-
òèåì îòðèöàíèé îáåèõ ÷àñòåé. Èíà÷å ïåðåìåííîé õ23 ïåðåäàåòñÿ çíà÷åíèå õ22.
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Â íàøåì ïðèìåðå õ23 ñîâïàäàåò ñ õ22. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
îáðàáîòêè òåîðåìû õ23 îïåðàòîðîì "Ñïóñêîïåðàíäîâ". Â íàøåì ïðèìåðå õ24
ñîâïàäàåò ñ õ22.

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà õ24, ïåðåìåííîé
õ27 - çàìåíÿþùàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 - ïðàâàÿ ÷àñòü, õ27 - ëåâàÿ. Åñëè îáå
ýòè ÷àñòè èìåþò ñâîèì çàãîëîâêîì îäèí è òîò æå àññîöèàòèâíî- êîììóòàòèâ-
íûé ñèìâîë, ïðè÷åì ñðåäè ñâîèõ êîðíåâûõ îïåðàíäîâ îíè èìåþò îäíó è òó æå
ïåðåìåííóþ, íå âõîäÿùóþ â ïðî÷èå îïåðàíäû, òî ïðèåì áëîêèðóåòñÿ.

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ24. Ïåðåìåííîé
õ27 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè âûðàæåíèÿ õ27 íîðìàëèçàòîðàìè
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ28. Â íàøåì ïðèìåðå õ27 íå
èçìåíÿåòñÿ.

Ñîçäàåòñÿ íàêîïèòåëü õ29 òàêèõ âàðèàöèé çàìåíÿåìîé ÷àñòè õ26, â êîòîðûõ
îíà óñòîé÷èâà ê îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ïðî÷èå âàðèàöèè íå ïðåäñòàâëÿþò èí-
òåðåñà, òàê êàê ê ìîìåíòó ñâåðòêè îíè â çàäà÷å íàáëþäàòüñÿ íå áóäóò. Ïðè
ïîðîæäåíèè âàðèàöèé ñíà÷àëà èñïîëüçóþòñÿ òîæäåñòâà ñïèñêà õ12, îòëè÷íûå
îò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, à â êîíöå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà îáðàáîòàòü
êîðíåâûå îïåðàíäû òåðìà õ26 íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè è ïðî-
âåðèòü ðåçóëüòàò íà óñòîé÷èâîñòü. Â çàâåðøåíèå öèêëà ïðîâåðÿåòñÿ íåïóñòîòà
ñïèñêà õ29. Â íàøåì ïðèìåðå ñïèñîê õ29 îäíîýëåìåíòíûé è ñîñòîèò èç âûðà-
æåíèÿ "c2 − 2bc + b2".

Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ30 ñïèñêà õ29. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òîæäåñòâà îáùåé ñòàí-
äàðòèçàöèè ñïèñêà õ12, à òàêæå èñõîäíàÿ òåîðåìà íå ïðåîáðàçóþò âûðàæåíèå
õ30. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî èìåþùèõ êðàòíûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ âû-
ðàæåíèÿ õ30 íå áîëüøå, ÷åì äëÿ âûðàæåíèÿ õ10. Åñëè âûðàæåíèå õ30 èìååò
ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå òîëüêî ïîä îïåðàöèåé òèïà "îòðèöàíèå", òî ïðåäïðè-
íèìàåòñÿ èõ èíâåðòèðîâàíèå, îäíîâðåìåííî ñ àíòåöåäåíòàìè è çàìåíÿþùåé
÷àñòüþ òåîðåìû õ24. Êðîìå òîãî, åñëè çàãîëîâêîì õ30 ñëóæèò îïåðàöèÿ òè-
ïà "îòðèöàíèå", òî ïðîèñõîäèò îäíîâðåìåííîå èíâåðòèðîâàíèå êàê âûðàæåíèÿ
õ30, òàê è çàìåíÿþùåé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàííàÿ
âåðñèÿ âûðàæåíèÿ õ30, ïåðåìåííîé õ38 - ïðåîáðàçîâàííàÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü,
ïåðåìåííîé õ33 - ïðåîáðàçîâàííûé ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ24. Â íàøåì
ïðèìåðå íèêàêèõ èçìåíåíèé íå ïðîèñõîäèò.

Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ38 è õ36, ñ ñîõðàíåíèåì
îðèåíòàöèè èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðà-
áîòêè óòâåðæäåíèé õ33 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåò-
ðîâ ðàâåíñòâà õ39. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ40 è êîíñåêâåíòîì
õ39. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè åå îïåðàòîðàìè "ïîë-
íûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ41 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ
áåç ñäâîåííûõ ïåðåìåííûõ, à ÷èñëî ïåðåìåííûõ åå êîðíåâîé ñâÿçûâàþùåé ïðè-
ñòàâêè íå ïðåâîñõîäèò 3. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî îïåðàöèé â çàìåíÿåìîé
÷àñòè òåîðåìû õ41 íå ñëèøêîì âåëèêî, ïîñëå ÷åãî îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

2. Ïîïûòêà ïðîâàðüèðîâàòü çàìåíÿåìóþ ÷àñòü òîæäåñòâà ñâåðòêè.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ sin(b− c) = sin b cos c− sin c cos b)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ sin(a + b) = sin a cos b + cos a sin b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ sin(−a) = − sin a)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà íå èìååò õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêîì "íîðìàëèçà-
öèÿ", íî èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ãðóïïèðîâêè" ëèáî "ñîêðàù(. . .)". Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî äëèíà åå ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè íå áîëåå 3. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâà-
èâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Âíóòðè íåãî âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11
íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà, è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â
íàøåì ïðèìåðå õ11 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ sin a, õ12 - ñèìâîë "ñèíóñ". Ñïðà-
âî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì "Ñîêðàùåíèå", "ïåðåñòàíîâêè" îïðåäåëÿþò ïî ñèìâîëó
õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äîïîëíèòåëü-
íàÿ òåîðåìà èìååò íå áîëåå 3 ïåðåìåííûõ, à îöåíêà ñëîæíîòñè åå íå ïðåâîñõîäèò
îöåíêè ñëîæíîñòè èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ13, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê
õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ÷àñòü - çàìåíÿåìàÿ îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðèñòèêè
"íîðìàëèçàöèÿ".

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 ïðè
ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀bc((−c) − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî → sin(−c + b) = (− sin c) cos b +
cos(−c) sin b)

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ18 îïåðàòîðàìè
"Ñïóñêîïåðàíäîâ" è "äåìîäèôèêàöèÿ". Â íàøåì ïðèìåðå õ19 ñîâïàäàåò ñ õ18.
Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ðàçáëîêèðîâêà ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà óæå ïîëó÷åííûõ â
ñïèñêå âûâîäà òåîðåìàõ. Çàòåì ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðà-
áîòêè òåîðåìû õ19 îïåðàòîðàìè "Ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî õ20 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, ó êîòîðîé äëèíà êîðíåâîé ñâÿçûâàþùåé
ïðèñòàâê ìåíüøå óâåëè÷åííîé íà 2 äëèíû êîðíåâîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè èñ-
õîäíîé òåîðåìû. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîíåìû
õ20 íåáåñïîâòîðíà, ïðîâåðÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ÷èñëî ïåðå-
ìåííûõ êîðíåâîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè. Çàòåì òåîðåìà õ20 ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïîïûòêà ïðèìåíèòü ê çàìåíÿåìîìó âûðàæåíèþ ãðóïïèðîâî÷íîå òîæäåñòâî,
îáåñïå÷èâàþùåå âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèé ñ êîíñòàíòàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdefg(c− ÷èñëî & dc− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî & 0 ≤ d &
0 ≤ e→ cdf + g(de)f = (c + gef )df )



946 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab + ac = a(b + c))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ a & 0 ≤ b→ acbc = (ab)c)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(âòîðîéòåðì)". Èòîãîâàÿ òåîðåìà áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ
ñïðàâà íàëåâî äëÿ ïåðåìíîæåíèÿ äåñÿòè÷íûõ êîíñòàíò d, e â îñíîâàíèè ñòåïåíè.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè òîæäåñòâà. Âíóò-
ðè íåãî ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà âèäà F (X,
Y ), ãäå X, Y - ïåðåìåííûå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ïîäòåðì íå âñòðå÷àåòñÿ â
çàìåíÿþùåé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - ïîäòåðì ab. Ïåðåìåííîé õ12 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæåíèå". Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "ðàçäïàðàì" îïðåäåëÿåò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëü-
íóþ òåîðåìó õ13. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà "ñâåðòêà(N)"
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "ñâåðòêà(âòîðîéòåðì)". Åñëè õ12
- ñèìâîë àññîöèàòèâíîé è êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè, òî âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ,
íå âõîäÿùàÿ â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó, è îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â åå êîíñåêâåí-
òå "äîìíîæàþòñÿ" îïåðàöèåé õ12 íà ýòó ïåðåìåííóþ. Â íàøåì ïðèìåðå õ13
ïðèîáðåòàåò âèä:

∀abcd(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ a & 0 ≤ b→ dacbc = d(ab)c)

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ äâóõýëåìåíòíûé ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ïîäòåðìà
õ11. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ19 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäå-
íèÿ õ11 ïðè ïîìîùè òåîðåìû õ13. Îïåðàòîðó "òîæäâûâîä" ïåðåäàåòñÿ îïöèÿ
(ïåðåñåêàþòñÿ X Y ), îáåñïå÷èâàþùàÿ ïðîâåðêó òîãî, ÷òî òåðìû, óíèôèöèðî-
âàííûå ñ ïåðåìåííûìè X, Y , èìåþò îáùóþ ïåðåìåííóþ. Ïåðåìåííîé õ20 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ19 îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êî-
òîðîìó ïåðåäàåòñÿ îïöèÿ "äëèíà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò - êâàíòîð-
íîå òîæäåñòâî, çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü êîòîðîãî èìååò ðîâíî 2 êîðíåâûõ îïåðàíäà.
Çàòåì òåîðåìà õ20 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà, ïðè÷åì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õàðàêòåðèçàòîð ñîçäàåò äëÿ íåå õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêîì "âû÷ïðîã", è ñî-
ïðîâîæäàåòñÿ îíà òîëüêî òàêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

Ïðèìåíåíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿþùåãî òåð-
ìà

1. Ïîïûòêà ïðåâðàòèòü òîæäåñòâî ñâåðòêè â òîæäåñòâî îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè çà
ñ÷åò ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ çàìåíÿþùåãî âûðàæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bde(b− set & d− set & e− set & íåïåðåñåê(d, e)→ (b \ d) ∪ (b \ e) = b)

èç òåîðåìû

∀bcf (b− set & c− set & f − set→ (b \ c) ∪ (b \ f) = b \ (c ∩ f))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
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∀de(d− set & e− set & íåïåðåñåê(d, e)→ d ∩ e = ∅)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿå-
ìàÿ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàð (òåîðåìà - åå õàðàêòåðèñòèêè),
îïðåäåëÿåìûõ ñïðàâî÷íèêàìè ïîèñêà òåîðåì "êîíñòíîðì", "òîæä", "ïîãëîùà-
åòñÿ", "ïîãëîùàåò" ïî çàãîëîâêàì íåîäíîáóêâåííûõ ïîäòåðìîâ òåðìà õ10. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ12 íåïóñò. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò 11 ýëåìåíòîâ.

Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â òåîðåìó çàìåíÿþùåé ÷àñòè êîíñå-
êâåíòà. Âíóòðè õ13 ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåð-
ìà, èìåþùåãî áîëåå îäíîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàãîëîâîê ýòîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "c∩ f",
õ15 - ñèìâîë "ïåðåñå÷åíèå". Â ñïèñêå õ12 âûáèðàåòñÿ ïàðà õ16, ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ åå òåîðåìà, è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îäíà èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñå-
êâåíòå äàííîé òåîðåìû èìååò çàãîëîâîê õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 - óêàçàííàÿ
âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà.

Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ22 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ14 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ22 îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ23 - êâàíòîðíîå òîæäåñòâî. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàìåíÿåìàÿ
÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ â òåðì õ24 íå áîëüøå
òàêîãî ÷èñëà äëÿ òåðìà õ11. Åñëè ÷èñëî ïåðåìåííûõ, èìåþùèõ â òåðìå õ24 áî-
ëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ, áîëüøå 1, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáùåå ÷èñëî âõîæäåíèé
ïåðåìåííûõ â õ24 íå áîëüøå 5. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èìïëèêàöèÿ õ23 è äîïîëíè-
òåëüíàÿ òåîðåìà íå ïîäîáíû. Çàòåì õ23 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà, ïðè÷åì
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ïîëó÷àåò õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ".

2. Ïîïûòêà ïðåâðàòèòü òîæäåñòâî ñâåðòêè â òîæäåñòâî îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè çà
ñ÷åò ïåðåñòàíîâî÷íîãî òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acd(¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) & a− ÷èñëî & d− ÷èñëî & c− rational→
(a− d)c(−1)c = (d− a)c)

èç òåîðåìû

∀bc(¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) & b− ÷èñëî & c− rational→ bc(−1)c = (−b)c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ −(a− b) = b− a)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè òîæäåñòâà. Âíóò-
ðè íåãî ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Ïåðåìåí-
íîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - âõî-
æäåíèå ïîäòåðìà "−b", õ12 - ñèìâîë "ìèíóñ". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïå-
ðåñòàíîâêè" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåî-
ðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò íå áîëåå äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ18
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ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, îïðåäåëÿåìàÿ åå õà-
ðàêòåðèñòèêîé "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò çàãîëîâîê õ12
è áåñïîâòîðíà, à îöåíêà åå ñëîæíîñòè ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè êîíñåêâåíòà
èñõîäíîé òåîðåìû.

Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ19 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ11 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Ðàçðåøàþòñÿ òîëüêî
õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêàìè "íîðìàëèçàöèÿ" è "óìåíüøñëîæí".

3. Ïîïûòêà ïåðåõîäà â çàìåíÿþùåì òåðìå ê áîëåå ïðîñòîìó îïåðàíäó ñëîæíîé
îïåðàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀defg(¬(f − 1 = 0) & ¬(çíàìåíàòåëü(g)− even) & 0 < f & 0 < de & 0 < dg &
0 < eg & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − rational→
g logf (de) = logf (d

g) + logf (e
g))

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 < a & ¬(a− 1 = 0) & 0 < b &
0 < c→ loga(bc) = loga b + loga c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abcf (¬(c− 1 = 0) & ¬(çíàìåíàòåëü(f)− even) & 0 < c & 0 < ab & a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & f − rational→ f logc(ab) = logc(a

fbf ))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(ïåðâûéòåðì)". Çàìåòèì, ÷òî îäíîâðåìåííî òåîðåìà
èìååò è õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(âòîðîéòåðì)". Ýòî íè÷åìó íå ïðîòèâî-
ðå÷èò.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè òîæäåñòâà. Âíóò-
ðè íåãî ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Ïåðåìåí-
íîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - âõî-
æäåíèå ïîäòåðìà "loga(bc)", õ12 - ñèìâîë "ëîãàðèôì". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåî-
ðåì "óïðîùèìï" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò õàðàêòåðèñòèêó âèäà "ñîêðàù(N)". Îïå-
ðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ17 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11
ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðà-
òîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ïðîñòåéøèå ñëåäñòâèÿ îïðåäåëåíèÿ ÷åðåç óñëîâíîå âûðàæåíèå

1. Ïåðåñòàíîâêà àëüòåðíàòèâíûõ âûðàæåíèé ïðè ïåðåõîäå ê îòðèöàíèþ óñëîâèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀b(b− ÷èñëî→ |b| = (b ïðè 0 < b, èíà÷å − b))

èç òåîðåìû
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∀b(b− ÷èñëî→ |b| = (−b ïðè b ≤ 0, èíà÷å b))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Â íåé ðàññìàòðèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå õ11 ñèìâîëà "âàðèàíò". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå ïåð-
âîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå îíî èìååò âèä "¬(b ≤ 0)". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ12 ýëåìåíòàðíî è èìååò çàãîëîâîê "íå". Ïåðåìåí-
íîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ òåðìà õ12 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ13 ïðè ïîìîùè
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 < b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 -
ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå, íå èìåþùåå çàãîëîâêà "íå". Ïåðåìåííîé õ16 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "âàðèàíò(õ14 P Q)", ãäå Q - âòîðîé îïåðàíä âõîæäåíèÿ
õ11, P - ïîñëåäíèé îïåðàíä ýòîãî âõîæäåíèÿ. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ11 â òåðìå õ10 íà òåðì õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ11
- êîðíåâîå âõîæäåíèå, òàê ÷òî õ17 ñîâïàäàåò ñ õ16. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâà-
åòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ13,
êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ17 è õ18, ïðè÷åì ñîõðà-
íÿåòñÿ îðèåíòàöèÿ èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

2. Ðàâåíñòâî óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ ñâîåé ïåðâîé àëüòåðíàòèâå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ |a| = a↔ 0 ≤ a)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ |a| = (a ïðè 0 ≤ a, èíà÷å − a))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Â íåé ðàññìàòðèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå õ11 ñèìâîëà "âàðèàíò". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî êîðíåâîå. Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ïîäòåðìà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îäíîýëå-
ìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ äàííûé ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå
õ13 - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðå-
ìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ14, óñëîâèåì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåí-
ñòâî âòîðîãî è ïîñëåäíåãî îïåðàíäîâ âûõîæäåíèÿ õ11. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé",
"ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ðàâíî", "îäç", "íåèçâåñòíûå õ13". Â íàøåì ïðèìåðå
óñëîâèåì çàäà÷è ñëóæèò ðàâåíñòâî "a = −a". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
îòâåò çàäà÷è. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "a = 0".

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ ïåðâîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ11
è óòâåðæäåíèÿ õ16. Îíà óïðîùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ14 ïðè ïîìîùè
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, è ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ19. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "0 ≤ a". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè
óòâåðæäåíèÿ õ19 îïåðàòîðîì "íîðìèëè" îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ14. Â íàøåì
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ïðèìåðå îí ñîâïàäàåò ñ óòâåðæäåíèåì õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ20 - ýëåìåíòàð-
íîå óòâåðæäåíèå. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâà
çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû âòîðîìó îïåðàíäó âõîæäåíèÿ õ11 è óòâåðæäåíèÿ
õ20. Çàòåì ñîçäàåòñÿ òåîðåìà ñ àíòåöåäåíòàìè õ14 è êîíñåêâåíòîì õ21. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ðàâåíñòâî óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ ñâîåé âòîðîé àëüòåðíàòèâå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ −a = |a| ↔ a ≤ 0)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ |a| = (a ïðè 0 ≤ a, èíà÷å − a))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(ïåðâûéòåðì)".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìå-
íÿåìàÿ ÷àñòü. Â íåé ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 ñèìâîëà "âàðèàíò". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îíî êîðíåâîå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
ïîäòåðìà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâà-
èâàåòñÿ äàííûé ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ14, óñëîâèåì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåí-
ñòâî âòîðîãî è ïîñëåäíåãî îïåðàíäîâ âûõîæäåíèÿ õ11. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé",
"ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ðàâíî", "îäç", "íåèçâåñòíûå õ13". Â íàøåì ïðèìåðå
óñëîâèåì çàäà÷è ñëóæèò ðàâåíñòâî "a = −a". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
îòâåò çàäà÷è. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "a = 0".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ íåáîëüøèå îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçú-
þíêöèÿ îòðèöàíèÿ ïåðâîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ11 è óòâåðæäåíèÿ õ16. Îíà
óïðîùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ14 ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå,
è ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "a ≤ 0". Ïåðå-
ìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè óòâåðæäåíèÿ õ19 îïåðàòîðîì
"íîðìèëè" îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ14. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîâïàäàåò ñ óòâåð-
æäåíèåì õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ20 - ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå. Ïåðåìåííîé
õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâà çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû ïî-
ñëåäíåìó îïåðàíäó âõîæäåíèÿ õ11 è óòâåðæäåíèÿ õ20. Çàòåì ñîçäàåòñÿ òåîðå-
ìà ñ àíòåöåäåíòàìè õ14 è êîíñåêâåíòîì õ21. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Âûâîä îáùåãî ñâîéñòâà àëüòåðíàòèâíûõ ïîäâûðàæåíèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ 0 ≤ |a|)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ |a| = (a ïðè 0 ≤ a, èíà÷å − a))
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Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Â íåé ðàññìàòðèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå õ11 ñèìâîëà "âàðèàíò". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî êîðíåâîå. Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ïîäòåðìà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îäíîýëå-
ìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ äàííûé ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå
õ13 - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðå-
ìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ15, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðåìåííàÿ b. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ16 óñëîâèé íà çíà÷åíèå óñëîâ-
íîãî âûðàæåíèÿ, îáíàðóæèâàåìûõ äëÿ êàæäîé èç àëüòåðíàòèâíûõ ñèòóàöèé.
Äëÿ åãî çàïîëíåíèÿ ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ
ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ11, à ïåðåìåííîé
õ18 - âòîðîé îïåðàíä. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöà-
íèå ïåðâîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ11, à ïåðåìåííîé õ18 - ïîñëåäíèé îïåðàíä. Â
êàæäîì èç ñëó÷àåâ ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü óòâåð-
æäåíèÿ õ14, â åäèíñòâåííîå óñëîâèå - ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ15 âûðàæåíèþ
õ18. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ðàâíî", "îäç", "íåèç-
âåñòíûå õ13". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ20. Ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ îòâåòà íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ13 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ22.
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå õ17 âû-
ðàæåíèÿ õ22 âìåñòî ïåðåìåííîé õ13. Çàòåì ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå,
ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ14 è óòâåðæäåíèå õ23. Åäèí-
ñòâåííàÿ öåëü çàäà÷è - "íåèçâåñòíûå õ15". Ïîñëå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èç åå
ñïèñêà ïîñûëîê èçâëåêàþòñÿ âñå ñîäåðæàùèå ïåðåìåííóþ õ15 óòâåðæäåíèÿ,
êîòîðûå äîáàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó õ16.

Ïî çàâåðøåíèè óêàçàííîãî öèêëà âñå ïåðåìåííûå, íà÷èíàÿ ñ õ17, ñíîâà îêà-
çûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 ñîñòîèò èç äâóõ óòâåðæäåíèé
"0 ≤ b" è "0 < b". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ êàêîé-ëèáî ýëåìåíò ñïèñêà
õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 ≤ b".

Äàëåå ñíîâà ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ ïåðåìåííîé õ18
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ11, à ïåðåìåííîé õ19 - âòîðîé îïå-
ðàíä. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå ïåðâîãî îïå-
ðàíäà âõîæäåíèÿ õ11, à ïåðåìåííîé õ19 - ïîñëåäíèé îïåðàíä. Ïåðåìåííîé õ20
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ19 âìåñòî ïåðåìåííîé õ15 â
óòâåðæäåíèå õ17, à çàòåì ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ20 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ14 è óòâåðæäåíèÿ õ18. Åñëè õîòÿ áû
â îäíîì èç ñëó÷àåâ ýòî íå óñìàòðèâàåòñÿ, òî ïðèåì íå ïðèìåíÿåòñÿ.

Ïîñëå óêàçàííûõ ïðîâåðîê âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ18 ñíîâà îêàçûâàþò-
ñÿ íå îïðåäåëåíû. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â õ17
çàìåíÿþùåãî âûðàæåíèÿ èñõîäíîé òåîðåìû âìåñòî ïåðåìåííîé õ15. Ñîçäàåò-
ñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ14 è êîíñåêâåíòîì õ18. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Âûâîä ýêâèâàëåíòíîñòè ñâåðòêè äèçúþíêöèè èç òîæäåñòâà äëÿ óñëîâíîãî âû-
ðàæåíèÿ.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(0 < b & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a = b ∨ b = −a↔ b = |a|)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ |a| = (a ïðè 0 ≤ a, èíà÷å − a))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìå-
íÿåìàÿ ÷àñòü. Â íåé ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 ñèìâîëà "âàðèàíò". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îíî êîðíåâîå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
ïîäòåðìà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâà-
èâàåòñÿ äàííûé ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ15, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðåìåííàÿ b. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ16 óñëîâèé íà çíà÷åíèå óñëîâ-
íîãî âûðàæåíèÿ, îáíàðóæèâàåìûõ äëÿ êàæäîé èç àëüòåðíàòèâíûõ ñèòóàöèé.
Äëÿ åãî çàïîëíåíèÿ ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ
ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ11, à ïåðåìåííîé
õ18 - âòîðîé îïåðàíä. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöà-
íèå ïåðâîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ11, à ïåðåìåííîé õ18 - ïîñëåäíèé îïåðàíä. Â
êàæäîì èç ñëó÷àåâ ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü óòâåð-
æäåíèÿ õ14, â åäèíñòâåííîå óñëîâèå - ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ15 âûðàæåíèþ
õ18. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ðàâíî", "îäç", "íåèç-
âåñòíûå õ13". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ20. Ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ îòâåòà íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ13 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ22.
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå õ17 âû-
ðàæåíèÿ õ22 âìåñòî ïåðåìåííîé õ13. Çàòåì ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå,
ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ14 è óòâåðæäåíèå õ23. Åäèí-
ñòâåííàÿ öåëü çàäà÷è - "íåèçâåñòíûå õ15". Ïîñëå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èç åå
ñïèñêà ïîñûëîê èçâëåêàþòñÿ âñå ñîäåðæàùèå ïåðåìåííóþ õ15 óòâåðæäåíèÿ,
êîòîðûå äîáàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó õ16.

Ïî çàâåðøåíèè óêàçàííîãî öèêëà âñå ïåðåìåííûå, íà÷èíàÿ ñ õ17, ñíîâà îêàçû-
âàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "0 ≤ b",
"0 < b". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ êàêîé-ëèáî ýëåìåíò ñïèñêà õ16. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "0 < b".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ, â ïåð-
âîì èç êîòîðûõ ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ11,
à âî âòîðîì - ïîñëåäíèé îïåðàíä. Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðà-
âåíñòâî ïåðåìåííîé õ15 çàìåíÿþùåìó âûðàæåíèþ èñõîäíîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ14 è ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé õ15 âûðàæåíèþ
õ18.

Ïî çàâåðøåíèþ öèêëà ïðîâåðîê âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ18 ñíîâà îêàçû-
âàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê
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ñïèñêó õ14 óòâåðæäåíèÿ õ17. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà îïðåäåëèòü òèï T çíà-
÷åíèé àëüòåðíàòèâíûõ âûðàæåíèé - âòîðîãî è ïîñëåäíåãî îïåðàíäîâ âõîæäå-
íèÿ õ11. Åñëè îíà óäàëàñü, òî ê ñïèñêó õ18 äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå "T (õ15)".
Èíà÷å õ18 îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé.

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ýêâèâàëåíòíî(èëè(ðàâíî(õ15 A)
ðàâíî(õ15 B)) ðàâíî(C õ15))". Çäåñü A, B - âòîðîé è ïîñëåäíèé îïåðàíäû âõî-
æäåíèÿ õ11, C - çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ18 è êîíñåêâåíòîì õ19. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

6. Óñìîòðåíèå ñëó÷àÿ ðàâíûõ àëüòåðíàòèâíûõ âûðàæåíèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ |a| = 0↔ a = 0)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ |a| = (a ïðè 0 ≤ a, èíà÷å − a))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìå-
íÿåìàÿ ÷àñòü. Â íåé ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 ñèìâîëà "âàðèàíò". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îíî êîðíåâîå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
ïîäòåðìà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâà-
èâàåòñÿ äàííûé ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ15, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðåìåííàÿ b. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ16 óñëîâèé íà çíà÷åíèå óñëîâ-
íîãî âûðàæåíèÿ, îáíàðóæèâàåìûõ äëÿ êàæäîé èç àëüòåðíàòèâíûõ ñèòóàöèé.
Äëÿ åãî çàïîëíåíèÿ ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ
ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ11, à ïåðåìåííîé
õ18 - âòîðîé îïåðàíä. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöà-
íèå ïåðâîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ11, à ïåðåìåííîé õ18 - ïîñëåäíèé îïåðàíä. Â
êàæäîì èç ñëó÷àåâ ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü óòâåð-
æäåíèÿ õ14, â åäèíñòâåííîå óñëîâèå - ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ15 âûðàæåíèþ
õ18. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ðàâíî", "îäç", "íåèç-
âåñòíûå õ13". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ20. Ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ îòâåòà íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ13 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ22.
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå õ17 âû-
ðàæåíèÿ õ22 âìåñòî ïåðåìåííîé õ13. Çàòåì ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå,
ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ14 è óòâåðæäåíèå õ23. Åäèí-
ñòâåííàÿ öåëü çàäà÷è - "íåèçâåñòíûå õ15". Ïîñëå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èç åå
ñïèñêà ïîñûëîê èçâëåêàþòñÿ âñå ñîäåðæàùèå ïåðåìåííóþ õ15 óòâåðæäåíèÿ,
êîòîðûå äîáàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó õ16.

Ïî çàâåðøåíèè óêàçàííîãî öèêëà âñå ïåðåìåííûå, íà÷èíàÿ ñ õ17, ñíîâà îêàçû-
âàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "0 ≤ b",
"0 < b". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ êàêîé-ëèáî ýëåìåíò ñïèñêà õ16. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "0 ≤ b".
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Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ, â ïåð-
âîì èç êîòîðûõ ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ11,
à âî âòîðîì - ïîñëåäíèé îïåðàíä. Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðà-
âåíñòâî ïåðåìåííîé õ15 çàìåíÿþùåìó âûðàæåíèþ èñõîäíîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ14 è ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé õ15 âûðàæåíèþ
õ18.

Ïî çàâåðøåíèþ öèêëà ïðîâåðîê âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ18 ñíîâà îêàçû-
âàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê
ñïèñêó õ14 óòâåðæäåíèÿ õ17. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà îïðåäåëèòü òèï T çíà-
÷åíèé àëüòåðíàòèâíûõ âûðàæåíèé - âòîðîãî è ïîñëåäíåãî îïåðàíäîâ âõîæäå-
íèÿ õ11. Åñëè îíà óäàëàñü, òî ê ñïèñêó õ18 äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå "T (õ15)".
Èíà÷å õ18 îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâ-
ëåíèÿ ê ñïèñêó õ14 ðàâåíñòâà çàìåíÿþùåãî âûðàæåíèÿ òåîðåìû ïåðåìåííîé
õ15. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ17 - ñëåäñòâèå
óòâåðæäåíèé õ19.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ21, èìåþùàÿ åäèíñòâåííóþ ïîñûëêó "èñòèíà" è
åäèíñòâåííîå óñëîâèå - ðàâåíñòâî âòîðîãî è ïîñëåäíåãî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ
õ11. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñò-
íûå õ13". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ22. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"a = 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ13
íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ23. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòà-
íîâêè âûðàæåíèÿ õ23 âìåñòî ïåðåìåííîé õ13 âî âòîðîé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ11.
Â íàøåì ïðèìåðå ýòî êîíñòàíòà 0. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
óïðîùåíèÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèÿ õ24 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê
õ14. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå õ17
âûðàæåíèÿ õ26 âìåñòî ïåðåìåííîé õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 ≤ 0". Ïåðåìåííîé
õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "è(èëè(ðàâíî(õ26 A) ðàâíî(õ26 B))õ27)", ãäå
A, B - âòîðîé è ïîñëåäíèé îïåðàíäû âõîæäåíèÿ õ11. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ28 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ14 çàäà÷åé
íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåì ïðèìåðå - "a = 0". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ
óòâåðæäåíèå "ýêâèâàëåíòíî(ðàâíî(C õ26)õ30)", ãäå C - çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå
èñõîäíîé òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ14 è êîíñåêâåíòîì
õ31. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

7. Âûâîä ýêâèâàëåíòíîñòè ñâåðòêè êîíúþíêöèè èç òîæäåñòâà äëÿ óñëîâíîãî âû-
ðàæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & (a = b ∨ b = −a) & b ≤ 0↔ b = −|a|)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ −|a| = (−a ïðè 0 ≤ a, èíà÷å a))
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Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìå-
íÿåìàÿ ÷àñòü. Â íåé ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 ñèìâîëà "âàðèàíò". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îíî êîðíåâîå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
ïîäòåðìà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâà-
èâàåòñÿ äàííûé ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ15, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðåìåííàÿ b. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ16 óñëîâèé íà çíà÷åíèå óñëîâ-
íîãî âûðàæåíèÿ, îáíàðóæèâàåìûõ äëÿ êàæäîé èç àëüòåðíàòèâíûõ ñèòóàöèé.
Äëÿ åãî çàïîëíåíèÿ ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ
ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ11, à ïåðåìåííîé
õ18 - âòîðîé îïåðàíä. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöà-
íèå ïåðâîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ11, à ïåðåìåííîé õ18 - ïîñëåäíèé îïåðàíä. Â
êàæäîì èç ñëó÷àåâ ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü óòâåð-
æäåíèÿ õ14, â åäèíñòâåííîå óñëîâèå - ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ15 âûðàæåíèþ
õ18. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ðàâíî", "îäç", "íåèç-
âåñòíûå õ13". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ20. Ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ îòâåòà íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ13 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ22.
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå õ17 âû-
ðàæåíèÿ õ22 âìåñòî ïåðåìåííîé õ13. Çàòåì ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå,
ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ14 è óòâåðæäåíèå õ23. Åäèí-
ñòâåííàÿ öåëü çàäà÷è - "íåèçâåñòíûå õ15". Ïîñëå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èç åå
ñïèñêà ïîñûëîê èçâëåêàþòñÿ âñå ñîäåðæàùèå ïåðåìåííóþ õ15 óòâåðæäåíèÿ,
êîòîðûå äîáàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó õ16.

Ïî çàâåðøåíèè óêàçàííîãî öèêëà âñå ïåðåìåííûå, íà÷èíàÿ ñ õ17, ñíîâà îêàçû-
âàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "b ≤ 0",
"b < 0". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ êàêîé-ëèáî ýëåìåíò ñïèñêà õ16. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "b ≤ 0".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ, â ïåð-
âîì èç êîòîðûõ ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ11,
à âî âòîðîì - ïîñëåäíèé îïåðàíä. Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðà-
âåíñòâî ïåðåìåííîé õ15 çàìåíÿþùåìó âûðàæåíèþ èñõîäíîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ14 è ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé õ15 âûðàæåíèþ
õ18.

Ïî çàâåðøåíèþ öèêëà ïðîâåðîê âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ18 ñíîâà îêàçû-
âàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê
ñïèñêó õ14 óòâåðæäåíèÿ õ17. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà îïðåäåëèòü òèï T çíà-
÷åíèé àëüòåðíàòèâíûõ âûðàæåíèé - âòîðîãî è ïîñëåäíåãî îïåðàíäîâ âõîæäå-
íèÿ õ11. Åñëè îíà óäàëàñü, òî ê ñïèñêó õ18 äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå "T (õ15)".
Èíà÷å õ18 îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé.

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ14 ðàâåíñòâà
çàìåíÿþùåãî âûðàæåíèÿ òåîðåìû ïåðåìåííîé õ15. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äî-
êàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ17 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ19. Ïåðåìåííîé
õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ýêâèâàëåíòíî(è(èëè(ðàâíî(õ15 A) ðàâíî(õ15
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B))õ17) ðàâíî(C õ15))". Çäåñü A, B - âòîðîé è ïîñëåäíèé îïåðàíäû âõîæäå-
íèÿ õ11, C - çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê õ14. Åñëè óêàçàííûé âûøå òèï T áûë íàéäåí, òî ê ñïèñêó õ22 äîáàâëÿ-
åòñÿ óòâåðæäåíèå "T (õ15)". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ22
è êîíñåêâåíòîì õ21. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

8. Äîïîëíèòåëüíûé âûâîä ýêâèâàëåíòíîñòè ñâåðòêè äèçúþíêöèè èç òîæäåñòâà
äëÿ óñëîâîíîãî âûðàæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ b = a & 0 ≤ a ∨ b = −a & a ≤ 0↔ |a| = b)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ |a| = (a ïðè 0 ≤ a, èíà÷å − a))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà - äî ìîìåíòà ïðîâåðêè òîãî, ÷òî õ17 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ19
âêëþ÷èòåëüíî. Îòëè÷èå ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî äëÿ íàøåãî ïðèìåðà õ17 èìååò
âèä "0 ≤ b".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòà-
íîâêè â óòâåðæäåíèå õ17 âòîðîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ11 âìåñòî ïåðåìåííîé
õ15, ïåðåìåííîé õ22 - ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â õ17 ïîñëåäíåãî îïåðàíäà âõîæäå-
íèÿ õ11 âìåñòî õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 èìååò âèä "0 ≤ a", õ22 - âèä "0 ≤ −a".
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ðåçóëüòàòîâ óïðîùåíèÿ óòâåðæäåíèé õ21,
õ22 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ14 çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåì ïðèìå-
ðå ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèÿ "0 ≤ a" è "a ≤ 0". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ
óòâåðæäåíèå "ýêâèâàëåíòíî(èëè(è(ðàâíî(õ15 A)P ) è(ðàâíî(õ15 B)Q)) ðàâíî(C
õ15))". Çäåñü A, B - âòîðîé è ïîñëåäíèé îïåðàíäû âõîæäåíèÿ õ11, P è Q -
ïåðâûé è âòîðîé ýëåìåíòû ïàðû õ23, C - çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå òåîðåìû.

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê õ14. Åñëè óäàåòñÿ îïðåäåëèòü òèï T çíà-
÷åíèÿ âûðàæåíèé A, B, îí ïîïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèåì "T (õ15)". Çàòåì ñîçäà-
åòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ25 è êîíñåêâåíòîì õ24. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

9. Ïîïûòêà ïðîâàðüèðîâàòü óñëîâèå â óñëîâíîì âûðàæåíèè èç çàìåíÿåìîé ÷àñòè
òîæäåñòâà ñâåðòêè, èñïîëüçóÿ ýêâèâàëåíòíîñòü îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ac(a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ c→ c|a| = (ac ïðè 0 < a & 0 < c, èíà÷å − ac))

èç òåîðåìû

∀bc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ c→ c|b| = (−bc ïðè b < 0 & 0 < c, èíà÷å bc))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ −a < 0↔ 0 < a)
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Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - çàìå-
íÿåìîå. Âíóòðè çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 ñèìâîëà "âà-
ðèàíò". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäòåðì õ12 íå èìååò ïåðåìåííûõ, ñâÿçàííûõ âíóòðè
õ11 êâàíòîðàìè ëèáî îïèñàòåëÿìè. Âíóòðè ïåðâîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ12
ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - âõîæäåíèå óòâåðæäåíèÿ
b < 0, õ14 - ñèìâîë "ìåíüøå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðîùýêâ" îïðåäå-
ëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè
çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû èìååò êîíñòàíòíûé êîðíåâîé îïå-
ðàíä, òî êîíñòàíòíûé êîðíåâîé îïåðàíä èìååò è âõîæäåíèå õ13. Çàòåì îïåðà-
òîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ19 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ13 ïðè
ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

10. Ïîïûòêà óíèôèêàöèè àëüòåðíàòèâíîãî âûðàæåíèÿ ñ ïîäòåðìîì çàìåíÿåìîé ÷à-
ñòè óïðîùàþùåãî òîæäåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ −|a| = (−a ïðè 0 ≤ a, èíà÷å a))

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ |a| = (a ïðè 0 ≤ a, èíà÷å − a))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀b(b− ÷èñëî→ −− b = b)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - çàìå-
íÿåìîå. Âíóòðè çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 ñèìâîëà "âà-
ðèàíò". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäòåðì õ12 íå èìååò ïåðåìåííûõ, ñâÿçàííûõ âíóòðè
õ11 êâàíòîðàìè ëèáî îïèñàòåëÿìè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 - êîðíåâîé îïåðàíä ðà-
âåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå
ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå âòîðîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ12, âî
âòîðîì - âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî îïåðàíäà. Â íàøåì ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ
âòîðîé ñëó÷àé, ò.å. õ13 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "−a". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "ìèíóñ". Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "îáðàùåíèå" îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëü-
íóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïå-
ðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå
õ15 èìååò âèä "∀b(b − ÷èñëî → − − b = b)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ íàïðàâëåíèå îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè äëÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì
ïðèìåðå - "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà
òåîðåìû õ15. Åñëè õ18 - ñèìâîë "ïåðâûéòåðì", òî ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâà-
åòñÿ âõîæäåíèå âòîðîãî îïåðàíäà ðàâåíñòâà õ20, ïåðåìåííîé õ22 - âõîæäåíèå
ïåðâîãî. Èíà÷å ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðâîãî îïåðàíäà, ïå-
ðåìåííîé õ22 - âòîðîãî. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "−− b".
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Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäòåðì õ21 íåîäíîáóêâåííûé. Ñòðîãî âíóòðè íåãî íàõîäèòñÿ
âõîæäåíèå õ23 ñèìâîëà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå- âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "−b".

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ23, ïåðåìåííîé õ25 - ïîäòåðì õ13.
Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ24 è õ25. Îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ26, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ24 è õ25.
Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âíóòðè ïîäòåðìà õ21 âõîæäå-
íèÿ õ23 íà çàìåíÿþùóþ ÷àñòü èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "−|a|".
Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê õ28 ïîäñòàíîâêè S. Â
íàøåì ïðèìåðå îí ñîâïàäàåò ñ õ28. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
îòëè÷íîé îò õ13 àëüòåðíàòèâà óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå
- âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé a. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû
âíóòðè ïîäòåðìà õ21 âõîæäåíèÿ õ21 íà ïîäòåðì õ30. Â íàøåì ïðèìåðå ïî-
ëó÷àåì "−a". Åñëè õ13 - âòîðîé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ12, òî ïåðåìåííîé õ32
ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "âàðèàíò(P Q õ31)", èíà÷å - âûðàæåíèå "âàðèàíò(P
õ31 Q)". Çäåñü P - ïåðâûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ12, Q - ïîäòåðì õ22. Â íàøåì
ïðèìåðå õ32 èìååò âèä "(−a ïðè 0 ≤ a, èíà÷å b)".

Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê òåðìó
õ32. Â íàøåì ïðèìåðå - "(−a ïðè 0 ≤ a, èíà÷å a)". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ29 è õ33. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû è
òåîðåìû õ15. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ35 è êîíñåêâåíòîì
õ34. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

11. Ïîïûòêà ïðîâàðüèðîâàòü òîæäåñòâî ñâåðòêè óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ ïóòåì ïðè-
ìåíåíèÿ ê óñëîâèþ ñîêðàùàþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cde(c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ max(c + e, d + e) = e +max(c, d))

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ max(a, b) = (b ïðè a ≤ b, èíà÷å a))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ a ≤ b↔ a + c ≤ b + c)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - çàìå-
íÿåìîå. Âíóòðè çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 ñèìâîëà "âà-
ðèàíò". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäòåðì õ12 íå èìååò ïåðåìåííûõ, ñâÿçàííûõ âíóòðè
õ11 êâàíòîðàìè ëèáî îïèñàòåëÿìè. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê
ïåðâîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "ìåíüøåèëèðàâíî".

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "Ñîêðàù" îïðåäåëÿåò ïî õ13 óêàçàííóþ âûøå äî-
ïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ18 ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ïåðâîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ12 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" ïðè îòêëþ÷åííîé áëîêèðîâêå ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà ñòàðòîâîé òåî-
ðåìå ÿ÷åéêè âûâîäà. Ïîëó÷åííàÿ òåîðåìà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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12. Ïîïûòêà íàâåñèòü âíåøíþþ îïåðàöèþ íà óñëîâíîå âûðàæåíèå ñ êîíñòàíòîé
äëÿ îáîáùåíèÿ ñâåðòî÷íîãî òîæäåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ −asg(b) = (a ïðè b < 0, èíà÷å − a))

èç òåîðåìû

∀b(¬(b = 0) & b− ÷èñëî→ −sg(b) = (1 ïðè b < 0, èíà÷å − 1))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ a · 1 = a)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - çà-
ìåíÿåìîå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ11 èìååò çàãîëîâîê "âàðèàíò", à âû-
ðàæåíèå õ10 ýëåìåíòàðíî. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå âòîðîãî îïåðàíäà òåðìà õ11, âî âòîðîì
- âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî îïåðàíäà. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - âõîæäåíèå ñèìâîëà
1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ12 îäíîáóêâåííûé, è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
åãî çàãîëîâîê. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñèìâìíîæ" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó
õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñ-
õîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 ñîâïàäàåò ñ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìîé.
Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî åå çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü íåêîíñòàíòíàÿ. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå òîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ21, êîòîðûé ðàâåí õ13. Ïåðåìåííîé
õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ21 íà âûðàæåíèå õ10. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "a · (−sg(b))".

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ21 íà âòîðîé îïå-
ðàíä òåðìà õ11, ïåðåìåííîé õ24 - ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ21 íà ïîñëåä-
íèé îïåðàíä òåðìà õ11. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "âàðèàíò(P
õ23 õ24)", ãäå P - ïåðâûéîïåðàíä òåðìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 èìååò âèä
"(a · 1 ïðè b < 0, èíà÷å a · (−1))". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêîâ àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ16. Ê íåìó äîáàâëÿþòñÿ
óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ âûðàæåíèé õ23 è õ24 ïî î.ä.ç.
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ26, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðà-
âåíñòâî âûðàæåíèé õ22 è õ25. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Îáîáùåíèå òîæäåñòâà

1. Îáîáùåíèå ñâåðòî÷íîãî òîæäåñòâà ïóòåì ââîäà áåñïîâòîðíîãî äîïîëíèòåëüíîãî
ïàðàìåòðà îïåðàíäà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abce(¬(b = 0) & ¬(c = 0) & a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & e − ÷èñëî →
a/(bc) + e/c = (e + a/b)/c)
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èç òåîðåìû

∀ace(¬(c = 0) & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ a/c + e/c = (a + e)/c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ade(¬(a = 0) & ¬(e = 0) & a−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî→ d/(ae) = (d/e)/a)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(âòîðîéòåðì)".

Ïðîãðàììà ïðèåìà ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî âîñïðîèçâîäèò ïðîãðàììó ïðèåìà ñ
òåì æå íàçâàíèåì, ðàññìàòðèâàâøåãîñÿ ðàíåå äëÿ äðóãîé õàðàêòåðèñòèêè. Äëÿ
óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åå.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - çà-
ìåíÿþùåå. Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 äâóìåñòíîé
îïåðàöèè. Â íàøåì ñëó÷àå - âõîæäåíèå äðîáè a/c. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ12. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè"
îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îíà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(N)". Â íàøåì ïðèìåðå N -
"ïåðâûéòåðì". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî èìååò çàãîëîâîê õ13. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
êîðíåâîé îïåðàíä õ20 âûðàæåíèÿ õ19, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé äâóìåñòíóþ îïå-
ðàöèþ îò ïåðåìåííûõ. Â íàøåì ñëó÷àå - "d/e". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ
èìååò åäèíèöó ïî íåêîòîðîìó ñâîåìó îïåðàíäó. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðâûé îïåðàíä îïåðàöèè õ20, ïåðåìåííîé õ23 - âòîðîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè
ïåðåìåííûå ðàçëè÷íû. Â íàøåì ñëó÷àå õ22 - d, õ23 - e. Íàõîäèòñÿ êîðíåâîé îïå-
ðàíä âûðàæåíèÿ õ19, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïåðåìåííóþ õ25. Â íàøåì ñëó÷àå
- ïåðåìåííóþ a. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà îïåðàöèè
õ12, ðàñïîëîæåííîãî òàê æå, êàê õ20 â õ19. Â êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå áåðåòñÿ
ëþáîé îïåðàíä. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà õ26 - âõîæäåíèå ïåðåìåííîé a. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ26 ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ, è ýòà ïåðåìåííàÿ ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ27. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå
â õ10. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîé îïåðàíä îïåðàöèè õ12. Â íàøåì
ïðèìåðå - c. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ òà èç ïåðåìåííûõ õ22, õ23, ïî êî-
òîðîé îïåðàöèÿ õ20 èìååò åäèíèöó, ïåðåìåííîé õ29 - äðóãàÿ èç íèõ. Â íàøåì
ïðèìåðå õ29 - d, õ30 - e. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò çàãîëîâîê õ13. Ïåðåìåííîé
õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà âûðàæåíèÿ õ31, ðàñïîëîæåí-
íîãî òàê æå, êàê îïåðàíä õ20 îïåðàöèè õ19. Â íàøåì ïðèìåðå õ32 - âõîæäåíèå
ïåðåìåííîé d. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ32 ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ
õ29. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà âûðàæåíèÿ
õ31, îòëè÷íîå îò õ32. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îïåðàíä íåîäíîáóêâåííûé è åãî
çàãîëîâêîì ñëóæèò êîììóòàòèâíûé ñèìâîë õ34. Â íàøåì ïðèìåðå õ33 èìååò
âèä ae. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè òåðì õ28 èìååò çàãîëîâîê õ34, òî ó íåãî îòñóò-
ñòâóåò êîðíåâîé îïåðàíä, ÿâëÿþùèéñÿ áåñïîâòîðíîé ïåðåìåííîé. Âûáèðàåòñÿ
íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ35. Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ34 òåðìîâ õ35, õ28. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ28 â òåðì õ10 íà òåðì õ36. Â íàøåì
ñëó÷àå îí èìååò âèä a/(bc) + e/c. Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ38 ïîäñòàíîâêè â òåðì
õ20 ïåðåìåííûõ õ27 è õ35 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29 è õ30. Â íàøåì ñëó÷àå - a/b.
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Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà õ38 âìåñòî ïåðå-
ìåííîé õ27 â âûðàæåíèå õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "(a/b + e)/c)". Ïåðåìåííîé
õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû âûðàæåíèé õ27, õ35, õ28 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29, õ30, õ25. Â íà-
øåì ïðèìåðå èìååì íàáîð óòâåðæäåíèé "¬(c = 0)", "¬(b = 0)", "c − ÷èñëî",
"a − ÷èñëî", "b − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà
õ41 ñ ðåçóëüòàòàìè ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû òåðìà õ38
âìåñòî ïåðåìåííîé õ27. Åñëè õ28 - íå ïåðåìåííàÿ è èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì
ñèìâîë, îòëè÷íûé îò õ34, òî íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ43 îáðàáîòêè òåðìà õ36 îïå-
ðàòîðîì "íîðì" îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ42. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ35 â
òåðìå õ43 íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè, óæå
èìåþùåé ñðåäè ñâîèõ îïåðàíäîâ è äðóãóþ áåñïîâòîðíóþ ïåðåìåííóþ. Çàòåì
ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ42 è ðàâåíñòâîì òåðìîâ õ39, õ37 â
êîíñåêâåíòå. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
íîâàÿ òåîðåìà èìååò áîëüøóþ äëèíó ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè, ÷åì èñõîäíàÿ,
ïðè÷åì â íåé îòñóòñòâóþò "ñäâîåííûå" ïåðåìåííûå, äîïóñêàþùèå çàìåíó íà
îäíó íîâóþ ïåðåìåííóþ. Âûâåäåííàÿ òåîðåìà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà
ñ ïîìåòêîé "îáîáùåíèå".

2. Îáîáùåíèå ñâåðòî÷íîãî òîæäåñòâà ïóòåì ââîäà áåñïîâòîðíîãî âíåøíåãî ïàðà-
ìåòðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcde(¬(d = 0) & ¬(e = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
e− ÷èñëî→ ab/d + ac/e = a(b/d + c/e))

èç òåîðåìû

∀abcd(¬(d = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ ac + ab/d =
a(c + b/d))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abe(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ e(a/b) = ae/b)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(âòîðîéòåðì)".

Ïðîãðàììà ïðèåìà ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî âîñïðîèçâîäèò ïðîãðàììó ïðèåìà ñ
òåì æå íàçâàíèåì, ðàññìàòðèâàâøåãîñÿ ðàíåå äëÿ äðóãîé õàðàêòåðèñòèêè. Äëÿ
óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åå.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé. Â çàìåíÿåìîì òåðìå âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 äâóìåñòíîé îïåðàöèè õ13.
Â íàøåì ñëó÷àå - ïðîèçâåäåíèÿ "ac". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâ-
êè" íàõîäèò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(N)". Ïåðåìåííîé õ19
ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé (â ñìûñëå íàïðàâëåíèÿ N) òåðì äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå - òåðì "e·(a/b)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò çàãîëîâîê
õ13. Ñðåäè êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ19 âûáèðàåòñÿ òàêîé îïåðàíä õ20, êîòî-
ðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåñòíóþ îïåðàöèþ îò äâóõ ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ
õ22, õ23. Â íàøåì ñëó÷àå - a/b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ èìååò åäèíèöó ïî



962 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

îäíîìó èç ñâîèõ îïåðàíäîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî äðóãîé êîðíåâîé îïåðàíä
õ24 òåðìà õ19 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ õ25. Ñðåäè îïåðàíäîâ îïåðàöèè
õ12 âûáèðàåòñÿ òîò, íîìåð êîòîðîãî ðàâåí íîìåðó îïåðàíäà õ24 (â ñëó÷àå êîì-
ìóòàòèâíîé îïåðàöèè õ13 - ëþáîé îïåðàíä). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îïåðàíä õ26
- ïåðåìåííàÿ õ27, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â çàìåíÿåìûé òåðì õ10.
Â íàøåì ñëó÷àå õ27 - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
äðóãîãî îïåðàíäà îïåðàöèè õ12. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííîé a. Ïåðåìåííîé
õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ òà èç ïåðåìåííûõ õ22, õ23, ïî êîòîðîé îïåðàöèÿ õ20 íå èìååò
åäèíèöû, ïåðåìåííîé õ30 - òà, ïî êîòîðîé îíà èìååò åäèíèöó. Ñîîòâåòñòâåííî, â
íàøåì ñëó÷àå õ29 - a, õ30 - b. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâîê îòëè÷åí îò ñèìâîëà
õ13, ïðè÷åì ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ðàâíî 2.Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ
òîò êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ31, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàöèþ õ13 îò
äâóõ ïåðåìåííûõ. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ae. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îäíà èç ïåðåìåí-
íûõ - õ29, ïðè÷åì â ñëó÷àå íåêîììóòàòèâíîãî õ13 îíà ðàñïîëîæåíà ïîä òåì
æå íîìåðîì, ÷òî îïåðàíä õ20 îïåðàöèè õ19. Äðóãàÿ ïåðåìåííàÿ äîëæíà áûòü
ðàâíà õ25. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàâøèéñÿ êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà
õ31. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ õ30. Ïåðåìåííîé õ36
ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ31. Â íàøåì ñëó÷àå - "äðîáü".

Äàëåå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîâåðêà íåèçáûòî÷íîñòè íîâîãî ïàðàìåòðà. Â íàøåì
ñëó÷àå - ïðîâåðêà òîãî, ÷òî âõîæäåíèå õ12 íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëèòåëåì äðîáè, çíà-
ìåíàòåëåì êîòîðîé ñëóæèò ïåðåìåííàÿ, íå èìåþùàÿ äðóãèõ âõîæäåíèé â òåðì
õ10.

Ïîñëå ïðîâåðêè íåèçáûòî÷íîñòè âûáèðàåòñÿ íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó
ïåðåìåííàÿ õ37 (â íàøåì ñëó÷àå - e). Ôîðìèðóåòñÿ òåðì õ38, ïîëó÷åííûé ñî-
åäèíåíèåì ïðè ïîìîùè îïåðàöèè õ36 ïîäòåðìà õ12 è íîâîé ïåðåìåííîé õ37.
Íîìåð îïåðàíäà õ37 - òîò æå, ÷òî íîìåð îïåðàíäà õ35 â îïåðàöèè õ31. Äëÿ
íàøåãî ïðèìåðà èìååì òåðì ac/e. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çà-
ìåíû âõîæäåíèÿ õ12 â òåðì õ10 íà òåðì õ38. Ïîëó÷àåòñÿ òåðì ac/e + ab/d.
Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ40 ïîäñòàíîâêè â ïîäòåðì õ20 ïåðåìåííûõ õ27, õ37
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29, õ30. Ïîëó÷àåòñÿ òåðì c/e. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â òåðì õ11 âûðàæåíèÿ õ40 âìåñòî ïåðåìåííîé õ27.
Ïîëó÷àåòñÿ òåðì a(c/e + b/d). Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòà-
òîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ïåðåìåííûõ õ27, õ37
è ïîäòåðìà õ28 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29, õ30, õ25. Ïîëó÷àþòñÿ óòâåðæäåíèÿ
"¬(e = 0)", "c−÷èñëî", "e−÷èñëî", "a−÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ43 ñ ðåçóëüòàòàìè ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ40 âìåñòî
ïåðåìåííîé õ27 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû.

Äàëåå âûðàæåíèå õ39 îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçà-
öèè îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ44, ÷òîáû ñíîâà ïðîâåðèòü íåèçáûòî÷íîñòü íîâîãî
ïàðàìåòðà: îí íå äîëæåí îêàçàòüñÿ îïåðàíäîì àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé
îïåðàöèè, èìåþùåé äðóãóþ áåñïîâòîðíóþ ïåðåìåííóþ ñâîèì îïåðàíäîì.

Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ44, êîíñåêâåíòîì êîòî-
ðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ41 è õ39. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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3. Îáîáùåíèå ñâåðòî÷íîãî òîæäåñòâà ïóòåì ââîäà ïîâòîðíîãî äîïîëíèòåëüíîãî
ïàðàìåòðà îïåðàíäà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdef (¬(d = 0) & ¬(e = 0) & ¬(f = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî &
d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî→ ab/(df) + ac/(ef) = a(b/d + c/e)/f)

èç òåîðåìû

∀abcde(¬(d = 0) & ¬(e = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
e− ÷èñëî→ ab/d + ac/e = a(b/d + c/e))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ade(¬(a = 0) & ¬(e = 0) & a−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî→ d/(ae) = (d/e)/a)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(âòîðîéòåðì)".

Ïðîãðàììà ïðèåìà ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî âîñïðîèçâîäèò ïðîãðàììó ïðèåìà ñ
òåì æå íàçâàíèåì, ðàññìàòðèâàâøåãîñÿ ðàíåå äëÿ äðóãîé õàðàêòåðèñòèêè. Äëÿ
óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åå.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùàÿ. Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 äâóìåñòíîé îïåðàöèè
õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðàöèè ef/b. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòà-
íîâêè" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ âûøå ïåðâóþ äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ åå çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà èìååò çàãîëîâîê õ13. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ20 êîðíåâîãî îïåðàíäà
òåðìà õ19, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé äâóìåñòíóþ îïåðàöèþ îò ïåðåìåííûõ õ22 è
õ23. Íàõîäèòñÿ åäèíèöà E ýòîé îïåðàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 - "(d/e)/a"; ïå-
ðåìåííàÿ õ22 - d, ïåðåìåííàÿ õ23 - e. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äðóãîé êîðíåâîé îïåðàíä
òåðìà õ19 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà íå èìååò àíòåöåäåíòà ñ çàãîëîâêîì "ðàâíî".

Åñëè ñèìâîë õ13 êîììóòàòèâåí, òî ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîèçâîëü-
íûé êîðíåâîé îïåðàíä îïåðàöèè õ12, èíà÷å - îïåðàíä, èìåþùèé òîò æå íîìåð,
÷òî è îïåðàíä õ19 îïåðàöèè õ20. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 - âõîæäåíèå òåðìà ab.
Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ26.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ27 - ñèìâîë êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå õ28 îïåðàíäà îïåðàöèè õ26, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ïåðåìåííóþ õ29,
èìåþùóþ áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ â çàìåíÿåìóþ ÷àñòü õ10. Â íàøå ñëó÷àå
- ïåðåìåííàÿ a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ29 â òåðì
õ10 ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì îïåðàöèè õ27, ÿâëÿþùåéñÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îïåðàí-
äîì îïåðàöèè õ13, îòëè÷íûì îò òîãî, ïî êîòîðîìó ýòà îïåðàöèÿ èìååò åäèíèöó
E. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ27 óêà-
çàííóþ âûøå âòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýòîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - e · (a/b). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà èìååò çàãîëîâîê õ27. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ñëó÷àå - ae/b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò
çàãîëîâîê õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ïåðåìåííûõ òåðìà õ35 ðàâíî 3, ÷èñ-
ëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ - 2. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ íåîäíîáóêâåííûé



964 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

îïåðàíä òåðìà õ35. Äðóãîé îïåðàíä - ïåðåìåííàÿ õ39. Â íàøåì ïðèìåðå - e.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ36 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé
õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî èç íèõ, êîòîðûé èìååò çàãîëîâîê õ27. Â íà-
øåì ïðèìåðå - ae. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îäíèì èç îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ40 ñëóæèò
ïåðåìåííàÿ õ39, à äðóãèì - íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ ïðèñâàèâàåòñÿ ïå-
ðåìåííîé õ44. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ36, îòëè÷íûé îò õ40,
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ41. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ41 ðàñïîëî-
æåíà ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ45. Â íàøåì ïðèìåðå
- b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ45 âõîäèò â ïîäòåðì õ37. Ïåðåìåííîé õ41
ïðèñâàèâàåòñÿ òîò îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ36, ïî êîòîðîìó îïåðàöèÿ õ13 èìååò
åäèíèöó. Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðàíä b. Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ12, îòëè÷íîãî îò õ26. Â íàøåì ïðèìåðå - çíàìåíàòåëü
b. Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ òà èç ïåðåìåííûõ õ23, õ22 - îïåðàíäîâ òåðìà
õ20 - ïî êîòîðîé îïåðàöèÿ õ13 íå èìååò åäèíèöû. Â íàøåì ïðèìåðå - d.

Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì ïåðâîé äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò çàãîëîâîê õ13. Ïåðåìåííîé õ50 ïðèñâàèâàåòñÿ
òîò êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ49, êîòîðûé ðàñïîëîæåí òàê æå, êàê îïåðàíä õ20
îïåðàöèè õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðàíä d. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ
õ50 ðàñïîëàãàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ48. Ïåðåìåííîé õ51 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîé êîð-
íåâîé îïåðàíä òåðìà õ49, ïåðåìåííîé õ52 - çàãîëîâîê ýòîãî îïåðàíäà. Â íàøåì
ïðèìåðå õ51 - "ae". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèìâîë õ52 êîììóòàòèâåí.

Ïðîâåðÿåòñÿ íåèçáûòî÷íîñòü ââîäà äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé: åñëè ïî âõî-
æäåíèþ õ47 ðàñïîëàãàåòñÿ îïåðàöèÿ õ52, èìåþùàÿ ñâîèì îïåðàíäîì ïåðåìåí-
íóþ, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïåðåìåííàÿ íå ðàñïîëàãàåòñÿ â çàìåíÿåìîì òåðìå
õ10 òàê æå, êàê áóäåò ðàñïîëîæåíà äîïîëíèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ53, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðåìåííàÿ f . Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå âõîæäåíèÿ v1 â çàìåíÿåìûé
òåðì õ10 ïåðåìåííîé õ29, è îïðåäåëÿþòñÿ âõîæäåíèÿ v2, îïåðàíäîì êîòîðûõ
ñëóæèò v1, âõîæäåíèÿ v3, îïåðàíäîì êîòîðûõ ñëóæèò v2, è âñåâîçìîæíûå îò-
ëè÷íûå îò v2 âõîæäåíèÿ v4 îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ v3. Ïåðåìåííîé õ54 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê âõîæäåíèé v4. Â íàøåì ïðèìåðå õ54 - âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ d, e.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàçëè÷íûå âõîæäåíèÿ ñïèñêà õ54 íå ïîä÷èíåíû äðóã äðóãó.
Ïåðåìåííîé õ56 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèé õ54 ïîäòåðìîâ t íà
òåðìû "õ52(õ53, t)". Â íàøåì ïðèìåðå - çàìåíû d íà fd è e íà fe. Ïåðåìåííîé
õ57 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ïîäòåðìå õ37 ïåðåìåííûõ õ44 è õ45 íà
õ29 è õ53. Â íàøåì ñëó÷àå - "a/f". Ïåðåìåííîé õ58 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè òåðìà õ57 âìåñòî ïåðåìåííîé õ29 â òåðì õ11. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - "(a/f)(b/d + c/e)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àíòåöåäåíòû ïåðâîé äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ
ïî î.ä.ç. âûðàæåíèÿ õ19, à àíòåöåäåíòû âòîðîé - óòâåðæäåíèÿ õ35. Ïåðåìåííîé
õ59 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìà õ57 âìåñòî ïåðåìåííîé
õ29 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ60 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî
âûðàæåíèé õ58 è õ56, îðèåíòèðîâàííîå òàê æå, êàê â èñõîäíîé òåîðåìå. Ñïèñîê
õ59 ïîïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèÿìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç.
ðàâåíñòâà õ60, è îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëü-
íî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ60. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ59 è
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êîíñåêâåíòîì õ60. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

4. Îáîáùåíèå ñâåðòî÷íîãî òîæäåñòâà ïóòåì ââîäà âíåøíåé äâóìåñòíîé îïåðàöèè
íàä ñëîæíîé îäíîìåñòíîé îïåðàöèåé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acd(¬(c = 0) & c−÷èñëî & d−÷èñëî & a−rational & ¬(çíàìåíàòåëü(a)−even)→
arcsin |cda| = − arcsin(−c|d|a)sg(c))

èç òåîðåìû

∀cd(¬(c = 0) & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ arcsin |cd| = − arcsin(−c|d|)sg(c))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even)→ |ab| = |a|b)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïðîãðàììà ïðèåìà ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî âîñïðîèçâîäèò ïðîãðàììó ïðèåìà ñ
òåì æå íàçâàíèåì, ðàññìàòðèâàâøåãîñÿ ðàíåå äëÿ äðóãîé õàðàêòåðèñòèêè. Äëÿ
óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åå.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 - "− arcsin(−c|d|)sg(c)". Â òåðìå õ10 âûáèðàåòñÿ âõî-
æäåíèå õ12 îäíîìåñòíîé îïåðàöèè õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "|d|". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî åå ïåðâûé îïåðàíä - ïåðåìåííàÿ õ14, èìåþùàÿ â õ10 åäèíñòâåííîå âõîæäå-
íèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì äâóìåñòíîé îïåðàöèè, äðóãîé
îïåðàíä êîòîðîé - ïåðåìåííàÿ, áåñïîâòîðíàÿ â õ10. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"ïåðåñòàíîâêè" îïðåäåëÿåò ïî õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïî åå õàðàêòåðèñòèêå "ñîêðàù" íàõîäèòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü õ20 ýòîé òåîðåìû.
Â íàøåì ïðèìåðå - |ab|. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâîê - õ13. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
êîðíåâîé îïåðàíä õ21 îïåðàöèè õ20, è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé äâóìåñòíóþ îïåðàöèþ îò äâóõ ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ õ23 è õ24. Â íàøåì
ñëó÷àå - a è b. Íàõîäèòñÿ åäèíèöà E îïåðàöèè õ21. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèâàèâà-
åòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò
ðîâíî äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîðíåâàÿ îïåðàöèÿ òåðìà õ25
èìååò òó æå åäèíèöó E, ÷òî è îïåðàöèÿ õ21. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ êîðíåâûì îïåðàíäîì òåðìà õ25. Â íàøåì ïðèìåðå -
"b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ29 ñîâïàäàåò ñ õ23 ëèáî ñ õ24, ïðè÷åì èìåííî ñ òîé èç
ïåðåìåííûõ õ23, õ24, ïî êîòîðîé îïåðàöèÿ õ21 èìååò åäèíèöó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ28 - òîò êîðíåâîé îïåðàíä, ïî êîòîðîìó êîðíåâàÿ îïåðàöèÿ òåðìà õ25 èìååò
åäèíèöó.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ30, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "a". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ïåðåìåííûõ õ23, õ24. Åñëè õ29
ðàâíî õ23, òî ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ïåðåìåííûõ õ30, õ14, èíà÷å
- ïàðà õ14, õ30. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ33 çàìåíû â òåðìå õ25 ïåðåìåííûõ
õ31 íà õ32, à òàêæå ðåçóëüòàò õ34 òàêîé æå çàìåíû â òåðìå õ20. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ33 - "|d|a", õ34 - "|da|". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû
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ïîäòåðìà õ12 òåðìà õ10 íà õ33, ïåðåìåííîé õ36 - ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè êîð-
íåâîãî îïåðàäà òåðìà õ34 âìåñòî ïåðåìåííîé õ14 â òåðì õ11. Â íàøåì ïðèìåðå
õ35 èìååò âèä "− arcsin(−c|d|a)sg(c)", õ36 - âèä "arcsin |cda|". Ïåðåìåííîé õ37
ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ35 è õ36, îðèåíòàöèÿ êîòîðîãî òàêàÿ æå,
êàê â èñõîäíîé òåîðåìå. Íàõîäèòñÿ îáúåäèíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè êîð-
íåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ34 âìåñòî ïåðåìåííîé õ14 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåî-
ðåìû ñ ðåçóëüòàòàìè ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ õ31 íà õ32 â àíòåöåäåíòàõ
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè
åãî îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ ðàâåíñòâà õ37.
Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ42 è êîíñåêâåíòîì õ37. Îíà îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "ïîëíûåïîñûëêè" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà
êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

5. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà ñâåðòêè ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ê îáåèì åãî ÷àñòÿì îïåðàöèè
òèïà "âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü" (ñïðàâî÷íèê "ñâåðòêè").

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cde(c−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî & 0 ≤ d+e & 0 ≤ d−e→ (d+e)c(d−e)c =
(d2 − e2)c)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a2 − b2 = (a− b)(a + b))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ a & 0 ≤ b→ acbc = (ab)c)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿå-
ìûé. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå -
"óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ çàìåíÿåìîãî òåðìà
ðàâíî 2, à ÷èñëî ïåðåìåííûõ òåîðåìû ìåíüøå 5. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"ñâåðòêè" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðå-
ìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå çàìåíÿåìîãî òåðìà. Â íàøåì
ñëó÷àå - "(ab)c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ18 ðàâíî 2.
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ18. Â íàøåì ñëó÷àå -
"ñòåïåíü". Îïðåäåëÿåòñÿ åäèíèöà E îïåðàöèè õ19. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàíä
õ21 âõîæäåíèÿ õ18, èìåþùèé çàãîëîâîê õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - ab. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ õ18 èìååò åäèíèöó ïî äðóãîìó îïåðàíäó õ22. Ïåðåìåííîé õ23
ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îí èìååò çàãîëîâîê õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé êîðíåâîé îïåðàíä A òåðìà
õ23 èìååò çàãîëîâîê õ19, ïðè÷åì òîò îïåðàíä òåðìà A, ïî êîòîðîìó îïåðàöèÿ
õ19 èìååò åäèíèöó, ñîâïàäàåò ñ ïåðåìåííîé ïî âõîæäåíèþ õ22.

Ïðîöåäóðà "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ24 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ21 â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Îí îáðàáàòû-
âàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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6. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà ñâåðòêè ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ê îáåèì åãî ÷àñòÿì îïåðàöèè
òèïà "âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü" (ñïðàâî÷íèê "ðàçäïàðàì").

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cd(¬(cos(d) = 0) & ¬(çíàìåíàòåëü(c) − even) & d − ÷èñëî & c − rational →
(tg d)c = (sin d)c/(cos d)c)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî & ¬(cos a = 0)→ tg a = sin a/ cos a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & c − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c) −
even) & ¬(b = 0)→ (a/b)c = ac/bc)

Ïðîãðàìì ïðèåìà îòëè÷àåòñÿ îò ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðèåìà ëèøü òåì,
÷òî âìåñòî ñïðàâî÷íèêà "ñâåðòêè" èñïîëüçóåòñÿ ñïðàâî÷íèê "ðàçäïàðàì". Ðàç-
äåëåíèå ýòèõ ïðîãðàìì ïîçâîëÿåò óòî÷íÿòü ïðåäûñòîðèþ âûâîäà òåîðåìû â
ñòàðòîâûõ ôèëüòðàõ ïðèåìîâ âûâîäà.

7. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà ñâåðòêè ïóòåì äîìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íà íîâóþ ïåðå-
ìåííóþ è ïåðåìåùåíèÿ åå âíóòðü çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcfg(¬(a = 0) & ¬(g = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & f − ÷èñëî &
g − ÷èñëî→ f |c/g|b/a = f |c|b/(a|g|b))

èç òåîðåìû

∀cdef (¬(f = 0) & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî & e − ÷èñëî & f − ÷èñëî → e|d/f |c =
e|d|c/|f |c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ade(¬(a = 0) & ¬(e = 0) & a−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî→ d/(ae) = (d/e)/a)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïðîãðàììà ïðèåìà ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî âîñïðîèçâîäèò ïðîãðàììó ïðèåìà ñ
òåì æå íàçâàíèåì, ðàññìàòðèâàâøåãîñÿ ðàíåå äëÿ äðóãîé õàðàêòåðèñòèêè. Äëÿ
óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åå.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - åå çàãî-
ëîâîê. Â íàøåì ñëó÷àå - "äðîáü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè"
îïðåäåëÿåò ïî õ11 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Õàðàêòåðèñòèêà
"íîðìàëèçàöèÿ" óêàçûâàåò íà çàìåíÿåìóþ ÷àñòü õ17 äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Â íàøåì ñëó÷àå - "(d/e)/a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ÷àñòü èìååò îäíèì èõ ñâîèõ
îïåðàíäîâ ïåðåìåííóþ õ20 (â íàøåì ñëó÷àå - a). Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâà-
åòñÿ âõîæäåíèå äðóãîãî îïåðàíäà, ïðè÷åì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì ýòîãî
îïåðàíäà ñëóæèò ñèìâîë õ11. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà
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õ17. Â íàøåì ñëó÷àå - "äðîáü". Íàõîäèòñÿ åäèíèöà E îïåðàöèè õ21, ïðè÷åì ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ õ17 èìååò ýòó åäèíèöó äëÿ îïåðàíäà õ20. Ïåðåìåííîé
õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé
õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ23, çàãîëîâêîì
õ25 êîòîðîãî ñëóæèò êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - "ae". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îäíèì èç îïåðàíäîâ îïåðàöèè õ24 ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ20.

Ïðîâåðÿåòñÿ íåèçáûòî÷íîñòü ââîäà íîâîé ïåðåìåííîé: ðàññìàòðèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ10, ðàñïîëîæåííîãî òàê æå, êàê îïåðàíä
õ24 òåðìà õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó âõîæäåíèþ íå ðàñïîëîæåíà áåñïî-
âòîðíàÿ â õ10 ïåðåìåííàÿ ëèáî îïåðàöèÿ ñ çàãîëîâêîì õ25, èìåþùàÿ ñâîèì
îïåðàíäîì áåñïîâòîðíóþ â õ10 ïåðåìåííóþ.

Äàëåå îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ26 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäå-
íèÿ õ19 â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì
ïðèìåðå èìååì:

∀abcfg(¬(a = 0) & ¬(|g|b = 0) & a− ÷èñëî & f |c|b − ÷èñëî & |g|b − ÷èñëî &
¬(g = 0) & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî → f |c|b/(a|g|b) =
f |c/b|b/a)

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè èìïëèêàöèè õ26 îïåðàòî-
ðîì "Hîðìòåîðåìà" ñ îïöèåé "ñâåðòêà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû
õ27 - ðàâåíñòâî, ïðè÷åì åñëè õ10 áåñïîâòîðíî, òî è çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû
õ27 áåñïîâòîðíà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íè îäèí èç àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ27 íå
èìååò áîëåå 4 âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ. Ïðè íåîáõîäèìîñòè îðèåíòàöèÿ ðàâåí-
ñòâà â òåîðåìå õ27 èçìåíÿåòñÿ òàê, ÷òîáû îíà ñîâïàëà ñ îðèåíòàöèåé ðàâåíñòâà
â èñõîäíîé òåîðåìå. Çàòåì òåîðåìà õ27 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê
îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

8. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà ñâåðòêè ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ êîíñòàíòíûõ îïåðàíäîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀b(b− ÷èñëî→ 2 sin(b− π/6) =
√

3 sin b− cos b)

èç òåîðåìû

∀b(b− ÷èñëî→ sin(b− π/6) = (
√

3 sin b− cos b)/2)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå
åå êîðíåâîé îïåðàöèè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü íåîáíîáóêâåííàÿ è
èìååò áîëåå îäíîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ11. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäñïèñîê ñïèñ-
êà õ12, îáðàçîâàííûé âûðàæåíèÿìè, ñïèñîê ïàðàìåòðîâ êîòîðûõ íåïóñò. Åñëè
çàãîëîâîê F âûðàæåíèÿ õ10 - ñèìâîë àññîöèàòèâíîé è êîììóòàòèâíîé îïåðà-
öèè, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ13 êîðî÷å ñïèñêà õ12, ïðè÷åì ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé F ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ13. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ13 îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé
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õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå çàãîëîâîê òåðìà õ10 - ñèìâîë
"äðîáü", òàê ÷òî èìååò ìåñòî âòîðîé ñëó÷àé, è õ14 - âûðàæåíèå "

√
3 sin b−cos b".

Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü òåîðåìû. Âûáèðàåòñÿ ïåðå-
ìåííàÿ õ16, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ
a. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû íåêîíñòàíòíîé ñîñòàâëÿþ-
ùåé êîðíåâûõ îïåðàíäîâ âûðàæåíèÿ õ10 íà ïåðåìåííóþ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå
èìååì âûðàæåíèå a/2. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåî-
ðåìû. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ19 è åäèíñòâåííûì óñëîâèåì
"ðàâíî(õ18 õ15)". Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ðàâíî",
"íåèçâåñòíûå õ16", "îäç". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ21. Â íàøåì ïðè-
ìåðå îí èìååò âèä "a = 2 sin(b − π/6)". Ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îòâåòà
õ21 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ16 â ëåâîé ÷àñòè è íåêîòîðûì âûðàæå-
íèåì õ23 â ïðàâîé. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ19, êîíñåêâåíòîì
êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ14 è õ23, îðèåíòèðîâàííîå òàê æå, êàê
ó èñõîäíîé òåîðåìû. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

9. Ïîïûòêà îáîáùåíèÿ ïóòåì äîìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà íà íîâóþ ïåðå-
ìåííóþ è äèñòðèáóòèâíîé ðàçâåðòêè (äëÿ âûâåäåííîé òåîðåìû).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a sin b + a cos b = a
√

2 sin(b + π/4))

èç òåîðåìû

∀b(b− ÷èñëî→
√

2 sin(b + π/4) = sin b + cos b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab + ac = a(b + c))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà íå ÿâëÿåòñÿ ñòàðòîâîé òåîðåìîé ÿ÷åéêè âûâîäà. Ïðî-
âåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå õàðàêòåðèñòèêè "íîðìàëèçàöèÿ" äëÿ âñòðå÷íîé çàìåíû.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - åãî
çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíå-
âûõ îïåðàíäîâ âûðàæåíèÿ õ10 ðàâíî 2, ïðè÷åì ñèìâîë õ11 - àññîöèàòèâíûé è
êîììóòàòèâíûé. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îíî èìååò òó æå îöåíêó ñëîæíîñòè, ÷òî çàìåíÿåìîå.

Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîðíåâûõ îïåðàíäîâ âûðàæåíèÿ õ10.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáà îíè èìåþò ðàâíûå îöåíêè ñëîæíîñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå áåñïîâòîðíî, à çàìåíÿåìîå íå áåñïîâòîðíî. Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "ðàçäïàðàì" îïðåäåëÿåò ïî õ11 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëü-
íóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â
åå êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ11. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ
õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñèìâîë àññîöèà-
òèâåí è êîììóòàòèâåí.
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Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "ab+ac". Ïåðå-
ìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ20. Ïåðåìåííîé õ22 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ21, èìåþùèé áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ â òåðì õ20.
Â íàøåì ïðèìåðå ýòî ïåðåìåííàÿ a.

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé èç íèõ èìååò ðîâíî îäèí ïàðàìåòð. Ïåðåìåííîé õ24
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ23, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ
õ22. Â ñïèñêå õ21 âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ25, îòëè÷íàÿ îò õ22. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé
ñïèñêà õ23, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ25. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ27, íå âõî-
äÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ28
ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå, ïîëó÷åííîåå ñîåäèíåíèåì îïåðàöèåé õ11 âûðàæå-
íèé, ïîëó÷åííûõ ñîåäèíåíèåì îïåðàöèåé õ19 ïåðåìåííîé õ27 ñ ïåðâûì è âòî-
ðûì âûðàæåíèÿìè ïàðû õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 èìååò âèä "a sin b+ a cos b".
Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ19 ïåðåìåííîé
õ27 è âûðàæåíèÿ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "a

√
2 sin(b + π/4)".

Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáúåäèíåíèÿ ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñ-
õîäíîé òåîðåìû, ñïèñêà ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ27 âìåñòî ïåðå-
ìåííîé õ22 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ24, ñïèñêà ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè ïåðâîãî
âûðàæåíèÿ ïàðû õ13 âìåñòî ïåðåìåííîé õ25 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ26, à òàêæå
ñïèñêà ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âòîðîãî âûðàæåíèÿ ïàðû õ13 âìåñòî ïåðåìåí-
íîé õ25 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ26. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" èìïëèêàöèè ñ àíòåöåäåíòàìè õ30 è êîí-
ñåêâåíòîì "ðàâíî(õ28 õ29)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò - êâàíòîðíàÿ èì-
ïëèêàöèÿ, ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ õ27 íå ÿâëÿåòñÿ ñäâîåííîé â çàìåíÿåìîé ÷àñòè
ýòîé èìïëèêàöèè. Çàòåì õ31 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå
èñõîäíîé òåîðåìû.

10. Ïîïûòêà îáîáùåíèÿ ïóòåì äîìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà íà íîâóþ ïåðå-
ìåííóþ è äèñòðèáóòèâíîé ðàçâåðòêè (äëÿ èñõîäíîé òåîðåìû).

Ïðèåì ñîâïàäàåò ñ ïðåäûäóùèì, çà òåì èñêëþ÷åíèåì, ÷òî ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî
ê ñòàðòîâûì òåîðåìàì ÿ÷ååê âûâîäà. Ýòî òðåáîâàíèå ïîçâîëÿåò îñëàáèòü ðÿä
ïðî÷èõ îãðàíè÷åíèé íà âûâîä, èìåâøèõ ìåñòî äëÿ ïðåäûäóùåãî ïðèåìà.

11. Ïîïûòêà ïåðåéòè ê îñëàáëåííûì îòíîøåíèÿì â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cde(0 ≤ e & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ max(ce, de) = emax(c, d))

èç òåîðåìû

∀cde(0 < e & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ max(ce, de) = emax(c, d))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & a < b→ a ≤ b)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(âòîðîéòåðì)".
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ9 -
êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ 0. Ýòà ïåðåìåííàÿ èãðàåò ðîëü èí-
äèêàòîðà èçìåíåíèÿ ñïèñêà õ8. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåð-
æäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ9 ïî î.ä.ç.

Íà÷èíàåòñÿ öèêë ïîïûòîê èçìåíåíèÿ àíòåöåäåíòîâ ñïèñêà õ8. Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â ñïèñîê õ8 òåêóùåãî àíàëèçèðóåìîãî àíòåöåäåíòà.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü òàêèå àíòåöåäåíòû õ13, êîòîðûå ñóòü ýëåìåíòàðíûå
óòâåðæäåíèÿ, èìåþùèå äëèíó áîëåå 2 è íå ÿâëÿþùèåñÿ ñëåäñòâèÿìè ïðî÷èõ
àíòåöåäåíòîâ, ïîïîëíåííûõ óòâåðæäåíèÿìè õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - àíòå-
öåäåíò "0 < e".

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ13. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà
òåîðåì "îñëàáëåíèå" îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåî-
ðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê åå êîíñåêâåíòà. Ýòî - îñëàáëåí-
íàÿ âåðñèÿ çàãîëîâêà óòâåðæäåíèÿ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 - ñèìâîë "ìåíüøå-
èëèðàâíî". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû çàãîëîâêà óòâåð-
æäåíèÿ õ13 íà ñèìâîë õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 ≤ e". Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê
õ19, ïîëó÷åííûé äîáàâëåíèåì ê õ11 ðåçóëüòàòà çàìåíû â ñïèñêå õ8 âõîæäåíèÿ
õ12 íà îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ13, à òàêæå äîáàâëåíèåì óòâåðæäåíèÿ õ18. Â
íàøåì ïðèìåðå îòðèöàíèå ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà è íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî ýêâè-
âàëåíòíû ðàâåíñòâó e = 0. Åñëè ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óäàåòñÿ
óñìîòðåòü, ÷òî õ9 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ19, ïðè÷åì ïîñûëêè ýòîé çàäà÷è
íåïðîòèâîðå÷èâû, òî âõîæäåíèå õ12 â ñïèñêå õ8 çàìåíÿåòñÿ íà óòâåðæäåíèå
õ18, à èíäèêàòîð õ10 óñòàíàâëèâàåòñÿ íà 1.

Ïî çàâåðøåíèè ïðîñìîòðà ñïèñêà õ8 ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 ðàâíî 1. Çàòåì ñî-
çäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ8 è êîíñåêâåíòîì õ9, êîòîðàÿ ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

Ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòîâ

1. Ïîïûòêà ðåàëèçàöèè ñóùåñòâåííîãî àíòåöåäåíòà òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòè-
çàöèè ïóòåì ïîäáîðà ïðèìåðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀b(b− öåëîå→ äðîáíàÿ÷àñòü(b) = 0)

èç òåîðåìû

∀an(a− ÷èñëî & n− öåëîå & n ≤ a & a < n + 1→ äðîáíàÿ÷àñòü(a) = a− n)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ a ≤ a)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå íåêîòîðîãî ñóùåñòâåííîãî àíòåöå-
äåíòà òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - àíòåöåäåíòà "n ≤ a". Åñëè çàãîëîâîê ýòîãî
àíòåöåäåíòà - ñèìâîë "íå", òî ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åãî
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ïåðâîãî îïåðàíäà, èíà÷å ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ õ10. Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "ìåíüøåèëèðàâ-
íî". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïðèìåð" îïðåäåëÿåò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ15
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ èñõîäíîé è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåì ïðè óíèôè-
êàöèè âõîæäåíèÿ õ10 ñ êîíñåêâåíòîì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ15 èìååò âèä

∀b(b− ÷èñëî & b− öåëîå & b < b + 1 & b− ÷èñëî→ äðîáíàÿ÷àñòü(b) = b− b)

Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîé îáðàáîòêè òåîðåìû
õ15 îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïåðàíäîâ" è "äåìîäèôèêàöèÿ". Â íàøåì ïðèìåðå õ16
ñîâïàäàåò ñ õ15. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò èìïëèêàöèè õ16.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ16. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà
÷àñòåé ðàâåíñòâà õ17, îáðàáîòàííûõ îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ18 íîðìàëèçàòîðà-
ìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå - "äðîáíàÿ÷àñòü(b)" è 0. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî òåðìû ïàðû õ19 ðàçëè÷íû. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
îáðàáîòêè ñïèñêà õ18 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíîïàðàìåòðîâ
òåðìîâ õ19. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ20, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé
ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé ïàðû õ19. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "äåìîäèôèêàöèÿ" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ïðèìåíåíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîãî òåð-
ìà è ïîñëåäóþùåå îáîáùåíèå

1. Âûâîä èç òîæäåñòâà ñâåðòêè f(a, b) = c òîæäåñòâà âèäà f(g(a), g(b)) = g(c) è
ïîñëåäóþùåå îáîáùåíèå òèïà "âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cde(c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ |d + e|c|d− e|c = |d2 − e2|c)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a2 − b2 = (a− b)(a + b))

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ a & 0 ≤ b→ acbc = (ab)c)

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ |a||b| = |ab|)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿå-
ìûé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà íå èìååò õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêîì "íîð-
ìàëèçàöèÿ". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ11. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ11 èìååò ðîâíî äâà
êîðíåâûõ îïåðàíäà, à ÷èñëî ïåðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû ìåíüøå 5. Ñïðàâî÷-
íèê ïîèñêà òåîðåì "ñâåðòêè" îïðåäåëÿåò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå ïåðâóþ äî-
ïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ó ýòîé òåîðåìû õàðàêòåðèñòèêè
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"íîðìàëèçàöèÿ(N)", à òàêæå õîòÿ áû îäíîé èç õàðàêòåðèñòèê "ðàçáèâàåò(N)",
"äèñòðèáðàçâåðòêà(N)". Â íàøåì ïðèìåðå N - "ïåðâûéòåðì". Ïåðåìåííîé õ18
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè ïåðâîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿN . Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "(ab)c".
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ ÷òî ÷èñ-
ëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ18 ðàâíî 2. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 - ñèìâîë "ñòåïåíü".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ19 èìååò åäèíèöó E ïî íåêîòîðîìó ñâîåìó îïåðàíäó. Ïåðå-
ìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ18, êîòîðûé
èìååò çàãîëîâîê õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå ab. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâà-
èâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîãî îïåðàíäà - íåêîòîðîé ïåðåìåííîé X. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îïåðàöèÿ õ19 èìååò åäèíèöó E èìåííî ïî îïåðàíäó õ22.

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå ïåðâîé äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî èìååò çàãîëîâîê õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé
êîðíåâîé îïåðàíä v âûðàæåíèÿ õ23 èìååò çàãîëîâîê õ19, ïðè÷åì òîò êîðíåâîé
îïåðàíä îïåðàíäà v, êîòîðûé ðàñïîëîæåí òàê æå, êàê îïåðàíä õ22 âõîæäåíèÿ
õ18, ðàâåí X.

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" îïðåäåëÿåò ïî õ12 âòîðóþ äîïîëíè-
òåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "íîðìà-
ëèçàöèÿ(M)". Â íàøåì ïðèìåðå M - "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâà-
åòñÿ çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå âòîðîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ30
- çàãîëîâîê ýòîãî âûðàæåíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ29 - âûðàæåíèå "|ab|", õ30
- ñèìâîë "ìîäóëü". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ29 èìååò åäèíñòâåííûé êîðíåâîé îïå-
ðàíä w, ïðè÷åì çàãîëîâêîì ýòîãî îïåðàíäà ñëóæèò ñèìâîë õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ w ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ çà-
ìåíÿåìîå âûðàæåíèå âòîðîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî
åãî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ðàâíî 2, ïðè÷åì ñèìâîë õ30 ÿâëÿåòñÿ çàãîëîâêîì ýòèõ
îïåðàíäîâ.

Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ32 ïðåîáðàçîâàíèÿ êîðíåâîãî
îïåðàíäà çàìåíÿþùåé ÷àñòè âòîðîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ïðè ïîìîùè èñ-
õîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì:

∀cd((c− d)− ÷èñëî & (c + d)− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ |c− d| · |c + d| =
|c2 − d2|)

Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå
òåîðåìû õ32, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - ëåâîé ÷àñòè. Îïå-
ðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ37 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ21
â ïåðâóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè òåîðåìû õ32. Ýòîò ðåçóëüòàò
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ ïîëó÷åíèÿ èìïëèêàöèè, ïîäáèðàþùåé êî-
ðåíü óðàâíåíèÿ

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü îïåðàòîð óñìîòðåíèÿ ïîâòîðÿþùèõñÿ ïîäâûðàæåíèé äëÿ
ïîëó÷åíèÿ èìïëèêàöèè, ïîäáèðàþùåé êîðåíü óðàâíåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû



974 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c = a + b→ −3abc + c3 = a3 + b3)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ (a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî â êîíñåêâåíòå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì óòâåðæäåíèåì, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíà èç ÷àñòåé äàí-
íîãî ðàâåíñòâà íåáåñïîâòîðíà. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ëåâîé
÷àñòè ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå - "ñòåïåíü". Îïðåäåëÿåòñÿ òèï T çíà÷åíèé
âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "÷èñëî". Ñïðàâî÷íèê "ïîâòîð"
îïðåäåëÿåò ïî õ11 íàçâàíèå õ13 íîðìàëèçàòîðà âûäåëåíèÿ ïîâòîðÿþùèõñÿ âõî-
æäåíèé ïîäâûðàæåíèé òèïà T , ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûå. Â íàøåì ïðèìåðå -
"ïîâòîð÷èñëî". Íàïîìíèì, ÷òî ýòîò íîðìàëèçàòîð ïðèìåíÿëñÿ äëÿ ïåðåõîäà ê
íîâûì íåèçâåñòíûì ïðè ðåøåíèè ñèñòåì óðàâíåíèé ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû.

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ íîðìàëèçàòîðà õ13 ê âû-
ðàæåíèþ õ10 îòíîñèòåëüíî àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ ôè-
ãóðèðóþò âñå ïåðåìåííûå ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì
ïðèìåðå õ14 èìååò âèä "−3ab(a + b)− a3 − b3 + (a + b)3 = 0". Âûáèðàåòñÿ ïåðå-
ìåííàÿ õ15, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ
c. Îïåðàòîð "ïîâòîð" ïåðå÷èñëÿåò âûðàæåíèÿ õ16, èìåþùèå áîëåå îäíîãî âõî-
æäåíèÿ â òåðì õ14, ïðèñâàèâàÿ ïðè ýòîì ïåðåìåííîé õ17 ðåçóëüòàò çàìåíû â
õ14 âñåõ âõîæäåíèé âûðàæåíèÿ õ16 íà ïåðåìåííóþ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ16
- "a + b", õ17 - "−3abc − a3 − b3 + c3". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ17 èìååò îòëè÷íóþ
îò õ15 ïåðåìåííóþ. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ16.
Îïðåäåëÿåòñÿ òèï S çíà÷åíèé âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ18. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - "÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó
àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû óòâåðæäåíèÿ "S(õ15)".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ22 ñ àíòåöåäåíòàìè õ21 è åäèíñòâåííûì óñëî-
âèåì õ17. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò", "ÿâíîå", "ïîïûòêàñïóñêà",
"íåèçâåñòíûå õ15". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ îòâåò çàäà÷è õ22. Â íàøåì
ïðèìåðå îí èìååò âèä "−3abc + c3 = a3 + b3". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ23 - ðàâåíñòâî,
ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ õ15 èìååò â íåì áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ. Ñîçäàåòñÿ èìïëè-
êàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé
òåîðåìû ðàâåíñòâà "ðàâíî(õ15 õ16)", à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò óòâåðæäåíèå õ23.
Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ èç ýòîé òåî-
ðåìû ôîðìóëû Êàðäàíî äàëåå âûïîëíÿþòñÿ ëèøü øàãè îáîáùåíèÿ. Îñíîâíóþ
ðîëü èãðàåò ïåðåîáîçíà÷åíèå íå ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûõ ïîäâûðàæåíèé ("êî-
ýôôèöèåíòîâ") íà íîâûå ïåðåìåííûå.

Ïðèìåíåíèå òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé
ýêâèâàëåíòíîñòè

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî ñâåðòêè äëÿ âàðüèðîâàíèÿ ðàçäåëÿþùåé ýê-
âèâàëåíòíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀c(c− ÷èñëî→ sin(2c) = 0↔ sin c = 0 ∨ cos c = 0)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ sin(2a)/2 = sin a cos a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ab = 0↔ a = 0 ∨ b = 0)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(âòîðîéòåðì)".

Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêîì "íîðìàëèçàöèÿ". Ïåðå-
ìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî èìå-
åò ìåíüøå 5 âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê
âûðàæåíèÿ õ10. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàçäåëèòü" îïðåäåëÿåò ïî õ11 óêà-
çàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò õàðàêòåðè-
ñòèêó ñ çàãîëîâêîì "è" ëèáî "èëè". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñîãëàñíî äàííîé õàðàêòåðèñòèêå.
Âíóòðè õ17 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ18 ñèìâîëà õ11. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä"
îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ19 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ18 ïðè ïîìîùè èñõîäíîé
òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà" ñ îïöèåé
"êîíñåêâåíò", ïîñëå ÷åãî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ïðèìåíåíèå òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíî-
ãî òîæäåñòâà

1. Ïðèìåíåíèå òîæäåñòâà ñâåðòêè äëÿ óïðîùåíèÿ áåñïîâòîðíîãî ôðàãìåíòà çàìå-
íÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà ñâåðòêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀c(c− ÷èñëî→ (sin c + cos c)2 = 1 + sin(2c))

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ sin(2a) = 2 sin a cos a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ (a + b)2 = a2 + 2ab + b2)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ11
- ñèìâîë ïî ýòîìó âõîæäåíèþ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì ïî âõî-
æäåíèþ õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåáåñïîâòîðíûé. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"ôðàãì" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ11 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðå-
ìó. Íàõîäèòñÿ åå õàðàêòåðèñòèêà "ñâåðòêà(N)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñîãëàñ-
íî íàïðàâëåíèþ N . Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå áåñïîâòîðíîãî
îïåðàíäà õ20 âõîæäåíèÿ õ18. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 - "2ab". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
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ýòîò îïåðàíä âêëþ÷àåò âñå ïàðàìåòðû ïîäòåðìà õ18. Âíóòðè õ19 âûáèðàåò-
ñÿ âõîæäåíèå õ21 ñèìâîëà õ11. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò
õ22 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ21 â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè èñ-
õîäíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Îòîæäåñòâëåíèå ïåðåìåííûõ â òåîðåìå

1. Ïîïûòêà ïîëó÷èòü òîæäåñòâî äèñòðèáóòèâíîé ðàçâåðòêè ïóòåì îòîæäåñòâëå-
íèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ace(¬(c = 0) & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ a/c + e/c = (a + e)/c)

èç òåîðåìû

∀abce(¬(b = 0) & ¬(c = 0) & a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & e − ÷èñëî →
(ac + be)/bc = a/b + e/c)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìå-
íÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþùåå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 áåñ-
ïîâòîðíî è èìååò ðîâíî äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà, à õ10 - íå áåñïîâòîðíî. Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 òàêîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ11, êîòîðûé
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàöèþ õ14 îò äâóõ ïåðåìåííûõ õ17 è õ18. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ12 - âõîæäåíèå ñëàãàåìîãî a/b, õ14 - ñèìâîë "äðîáü". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âõîæäåíèå õ13 äðóãîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ11 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïå-
ðàöèþ õ19 îò äâóõ ïåðåìåííûõ õ22 è õ23. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - âõîæäåíèå
ñëàãàåìîãî e/c, õ19 - ñèìâîë "äðîáü".

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè
ïåðåìåííîé õ22 âìåñòî õ17 â òåðì õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "(ac + ce)/(cc)". Ïå-
ðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ22
âìåñòî õ17 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ24. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå
îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ28 óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ õ25 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê
õ26. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 èìååò âèä "(a + e)/c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæå-
íèå õ28 áåñïîâòîðíî. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ29 ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ22
âìåñòî õ17 â òåðì õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "a/c+e/c". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ26 è êîíñåêâåíòîì "ðàâíî(õ29 õ28)". Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òåîðåìå

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ àòîìàðíûõ ïîäâûðàæå-
íèé ñ çàäàííûì çàãîëîâêîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abe(a− ÷èñëî & Âåêòîð(e) & Âåêòîð(b)→ a(e + b) = ae + ab)

èç òåîðåìû
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∀aceA(a − ÷èñëî & c − òî÷êà & A − òî÷êà & Âåêòîð(e) & a(e + âåêòîð(Ac)) =
ae + aâåêòîð(Ac))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(Âåêòîð(a)↔ ∃AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & a = âåêòîð(AB)))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïðîãðàììà ïðèåìà ïî÷òè äîñëîâíî ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé ïðèåìà òàêîãî æå
òèïà, ðàíåå ðàññìîòðåííîé â ñâÿçè ñ äðóãîé õàðàêòåðèñòèêîé. Äëÿ óäîáñòâà
÷òåíèÿ ïîâòîðèì åå.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Â êîíñåêâåíòå âûáèðàåòñÿ
âõîæäåíèå õ10 àòîìàðíîãî ïîäâûðàæåíèÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(Ac)".
Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ýòîãî ïîäâûðàæåíèÿ. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ñïèñêà õ12 âñòðå÷àåòñÿ â êîíñåêâåíòå è ñóùå-
ñòâåííûõ àíòåöåäåíòàõ òîëüêî âíóòðè ïîäòåðìà, ðàâíîãî õ11. Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ11, ïåðåìåííîé õ16 - òèï åãî çíà÷åíèÿ. Â
íàøåì ñëó÷àå - "Âåêòîð". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïàðàìîïèñàíèå" íàõîäèò
ïî õ16 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â
èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì:

∀b(Âåêòîð(b)↔ ∃df (d− òî÷êà & f − òî÷êà & b = âåêòîð(df)))

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà èìïëèêàöèè õ19. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûé îïåðàíä ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè èìååò çàãîëîâîê õ16, à âòîðîé
- êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ õ21. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûé îïåðàíä
ïåðâîãî îïåðàíäà ýêâèâàëåíòíîñòè - ïåðåìåííàÿ; îíà ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ23. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî "b". Ñðåäè óòâåðæäåíèé õ23 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ24
ïåðåìåííîé õ23 òåðìó õ25, èìåþùåìó çàãîëîâîê õ14. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ25. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 - "âåêòîð(df)". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå ñïèñêà õ26 ïðèíàäëåæàò ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêå
êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî òåðì õ11 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì
ïðèìåíåíèÿ íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ26 â òåðì õ25. Ïå-
ðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòàíîâêè
êî âñåì îòëè÷íûì îò õ24 ýëåìåíòàì íàáîðà õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - ïàðà óòâåð-
æäåíèé "A - òî÷êà", "c - òî÷êà". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ
òàêèõ àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, â êîòîðûõ èìååòñÿ ïåðåìåííàÿ ñïèñêà
õ12, íå ðàñïîëîæåííàÿ âíóòðè ïîäòåðìà, ðàâíîãî õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ïàðà
óòâåðæäåíèé "c - òî÷êà", "A - òî÷êà".

Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíêàòåíàöèÿ ñïèñêà õ8 ñ îòáðîøåííûìè óòâåð-
æäåíèÿìè õ29, è ñïèñêà õ28. Â íàøåì ïðèìåðå ðåçóëüòàò ñîñòîèò èç òåõ æå
óòâåðæäåíèé, ÷òî è ñïèñîê õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà
õ29 óñìàòðèâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè èç ñïèñêà õ30. Îïðåäåëÿåòñÿ ðå-
çóëüòàò K çàìåíû â êîíñåêâåíòå èñõîäíîé òåîðåìû âñåõ âõîæäåíèé ïîäòåðìà
õ11 íà ïåðåìåííóþ õ23, à òàêæå ðåçóëüòàò M òàêîé æå çàìåíû âî âñåõ óòâåð-
æäåíèÿõ ñïèñêà õ8, íå âîøåäøèõ â õ29. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ,
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àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷åíû äîáàâëåíèåì ê M ëåâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè
õ20, à êîíñåêâåíò - K.

2. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ îáúåêòîâ çàäàííîãî òè-
ïà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀z(z − êîìïëåêñíîå→ −zñîïðÿæåííîå(z) = −(|z|2))

èç òåîðåìû

∀bc(b− êîìïëåêñíîå & c− êîìïëåêñíîå→ −b2 − c2 = (b + ci)(−b + ci))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀z(z − êîìïëåêñíîå↔ ∃xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z = x + iy)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèíå, ïåðåìåííîé õ11 - çàìå-
íÿþùåå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òèïîâ çíà÷åíèé íåîäíîáóêâåííûõ ïîäâûðàæåíèé âûðà-
æåíèÿ õ10. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç ñèìâîëà "êîìïëåêñíîå". Â ñïèñêå
õ13 âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ14, è ñïðàâî÷íèê "ïàðàìîïèñàíèå" íàõîäèò ïî íåìó
óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìå åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåí-
íûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 ñîâïàäàåò ñ äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìîé. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè
ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðàÿ èìååò çàãî-
ëîâîê õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "êîìïëåêñíîå(z)". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè, çàãîëîâîê êîòîðîé - êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà õ17 íå èìååò àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ
õ20. Â ýòîì ñïèñêå íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ22 ïåðåìåííîé õ23 âûðàæåíèþ õ24. Â
íàøåì ïðèìåðå îíî èìååò âèä "z = x+iy". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ23 - êîðíåâîé îïå-
ðàíä óòâåðæäåíèÿ õ19. Â âûðàæåíèè õ10 íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ25 çàãîëîâêà
P âûðàæåíèÿ õ24. Â íàøåì ïðèìåðå - "b + ci". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïîäòåðì õ25, ïåðåìåííîé õ27 - ñïèñîê åãî ïàðàìåòðîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå
ïåðåìåííûå èñõîäíîé òåîðåìû âñòðå÷àþòñÿ â ñïèñêå õ27.

Íàõîäèòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ27, ïåðåâîäÿùàÿ âûðàæåíèå õ26
â õ24. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ëèøü ïåðåîáîçíà÷àåò ïåðåìåííûå. Ïåðåìåííîé õ29
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì
õ12. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "x - êîìïëåêñíîå" è "y -
êîìïëåêñíîå".

Ïðè ïîìîùè çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ29
ñóòü ñëåäñòâèÿ óòâåðæäåíèé õ21.

Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ïåðåìåííûõ X, Y , íå âõîäÿùèõ â òåîðåìó
õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìå-
íåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ðåçóëüòàòó çàìåíû â òåðìå õ10 âõîæäåíèÿ õ25 íà ïåðå-
ìåííóþ õ23. Â íàøåì ïðèìåðå - "z(−x + iy)". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ



3.97. Õàðàêòåðèñòèêà "ñâåðòêà" 979

ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê âûðàæåíèþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå -
"−x2 − y2".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ21 è óñëîâèÿìè "ðàâíî(X õ31)",
"ðàâíî(Y õ32)". Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå
X Y ", "èçâåñòíî õ23". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "x−÷èñëî", "y−÷èñëî",
"z = x + iy". Óñëîâèÿ ñóòü "a = z(−x + iy)", "b = −x2− y2". Íåèçâåñòíûå - a, b,
èçâåñòíûé ïàðàìåòð - z. Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ34. Â íàøåì
ïðèìåðå îí èìååò âèä "b = −(Re(z)2 + Im(z)2) & a = −z · ñîïðÿæåííîå(z)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", è ïåðåìåííîé õ35 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Â íåì íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ36
ñ ïåðåìåííîé X â ëåâîé ÷àñòè è ðàâåíñòâî õ37 ñ ïåðåìåííîé Y â ëåâîé ÷à-
ñòè. Ïåðåìåííûè õ38 è õ39 ïðèñâàèâàþòñÿ ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ õ36 è õ37.
Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ38 è õ39. Îïðåäåëÿåòñÿ
ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" èìïëèêàöèè ñ àíòåöåäåíòîì
õ19 è êîíñåêâåíòîì õ40, êîòîðûé ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Âûâîä óñëîâíîãî òîæäåñòâà, èñïîëüçóþùåãî ðàâåíñòâî â ïîñûëêàõ äëÿ èñêëþ-
÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & c− rational &
¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) & ¬(b = 0) & a/b = d→ ac/bc = dc)

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & c− rational &
¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) & ¬(b = 0)→ (a/b)c = ac/bc)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèíå, ïåðåìåííîé õ11 - çà-
ìåíÿþùåå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî âûðàæåíèå õ11 áåñïîâòîðíî. Â íåì âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 íåîäíîáóê-
âåííîãî ïîäòåðìà, èìåþùåãî ðîâíî äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà. Â íàøåì ïðèìåðå
õ13 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ a/b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîðíåâûå îïåðàíäû âõîæäå-
íèÿ õ13 - ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå õ14 è õ15, èìåþùèå åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå
â âûðàæåíèè õ10. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ14 â
âûðàæåíèå õ10. ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ëþáîãî íàäòåðìà âõîæäå-
íèÿ õ16 íå ñîâïàäàåò ñ ïàðîé õ14, õ15.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ17, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ
õ13 â òåðì õ11 íà ïåðåìåííóþ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "dc". Ïåðå-
ìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ12 ðàâåíñòâà ïîä-
òåðìà õ13 ïåðåìåííîé õ17. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ19 è êîíñå-
êâåíòîì "ðàâíî(õ10 õ18)". Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé
õàðàêòåðèñòèêîé "èñêëþ÷íåèçâ(N)", ãäå N - íîìåð ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà.
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2. Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà "ñêëåéëèí" äëÿ ïîëó÷åíèÿ òîæäåñòâà "ñêëåéêàîïå-
ðàíäîâ".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abdf (¬(b = 0) & ¬(cos d = 0) & a−÷èñëî & b−÷èñëî & d−÷èñëî & f −÷èñëî→
(ab cos d + f sin d)/(b cos d) = a + (f tg d)/b)

èç òåîðåìû

∀abc(¬(a = 0) & ¬(cos b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→
(c tg b)/a = c sin b/(a cos b))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ace(¬(c = 0) & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ (e + ac)/c = a + e/c)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèíå, ïåðåìåííîé õ11 - çà-
ìåíÿþùåå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 íå áåñïîâòîðíî, à õ11 áåñïîâòîðíî, ïðè÷åì
îöåíêà ñëîæíîñòè âûðàæåíèÿ õ10 ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè âûðàæåíèÿ õ11.
Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïîäòåðìîâ âûðàæåíèÿ õ10, èìåþùèõ
ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Â íàøåì ïðèìåðå - "sin b" è "cos b", Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñïèñîê õ12 äâóõýëåìåíòíûé, ïðè÷åì êàæäûé åãî ýëåìåíò èìååò åäèíñòâåí-
íîå âõîæäåíèå â õ10. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ10.
Â íàøåì ïðèìåðå - "äðîáü".

Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòâèå â ñïèñêå âûâîäà òåîðåìû ñ õàðàêòåðèñòèêîé "ñâåðòêà",
îáîáùàþùåé èñõîäíóþ òåîðåìó. Çàòåì ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñêëåéëèí"
íàõîäèò ïî õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ20 - âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 -
âõîæäåíèå ïðàâîé ÷àñòè, õ20 - âõîæäåíèå ëåâîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïå-
ðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ20 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî
îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ20, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ
õ23. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííóþ c. Âíóòðè âõîæäåíèÿ õ19 íàõîäèòñÿ âõî-
æäåíèå õ24 òîé æå ïåðåìåííîé õ23. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ òî âõîæäå-
íèå, íåïîñðåäñòâåííûì îïåðàíäîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ õ24. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî
âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ e/c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê ïîäòåðìà õ25 ðàâåí õ13.

Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ26 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ25 â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà
ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "ñêëåéêàîïåðàíäîâ".

3. Âûâîä òåîðåìû ïðèåìà, èñïîëüçóþùåãî ïðîïîðöèîíàëüíîñòü èç êîíòåêñòà äëÿ
èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcde(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & c − rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c) −
even) & ¬(b = 0) & d−÷èñëî & e−÷èñëî & ¬(e = 0) & ace = bcd→ (a/b)c = d/e)
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èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & c− rational &
¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) & ¬(b = 0)→ (a/b)c = ac/bc)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèíå, ïåðåìåííîé õ11 - çà-
ìåíÿþùåå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 èìååò çàãîëîâîê "äðîáü", ïðè÷åì ñïèñîê õ12
ìàêñèìàëüíî ñëîæíûõ ïîäòåðìîâ âûðàæåíèÿ õ10 ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ.
Â íàøåì ïðèìåðå - "ac", "bc". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê èìåþùèõ
ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü ïîäòåðìîâ âûðàæåíèÿ õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îä-
íîýëåìåíòåí. Â íàøåì ïðèìåðå - ñîñòîèò èç âûðàæåíèÿ "(a/b)c".

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîðíåâûõ îïåðàíäîâ âûðàæåíèÿ õ10.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ12 âêëþ÷àåòñÿ â õ14. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïàðà ïåðåìåííûõ X, Y , íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå -
d, e. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïðîèçâåäåíèÿ ïåðâîãî ýëåìåíòà
ïàðû õ14 íà ïåðåìåííóþ Y ïðîèçâåäåíèþ âòîðîãî ýëåìåíòà ïàðû õ14 íà ïå-
ðåìåííóþ X. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ
èñõîäíîé òåîðåìû ñ óòâåðæäåíèÿìè "÷èñëî(X)", "÷èñëî(Y )", "íå(ðàâíî(Y 0))"
è ñ óòâåðæäåíèåì õ16. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ
õ11 âûðàæåíèþ "äðîáü(X, Y )". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ17
è êîíñåêâåíòîì õ18, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé
õàðàêòåðèñòèêîé "îïðíåèçâ(N)", ãäå N - íîìåð ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà.

4. Âûâîä òåîðåìû äëÿ âàðüèðîâàíèÿ ñòàíäàðòèçèðóåìîãî îïåðàíäà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acde(c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & 0 < d + e & 0 ≤ d− e & a− ÷èñëî &
a = −e2 + d2 → (d− e)c = ac/(d + e)c)

èç òåîðåìû

∀cde(c−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî & 0 ≤ d+e & 0 ≤ d−e→ (d+e)c(d−e)c =
(−e2 + d2)c)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâåðòêà(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèíå, ïåðåìåííîé õ11 - çà-
ìåíÿþùåå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïîäòåðìîâ âûðàæåíèÿ õ10,
èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Â íàøåì ïðèìåðå - "(d + e)c" è "(d− e)c".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ12 äâóõýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïîäòåðìîâ âûðàæåíèÿ õ11, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îí îäíîýëåìåíòíûé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêè âñåõ òåðìîâ ñïèñ-
êîâ õ12 è õ13 ðàâíû îäíîìó è òîìó æå ñèìâîëó õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ14
- ñèìâîë "ñòåïåíü". Ñïðàâî÷íèê "îïåðàíäíîìåð" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ14
òàêóþ òðîéêó (i, A,B), ÷òî â âûðàæåíèÿõ ñ çàãîëîâêîì õ14 öåëåñîîáðàçåí ïå-
ðåõîä ê îäèíàêîâûì i-ì êîðíåâûì îïåðàíäàì. Ïðè ýòîì A - âûðàæåíèå âèäà
"f(x1, . . . , xn)", ãäå f - ñèìâîë õ14; B - êîíúþíêöèÿ ôèëüòðîâ, óòî÷íÿþùèõ
êîíòåêñò ñòàíäàðòèçàöèè îïåðàíäîâ. Ôèëüòðû çàäàíû â òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ
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x1, . . . , xn. Â íàøåì ïðèìåðå i = 1, A = ab, B - ôèëüòð "è(òèï(îïèñàòü)óñëîâèå
íå(èçâåñòíî(b)))". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå i-ãî êîðíåâîãî îïå-
ðàíäà ïåðâîãî âûðàæåíèÿ ñïèñêà õ12, ïåðåìåííîé õ18 - âõîæäåíèå i-ãî êîðíåâî-
ãî îïåðàíäâ âòîðîãî âûðàæåíèÿ ñïèñêà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå, ñîîòâåòñòâåííî,
âõîæäåíèÿ ïîäòåðìîû d + e è d− e. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäòåðìû õ17 è õ18 ðàç-
ëè÷íû è íå ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
i-ãî êîðíåâîãî îïåðàíäà âûðàæåíèÿ ñïèñêà õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäòåðì õ19
îòëè÷åí îò ïîäòåðìîâ õ17 è õ18.

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íåêîòîðîå âûðàæåíèå ïàðû õ12. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "(d − e)c". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ21, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðå-
ìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ20 èìååò
åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ10. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
çàìåíû ýòîãî âõîæäåíèÿ íà ïåðåìåííóþ õ21. Â íàøåì ïðèìåðå õ24 èìååò âèä
"(d + e)ca".

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Ðåøà-
åòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ26 ñ ïîñûëêàìè õ25 è óñëîâèÿìè "ðàâíî(õ24 õ11)",
"T (õ21)", ãäå T - òèï çíà÷åíèé âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ14. Â íàøåì ïðèìåðå
- "÷èñëî". Öåëè çàäà÷è õ26 - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå
õ21", "óïðîñòèòü". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ27. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò âèä:

(¬(d + e = 0) & a = (−e2 + d2)c/(d + e)c ∨ d = −e) & a− ÷èñëî

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", è ïåðåìåííîé õ28 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ åãî ê âèäó ä.í.ô. Ñðåäè äèçúþíêòèâ-
íûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ28 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ29. Â íàøåì ïðèìåðå -
"¬(d + e = 0) & a = (−e2 + d2)c/(d + e)c & a− ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ29. Ñðåäè íèõ íàõîäèòñÿ
ðàâåíñòâî õ31 ñ ïåðåìåííîé õ21 â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â õ31 âûðàæåíèÿ õ20 âìåñòî ïåðåìåííîé õ21. Â íàøåì
ïðèìåðå îí èìååò âèä:

(d− e)c = (−e2 + d2)c/(d + e)c

Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "−e2+d2". Ïðî-
âåðÿåòñÿ ÷òî âûðàæåíèå õ33 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå õ35 â òåðì õ32. Ïå-
ðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ýòîãî âõîæäåíèÿ íà ïåðåìåííóþ
õ21. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ25 ñ îòëè÷íûìè îò
õ31 ýëåìåíòàìè íàáîðà õ30. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîò-
êè ñïèñêà õ37 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåð-
æäåíèÿ õ36. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ38
ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ21 è õ33. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ39 è êîíñåêâåíòîì õ36. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò
ïàðû õ12, îòëè÷íûé îò õ20, ïåðåìåííîé õ42 - òåðì "ñòàíäëîãàðèôì(õ20 õ41 âòî-
ðîéòåðì)". Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "ñòàíäëîãàðèôì((d − e)c, (d + e)c,
âòîðîéòåðì)". Òåîðåìà õ40 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà è ñïîïðîâîæäàåòñÿ
åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé õ42.
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3.98 Õàðàêòåðèñòèêà "ñâîéñòâà"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ñâîéñòâà(õ1)" ñíàáæàþòñÿ ïðîñòûå èìïëèêàöèè, âûðàæàþùèå ñâîé-
ñòâà "ñëîæíîãî" îáúåêòà õ1.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïîïûòêà êâàíòîðíîé ðàñøèôðîâêè êîíñåêâåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− set & a ⊆ R & îãðñíèçó(a) & b ∈ a→ inf(a) ≤ b)

èç òåîðåìû

∀a(¬(a = ∅) & a− set & a ⊆ R & îãðñíèçó(a)→ íèæíÿÿãðàíü(inf(a), a))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâîéñòâà(inf(a))".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä òåêóùåé õàðàêòåèèñòèêè, ïå-
ðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ðåøàåòñÿ çà-
äà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ10 è åäèíñòâåííûì óñëîâèåì õ9. Öåëè çàäà÷è -
"ïðÿìîéîòâåò", "ðåäàêöèÿ", "ðàçâåðòêà", "ïîëíûé". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðå-
ìåííîé õ12. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "∀b(b ∈ a→ inf(a) ≤ b)". Ïåðåìåí-
íîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ12. Â ýòîì
ñïèñêå âûáèðàåòñÿ ïðîñòàÿ èìïëèêàöèÿ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå îíà ñîâïàäàåò
ñ óòâåðæäåíèåì õ12. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò èìïëèêàöèè
õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîäåðæèò ïîäòåðì õ8. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îáúåäèíåíèÿ ñïèñêà õ10
ñî ñïèêìî àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè õ14 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåðæäå-
íèÿ õ15. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16 è êîíñåêâåíòîì õ15,
êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ðàñøèôðîâêà êîíñåêâåíòà â äèçúþíêöèþ, ïåðåíåñåíèå äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà
â àíòåöåäåíòû è èñêëþ÷åíèå íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & ¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB)) & A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà→
0 < ∠(ABC))

èç òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & ¬(B = C) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà→
0 ≤ ∠(ABC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a < b ∨ a = b↔ a ≤ b)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâîéñòâà(∠(ABC))".
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - "ìåíüøåèëèðàâíî". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îïðåäåëåíèå" íàõîäèò ïî
õ10 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïåðåîáîðçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñ-
õîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 ñîâïàäàåò ñ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìîé.
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ13 - íåêîòî-
ðîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýê-
âèâàëåíòíîñòè, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âõîæäåíèå õ16
äðóãîé ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ âõîæäåíèåì äèçúþíêöèè ñ äâóìÿ êîðíåâûìè îïåðàíäà-
ìè.

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ15, ïåðåìåííîé õ18 - ñïèñîê åãî ïàðà-
ìåòðîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 - óòâåðæäåíèå "a ≤ b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê
õ18 âêëþ÷àåò âñå ïåðåìåííûå òåîðåìû õ13. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ18, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ17 è õ8. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâà-
åòñÿ íàáîð äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ äèçúþíêöèè õ16. Îïðåäåëÿåòñÿ ñïèñîê õ21
ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ê óòâåðæäåíèÿì õ20 ïîäñòàíîâêè S. Ïåðåìåííîé õ22
ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ9 ñ íàáîðîì ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîä-
ñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ13.

Â ñïèñêå õ21 âûáèðàåòñÿ ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå õ23, íå ÿâëÿþùååñÿ ðàâåí-
ñòâîì. Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèå "0 < ∠(ABC)". Ïåðåìåííîé õ24 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ äðóãîå óòâåðæäåíèå ïàðû õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 = ∠(ABC)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ýëåìåíòàðíîå è ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì.
Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöå-
äåíòû" ñïèñêà õ22, ê êîòîðîìó äîáàâëåíî îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ24. Îáðàáîò-
êà âåäåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåð-
æäåíèÿ íàáîðà õ25 íå ñîäåðæàò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ25 è êîíñåêâåíòîì õ23. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "íîðìòåîðåìà", è êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû ðåçóëüòàòà ðåãèñòðèðóþòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

3. Âûâîä èìïëèêàöèè äëÿ óñìîòðåíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDE(¬(A = B) & ¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB)) & D ∈ îòðåçîê(CE) &
E ∈ îòðåçîê(AB) & A−òî÷êà& B−òî÷êà& C−òî÷êà& ¬(D ∈ ôèãóðà(ABC))→
ëîæü)

èç òåîðåìû

∀ABCDE(¬(A = B) & ¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB)) & D ∈ îòðåçîê(CE) &
E ∈ îòðåçîê(AB) & A− òî÷êà & B− òî÷êà & C − òî÷êà→ D ∈ ôèãóðà(ABC))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâîéñòâà(ôèãóðà(íàáîð(ABC)))".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ.
Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ
õ8 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ9 ïðè ïîìîùè çàäàè íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåì
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ïðèìåðå - "D ∈ ôèãóðà(ABC)". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äî-
áàâëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ12 ê ñïèñêó õ9. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöå-
äåíòàìè õ13 è êîíñåêâåíòîì "ëîæü", êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà
ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "êîíòðîëü".

4. Ïîïûòêà óñìîòðåòü ýêâèâàëåíòíîñòü êîíñåêâåíòà îäíîìó èç àíòåöåäåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bc(b− ÷èñëî & c− rational→ (b + c)− rational↔ b− rational)

èç òåîðåìû

∀bc(b− rational & c− rational→ (b + c)− rational)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâîéñòâà(b + c)". Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò
òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí áåñïîâòîðíûé. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ11
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, èìåþùèõ çàãîëîâîê õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âñå ýòè àíòåöåäåíòû èìåþò âèä P (X), ãäå P - îäíîìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèì-
âîë, X - ïåðåìåííàÿ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåð-
æäåíèé íàáîðà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñî ñïèñêîì ïàðàìåòðîâ
óòâåðæäåíèÿ õ8. Â ñïèñêå õ12 âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå -
ïåðåìåííàÿ b. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ14, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöå-
äåíòîâ, íå âîøåäøèõ â ñïèñîê õ11. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäñïèñîê
ñïèñêà õ15, îáðàçîâàííûé óòâåðæäåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè ïåðåìåííóþ õ13. Â
íàøåì ïðèìåðå ñïèñîê õ16 ïóñò. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð íå âî-
øåäøèõ â ñïèñîê õ16 óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ15, ê êîòîðîìó äîáàâëÿþòñÿ íå
ñîäåðæàùèå õ13 óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ11, à òàêæå óòâåðæåíèå "õ10(õ14)". Â
íàøåì ïðèìåðå - "ðàöèîíàëüíîå(a)". Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä êîíñå-
êâåíòà T . Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ16 ñ óòâåðæäå-
íèÿìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. âûðàæåíèÿ T , à òàêæå ñ
ðàâåíñòâîì âûðàæåíèÿ T ïåðåìåííîé õ14.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ17 è óñëîâèÿìè õ18. Öåëè çàäà÷è -
"ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "èëè", "íåèçâåñòíûå õ13". Îò-
âåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ20. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "b = a− c".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íàáîð äèçúþíêòâèíûõ ÷ëåíîâ ðåçóëüòàòà ïðèâåäåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ20
ê âèäó ä.í.ô. Â ýòîì íàáîðå âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ22. Â íàøåì ïðèìåðå
îíî ñîâïàäàåò ñ õ20. Â ñïèñêå õ23 êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ22
âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ24 ñ ïåðåìåííîé õ13 â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ25
ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñêà õ23 ïîñëå óäàëåíèÿ èç íåãî ðàâåíñòâà õ24. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè óòâåðæäåíèé õ25 íåò ðàâåíñòâà, ïðè÷åì ýòè ïåðåìåííûå íå
ñîäåðæàò ïåðåìåííîé õ14.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòðèöàíèå êàæäîãî îòëè÷íîãî îò õ22 ýëåìåíòà ñïèñêà õ21
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îáúåäèíåíèÿ óòâåðæäåíèé õ25 ñ óòâåðæäåíèÿìè õ17. Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü Q ðàâåíñòâà õ24. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ
îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ17 è õ25, è óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå "õ10(Q)"
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ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ26. Â ñïèñêå õ11 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå
õ28, ñîäåðæàùåå ïåðåìåííóþ õ13. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêà õ25 ñî ñïèñêîì îòëè÷íûõ îò õ28 ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ9, à òàêæå ñ óòâåð-
æäåíèÿìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ òåðìà Q ïî î.ä.ç. Ïåðåìåííîé
õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ8 è õ28. Ïåðåìåííîé õ31
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ29 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû"
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ30. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àí-
òåöåäåíòàìè õ31 è êîíñåêâåíòîì õ30, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Ïîäñòàíîâêà åäèíèöû âìåñòî áåñïîâòîðíîé ïåðåìåííîé êîíñåêâåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀m(m− öåëîå→ m− rational)

èç òåîðåìû

∀mn(n− íàòóðàëüíîå & m− öåëîå→ (m/n)− rational)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâîéñòâà(m/n)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê àí-
òåöåäåíòîâ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ10 â óòâåðæäåíèå õ8 íåîäíîáóêâåííî-
ãî ïîäòåðìà. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå
õ10 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ m/n. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ åäèíèöà îïå-
ðàöèè õ11, ïåðåìåííîé õ14 - íîìåð îïåðàíäà, ïî êîòîðîìó èìååòñÿ åäèíèöà. Â
íàøåì ïðèìåðå, ñîîòâåòñòâåííî, õ13 ðàâíî 1, à õ14 - 2. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàè-
âàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ10, ïî êîòîðîìó èìååòñÿ åäèíèöà
õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ15 ðàñïîëîæåíà íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ
õ16, èìåþùàÿ â òåðìå õ8 ëèøü îäíî âõîæäåíèå. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - ïåðå-
ìåííàÿ n.

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè åäèíèöû õ13
âìåñòî ïåðåìåííîé õ16 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ9, ïåðåìåííîé õ18 - ðåçóëüòàò
òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå õ8. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ17 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðà-
ìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ18. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ
óòâåðæäåíèÿ õ18 îïåðàòîðîì "óïðîùåäèíèöû", âûïîëíÿþùèì ïðîñòåéøèå äåé-
ñòâèÿ ïî óñòðàíåíèþ åäèíèö. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ20 íå ñîäåðæèòñÿ
â ñïèñêå õ19. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ19 è êîíñåêâåíòîì
õ20. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ êîíñåêâåíòà

1. Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà èç òîãî æå öèêëà âûâîäà äëÿ óïðîùåíèÿ ñàìîãî
ñëîæíîãî ïîäâûðàæåíèÿ êîíñåêâåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀c(c− ÷èñëî→ c ≤ |c|)

èç òåîðåìû
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∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a ≤ max(a, b))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀c(c− ÷èñëî→ max(c,−c) = |c|)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâîéñòâà(max(a, b))".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê åãî ïîäòåð-
ìîâ, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Â ñïèñêå õ9 âûáèðàåòñÿ òåðì õ10. Â
íàøåì ïðèìåðå - "max(a, b)". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà
õ10. Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèò íå ïîìå÷åííàÿ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå" è îò-
ëè÷íàÿ îò èñõîäíîé òåîðåìû äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòè-
êó "íîðìàëèçàöèÿ(N)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó
"âàðüèð(M . . .)", ó êîòîðîé M íå ðàâíî N . Â íàøåì ïðèìåðå èìååòñÿ õàðàê-
òåðèñòèêà "âàðüèð(ïåðâûéòåðì |c| max(c,−c))". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
ñîãëàñíî íàïðàâëåíèþ çàìåíû N . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò çàãîëîâîê õ11.
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òåðìà õ10 â èñõîäíóþ òåîðåìó, ðàñ-
ïîëîæåííîå â êîíñåêâåíòå. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ20
ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ19 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò ðå-
çóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

2. Ðàññìîòðåíèå ÷àñòíûõ ñëó÷àåÿ âûðàæåíèé çàäàííîãî òèïà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ
èõ ñâîéñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀atABT (Îòðåçîê(A, B) = Ïóòü(a, T ) & t ∈ T & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
ìòî÷êà(a) & ×èñëîòð(T )→ Ìåñòî(a, t) ∈ îòðåçîê(AB))

èç òåîðåìû

∀atT (t ∈ T & ìòî÷êà(a) & ×èñëîòð(T )→ Ìåñòî(a, t) ∈ òî÷êèïóòè(Ïóòü(a, T )))

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀aT (ìòî÷êà(a) & ×èñëîòð(T )→ Ïóòü(a, T ) = îðèåíòêðèâ(λt(Ìåñòî(a, t),
t ∈ T )))

∀a(îðêðèâ(a)↔ ∃f (f −ôóíêöèÿ & ×èñëîòð(Dom(f)) & Val(f) ⊆ Òî÷êè &
a = îðèåíòêðèâ(f)))

∀AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà→ òî÷êèïóòè(Îòðåçîê(A, B)) = îòðåçîê(AB))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâîéñòâà(Ïóòü(a, T ))".

Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî ïåðâûå äâå äîïîëíèòåëüíûå òåîðåìû èñïîëüçóþòñÿ ëèøü
äëÿ ôèëüòðàöèè íåíóæíûõ ñðàáàòûâàíèé. Ñîáñòâåííî äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèÿ
îíè íå èñïîëüçóþòñÿ.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê åãî ïîäòåð-
ìîâ, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Â ñïèñêå õ9 âûáèðàåòñÿ òåðì õ10. Â
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íàøåì ïðèìåðå - "Ïóòü(a, T )". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöå-
äåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 - àòîìàðíîå âûðàæåíèå; ïðè
ïðîâåðêå èñïîëüçóåòñÿ ñïèñîê ïîñûëîê õ11.

Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òåðìà õ10 â òåðì õ8, ïåðåìåííîé
õ13 - âõîæäåíèå, íåïîñðåäñòâåííûì îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò õ12. Â íàøåì
ïðèìåðå õ13 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "òî÷êèïóòè(Ïóòü(a, T ))". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ÷èñëî êîðíåâû îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ13 ðàâíî 1. Ïåðåìåííîé õ14 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "Ïóòü". Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ òèï çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ14. Â íàøåì ïðèìåðå -
"îðêðèâ".

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îïðåäåëåíèå" íàõîäèò ïî ñèìâîëó õ14 óêàçàííóþ
âûøå ïåðâóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå åå êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåí-
ñòâà õ19, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ14, ïåðåìåííîé õ21 - âõîæäåíèå äðóãîé
÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ21. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "îðèåíòêðèâ". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "íàçûâàòü" îïðåäåëÿåò ïî õ22
âòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ôàêòè÷åñêè ëèøü ïðîâåðÿåòñÿ åå ñóùåñòâî-
âàíèå.

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ íàçâàíèå ðàçäåëà, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë
õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "îðêðèâûå". Â äàííîì ðàçäåëå íàõîäèòñÿ òðåòüÿ äî-
ïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(N)". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê åå çàìåíÿåìîé ÷àñòè ñîâïàäàåò ñ ñèìâîëîì ïî âõîæäåíèþ
õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "òî÷êèïóòè". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ â òðåòüåé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìå íà ïåðå-
ìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ32 ñîâïàäàåò ñ
òðåòüåé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìîé. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïå-
ðàíä çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû õ32. Â íàøåì ïðèìåðå - òåðì "Îòðåçîê(A, B)".
Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ10 âûðàæåíèþ õ34. Ïå-
ðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ13 â òåðìå õ8 íà
çàìåíÿþùóþ ÷àñòü òåîðåìû õ32. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû
êîòîðé ñóòü óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ11, àíòåöåäåíòû òåîðåìû õ32 è ðàâåíñòâî
õ35. Êîíñåêâåíòîì ñëóæèò óòâåðæäåíèå õ36. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.99 Õàðàêòåðèñòèêà "ñâÿçêà"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ñâÿçêà" ñíàáæàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ñ êâàíòîðîì ñóùåñòâîâà-
íèÿ â ëåâîé ÷àñòè, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èñêëþ÷åíèÿ íåñóùåñòâåííûõ
íåèçâåñòíûõ.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ãðóïïèðîâêà â ëåâûõ ÷àñòÿõ âñåõ íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòè òèïà
"ñâÿçêà".

Â êà÷åññòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ∃c(0 < a + c & 0 < b− c & c− ÷èñëî)↔ 0 < a + b)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ∃c(c < b & a < c & c− ÷èñëî)↔ a < b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿ-
þùàÿ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà òåðìîâ õ10, õ11. Ïðåäïðèíèìàåò-
ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûé ïðîñìîòð òåðìîâ ïàðû õ12. Äëÿ òåêóùåãî òàêîãî òåðìà
õ14 âûïîëíÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå ãðóïïèðîâêè íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ â ëåâûõ ÷à-
ñòÿõ âñåõ äâóìåñòíûõ îòíîøåíèé, äîïóñêàþùèõ ïåðåãðóïïèðîâêó ÷ëåíîâ èç
îäíîé ÷àñòè â äðóãóþ. Ïî îêîí÷àíèè îáðàáîòêè òåðìîâ ïàðû õ12 ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî åå ïåðâûé ýëåìåíò èçìåíèëñÿ. Òîãäà ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâè-
âàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé ïàðû õ12, ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè èõ â èñõîäíîé
òåîðåìå. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ òåìè æå àíòåöåäåíòàìè, ÷òî ó èñõîäíîé òåî-
ðåìû, è êîíñåêâåíòîì õ13. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè
åå îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Äàëåå òåîðåìà õ14 ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâà-
åòñÿ îïåðàòîðàìè "èñêëþ÷îòð", "Ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà". Ðåçóëüòàò
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïåðåíåñåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè â àíòåöåäåíòû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀AB(¬(B = ∅) & A− set & B − set→ ∃f (Îòîáðàæåíèå(f, A,B)))

èç òåîðåìû

∀AB(B − set→ ∃f (Îòîáðàæåíèå(f, A,B))↔ ¬(B = ∅) & A− set ∨ A = ∅)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ñ çàãîëîâêîì "ñóùåñòâóåò",
ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþùàÿ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöå-
äåíòîâ. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ12 è
óòâåðæäåíèå õ11, à êîíñåêâåíò - õ10. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåî-
ðåìà", ïîñëå ÷åãî êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû ðåçóëüòàòà ðåãèñòðèðóþòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îáîáùåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè òèïà "ñâÿçêà" ïóòåì ââîäà äîïîëíèòåëüíûõ ïàðà-
ìåòðîâ, ó÷èòûâàþùèõ ïåðåãðóïïèðîâêó ìåæäó ÷àñòÿìè äâóìåñòíîãî îòíîøå-
íèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abde(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ ∃c(a < c + e &
c + d < b & c− ÷èñëî)↔ a + d < b + e)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ∃c(c < b & a < c & c− ÷èñëî)↔ a < b)
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Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ñ çàãîëîâêîì "ñóùåñòâóåò",
ïåðåìåííîé õ11 - ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòíà, è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðà-
ìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ10

Ââîäÿòñÿ ïóñòûå íàêîïèòåëè õ14, õ15, õ16 è õ17. Íà÷èíàåòñÿ öèêë ïðîñìîò-
ðà âõîæäåíèé v ïåðåìåííîé õ12 â óòâåðæäåíèå õ10, ÿâëÿþùèõñÿ îïåðàíäàìè
íåêîðíåâûõ âõîæäåíèé w äâóìåñòíûõ îòíîøåíèé, ïðîòèâîïîëîæíûé îïåðàíä
X êîòîðûõ âõîäèò â ñïèñîê õ13. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèìâîë s ïî âõîæäåíèþ w.
Åñëè ýòîò ñèìâîë - ðàâåíñòâî, òî s çàìåíÿåòñÿ íà òèï çíà÷åíèé ÷àñòåé ýòîãî ðà-
âåíñòâà. Ñïðàâî÷íèê "ïåðåãðóïïèðîâêà" âûäàåò ïî ñèìâîëó s òðîéêó (A, B, C),
îçíà÷àþùóþ, ÷òî âîçìîæíà ïåðåãðóïïèðîâêà A-÷ëåíîâ îïåðàíäîâ îòíîøåíèÿ s
ñ èçìåíåíèåì çíàêà B; C - åäèíèöà îïåðàöèè A. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ Y , íå
âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó è â òåðìû ñïèñêà õ17, ïîñëå ÷åãî â íàêîïèòåëü
õ14 çàíîñèòñÿ âõîæäåíèå v, â íàêîïèòåëü õ15 - âûðàæåíèå A(Y ,õ12), â íàêîïè-
òåëü õ16 - ïåðåìåííàÿ Y , â íàêîïèòåëü õ17 - âûðàæåíèå A(X, B(Y )). Â íàøåì
ïðèìåðå õ14 ñîñòîèò èç ïàðû âõîæäåíèé ïåðåìåííîé c, ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè
ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ; õ15 - âûðàæåíèÿ d + c è e + c; õ16 - ïåðåìåííûå
b, a; õ17 - âûðàæåíèÿ b− d è a− e.

Ïî îêîí÷àíèè öèêëà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàêîïèòåëü õ14 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ18
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèé õ14 â òåðì õ10 íà âûðàæåíèÿ õ15.
Â íàøåì ïðèìåðå - "∃c(d + c < b & a < e + c & c − ÷èñëî)". Ïåðåìåííîé õ20
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé õ17 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ16 â
çàìåíÿþùóþ ÷àñòü òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "a−e < b−d". Óòâåðæäåíèå õ20
îáðàáàòûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà "ïåðåãðóïïèðîâêà" òàê, ÷òîáû â íåì
îêàçàëèñü èñêëþ÷åíû "ìèíóñû". Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåòñÿ "a + d < b + e".

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé õ17
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ16 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ22, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåð-
æäåíèé õ18 è õ20. Èñõîäíàÿ îðèåíòàöèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ñîõðàíÿåòñÿ. Äàííàÿ
èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "íîðìòåîðåìà" è "Ïîëíûåïîñûëêè",
ïîñëå ÷åãî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Îáîáùåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè òèïà "ñâÿçêà" ïóòåì óñòðàíåíèÿ îòðèöàíèÿ íàä
óíèêàëüíîé ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abd(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ ∃e(d + ae + be2 = 0 &
e− ÷èñëî)↔ 0 ≤ −4bd + a2)

èç òåîðåìû

∀abd(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ ∃e(ae + be2 − d = 0 &
e− ÷èñëî)↔ 0 ≤ 4bd + a2)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ñ çàãîëîâêîì "ñóùåñòâóåò",
ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþùàÿ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðà-
ìåòðîâ òåðìà õ10. Â ýòîì ñïèñêå âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ13, èìåþùàÿ â õ10
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åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ13 â õ10, ïåðåìåííîé õ15 - âõîæäåíèå,
îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ
õ15 ðàâíî 1. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ15. Â íàøåì
ïðèìåðå - "ìèíóñ". Ñïðàâî÷íèê "îòðèöàíèå" ïðîâåðÿåò, ÷òî õ16 - îïåðàöèÿ òè-
ïà "îòðèöàíèå", ò.å. äâóêðàòíîå ïðèìåíåíèå åå âîçâðàùàåò èñõîäíûé ðåçóëüòàò.
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "õ16(õ13)".

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ17
âìåñòî ïåðåìåííîé õ13 â àíòåöåäåíòû òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ20 - ðåçóëüòàò òà-
êîé æå ïîäñòàíîâêè â êîíñåêâåíò òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåí-
òàìè õ19 è êîíñåêâåíòîì õ20. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "ïîëíûåïîñûë-
êè" è "íîðìòåîðåìà", ïîñëå ÷åãî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Îáîáùåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè òèïà "ñâÿçêà" ïóòåì óñòðàíåíèÿ àíòåöåäåíòà, èìå-
þùåãî âèä îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cd(0 < d & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ ∃e(c = de & e− ÷èñëî)↔ ¬(d− 1 = 0) &
0 < c ∨ c = 1 & d = 1)

èç òåîðåìû

∀cd(¬(d−1 = 0) & 0 < d & c−÷èñëî & d−÷èñëî→ ∃e(c = de & e−÷èñëî)↔ 0 < c)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ñ çàãîëîâêîì "ñóùåñòâóåò",
ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþùàÿ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöå-
äåíòîâ òåîðåìû. Â íåì íàõîäèòÿ óòâåðæäåíèå õ13, ïðåäñòàâëÿåþùåå ñîáîé îò-
ðèöàíèå íåêîòîðîãî ðàâåíñòâà T . Â íàøåì ïðèìåðå õ13 èìååò âèä "¬(d−1 = 0)".
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðî-
âîæäåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ10 ïî î.ä.ç. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 íå âõîäèò â õ14 è íå
óñìàòðèâàåòñÿ èç õ14 ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, ðåøàåìîé äî ìàê-
ñèìàëüíîãî óðîâíÿ 4. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç õ12
óòâåðæäåíèÿ õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ õ10, ïåðåìåííîé õ17 - ðåçóëü-
òàò äîáàâëåíèÿ ðàâåíñòâà T ê ñïèñêó êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä
êâàíòîðîì õ10.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ18 ñ ïîñûëêàìè õ15 è óñëîâèÿìè õ17. Öåëè çàäà-
÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ16", "ïàðà-
ìåòðû õ16". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ îòâåòçàäà÷è õ18. Â íàøåì ïðèìåðå
îí èìååò âèä "d = 1 & c = 1". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà
"îòêàç" è íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ16. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ
äèçúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé "è(õ11 õ13)" è õ19. Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ22 óïðîùå-
íèÿ ýòîé äèçúþíêöèè ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Çàòåì ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ15, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíò-
íîñòü óòâåðæäåíèÿ õ10 óòâåðæäåíèþ õ22. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òåîðåìå

1. Èñïîëüçîâàíèå ÿâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcK(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & ñèñòêîîðä(K)→ ∃BC(¬(B = C) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
B − òî÷êà & C − òî÷êà)↔ ¬(a2 + b2 = 0))

èç òåîðåìû

∀abcK(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & ñèñòêîîðä(K) → ∃P (êîîðä(P, K) =
setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & Ïðÿìàÿ(P ))↔ ¬(a2 + b2 = 0))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀A(Ïðÿìàÿ(A)↔ ∃BC(B−òî÷êà & C−òî÷êà & ¬(B = C) & A = ïðÿìàÿ(BC)))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñå-
êâåíòå, êîòîðàÿ èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë "ñóùåñòâóåò". Ïåðåìåííîé õ11
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñó-
ùåñòâîâàíèÿ. Ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ12 âèäà P (X), ãäå X - ïå-
ðåìåííàÿ, âõîäÿùàÿ â ñâÿçûâàþùóþ ïðèñòàâêó êâàíòîðà õ9. Â íàøåì ïðèìåðå
õ12 èìååò âèä "Ïðÿìàÿ(P )". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïàðàìîïèñàíèå" îïðå-
äåëÿåò ïî ñèìâîëó P óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îíà íå èìååò àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðå-
îáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå
â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 ñîâïàäàåò ñ äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìîé. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â
êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ17, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ13. Ïåðåìåííîé õ21 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - êîðíåâîé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ19. Â íàøåì ïðèìåðå -
ïåðåìåííàÿ A.

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîí-
ñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì õ20. Ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ23
ïåðåìåííîé õ21 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ26. Â íàøåì ïðèìåðå - âûðàæåíèþ
"ïðÿìàÿ(BC)".

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ26
âìåñòî ïåðåìåííîé X â îòëè÷íûå îò õ12 óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ11. Ïåðåìåííîé
õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ27 è îòëè÷íûõ îò õ23
óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ22. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà
îòëè÷íûõ îòX ýëåìåíòîâ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè êâàíòîðà õ9 ñî ñâÿçûâàþùåé
ïðèñòàâêîé êâàíòîðà õ20. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâà-
íèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ29 íà óòâåðæäåíèå õ28. Íàêîíåö, îïðåäåëÿ-
åòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ9 â èñõîäíóþ òåîðåìó íà óòâåðæäåíèå õ30.
Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà. Äîïóñêàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà "ñâÿçêà".
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Ïðèìåíåíèå äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ âàðüèðîâàíèÿ çàìåíÿ-
åìîé ÷àñòè

1. Âàðüèðîâàíèå ïàðàìåòðà ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñ ïîìîùüþ äðóãîãî ïà-
ðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdefK(¬(a2 + b2 = 0) & êîîðä(d,K) = (e, f) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c−÷èñëî & d−òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→ ∃h(¬(d = h) & êîîðä(ïðÿìàÿ(dh), K) =
setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & h− òî÷êà)→ c + ae + bf = 0)

èç òåîðåìû

∀abcdefK(¬(a2 + b2 = 0) & êîîðä(d,K) = (e, f) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & d− òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→ ∃P (êîîðä(P, K) = setxy(c + ax + by =
0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & d ∈ P & Ïðÿìàÿ(P ))→ c + ae + bf = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀AP (A− òî÷êà→ Ïðÿìàÿ(P ) & A ∈ P ↔ ∃B(B − òî÷êà & ¬(A = B) &
P = ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå, êîòî-
ðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïóñòü Q - äðóãàÿ ÷àñòü ýòîé
ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà ýòî-
ãî êâàíòîðà, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ
ïîä êâàíòîðîì. Ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ13. Â íàøåì ïðèìåðå -
"Ïðÿìàÿ(P )". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì
õ15 ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè, è ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê äàí-
íîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "Ïðÿìàÿ". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåî-
ðåì "ñìïàðàì" îïðåäåëÿåò ïî õ16 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïå-
ðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀gi(g−òî÷êà→ Ïðÿìàÿ(i) & g ∈ i↔ ∃h(h−òî÷êà & ¬(g = h) & i = ïðÿìàÿ(gh)))

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñå-
êâåíòå òåîðåìû õ19, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðå-
ìåííîé õ21 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ21, ïåðåìåííîé õ4 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
óòâåðæäåíèé õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ24 ñîäåðæèò ïàðàìåòðû âñåõ àíòåöåäåí-
òîâ òåîðåìû õ19. Îïåðàòîð "ïîäáîðçíà÷åíèé" îïðåäåëÿåò ïîäñòàíîâêó S âìå-
ñòî ïåðåìåííûõ õ24, ïåðåâîäÿùóþ óòâåðæäåíèÿ õ23 â íåêîòîðûé ïîäñïèñîê õ26
ñïèñêà õ12 (äîïóñêàþòñÿ ïåðåñòàíîâêè îïåðàíäîâ êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèé è
ñèììåòðè÷íûõ îòíîøåíèé).

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ïîäòåð-
ìó õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - "∃h(h− òî÷êà & ¬(d = h) & P = ïðÿìàÿ(dh))". Ïå-
ðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê
àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ19. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðè-
ñòàâêà êâàíòîðà õ27, ïåðåìåííîé õ30 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåð-
æäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì õ27. Ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ31, â îäíîé ÷àñòè
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êîòîðîãî ðàñïîëàãàåòñÿ íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ32, à â äðóãîé ÷àñòè - íåêîòîðîå
âûðàæåíèå T . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ32 âõîäèò â ñïèñîê õ11 è èìååò åäèíñòâåííîå
âõîæäåíèå â òåðì õ27. Â íàøåì ïðèìåðå õ32 - ïåðåìåííàÿ P . Ïåðåìåííîé õ33
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé õ12, íå âîøåäøèõ â ñïèñîê õ26. Ïåðåìåí-
íîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâ-
êè âûðàæåíèÿ T âìåñòî ïåðåìåííîé õ32 â óòâåðæäåíèÿ õ33 ñî ñïèñîê îòëè÷íûõ
îò õ31 óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ30. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íà-
âåøèâàíèÿ íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ34 êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðå-
ìåííûì õ29 è îòëè÷íûì îò õ32 ïåðåìåííûì ñïèñêà õ11. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ,
àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìûè óòâåðæäåíèÿ õ28,
à êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèÿ õ35 óòâåðæäåíèþ Q. Ýòà èìïëè-
êàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

3.100 Õàðàêòåðèñòèêà "ñâÿçïàðàì"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ñâÿçïàðàì(N)" ñíàáæàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, ó êîòîðûõ çàìåíÿ-
åìàÿ ÷àñòü èìååò ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå, à çàìåíÿþùàÿ - íå èìååò. Ïðè ýòîì ñëîæ-
íîñòü çàìåíÿþùåé ÷àñòè íå áîëüøå ñëîæíîñòè çàìåíÿåìîé. N - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïåðåíåñåíèå â àíòåöåäåíòû îòðèöàíèé âñåõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþ-
ùåé ÷àñòè, êðîìå îäíîãî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀af (a− set & ¬(a = ∅)→ ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(λb(f, b ∈ a))↔ f − set)

èç òåîðåìû

∀af (a− set→ ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(λb(f, b ∈ a))↔ a = ∅ ∨ f − set)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñâÿçïàðàì(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäå-
íèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòà ÷àñòü - äèçúþíêöèÿ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åå äèçú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ12 ýëåìåíòàðíû.
Âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ13 ñïèñêà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "f−set". Ïåðåìåí-
íîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñêà õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â õ14 îòñóòñòâóåò
óòâåðæäåíèå âèäà P (X), ãäå P - íàçâàíèå òèïà îáúåêòà. Ïåðåìåííîé õ15 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îòðèöàíèé óòâåðæäåíèé íàáîðà õ14. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ,
àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ9 è õ15, à êîíñåêâåíòîì - ýêâè-
âàëåíòíîñòü çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû óòâåðæäåíèþ õ13. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.
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3.101 Õàðàêòåðèñòèêà "ñåìåéñòâîýëåìåíòîâ"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ñåìåéñòâîýëåìåíòîâ(N)" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà, ïðåîáðàçóþùèå
ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå êëàññà â îïåðàöèþ íàä ñåìåéñòâîì. N - íàïðàâëåíèå çà-
ìåíû.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿ-
åìîé ÷àñòè

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ïåðåãðóïïèðâî÷íóþ ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ âàðüèðîâàíèÿ
òîæäåñòâà, ïðåîáðàçóþùåãî ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå êëàññà â îïåðàöèþ íàä
ñåìåéñòâîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀b(¬(b = ïóñòîåñëîâî) & b− ñëîâî→
∏l(b)

i=1{b(i)} = {b})

èç òåîðåìû

∀A(ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(A) & A − ñëîâî & ¬(A = ïóñòîåñëîâî) →
∏l(A)

i=1 A(i) =
setx(x− ñëîâî & l(x) = l(A) & ∀i(i ∈ {1, . . . , l(A)} → x(i) ∈ A(i))))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a = b→ a ∈ {b})

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñåìåéñòâîýëåìåíòîâ(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîí-
ñåêâåíòå òåîðåìû. Âíóòðè ýòîãî âõîæäåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11
îïèñàòåëÿ "êëàññ". Âíòóðè îïèñàòåëÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 ïðåäè-
êàòíîãî ñèìâîëà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "x(i) ∈ A(i)",
õ13 - ñèìâîë "ïðèíàäëåæèò". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðîùýêâ" îïðåäå-
ëÿåò ïî õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä"
íàõîäèò ðåçóëüòàò õ18 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ12 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè
ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.102 Õàðàêòåðèñòèêà "ñèñòêîîðä"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ñèñòêîîðä" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò
îáúåêòà.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Èñïîëüçîâàíèå êîîðäèíàò îáúåêòà äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò äðóãîãî îáúåêòà,
óïîìèíàåìîãî â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABCDEFK(D − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) &
¬(D = F ) & ¬(D = E) & K = (A, B, C) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & A ∈ îòðåçîê(CE)
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& ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A, B, F ) &
ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & êîîðä(D, K) = (a, b)→ êîîðä(E, K) = (0, b))

èç òåîðåìû

∀ABCDEFK(D − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) &
¬(D = F ) & ¬(D = E) & K = (A, B, C) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & A ∈ îòðåçîê(CE)
& ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A, B, F ) &
ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(AC)→ êîîðä(D, K) = (l(AF )/l(AB),−l(AE)/l(AC)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDK(ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
A ∈ îòðåçîê(CD)→ êîîðä(D, K) = (0,−l(AD)/l(AC)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäå-
íèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "íàáîð", ïåðå-
ìåííîé õ10 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì
õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä(D, K)". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ11. Â ñïèñêå âûâîäà ðàññìàòðèâàåòñÿ îòëè÷íàÿ îò èñ-
õîäíîé òåîðåìû òåîðåìà ñ õàðàêòåðèñòèêîé "ñèñòêîîðä". Â íàøåì ïðèìåðå -
óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê åå àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí êîðî÷å ñïèñêà õ8. Ïåðåìåííîé õ18
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ17. Ïðîöåäóðà "ïîäáîð" îïðå-
äåëÿåò ïîäñòàíîâêó S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ18, ïåðåâîäÿùóþ óòâåðæäåíèÿ õ17
â íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî õ20 óòâåðæäåíèé õ8 (ñ òî÷íîñòüþ äî èçìåíåíèÿ ïî-
ðÿäêà îïåðàíäîâ â êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèÿõ è ñèììåòðè÷íûõ îòíîøåíèÿõ).

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê êîíñå-
êâåíòó äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "êîîðä(E, K) =
(0,−l(AE)/l(AC))". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåí-
ñòâà õ21, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "íàáîð"; ïåðåìåííîé õ22 - âõîæäåíèå äðó-
ãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ23.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèé õ24 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ25
ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ22. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îòëè÷åí îò õ12.

Âûáèðàåòñÿ ñïèñîê õ26 íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííûõ, äëèíà êî-
òîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, b. Âûáèðàåòñÿ
ñïèñîê õ27 îòëè÷íûõ îò õ26 è íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííûõ,
äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ24. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå c, d. Ïå-
ðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ8 ñ ðàâåíñòâàìè ïåðåìåííûõ
õ26 ñîîòâåòñòâóþùèì âûðàæåíèÿì ñïèñêà õ13. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ðàâåíñòâ ïåðåìåííûõ õ27 ñîîòâåòñòâóþùèì âûðàæåíèÿì ñïèñêà õ24.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ30 ñ ïîñûëêàìè õ28 è óñëîâèÿìè õ29. Öåëè çàäà-
÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïàðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ27", "èç-
âåñòíî õ26". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ31. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä "d = b & c = 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðå-
ìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âñå îíè ñóòü ðàâåíñòâà ñ ïåðåìåííûìè ñïèñêà õ27 â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé
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õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïðàâûõ ÷àñòåé äàííûõ ðàâåíñòâ, óïîðÿäî÷åííûõ ñî-
îòâåòñòâåííî ïîðÿäêó ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ27. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ12 âûðàæåíèþ âèäà "íàáîð(õ26)". Ïåðåìåííîé õ25 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê âûðàæåíèþ õ25. Ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ8 è óòâåðæäåíèå
õ34. Êîíñåêâåíòîì ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ35 âûðàæåíèþ âèäà "íà-
áîð(õ33)". Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Óñìîòðåíèå òîæäåñòâà äëÿ ÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ êîîðäèíàòû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdghjrK(êîîðä(a, K) = (h, j, r) & g − ÷èñëî & ñèñòêîîðä(K) & Âåêòîð(a) &
êîîðä(ga,K) = (b, c, d)→ b = gh)

èç òåîðåìû

∀aghjrK(êîîðä(a, K) = (h, j, r) & g − ÷èñëî & ñèñòêîîðä(K) & Âåêòîð(a) →
êîîðä(ga,K) = (gh, gj, gr))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäå-
íèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "íàáîð", ïå-
ðåìåííîé õ10 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
âûðàæåíèé õ12 íåïóñò. Âûáèðàåòñÿ íåêîòîðàÿ ïîçèöèÿ õ13 ñïèñêà õ12, è ïå-
ðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå ñ ýòîé ïîçèöèè. Â íàøåì ïðèìåðå -
âûðàæåíèå gh. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ
òåîðåìó ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå
- ñïèñîê b, c, d. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ11
â êîíñåêâåíò òåîðåìû íà òåðì "íàáîð(õ15)". Â íàøåì ïðèìåðå õ16 èìååò âèä
"êîîðä(ga,K) = (b, c, d)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîçèöèÿ ñïèñêà õ15,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîçèöèè õ13 ñïèñêà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðâàÿ ïîçèöèÿ
ñïèñêà õ15. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé, ðàñïîëîæåí-
íîé íà ïîçèöèè õ17, âûðàæåíèþ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "b = gh".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ14 íå èìååò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ8
è óòâåðæäåíèå õ16. Êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ðàâåíñòâî õ18. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðà-
áàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "èñêëàíò", ïðåäïðèíèìàþùèì ïîïûòêó îòáðîñèòü èç-
áûòî÷íûå àíòåöåäåíòû. Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Âàðüèðîâàíèå òî÷êè, êîîðäèíàòû êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdeABCDK(¬(c = D) & ¬(c ∈ ïðÿìàÿ(AB)) & ¬(c ∈ ïðÿìàÿ(AC)) &
¬(D ∈ ïðÿìàÿ(AB)) & ¬(D ∈ ïðÿìàÿ(AC)) & K = (A, B, C) & êîîðä(c, K) =
(d, e) & êîîðä(D, K) = (a, b) & c−òî÷êà& D−òî÷êà& ïðÿìàÿ(cD) ‖ ïðÿìàÿ(AB)
& ñèñòêîîðä(K)→ b = e)

èç òåîðåìû
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∀abABCDEK(¬(D ∈ ïðÿìàÿ(AB)) & D − òî÷êà & E − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) &
¬(D = E) & K = (A, B, C) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(DE) &
êîîðä(D, K) = (a, b)→ êîîðä(E, K) = (0, b))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåí-
íîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ
èìååò çàãîëîâîê "íàáîð", ïåðåìåííîé õ10 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåí-
íîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ10. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îïå-
ðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ11, ïåðåìåííîé õ14 - ñïèñîê òåõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ñóòü
çàãîëîâêè îäíîáóêâåííûõ òåðìîâ èç õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 ñîñòîèò èç ïå-
ðåìåííîé b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ14 êîðî÷å ñïèñêà õ13. Ïåðåìåííîé õ15
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ïåðâûì îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ10. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ E. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé îïåðàíä
âõîæäåíèÿ õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - K.

Â ñïèñêå õ8 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ17, ó êîòîðîãî ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò çàãîëîâîê
"íàáîð". Â íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä(D, K) = (a, b)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíè ñóòü ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå, ïðè÷åì äëèíû ñïèñêîâ õ13 è õ18 ñîâïàäàþò.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ14 âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê õ18. Ïåðåìåííîé õ19 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âòîðîé îïåðàíä ýòîé
÷àñòè ðàâåí õ16, à ïåðâûì îïåðàíäîì ñëóæèò íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ20, îò-
ëè÷íàÿ îò õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 - ïåðåìåííàÿ D. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèñîåäèíåíèÿ ïåðåìåííîé õ20 ïåðåä íà÷àëîì ñïèñêà õ18. Â
íàøåì ïðèìåðå - D, a, b. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó
ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ21, è ïåðåìåííîé õ22 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð îäíîáóêâåííûõ òåðìîâ, îáðàçîâàííûõ ýòèìè ïåðåìåííûìè. Â
íàøåì ïðèìåðå - òåðìû c, d, e. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëü-
òàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ22 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ21 â òå àíòåöåäåíòû õ8,
êîòîðûå èìåþò ïàðàìåòð èç õ21. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ
ðàâåíñòâ ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ14 òåì âûðàæåíèÿì ñïèñêà õ22, êîòîðûå ñîîò-
âåòñòâóþò èì ñîãëàñíî ñïèñêó õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííîå ðàâåíñòâî
b = e. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ8 è õ23. Ïåðå-
ìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàâåíñòâ ñïèñêà õ25, ó êîòîðûõ â ïðàâîé
÷àñòè ðàñïîëîæåí ñèìâîë "íàáîð". Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç ðàâåíñòâ
"êîîðä(D, K) = (a, b)" è "êîîðä(c, K) = (d, e)".

Ïåðåìåííîé õ25 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ óòâåðæäåíèé õ26 è äî-
áàâëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ "íå(ðàâíî(õ20 T ))", ãäå T - ïåðâûé ýëåìåíò ñïèñêà õ22.
Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèÿ "¬(D = c)".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ25. Öåëè çàäà÷è - (èñêëþ÷
õ15), "èçâåñòíî", "íåèçâåñòíûå X", "àíòåöåäåíòû". Çäåñü X - âñå ïàðàìåòðû
ïîñûëîê. Ïîñëå ðåøåíèÿ ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ29 âñåõ ïîñûëîê, íå èìåþùèõ
çàãîëîâêà "àêòèâ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ15 íå âõîäèò â ïàðàìåòðû
ýòèõ ïîñûëîê. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ29 è õ26.
Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ30 è êîíñåêâåíòîì õ24. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Èñïîëüçîâàíèå êîîðäèíàòíîãî íàáîðà äëÿ âûâîäà ñîîòíîøåíèÿ ñ íåâûðîæäåí-
íûìè ÷èñëîâûìè àòîìàìè.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABCDK(ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
òî÷êàëó÷à(A, B, D) & êîîðä(D, K) = (a, b)→ l(AD) = al(AB))

èç òåîðåìû

∀ABCDK(ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
òî÷êàëó÷à(A, B, D)→ êîîðä(D, K) = (l(AD)/l(AB), 0))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåí-
íîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ
èìååò çàãîëîâîê "íàáîð", ïåðåìåííîé õ10 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåí-
íîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïè-
ñîê èõ ïàðàìåòðîâ íåïóñò. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîçèöèÿ õ13 ñïèñêà õ12; ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå íà ýòîé ïîçèöèè. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - ïåðâàÿ
ïîçèöèÿ, õ14 - âûðàæåíèå "l(AD)/l(AB)". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå
ñïèñêà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - ñïèñîê a, b. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ11 â êîíñåêâåíò òåîðåìû íà òåðì "íàáîð(õ15)". Â
íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "êîîðä(D, K) = (a, b)". Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåìåí-
íàÿ X ñïèñêà õ15, ðàñïîëîæåííàÿ íà ïîçèöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîçèöèè õ13
ñïèñêà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðàâåíñòâî ýòîé ïåðåìåííîé âûðàæåíèþ õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 ñîäåðæèò
õîòÿ áû îäèí íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 ðàâåíñòâà õ16. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðà-
çîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ19 è óñëîâèåì õ18. Öåëè çàäà÷è - "óïðîñòèòü", "÷èñëêî-
ýôô", "íîðìòåîðåìà", "ðåäóöèðîâàíèå". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ21.
Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "l(AD) = al(AB)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ19 è êîíñåêâåíòîì õ21. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì

1. Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì, îòëè÷àþùèõñÿ àëüòåðíàòèâíûìè àíòåöåäåíòàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀efghAK(êîîðä(âåêòîð(Ag), K) = (f, h) & e− ÷èñëî & g − òî÷êà & A− òî÷êà &
ñèñòêîîðä(K)→ êîîðä(e · âåêòîð(Ag), K) = (ef, eh))

èç òåîðåìû

∀efghAK(êîîðä(âåêòîð(Ag), K) = (f, h) & e− ÷èñëî & g − òî÷êà & A− òî÷êà &
0 ≤ e & ñèñòêîîðä(K)→ êîîðä(e · âåêòîð(Ag), K) = (ef, eh))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀efghAK(êîîðä(âåêòîð(Ag), K) = (f, h) & e− ÷èñëî & g − òî÷êà & A− òî÷êà &
e ≤ 0 & ñèñòêîîðä(K)→ êîîðä(e · âåêòîð(Ag), K) = (ef, eh))
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Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê åå
àíòåöåäåíòîâ. Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà õ12, îòëè÷-
íàÿ îò òåêóùåé, ó êîòîðîé íàáîð àíòåöåäåíòîâ õ14, êîíñåêâåíò õ15 è ñâÿçûâà-
þùàÿ ïðèñòàâêà õ17 èìåþò òàêóþ æå äëèíó, êàê ó òåêóùåé òåîðåìû. Â íàøåì
ñëó÷àå ýòà òåîðåìà óêàçàíà âûøå.

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ19
- êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåò-
ðîâ òåðìîâ õ18 è õ19. Óñìàòðèâàåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ20,
ïåðåâîäÿùàÿ êàæäîå èç óòâåðæäåíèé õ18, õ19 â äðóãîå. Ïåðåìåííîé õ22 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì õ14,
ïåðåìåííîé õ23 - ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ õ22 è õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî íåïóñòî.
Ïåðåìåííûì õ24 è õ25 ïðèñâàèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû èñêëþ÷åíèÿ èç ñïèñêîâ õ22
è õ10 óòâåðæäåíèé ñïèñêà ç23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáà îíè îäíîýëåìåíòíûå, è
ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ èõ ýëåìåíòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå -
"e ≤ 0 ∨ 0 ≤ e". Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî
õ26 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ23. Èñõîäíàÿ è äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìû ïîìå-
÷àþòñÿ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå", à â ñïèñêå âûâîäà ðåãèñòðèðóåòñÿ â êà÷åñòâå
îáîáùåíèÿ èñõîäíîé òåîðåìû èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ23 è êîíñåêâåíòîì
õ9.

2. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò îáúåêòà ïî êîîðäèíàòàì åãî ïðîåêöèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABCDEFK(D − òî÷êà & F − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) & ¬(D = F ) &
K = (A, B, C) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(DF ) & E− òî÷êà &
¬(D = E) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(DE) &
êîîðä(F, K) = (a, 0) & êîîðä(E, K) = (0, b)→ êîîðä(D, K) = (a, b))

èç òåîðåìû

∀abABCDFK(D − òî÷êà & F − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) & ¬(D = F ) &
K = (A, B, C) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(DF ) &
êîîðä(D, K) = (a, b)→ êîîðä(F, K) = (a, 0))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abABCDEK(D − òî÷êà & E − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) & ¬(D = E) &
K = (A, B, C) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(DE) &
êîîðä(D, K) = (a, b)→ êîîðä(E, K) = (0, b))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11
- âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "íà-
áîð", ïåðåìåííîé õ12 - äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â ñïèñêå õ8 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî
õ13, çàãîëîâêîì ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî ñëóæèò íàçâàíèå õ14 êàêèõ-ëèáî êîîð-
äèíàò. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - ðàâåíñòâî "êîîðä(D, K) = (a, b)", õ14 - ñèìâîë
"êîîðä". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ13 èìååò çàãîëîâîê "íàáîð",
è ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îïåðàíäîâ ýòîãî íàáîðà. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî âñå îí ñóòü îäíîáóêâåííûå òåðìû,îáðàçîâàííûå ðàçëè÷íûìè ïåðåìåííû-
ìè. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ýòèõ ïåðåìåííûõ. Â íàøåì ïðèìåðå
- a, b.
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Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îïåðàíäîâ íàáîðà õ11. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - a, 0. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òå èç ýòèõ îïåðàíäîâ, êîòîðûå íåêîíñòàíòíûå,
ñóòü îäíîáóêâåííûå òåðìû, îáðàçîâàííûå ïåðåìåííûìè. Ïåðåìåííîé õ19 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ18. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 ñîñòîèò èç
ïåðåìåííîé a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ19 âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê õ17, à ñïèñîê
õ17 - íå âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê õ19. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïà-
ðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ12, íå âõîäÿùèõ â ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ13. Â íàøåì
ïðèìåðå õ20 ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé F . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ20 îäíîýëå-
ìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ8, íå
ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííîé ñïèñêà õ20. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç óòâåðæäå-
íèé "D − òî÷êà", "ñèñòêîîðä(K)", "K = (A, B, C)", "êîîðä(D, K) = (a, b)".

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð, â êîòîðûé çàíîñèòñÿ åäèíñòâåííûé ýëå-
ìåíò - èñõîäíàÿ òåîðåìà. Äëÿ çàïîëíåíèÿ åãî äîïîëíèòåëüíûìè òåîðåìàìè íà-
÷èíàåòñÿ öèêë ïðîñìîòðà íå ïîìå÷åííûõ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå" è îòëè÷íûõ
îò èñõîäíîé òåîðåì õ25 ñïèñêà âûâîäà, èìåþùèõ õàðàêòåðèñòèêó "ñèñòêîîðä".
Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ25. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî â íåãî âêëþ÷àåòñÿ ñïèñîê õ21. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ
÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ25. Îíà äîëæíà áûòü òåðìîì ñ çà-
ãîëîâêîì "íàáîð". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû âûðàæåíèÿ õ27 íå âêëþ÷àþò
âñåãî ñïèñêà õ17, íî ñàìè âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê
õ19 íå âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ27. Ïåðåìåííîé õ28 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îïåðàíäîâ íàáîðà õ27. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òå èç íèõ, êîòîðûå
íåêîíñòàíòíûå, ñóòü îäíîáóêâåííûå òåðìû, îáðàçîâàííûå ïåðåìåííûìè. Ïåðå-
ìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñå-
êâåíòå òåîðåìû õ25, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïàðàìåòðàìè ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ13.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ29 îäíîýëåìåíòíûé, ïðè÷åì åãî ýëåìåíò íå âõîäèò â
ïåðåìåííûå òåîðåì ñïèñêà õ22. Çàòåì òåîðåìà õ25 çàíîñèòñÿ â íàêîïèòåëü õ22,
à ïåðåìåííûå õ27 ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê ñïèñêó õ19.

Ïî îêîí÷àíèè öèêëà çàïîëíåíèÿ íàêîïèòåëÿ õ22 âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ23
ñíîâà îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ22 íåîäíîýëåìåíò-
íûé. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîäåðæèò, êðîìå èñõîäíîé òåîðåìû, òàêæå óêàçàííóþ
âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ22 èñõîäíîé òåî-
ðåìû. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ñïèñêîâ ïàðàìåòðîâ ïðàâûõ ÷àñòåé
ðàâåíñòâ â êîíñåêâåíòàõ òåîðåì ñïèñêà õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ýòè ñïèñêè îä-
íîýëåìåíòû, ðàçëè÷íû è ñîäåðæàò â ñîâîêóïíîñòè âñå ïåðåìåííûå íàáîðà õ17.
Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç íàáîðà õ8 ðàâåíñòâà õ13.
Äëÿ êàæäîé òåîðåìû ñïèñêà õ23 ê íàáîðó õ25 ïðèñîåäèíÿþòñÿ âñå îòëè÷íûå îò
õ13 àíòåöåäåíòû ýòîé òåîðåìû. Êðîìå òîãî, ê ñïèñêó õ25 äîáàâëÿþòñÿ êîíñå-
êâåíòû âñåõ òåîðåì ñïèñêà õ22. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ25 è êîíñåêâåíòîì õ13. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì ñ àëüòåðíàòèâíûìè àíòåöåäåíòàìè, ïðèâîäÿùàÿ ê óñëîâ-
íîìó âûðàæåíèþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀cdABCDK(¬(A = D) & K = (A, B, C) & êîîðä(D, K) = (c, d) & D − òî÷êà &
ïðÿìêîîðä(K)→ ïîëêîîðä(D, K) = (

√
c2 + d2, (− arccos(c/

√
c2 + d2) ïðè

d ≤ 0, èíà÷å arccos(c/
√

c2 + d2))))

èç òåîðåìû

∀cdABCDK(¬(A = D) & K = (A, B, C) & êîîðä(D, K) = (c, d) & D − òî÷êà &
d ≤ 0 & ïðÿìêîîðä(K)→ ïîëêîîðä(D, K) = (

√
c2 + d2,− arccos(c/

√
c2 + d2)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀cdABCDK(¬(A = D) & K = (A, B, C) & êîîðä(D, K) = (c, d) & D − òî÷êà &
0 ≤ d & ïðÿìêîîðä(K)→ ïîëêîîðä(D, K) = (

√
c2 + d2, arccos(c/

√
c2 + d2)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11 -
âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "íà-
áîð", ïåðåìåííîé õ12 - äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 èìååò
âèä "ïîëêîîðä(D, K)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäòåðì õ11 íå ñîäåðæèò íåâûðîæ-
äåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ íå ïîìå÷àííàÿ ñèìâîëîì
"èñêëþ÷åíèå" è îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé òåîðåìû òåîðåìà õ14, èìåþùàÿ õàðàê-
òåðèñòèêó "ñèñòêîîðä". Â íàøåì ïðèìåðå - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ
òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, òî åãî äëèíà ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ8. Ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ17
èìååò âèä:

∀abefghi(¬(e = h) & i = (e, f, g) & êîîðä(h, i) = (a, b) & h− òî÷êà &
0 ≤ b & ïðÿìêîîðä(i)→ ïîëêîîðä(h, i) = (

√
a2 + b2, arccos(a/

√
a2 + b2)))

Ïåðåìåííîé õ16 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ17. Ïåðåìåí-
íîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû
õ17, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "íàáîð", ïåðåìåííîé õ21 - äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåí-
ñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïîëêîîðä(h, i)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëà îïåðàíäîâ
âûõîæäåíèé õ11 è õ20 ðàâíû, ïðè÷åì ïîäòåðì õ20 íå èìååò íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû âûðàæåíèé õ12 è õ21 ðàâíû. Ïåðå-
ìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ21. Óñìàòðèâàåòñÿ
ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ22, ïåðåâîäÿùàÿ âûðàæåíèåé õ21 â õ12.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïîäñòàíîâêà âûïîëíÿåò ïåðåîáîçíà÷åíèå ïåðåìåííûõ áåç
èõ îòîæäåñòâëåíèé. Ïåðåìåííîé õ16 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îáðàáîòàííûõ
îïåðàòîðîì "ñòàíä" ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì
íàáîðà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 ïðèîáðåòàåò âèä "¬(e = D)", "K = (e, f, g)",
"(a, b) = êîîðä(D, K)", "D − òî÷êà", "0 ≤ b", "ïðÿìêîîðä(K)".

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ òåîðåìû õ17, ïåðåìåííîé
õ25 - ñïèñîê îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä" óòâåðæäåíèé íàáîðà õ8. Ïåðå-
ìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò èñêëþ÷åíèÿ èç ñïèñêà õ25 óòâåðæäåíèé
õ16, ïåðåìåííîé õ27 - ðåçóëüòàò èñêëþ÷åíèÿ èç ñïèñêà õ16 óòâåðæäåíèé õ25.
Â íàøåì ïðèìåðå õ26 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "¬(A = D)", "K = (a, b, c)",
"(c, d) = êîîðä(D, K)", "d ≤ 0", õ27 - èç óòâåðæäåíèé ¬(e = D)", "K = (e, f, g)",
"(a, b) = êîîðä(D, K)", "0 ≤ b",
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Äàëåå íà÷èíàåòñÿ öèêë ïîïûòîê ñáëèæåíèÿ ñïèñêîâ õ26 è õ27. Ïðîñìàòðèâà-
þòñÿ óòâåðæäåíèÿ õ28 ñïèñêà õ27. Â òåðìå õ28 âûáèðàåòñÿ òàêîé ëîãè÷åñêèé
ñèìâîë õ29, êîòîðûé âõîäèò â åäèíñòâåííîå óòâåðæäåíèå õ31 ñïèñêà õ26. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû óòâåðæäåíèé õ31 è õ28 ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêà ïàðàìåòðîâ òåðìà õ28 ñî ñïèñêîì õ24. Åñëè ñïèñîê
õ32 íåïóñò, ïðè÷åì óñìàòðèâàåòñÿ ïîäñòàíîâêà S ′ âìåñòî ïåðåìåííûõ õ32, ïå-
ðåâîäÿùàÿ õ28 â õ31, òî ñïèñîê õ22 ïîïîëíÿåòñÿ ñïèñêîì õ32, à ïîäñòàíîâêà
S äîîïðåäåëÿåòñÿ íà ïåðåìåííûõ õ32 çíà÷åíèÿìè ïîäñòàíîâêè S ′. Ïåðåìåííîé
õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä" ðåçóëüòàòîâ ïðè-
ìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ′ ê óòâåðæäåíèÿì íàáîðà õ27. Óòâåðæäåíèÿ õ34 èñêëþ-
÷àþòñÿ èç ñïèñêà õ26, à ïåðåìåííîé õ27 ïåðåïðèâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ
èç ñïèñêà õ34 óòâåðæäåíèé õ25. Åñëè â ðåçóëüòàòå âîçíèêëè îäíîýëåìåíòûå
ñïèñêè õ26 è õ27, òî öèêë îáðûâàåòñÿ. Èíà÷å, ïî èñ÷åðïàíèè âîçìîæíîñòåé,
ïðåäïðèíèìàåòñÿ îòêàç îò ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà.

Ïî çàâåðøåíèè óêàçàííîãî öèêëà âñå ïåðåìåííûå, íà÷èíàÿ ñ õ28, ñíîâà îêàçû-
âàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåð-
æäåíèÿ d ≤ 0, õ27 - èç óòâåðæäåíèÿ 0 ≤ d. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ25 è õ26, ïåðåìåííîé õ29 - äèçúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé
ñïèñêîâ õ26 è õ27. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ,
÷òî õ29 - ñëåäñòâèå ïîñûëîê õ28. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ïîäòåðìó õ20, ïåðåìåííîé õ32 - ïîäòåðì õ11.
Â íàøåì ïðèìåðå õ31 èìååò âèä "(

√
c2 + d2, arccos(c/

√
c2 + d2)))", õ32 - âèä

"(
√

c2 + d2,− arccos(c/
√

c2 + d2)))". Îïåðàòîð "ñðàâíòåðìîâ" îïðåäåëÿåò âõîæäå-
íèÿ õ33 è õ34 íàèìåíüøèõ ïîäòåðìîâ òåðìîâ õ31 è õ32, â êîòîðûõ îíè îòëè÷à-
þòñÿ. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî âòîðûå êîðíåâûå îïåðàíäû. Ïåðåìåííîé õ35 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ33 â òåðì õ31 íà óñëîâíîå âûðàæåíèå,
óñëîâèåì êîòîðîãî ñëóæèò óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ26, à àëüòåðíàòèâíûìè âûðà-
æåíèÿìè - ïîäòåðìû õ34 è õ33. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ28, êîíñåêâåíîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ12 è õ35. Îíà îáðà-
áàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê
îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðè ýòîì èñõîäíàÿ è äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìû
ñîïðîâîæäàþòñÿ ïîìåòêàìè "èñêëþ÷åíèå".

4. Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì, îòëè÷àþùèõñÿ ñêëåèâàåìûìè àíòåöåäåíòàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcAK(Òðåõìåðí(K) & êðä(A, K, 1) = a & êðä(A, K, 2) = b &
êðä(A, K, 3) = c & ãåîì(A)→ êîîðä(A, K) = (a, b, c))

èç òåîðåìû

∀abcAK(Òðåõìåðí(K) & Âåêòîð(A) & êðä(A, K, 1) = a & êðä(A, K, 2) = b &
êðä(A, K, 3) = c→ êîîðä(A, K) = (a, b, c))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abcAK(Òðåõìåðí(K) & A− òî÷êà & êðä(A, K, 1) = a & êðä(A, K, 2) = b &
êðä(A, K, 3) = c→ êîîðä(A, K) = (a, b, c))
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Çäåñü óòâåðæäåíèå "ãåîì(A)" îçíà÷àåò, ÷òî A - òî÷êà ëèáî âåêòîð òðåõìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà.

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ. Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ íå ïîìå÷åííàÿ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå" è îò-
ëè÷íàÿ îò èñõîäíîé òåîðåìû òåîðåìà õ12 ñ õàðàêòåðèñòèêîé "ñèñòêîîðä". Ïåðå-
ìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åå àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî äëèíà
ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ10. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû
õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ õ9. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðå-
ñå÷åíèå ñïèñêîâ õ10 è õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî íåïóñòî. Ïåðåìåííûì õ16 è
õ17 ïðèñâàèâàþòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêà õ10 è õ15, à òàêæå ðàçíîñòü ñïèñêà õ13 è
õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè ðàçíîñòè îäíîýëåìåíòíû. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâà-
èâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ ýëåìåíòîâ ñïèñêîâ õ16 è õ17. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "íîðìèëè" îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ15. Ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïå-
ðåìåííîé õ19. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì "ãåîì(A)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ,
àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ15 è óòâåðæäåíèå õ19. Êî-
åñåâåíòîì ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå õ9. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû. Èñõîäíàÿ è äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìû
ïîìå÷àþòñÿ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå".

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Èñêëþ÷åíèå èçáûòî÷íîãî ïàðàìåòðà àíòåöåäåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABCDEK(¬(d ∈ ïðÿìàÿ(AB)) & D − òî÷êà & E − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) &
¬(D = E) & K = (A, B, C) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(DE) &
êîîðä(D, K) = (a, b)→ êîîðä(E, K) = (0, b))

èç òåîðåìû

∀abABCDEFK(D − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) &
¬(D = F ) & ¬(D = E) & K = (A, B, C) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB)
& ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(AC) &
êîîðä(D, K) = (a, b)→ êîîðä(E, K) = (0, b))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11 -
âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "íà-
áîð", ïåðåìåííîé õ12 - äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 èìååò
âèä "êîîðä(E, K)". Â ñïèñêå õ8 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ13, çàãîëîâêîì õ14 ëåâîé
÷àñòè êîòîðîãî ñëóæèò íàçâàíèå êàêèõ-ëèáî êîîðäèíàò. Â íàøåì ïðèìåðå õ13
- ðàâåíñòâî "êîîðä(D, K) = (a, b)", õ14 - ñèìâîë "êîîðä". Ïåðåìåííîé õ15 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà è ðàâåíñòâà õ13. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ
ðàâåíñòâà ñïèñêà õ8; åñëè â îäíîé èç ÷àñòåé òàêîãî ðàâåíñòâà ðàñïîëàãàåòñÿ
ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ15, òî ñïèñîê õ15 ïîïîëíÿåòñÿ âñåìè ïàðàìåòðàìè äàííîãî
ðàâåíñòâà. Ýòà ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ, ïîêà âîçìîæíî. Â ðåçóëüòàòå õ15 ñòàíî-
âèòñÿ ñîñòîÿùèì èõ ïåðåìåííûõ a, b, D, E, K, A,B,C. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ àíòåöåäåíòîâ õ8, íå âîøåäøèõ â ñïèñîê õ15. Â íàøåì
ïðèìåðå îí ñòñîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé F . Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ8 ðàâåíñòâà õ13. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ
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õ17 ñïèñêà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - F . Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ19,
ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ18. Öåëè çàäà÷è - (èñêëþ÷ õ17), "èç-
âåñòíî", "àíòåöåäåíòû", (íåèçâåñòíûå X), ãäå X - âñå ïàðàìåòðû ïîñûëîê õ18.
Ïîñëå ðåøåíèÿ ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ21 âñåõ íå èìåþùèõ çàãîëîâêà "àêòèâ" ïî-
ñûëîê çàäà÷è õ19, ê êîòîðîìó äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïåðåìåííàÿ õ17 íå âñòðå÷àåòñÿ â óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ21. Çàòåì ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ21 è òåì æå êîíñåêâåíòîì, ÷òî ó èñõîäíîé òåî-
ðåìû. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.
Èñõîäíàÿ òåîðåìà ïîìå÷àåòñÿ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå".

2. Óäàëåíèå èçáûòî÷íîãî îòðèöàíèÿ â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABCDEK(D − òî÷êà & E − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) & ¬(D = E) &
K = (A, B, C) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(DE) &
êîîðä(D, K) = (a, b)→ êîîðä(E, K) = (0, b))

èç òåîðåìû

∀abABCDEK(¬(D ∈ ïðÿìàÿ(AB)) & D − òî÷êà & E − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) &
¬(D = E) & K = (A, B, C) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(DE) &
êîîðä(D, K) = (a, b)→ êîîðä(E, K) = (0, b))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - êîíñå-
êâåíò, ïåðåìåííîé õ11 - ñïèñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäå-
íèÿ êîíñåêâåíòà ïî î.ä.ç. Â ñïèñêå õ8 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ12 ñ çàãîëîâêîì
"íå", íå ïðèíàäëåæàùåå ñïèñêó õ11 è íå èñïîëüçóåìîå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî
î.ä.ç. ïðî÷èõ àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå óòâåð-
æäåíèÿ õ12, ïåðåìåííîé õ14 - ðåçóëüòàò çàìåíû â ñïèñêå õ8 óòâåðæäåíèÿ õ12
íà õ13. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ10 - ñëåä-
ñòâèå óòâåðæäåíèé õ14. Ïðåäâàðèòåëüíî ðàçáëîêèðóþòñÿ ïðèåìû, îñíîâàííûå
íà óæå èìåþùèõñÿ â ñïèñêå âûâîäà òåîðåìàõ. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, ïîëó÷åí-
íàÿ èç èñõîäíîé òåîðåìû îòáðàñûâàíèåì àíòåöåäåíòà õ12. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðè ýòîì èñõîäíàÿ òåîðåìà
ïîìå÷àåòñÿ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå".

3. Ðàçâÿçêà àíòåöåäåíòîâ ïî ïåðåìåííîé äëÿ òåêóùåãî îáúåêòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdefghijABCDK(¬(c = f) & ¬(c = D) & ¬(g = h) & ¬(h = D) & K = (A, B, C) &
êîîðä(c, K) = (d, e) & êîîðä(h,K) = (i, j) & D ∈ ïðÿìàÿ(cf) & D ∈ ïðÿìàÿ(gh)
& c− òî÷êà & f − òî÷êà & g − òî÷êà & h− òî÷êà & D − òî÷êà & ïðÿìàÿ(cf) ‖
ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(gh) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & ñèñòêîîðä(K) → êîîðä(D, K) =
(i, e))

èç òåîðåìû

∀cdefhijABCDK(¬(c = f) & ¬(c = D) & ¬(h = D) & K = (A, B, C) & êîîðä(c, K) =
(d, e) & êîîðä(h,K) = (i, j) & D ∈ ïðÿìàÿ(cf) & c− òî÷êà & f − òî÷êà &
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h−òî÷êà & D−òî÷êà & ïðÿìàÿ(cf) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(hD) ‖ ïðÿìàÿ(AC)
& ñèñòêîîðä(K)→ êîîðä(D, K) = (i, e))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) & ¬(B = C) &
A ∈ ïðÿìàÿ(BC)→ ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(BC))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11 -
âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "íà-
áîð", ïåðåìåííîé õ12 - äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 èìå-
åò âèä "êîîðä(D, K)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ âûðàæå-
íèÿ õ12 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - ïåðâûé îïåðàíä
âûðàæåíèÿ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - D. Â ñïèñêå õ8 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå
õ14 è ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ15 ïåðåìåííîé õ13 â ýòî óòâåðæäåíèå. Â
íàøåì ïðèìåðå õ14 èìååò âèä "ïðÿìàÿ(hD) ‖ ïðÿìàÿ(AC)". Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå, íåïîñðåäñòâåííûì îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò õ15,
ïåðåìåííîé õ17 - ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 - ñèìâîë
"ïðÿìàÿ". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "âàðòåîð" îïðåäåëÿåò ïî õ17 óêàçàííóþ
âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðå-
îáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó.
Â íàøåì ïðèìåðå õ20 èìååò âèä:

∀abg(a−òî÷êà & b−òî÷êà & g−òî÷êà & ¬(a = b) & ¬(b = g) & a ∈ ïðÿìàÿ(bg)→
ïðÿìàÿ(ab) = ïðÿìàÿ(bg))

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû
õ20, ïåðåìåííîé õ23 - ñïèñîê åå ïàðàìåòðîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 - âûðàæåíèå
"ïðÿìàÿ(ab)". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ16, ïåðåìåííîé õ25 -
ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ20. Â íàøåì ïðèìåðå õ24 èìå-
åò âèä "ïðÿìàÿ(hD)". Óñìàòðèâàåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ23,
ïåðåâîäÿùàÿ âûðàæåíèå õ22 â âûðàæåíèå õ24. Â ñïèñêå õ23 âûáèðàåòñÿ ïå-
ðåìåííàÿ õ27, íå âõîäÿùàÿ â âûðàæåíèå õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ
a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå õ26 íà ïîçèöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîçèöèè ïåðå-
ìåííîé õ27 â ñïèñêå õ23, ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ13. Ïåðåìåííîé õ28 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê âûðàæåíèþ õ25. Â íàøåì
ïðèìåðå õ28 èìååò âèä "ïðÿìàÿ(hg)". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíå-
íèå ñïèñêà ðåçóëüòàòîâ çàìåíû âñåõ âõîæäåíèé âûðàæåíèÿ õ24 â àíòåöåäåíòû
õ8 íà âûðàæåíèå õ28 ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àí-
òåöåäåíòàì òåîðåìû õ20. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ29 è
òåì æå êîíñåêâåíòîì, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Èìïëèêàöèÿ äëÿ îäíîâðåìåííîãî ââîäà íîâîãî îáúåêòà è îïðåäåëåíèÿ åãî êî-
îðäèíàò.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdefghijABCDK(¬(c = f) & ¬(g = h) & K = (A, B, C) & êîîðä(c, K) = (d, e) &
êîîðä(h,K) = (i, j) & c−òî÷êà& f−òî÷êà& g−òî÷êà& h−òî÷êà& ïðÿìàÿ(cf) ‖
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ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(gh) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & ñèñòêîîðä(K)→ D ∈ ïðÿìàÿ(cf) &
D ∈ ïðÿìàÿ(gh) & D − òî÷êà & êîîðä(D, K) = (i, e))

èç òåîðåìû

∀cdefghijABCDK(¬(c = f) & ¬(g = h) & K = (A, B, C) & êîîðä(c, K) = (d, e) &
êîîðä(h,K) = (i, j) & D ∈ ïðÿìàÿ(cf) & D ∈ ïðÿìàÿ(gh) & c− òî÷êà &
f − òî÷êà & g− òî÷êà & h− òî÷êà & D− òî÷êà & ïðÿìàÿ(cf) ‖ ïðÿìàÿ(AB) &
ïðÿìàÿ(gh) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & ñèñòêîîðä(K)→ êîîðä(D, K) = (i, e))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11 -
âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "íà-
áîð", ïåðåìåííîé õ12 - äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 èìååò
âèä "êîîðä(D, K)". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - ïåðâûé îïå-
ðàíä âûðàæåíèÿ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - D. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê âñåõ ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ13 óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ8. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî âñå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé õ13 â ýòè óòâåðæäåíèÿ ñóòü îïåðàíäû ïðå-
äèêàòíûõ ñèìâîëîâ. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç õ8
óòâåðæäåíèé õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ15 íåïóñò è ÷òî óòâåðæäåíèå "ñóùå-
ñòâóåò(õ13 è(õ14))" - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ15. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ
ñ àíòåöåäåíòàìè õ15, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé
õ14 è êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ
åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "êîîðäââîäà".

2. Ââîä âñïîìîãàòåëüíîãî îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îáúåêòà, êîîðäèíàòû êîòîðîãî îïðåäå-
ëÿþòñÿ ïðèåìîì âûâîäà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abceglmK(êîîðä(c, K) = (l,m) & êîîðä(a, K) = (e, g) & ñèñòêîîðä(K) &
Âåêòîð(c) & Âåêòîð(a) & b = c + a→ êîîðä(b, K) = (e + l, g + m))

èç òåîðåìû

∀aceglmK(êîîðä(c, K) = (l,m) & êîîðä(a, K) = (e, g) & ñèñòêîîðä(K) &
Âåêòîð(c) & Âåêòîð(a)→ êîîðä(c + a, K) = (e + l, g + m))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11 -
âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "íà-
áîð", ïåðåìåííîé õ12 - äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 èìååò
âèä "êîîðä(c+a, K)". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä âûðàæå-
íèÿ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå- "c + a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåîäíîáóêâåííûé è íå
ñîäåðæèò íåîäíîáóêâåííûõ àòîìàðíûõ ïîäâûðàæåíèé.

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íåêîòîðûé ïàðàìåòð òåðìà õ13. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðåìåííàÿ a. Â ñïèñêå õ8 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ15, ñîäåðæàùåå ïåðåìåí-
íóþ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 èìååò âèä "êîîðä(a, K) = (e, g)". Ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê
"íàáîð", ïåðåìåííîé õ16 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõî-
æäåíèþ õ16 ðàñïîëîæåíî íàçâàíèå êàêèõ-ëèáî êîîðäèíàò, ïðè÷åì ïåðâûì îïå-
ðàíäîì âõîæäåíèÿ õ16 ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ14.
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Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ19, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ20
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé õ19 âû-
ðàæåíèþ õ13. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â êîíñåêâåíòå
òåîðåìû ïåðâîãî îïåðàíäà ïîäòåðìà õ12 íà ïåðåìåííóþ õ19. Çàòåì ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ20 è êîíñåêâåíòîì õ21. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "ðàâíîçíà÷íû".

3. Âûâîä ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ÿâíîãî çàäàíèÿ îáúåêòà ÷åðåç êîîðäèíàòû â çàäà÷å
íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdepCK(¬(e + p = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
e−÷èñëî & p−÷èñëî & ñèñòêîîðä(K) & Äâóìåðí(K)→ e·l(C ò÷êîîðä(K, (a, b)))
= p · l(C ò÷êîîðä(K, (c, d))) & C ∈ îòðåçîê(ò÷êîîðä(K, (a, b)) ò÷êîîðä(K, (c, d)))
↔ C = ò÷êîîðä(K, ((ae + cp)/(e + p), (be + dp)/(e + p))))

èç òåîðåìû

∀abcdepABCK(êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) & C ∈ îòðåçîê(AB) &
p − ÷èñëî & A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &ñèñòêîîðä(K) & el(AC) =
pl(BC) & e− ÷èñëî & ¬(e + p = 0)→ êîîðä(C, K) = ((ae + cp)/(e + p),
(be + dp)/(e + p)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abK(ñèñòêîîðä(K) & Äâóìåðí(K) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→
êîîðä(ò÷êîîðä(K, (a, b)), K) = (a, b))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11 -
âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "íà-
áîð", ïåðåìåííîé õ12 - äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 èìååò
âèä "êîîðä(C, K)". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - ïåðâûé îïå-
ðàíä âûðàæåíèÿ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - C. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïîäòåðì õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàâåíñòâ â àíòåöåäåíòàõ, ó êîòîðûõ
â ëåâîé ÷àñòè ðàñïîëîæåíî îáîçíà÷åíèå êàêèõ-ëèáî êîîðäèíàò. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ðàâåíñòâà "êîîðä(A, K) = (a, b)" è "êîîðä(B, K) = (c, d)". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ïåðåìåííàÿ õ13 â ýòèõ ðàâåíñòâàõ íå âñòðå÷àåòñÿ. Ïåðåìåííîé õ16 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê çàãîëîâêîâ ïåðâûõ îïåðàíäîâ ëåâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ õ15.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíè ñóòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. Â íàøåì ïðèìåðå
- ïåðåìåííûå A, B. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê èçâëåêàåìûõ èç õ8
óêàçàòåëåé íà òèï çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "A− òî÷êà",
"B−òî÷êà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå òàêèå óêàçàòåëè óäàëîñü èçâëå÷ü. Ïåðåìåííîé
õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ èçâëåêàåìûé èç õ8 óêàçàòåëü íà òèï çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé
õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "C − òî÷êà". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëî-
âîê óòâåðæäåíèÿ õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - "òî÷êà". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"ò÷êîîðä" îïðåäåëÿåò ïî çàãîëîâêó R òåðìà õ12 (â íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä")
óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê ëåâîé
÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ðàâåí R. Ïåðåìåííîé
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õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä ýòîé ëåâîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - âû-
ðàæåíèå "ò÷êîîðä(K, (a, b))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ19 âõîäèò â ñïèñîê òèïîâ çíà-
÷åíèé âûðàæåíèé ñ òåì æå çàãîëîâêîì, ÷òî ó õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî âñå
óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ17 èìåþò çàãîëîâîê õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêè ëå-
âûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ õ15 òàêèå æå, êàê ó âûðàæåíèÿ õ12.

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò èñêëþ÷åíèÿ èç ñïèñêà õ8 óòâåðæäå-
íèé õ15. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òåõ óòâåðæäåíèé íàáîð õ25,
êîòîðûå ñîäåðæàò ïåðåìåííóþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "C ∈ îòðåçîê(AB)",
"C − òî÷êà", "el(AC) = pl(BC)". Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòà-
íàâëèâàåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå "ñóùåñòâóåò(õ13 è(õ26)) ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé
õ25. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ25 óòâåðæäå-
íèé õ26, ïåðåìåííîé õ30 - êîíúþíêöèÿ îòëè÷íûõ îò õ18 óòâåðæäåíèé ñïèñêà
õ26. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû.

Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû. Ðåàëèçóåòñÿ öèêë,
â êîòîðîì ñíà÷àëà ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàþòñÿ ðàâåíñòâà ñïèñêà õ15, à ïåðå-
ìåííîé õ38 - ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ16 (ò.å. îáúåêò, êîîðäèíàòó
êîòîðîãî âûðàæàåò ðàâåíñòâî õ37); â êîíöå öèêëà ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðàâåíñòâî õ32, à ïåðåìåííîé õ38 - ïåðåìåííàÿ õ13. Äëÿ òåêóùåèõ çíà÷åíèé
õ37, õ38 ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ
òåîðåìû õ20 íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â ñïèñîê õ31. Ñðàçó æå ñïèñîê õ31
ïîïîëíÿåòñÿ âñåìè ïåðåìåííûìè òåîðåìû õ39. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ39, ïåðåìåííîé õ41 - åå êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé
õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ïàðàìåòðàì óòâåðæäåíèÿ õ41 ïåðå-
ìåííîé õ38. Çàòåì íàõîäèòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ42, óíèôèöè-
ðóþùàÿ ðàâåíñòâà õ37 è õ41. Ýòà ïîäñòàíîâêà ïðèìåíÿåòñÿ êî âñåì óòâåðæäå-
íèÿì ñïèñêà õ29. Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ åå ïðèìå-
íåíèÿ ê óòâåðæäåíèÿì õ40. Çàòåì õ44 äîáàâëÿåòñÿ ê èçìåíåííîìó ñïèñêó õ29.
Åñëè õ38 îòëè÷íî îò õ13 (ò.å. èìååò ìåñòî íå ïîñëåäíèé ðàññìàòðèâàåìûé â öèê-
ëå ñëó÷àé), òî ê õ30 ïðèìåíÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S. Åñëè æå õ38 ðàâíî õ13, òî öèêë
çàâåðøàåòñÿ. Ïðè ýòîì âñå ïåðåìåííûå âïëîòü äî õ44 ïî-ïðåæíåìó îïðåäåëåíû.
Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì, â êîòîðûé ïîäñòàíîâêà S ïåðåâîäèò ïåðå-
ìåííóþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "ò÷êîîðä(K, ((ae+cp)/(e+p), (be+dp)/(e+p)))".
Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ13 âûðàæåíèþ õ45, ïåðå-
ìåííîé õ47 - ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ30 è õ46. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ29 è êîíñåêâåíòîì õ47. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Åäèíñòâåííàÿ ñîïðîâîæäà-
þùàÿ äàííóþ òåîðåìó õàðàêòåðèñòèêà - "îïðåäêîîðä(âòîðîéòåðì)".

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîé òåîðåìû

1. Âûðàæåíèå êîîðäèíàò îáúåêòà â ñèñòåìå êîîðäèíàò òåêóùåãî òèïà ÷åðåç åãî
êîîðäèíàòû â ñèñòåìå äðóãîãî òèïà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABCDK(¬(A = D) & K = (A, B, C) & ïîëêîîðä(D, K) = (a, b) &
D − òî÷êà & îäíàñòîðîíà(C, D, ïðÿìàÿ(AB)) & ïðÿìêîîðä(K)→
êîîðä(D, K) = (a cos b, a sin b))
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èç òåîðåìû

∀ABCDK(D − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K) & ¬(A = D) & K = (A, B, C) &
îäíàñòîðîíà(C, D, ïðÿìàÿ(AB))→ ïîëêîîðä(D, K) = (l(AD), ∠(BAD)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11 -
âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "íà-
áîð", ïåðåìåííîé õ12 - äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 èìååò
âèä "ïîëêîîðä(D, K)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó ñ çà-
ãîëîâêîì "îïðåäåëåíèå". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ
õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàçâàíèå êîîðäèíàò. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî êîðíåâûå îïåðàíäû âûðàæåíèÿ õ12 ñóòü ïåðåìåííûå, è ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðàÿ èç íèõ. Â íàøåì ïðèìåðå - K. Â ñïèñêå õ8 íàõîäèòñÿ
óòâåðæäåíèå õ15 âèäà "P (õ14)". Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðÿìêîîðä(K)". Ïðî-
ñìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå òåîðåìû ñ õàðàêòåðèñòèêîé "îïðåäåëåíèå(. . .)",
îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçäåëó, ñîäåðæàùåìó ñèìâîë P . Â íàøåì ïðèìåðå - ê ðàçäå-
ëó "ñèñòåìûêîîðäèíàò". Åñëè êîíñåêâåíò òåîðåìû - ðàâåíñòâî äëÿ êàêèõ-ëèáî
êîîðäèíàò, îòëè÷íûõ îò õ13, ïðè÷åì ÷èñëî îïåðàíäîâ îïðåäåëÿþùåãî íàáîðà
ðàâíî ÷èñëó îïåðàíäîâ íàáîðà õ11, òî íàçâàíèå ýòèõ êîîðäèíàò ñîõðàíÿåòñÿ â
ñïèñêå õ16. Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà òåîðåì â íàøåì ïðèìåðå õ16 ñîñòîèò èç
åäèíñòâåííîãî ñèìâîëà "êîîðä".

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ11. Âûáèðàåòñÿ
ñïèñîê õ18 íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà
äëèíå ñïèñêà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, b. Ïåðåìåííîé õ19 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê àíòåöåäåíòàì õ8 ðàâåíñòâ âûðàæåíèé õ17
ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâ "l(AD) = a",
"∠(BAD) = b". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ16. Â íàøåì
ïðèìåðå - ñèìâîë "êîîðä". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû çà-
ãîëîâêà âûðàæåíèÿ õ12 íà õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä(D, K)". Ïåðåìåííîé
õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, îòëè÷íûõ îò ïåðåìåííûõ èñõîäíîé òåî-
ðåìû è îò ïåðåìåííûõ õ18, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ17. Â íàøåì
ïðèìåðå - c, d. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ21 òåðìó
"íàáîð(õ22)". Â íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä(D, K) = (c, d)".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ19 è åäèíñòâåííûì óñëîâèåì õ23.
Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ22", "èçâåñò-
íî õ18". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ25. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"d = a sin b & c = a cos b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", è
ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïåðåìåííîé
õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ äëÿ ïåðåìåííûõ õ22, ñîäåð-
æàùèõñÿ â íàáîðå õ26. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òàêèå ðàâåíñòâà èìåþòñÿ äëÿ âñåõ ïå-
ðåìåííûõ õ22. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ12 âûðà-
æåíèþ "íàáîð(õ18)". Â íàøåì ïðèìåðå - "ïîëêîîðä(D, K) = (a, b)". Ïåðåìåííîé
õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòà äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 óòâåðæäåíèÿ õ28. Ïåðåìåí-
íîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ21 âûðàæåíèþ "íàáîð(õ27)". Â
íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä(D, K) = (a cos b, a sin b)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àí-
òåöåäåíòàìè õ29 è êîíñåêâåíòîì õ30. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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2. Âûðàæåíèå êîîðäèíàò îáúåêòà â ñèñòåìå êîîðäèíàò äðóãîãî òèïà ÷åðåç åãî
êîîðäèíàòû â ñèñòåìå êîîðäèíàò òåêóùåãî òèïà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdABCDK(¬(A = D) & K = (A, B, C) & êîîðä(D, K) = (c, d) & D − òî÷êà &
d ≤ 0 & ïðÿìêîîðä(K)→ ïîëêîîðä(D, K) = (

√
c2 + d2,− arccos(c/

√
c2 + d2)))

èç òåîðåìû

∀ABCDK(ïðÿìêîîðä(K) & D − òî÷êà & ¬(A = D) & K = (A, B, C) &
ðàçíûåñòîðîíû(C, D, ïðÿìàÿ(AB))→ ïîëêîîðä(D, K) = (l(AD),−∠(BAD)))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11 -
âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "íà-
áîð", ïåðåìåííîé õ12 - äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 èìååò
âèä "ïîëêîîðä(D, K)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó ñ çà-
ãîëîâêîì "îïðåäåëåíèå". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ
õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàçâàíèå êîîðäèíàò. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî êîðíåâûå îïåðàíäû âûðàæåíèÿ õ12 ñóòü ïåðåìåííûå, è ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðàÿ èç íèõ. Â íàøåì ïðèìåðå - K. Â ñïèñêå õ8 íàõîäèòñÿ
óòâåðæäåíèå õ15 âèäà "P (õ14)". Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðÿìêîîðä(K)". Ïðî-
ñìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå òåîðåìû ñ õàðàêòåðèñòèêîé "îïðåäåëåíèå(. . .)",
îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçäåëó, ñîäåðæàùåìó ñèìâîë P . Â íàøåì ïðèìåðå - ê ðàçäå-
ëó "ñèñòåìûêîîðäèíàò". Åñëè êîíñåêâåíò òåîðåìû - ðàâåíñòâî äëÿ êàêèõ-ëèáî
êîîðäèíàò, îòëè÷íûõ îò õ13, ïðè÷åì ÷èñëî îïåðàíäîâ îïðåäåëÿþùåãî íàáîðà
ðàâíî ÷èñëó îïåðàíäîâ íàáîðà õ11, òî íàçâàíèå ýòèõ êîîðäèíàò ñîõðàíÿåòñÿ â
ñïèñêå õ16. Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà òåîðåì â íàøåì ïðèìåðå õ16 ñîñòîèò èç
åäèíñòâåííîãî ñèìâîëà "êîîðä".

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ11. Âûáèðàåòñÿ
ñïèñîê õ18 íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà
äëèíå ñïèñêà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, b. Ïåðåìåííîé õ19 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê àíòåöåäåíòàì õ8 ðàâåíñòâ âûðàæåíèé õ17
ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâ "l(AD) = a",
"−∠(BAD) = b". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ16. Â íàøåì
ïðèìåðå - ñèìâîë "êîîðä". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû çà-
ãîëîâêà âûðàæåíèÿ õ12 íà õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä(D, K)". Ïåðåìåííîé
õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, îòëè÷íûõ îò ïåðåìåííûõ èñõîäíîé òåî-
ðåìû è îò ïåðåìåííûõ õ18, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ17. Â íàøåì
ïðèìåðå - c, d. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ21 òåðìó
"íàáîð(õ22)". Â íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä(D, K) = (c, d)".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâ-
ëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ23 ê ñïèñêó õ8, ïåðåìåííîé õ25 - ñïèñîê ðàâåíñòâ âûðà-
æåíèé õ17 ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì õ18. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ
àíòåöåäåíòàìè õ24 è óñëîâèÿìè õ25. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿ-
ìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ18", "èçâåñòíî õ22". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ
îòâåò íà çàäà÷ó. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "b = − arccos(c/

√
c2 + d2) & a =
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√
c2 + d2". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", è ïåðåìåí-

íîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïåðåìåííîé õ29 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ äëÿ ïåðåìåííûõ õ18, ñîäåðæàùèõñÿ
â íàáîðå õ28. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òàêèå ðàâåíñòâà èìåþòñÿ äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ
õ18. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ12 âûðàæåíèþ "íà-
áîð(õ29)". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ24 è êîíñåêâåíòîì
õ30. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

3. Âûðàæåíèå êîîðäèíàò îïåðàíäà ÷åðåç êîîðäèíàòû îïåðàöèè è äðóãèõ îïåðàí-
äîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdegK(êîîðä(a, K) = (e, g) & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî & ñèñòêîîðä(K) &
Âåêòîð(a) & Âåêòîð(c)→ êîîðä(a+ c, K) = (b, d)↔ êîîðä(c, K) = (b− e, d− g))

èç òåîðåìû

∀aceglmK(êîîðä(c, K) = (l,m) & êîîðä(a, K) = (e, g) & ñèñòêîîðä(K) &
Âåêòîð(c) & Âåêòîð(a)→ êîîðä(c + a, K) = (e + l, g + m))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11
- âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "íà-
áîð", ïåðåìåííîé õ12 - äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 èìååò âèä
"êîîðä(c + a, K)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûé îïåðàíä òåðìà õ12 íåîäíîáóêâåí-
íûé, íî íå ñîäåðæèò íåîäíîáóêâåííûõ àòîìàðíûõ ïîäâûðàæåíèé. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ12. Â íàøåì ñëó÷àå - "êîîðä". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàçâàíèå êîîðäèíàò. Â ñïèñêå õ8 ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ðàâåíñòâî õ14, ó êîòîðîãî îäíà èç ÷àñòåé èìååò çàãîëîâîê "íàáîð", à
äðóãàÿ - çàãîëîâîê õ13. Âõîæäåíèå ïåðâîé èç íèõ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ16, à âòîðîé - ïåðåìåííîé õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âòîðûå îïåðàíäû âõîæäåíèé
õ15 è õ12 îäèíàêîâû. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 èìååò âèä "êîîðä(c, K) = (l,m)".
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ16, ïåðåìåííîé
õ18 - ñïèñîê îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 ñîñòîèò èç îäíî-
áóêâåííûõ âûðàæåíèé l,m, ñïèñîê õ18 - èç âûðàæåíèé e+l, g+m. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî èõ äëèíû ðàâíû, ïðè÷åì ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèé õ17 âêëþ÷àåòñÿ â
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèé õ18. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå
âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà
õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - b, d. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà
ïåðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû ñ ïåðåìåííûìè õ19. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â õ20 ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà
õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - f, h.

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå îòëè÷íûõ îò õ14 ýëåìåíòîâ ñïèñêà
õ8 ñ ðàâåíñòâàìè âûðàæåíèé õ18 ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì õ19. Ïåðåìåí-
íîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàâåíñòâ âûðàæåíèé õ17 ñîîòâåòñòâóþùèì ïå-
ðåìåííûì õ21. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèé
õ18, íå âõîäÿùèõ â âûðàæåíèÿ õ17. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ25 ñ ïîñûë-
êàìè õ22 è óñëîâèÿìè õ23. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò",
"îäç", "íåèçâåñòíûå õ21", "èçâåñòíî õ24 õ19". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü
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"êîîðä(a, K) = (e, g)", "ñèñòêîîðä(K)", "Âåêòîð(c)", "Âåêòîð(a)", "e + l = b",
"g + m = d". Óñëîâèÿ - ðàâåíñòâà l = f, m = h, íåèçâåñòíûå - f, h, èçâåñòíûå
ïàðàìåòðû - e, g, b, d.

Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ26. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "h =
d− g & f = b− e". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ îòâåòà, ïåðåìåííîé õ28 - ñïèñîê ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ äëÿ ïåðåìåííûõ
õ21, ñîäåðæàùèõñÿ â íàáîðå õ27. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òàêèå ðàâåíñòâà èìåþòñÿ
äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ õ21. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïîäòåðìà
õ15 òåðìó "íàáîð(õ28)", ïåðåìåííîé õ30 - ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ12 âûðàæåíèþ
"íàáîð(õ19)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò îòëè÷íûå
îò õ14 óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ8, à êîíñåêâåíòîì - ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé
õ30 è õ29. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "Ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðå-
ìà". Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòè-
êîé "óïðîùïëþñâåêò(âòîðîéòåðì)".

Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

1. Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äðóãèõ òîæäåñòâ ê ñèñòåìå êî-
îðäèíàò íîâîãî òèïà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdjklmnABK(¬(l = A) & ¬(l = B) & K = (l,m, n) & ïîëêîîðä(A, K) = (c, d) &
ïîëêîîðä(B, K) = (j, k) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K)→
l(AB) =

√
−2cj cos(d− k) + c2 + j2)

èç òåîðåìû

∀abABCDK(¬(A = D) & K = (A, B, C) & ïîëêîîðä(D, K) = (a, b) & D − òî÷êà &
ïðÿìêîîðä(K)→ êîîðä(D, K) = (a cos b, a sin b))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABabpqK(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b) &

êîîðä(B, K) = (p, q)→ l(AB) =
√

(a− p)2 + (b− q)2)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11 -
âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "íà-
áîð", ïåðåìåííîé õ12 - äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 èìååò
âèä "êîîðä(D, K)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäòåðì õ11 íå èìååò íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ12. Â
íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàçâàíèå
êàêèõ-ëèáî êîîðäèíàò. Â ñïèñêå õ8 ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàâåíñòâî õ14, ó êîòîðîãî
îäíà èç ÷àñòåé èìååò çàãîëîâîê "íàáîð", à äðóãàÿ - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë õ17,
ÿâëÿþùèéñÿ îòëè÷íûì îò õ13 íàçâàíèåì êîîðäèíàò. Âõîæäåíèå ïåðâîé èç íèõ
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ16, à âòîðîé - ïåðåìåííîé õ15. Â íàøåì ïðèìåðå
õ14 èìååò âèä "ïîëêîîðä(D, K) = (a, b)", õ17 - ñèìâîë "ïîëêîîðä". Ïåðåìåííîé
õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçäåë, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâî õ13. Â íàøåì ïðèìåðå
- "ñèñòåìûêîîðäèíàò". Â ýòîì ðàçäåëå âûáèðàåòñÿ òåîðåìà ñ õàðàêòåðèñòèêîé
"÷èñëêîýôô". Â íàøåì ïðèìåðå - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïå-
ðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âõîæäåíèé ñèìâîëà õ13 â äîïîëíèòåëüíóþ
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òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå òàêîå âõîæäåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç
÷àñòåé ðàâåíñòâà, â äðóãîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåí òåðì "íàáîð(. . .)" ñ òåì
æå ÷èñëîì îïåðàíäîâ, ÷òî ó âõîæäåíèÿ õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò äîïîë-
íèòåëüíîé òåîðåìû ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì.
Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïåðå÷èñëÿåìûõ áåç ïîâòîðåíèé ïîäòåð-
ìîâ äëÿ âõîæäåíèé ñïèñêà õ24. Â íàøåì ïðèìåðå èõ äâà - "êîîðä(A, K)" è
"êîîðä(B, K)". Ââîäÿòñÿ ïóñòûå íàêîïèòåëè õ27 è õ28. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âû-
ðàæåíèÿ ñïèñêà õ25. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ â íàêîïèòåëü õ27 çàíîñèòñÿ ðåçóëüòàò
ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó è íè â îäíó èç ðàíåå ââåäåííûõ òåîðåì ñïèñêà õ27. Íà-
êîïèòåëü õ28 çàïîëíÿåòñÿ òåìè ÷àñòÿìè ðàâåíñòâ â êîíñåêâåíòàõ òåîðåì ñïèñêà
õ27, êîòîðûå íå èìåëè çàãîëîâêà "íàáîð". Â íàøåì ïðèìåðå õ27 ñîñòîèò èç äâóõ
òåîðåì:

∀cdeffghi(¬(e = h) & i = (e, f, g) & ïîëêîîðä(h, i) = (c, d) & h− òî÷êà &
ïðÿìêîîðä(i)→ êîîðä(h, i) = (c cos d, c sin d))

∀jklmnrs(¬(l = r) & s = (l,m, n) & ïîëêîîðä(r, s) = (j, k) & r − òî÷êà &
ïðÿìêîîðä(s)→ êîîðä(r, s) = (j cos k, j sin k))

Â ñïèñêå õ28 íàõîäÿòñÿ âûðàæåíèÿ "êîîðä(h, i)", "êîîðä(r, s)". Ïåðåìåííîé õ29
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèé õ28. Çàòåì îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòà-
íîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29, óíèôèöèðóþùàÿ îäíîâðåìåííî êàæäîå âûðà-
æåíèå ñïèñêà õ25 ñ ñîîòâåòñòâóþùèì âûðàæåíèåì ñïèñêà õ28. Ïåðåìåííîé õ31
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê òåì ÷àñòÿì ðà-
âåíñòâ â êîíñåêâåíòàõ òåîðåì ñïèñêà õ27, êîòîðûå èìåþò çàãîëîâîê "íàáîð". Â
íàøåì ïðèìåðå èìååì ïàðó òåðìîâ "(c cos d, c sin d)", "(j cos k, j sin k)". Ïåðåìåí-
íîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìå âñåõ âûðà-
æåíèé ñïèñêà õ25 íà ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ íàáîðà õ31. Ïåðåìåííîé õ33
ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ32 ñ ðåçóëüòàòàìè
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåì ñïèñêà õ27. Çàòåì ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ33, êîíñåêâåíò êîòîðûé - òîò æå, ÷òî ó òåîðåìû
õ32. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà àíàëèçà êîíòåêñòà òåîðåìû äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòíîøåíèÿ, íå ñîäåðæà-
ùåãî òî÷êè, êîîðäèíàòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ òåîðåìîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcdefghijlmnp(¬(m = n) & ¬(l ∈ ïðÿìàÿ(mn)) & êîîðä(l, p) = (b, d, e) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(mn), p) = setqrs(q − ÷èñëî & r − ÷èñëî & s− ÷èñëî &
ïðîïîðöíàáîðû((h, i, j), (c + q, f + r, g + s))) & c− ÷èñëî & f − ÷èñëî &
g − ÷èñëî & h− ÷èñëî & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & l − òî÷êà & m− òî÷êà &
n− òî÷êà & ïðÿìêîîðä(p)→ (h(d + f)− i(b + c))2 + (i(e + g)− j(d + f))2 +
(h(e + g)− j(b + c))2 = (h2 + i2 + j2)(ðàññòäîïðÿìîé(l, ïðÿìàÿ(mn)))2)

èç òåîðåìû
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∀abcdefghijlmnptu(¬(a = l) & ¬(m = n) & t = h(b + c) + i(d + f) + j(e + q) &
u = h2 + i2 + j2 & êîîðä(l, p) = (b, d, e) &êîîðä(ïðÿìàÿ(mn), p) =
setqrs(q− ÷èñëî & r− ÷èñëî & s− ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((h, i, j), (c + q, f + r,
g + s))) & a ∈ ïðÿìàÿ(mn) & c− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g− ÷èñëî & h− ÷èñëî &
i−÷èñëî& j−÷èñëî& a−òî÷êà& l−òî÷êà& m−òî÷êà& n−òî÷êà& ïðÿìàÿ(al) ⊥
ïðÿìàÿ(mn) & ïðÿìêîîðä(p)→ êîîðä(a, p) = (−c + ht/u,−f + it/u,−g + jt/u))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ9 - ðàâåíñòâî, ó êîòîðîãî â ëåâîé ÷àñòè ðàñïîëîæåíî
âûðàæåíèå ñ çàãîëîâêîì õ11, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé íàçâàíèå êàêèõ-ëèáî êî-
îðäèíàò. Â íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé
îïåðàíä óêàçàííîãî âûðàæåíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - "a". Ïåðåìåííîé õ13 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Ïå-
ðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ10 óòâåðæäåíèÿ
õ9. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ15 ñ ïîñûëêàìè õ14. Öåëè åå - "èçâåñò-
íî", "íåèçâåñòíûå X", "èñêëþ÷ õ13", "ñîêðàù", "òåîðâûâîä". Çäåñü X - âñå
ïàðàìåòðû ïîñûëîê. Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è õ15 â ñïèñêå åå ïîñûëîê íàõîäèòñÿ
ðàâåíñòâî õ17, íå âõîäÿùåå â ñïèñîê õ10 è íå ñîäåðæàùåå ïåðåìåííûõ ñïèñêà
õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ, à åãî ïà-
ðàìåòðû âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ17 ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä

ðàññòäîïðÿìîé(l, ïðÿìàÿ(mn)) =√
(b + c− ht/b)2 + (d + f − it/u)2 + (e + g − jt/u)2

Ñïèñîê õ10 ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ18 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåí-
íóþ õ13, è ïîäñïèñîê õ19 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå
õ20 ñ ïîñûëêàìè õ19 è óñëîâèÿìè õ18. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò",
"ïîïûòêàñïóñêà", "íåèçâåñòíûå õ13", "ïàðàìåòðû õ13". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ21. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "¬(l ∈ ïðÿìàÿ(mn))". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç" è íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ õ13. Çà-
òåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà
õ19 è êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû îòâåòà õ21, à êîíñåêâåíòðì - óòâåðæäåíèå õ17. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà", è ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðå-
ìåííîé õ22. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ22,
ïåðåìåííîé õ24 - åå êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îá-
ðàáîòêè óòâåðæäåíèÿ õ24 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ23 îïåðàòîðîì "óïðîùàëã",
âûïîëíÿþùèì àëãåáðàè÷åñêèå óïðîùåíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå òàêèå óïðîùåíèÿ
ïðèâîäÿò ê èñêëþ÷åíèþ ðàäèêàëà è ñëîæåíèþ îñîáî ãðîìîçäêèõ äðîáíûõ âû-
ðàæåíèé, ïîÿâëÿþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèÿ äëÿ ïåðåìåííîé t.
Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ23 è êîíñåêâåíòîì õ25, êîòîðàÿ
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.103 Õàðàêòåðèñòèêà "ñêëåéêà"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ñêëåéêà(x, N)" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà, ïîçâîëÿþùèå ïåðåéòè îò
âûðàæåíèÿ ñ íåñêîëüêèìè âõîæäåíèÿìè ïåðåìåííîé x ê âûðàæåíèþ ñ îäíèì âõî-
æäåíèåì ýòîé ïåðåìåííîé. N - íàïðàâëåíèå çàìåíû.
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Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà ñêëåéêè ïóòåì ââîäà èçâëåêàåìîãî ïàðàìåòðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdefghi(¬(e = 0) & ¬(g = 0) & ¬(h = 0) & 0 < a & 0 < b & a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî &
h− ÷èñëî & i− ÷èñëî→ ai+cd/(eh)bcf/(gh) = ai(ad/ebf/g)c/h)

èç òåîðåìû

∀abcdefgh(¬(e = 0) & ¬(g = 0) & ¬(h = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî
& d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî & h− ÷èñëî & 0 ≤ a &
0 ≤ b→ acd/(eh)bcf/(gh) = (ad/ebf/g)c/h)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 < a→ abac = ab+c)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñêëåéêà(c âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ èç òåêóùåé õàðàêòåðèñòèêè, ïåðå-
ìåííîé õ9 - íàïðàâëåíèå çàìåíû. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ
÷àñòü, ïåðåìåííîé õ12 - çàìåíÿþùàÿ. Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå õ13 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà; ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë
ïî ýòîìó âõîæäåíèþ. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "acd/(eh)",
õ14 - ñèìâîë "ñòåïåíü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "èçâëå÷ïàðàì" îïðåäåëÿåò
ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò
õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ" ëèáî "ñâåðòêó", îïðåäåëÿþùèå íàïðàâëåíèå
çàìåíû õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñîãëàñíî íàïðàâëåíèþ
õ18, ïåðåìåííîé õ21 - çàìåíÿþùàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü èìååò
çàãîëîâîê õ14. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî êîðíåâîãî îïå-
ðàíäà òåðìà õ21, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ õ24, ïå-
ðåìåííîé õ23 - âõîæäåíèå íåîäíîáóêâåííîãî îïåðàíäà. Â íàøåì ïðèìåðå õ24
- ïåðåìåííàÿ a, õ23 - âõîæäåíèå ïîäâûðàæåíèÿ b + c. Ïåðåìåííûì õ27 è õ28
ïðèñâàèâàþòñÿ ïåðåìåííûå - îïåðàíäû âõîæäåíèÿ õ23. Â íàøåì ïðèìåðå õ27
- b, õ28 - c. Îïðåäåëÿåòñÿ åäèíèöà E îïåðàöèè õ23. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî 0.
Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ òà èç ïåðåìåííûõ õ27, õ28, ïî êîòîðîé îïåðà-
öèÿ õ23 èìååò åäèíèöó. Â íàøåì ïðèìåðå âûáðàíà ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé
õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàâøàÿ ïåðåìåííàÿ èç ïàðû õ27, õ28. Â íàøåì ïðèìåðå -
ïåðåìåííàÿ b.

Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ20. Â íàøåì ïðèìåðå -
"óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ õ32 àññîöèàòèâíà è êîììóòàòèâíà, à
÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ âûðàæåíèÿ õ20 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâà-
åòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà âûðàæåíèÿ õ20, èìåþùåãî çàãîëîâîê õ14
è ðàâíîãî ðåçóëüòàòó çàìåíû â òåðìå õ21 âõîæäåíèÿ õ23 íà ïåðåìåííóþ õ31.
Â íàøåì ïðèìåðå õ33 - âõîæäåíèå îïåðàíäà ab. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ
äðóãîé êîðíåâîé îïåðàíä âûðàæåíèÿ õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - "ac". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ13 ðàâíî 2.
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Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî õ13 - êîðíåâîå âõîæäåíèå â õ11, ëèáî ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì
îïåðàíäîì òåðìà õ11, à çàãîëîâîê õ11 - ñèìâîë õ32. Â îáèõ ñëó÷àÿõ ïåðåìåí-
íîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë õ32, à õ37 - åäèíèöà. Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ
âîçìîæíîñòü, êîãäà õ13 - âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà, íî çàãîëîâîê òåðìà
õ11 îòëè÷åí îò õ32. Òîãäà íàõîäèòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íîå òîæäåñòâî, ïîçâîëÿþùåå
çàêëþ÷èòü õ13 ïîä îïåðàöèþ õ32, à ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê
çàìåíÿåìîé ÷àñòè ïåðåñòàíîâî÷íîãî òîæäåñòâà. Ïðè ýòîì ïåðåìåííîé õ37 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íîìåð âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé - êîðíåâîãî îïåðàíäà çàìåíÿåìîé ÷à-
ñòè. Íàïðèìåð, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî òîæäåñòâî a ·b/c = ab/c, ïåðåâîäÿùåå
îïåðàíä ïîä çíàê óìíîæåíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå çàãîëîâîê õ11 ðàâåí õ32, òàê
÷òî èìååò ìåñòî ïåðâûé ñëó÷àé, è õ36 ðàâíî õ32, ò.å. ñèìâîëó "óìíîæåíèå", à
õ37 ðàâíî 1.

Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ13, êî-
òîðîå ðàñïîëîæåíîà òàê æå, êàê âõîæäåíèå îïåðàíäà õ22 òåðìà õ21. Â íàøåì
ïðèìåðå õ38 - âõîæäåíèå îïåðàíäà a. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå äðóãîãî îïåðàíäà. Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðàíäà cd/(eh). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ëèáî ïî âõîæäåíèþ õ39 íå ðàñïîëîæåí çàãîëîâîê ïîäòåðìà õ23, ëèáî õ39 íå
èìååò ñâîèì îïåðàíäîì ïåðåìåííîé, âõîäÿùåé â õ11 îäíîêðàòíî. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ38 íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ, âûäåëåííûõ õàðàêòåðèñòèêàìè "ñêëåéêà" ê
òåêóùåé òåîðåìå.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííîé õ40, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðåìåííàÿ i. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðà-
öèåé - çàãîëîâêîì âûðàæåíèÿ õ23 - ïåðåìåííîé õ40 è ïîäòåðìà õ39. Åñëè äàííàÿ
îïåðàöèÿ íåêîììóòàòèâíà, òî îïåðàíäû ðàçìåùàþòñÿ òàê, ÷òîáû õ40 ðàñïîëà-
ãàëñü íà ìåñòå îïåðàíäà õ30. Â íàøåì ïðèìåðå õ41 èìååò âèä "cd/(eh) + i".
Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ39 â òåðì õ11 íà
òåðì õ41. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â âûðàæåíèå
õ35 ïîäòåðìà õ38, ïåðåìåííîé õ40 è ïîäòåðìà õ39 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ24, õ30 è
õ31. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì "ai". Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ñîäåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ36 âûðàæåíèé õ43 è õ12, ïðè÷åì õ43 ðàçìåùàåòñÿ â êà-
÷åñòâå îïåðàíäà ñ íîìåðîì õ37. Â íàøåì ïðèìåðå õ44 èìååò âèä "ai(ad/ebf/g)c/h".

Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ44 è õ42, ïðè÷åì ÷à-
ñòè ðàâåíñòâà îðèåíòèðóþòñÿ òàê, ÷òîáû õ42, ñîãëàñíî íàïðàâëåíèþ çàìåíû
õ9, îêàçàëîñü çàìåíÿåìîé ÷àñòüþ. Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíå-
íèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè
ïîäòåðìà õ38, ïåðåìåííîé õ40 è ïîäòåðìà õ39 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ24,õ30 è õ31
â àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû
êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ46 è óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâîæäå-
íèÿ òåðìà õ42 ïî î.ä.ç., à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò õ45. Ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëü-
íîé îáðàáîòêè åå îïåðàòîðàìè "ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà" ïðèñâàèâà-
åòñÿ ïåðåìåííîé õ47. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ47 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, ïðè÷åì
äëÿ òåõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå áûëè âûäåëåíû õàðàêòåðèñòèêîé "ñêëåéêà" â èñ-
õîäíîé òåîðåìå, ñêëåéêà ïî-ïðåæíåìó èìååò ìåñòî. Çàòåì õ47 ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû, ïðè÷åì ñîïðîâîæäàåòñÿ îíà
òîëüêî õàðàêòåðèñòèêàìè "ñêëåéêà" èñõîäíîé òåîðåìû.

2. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà ñêëåéêè ïóòåì äîìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íà íîâóþ ïåðå-
ìåííóþ è ïåðåìåùåíèÿ åå âíóòðü çàìåíÿåìîé ÷àñòè.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcf (¬(a = 0) & 0 < cos c & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & f − ÷èñëî &
0 ≤ sin c→ f(tg c)b/a = f(sin c)b/(a(cos c)b))

èç òåîðåìû

∀cde(0 < cos d & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî & e − ÷èñëî & 0 ≤ sin d → e(tg d)c =
e(sin d)c/(cos d)c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ade(¬(a = 0) & ¬(e = 0) & a−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî→ d/(ae) = (d/e)/a)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñêëåéêà(c ïåðâûéòåðì)".

Ïðîãðàììà ïðèåìà ïî÷òè äîñëîâíî ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé îäíîãî èç ðàíåå
ðàññìîòðåííûõ ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðåèì åå.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - åå çàãî-
ëîâîê. Â íàøåì ñëó÷àå - "äðîáü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè"
îïðåäåëÿåò ïî õ11 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Õàðàêòåðèñòèêà
"íîðìàëèçàöèÿ" óêàçûâàåò íà çàìåíÿåìóþ ÷àñòü õ17 äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Â íàøåì ñëó÷àå - "(d/e)/a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ÷àñòü èìååò îäíèì èõ ñâîèõ
îïåðàíäîâ ïåðåìåííóþ õ20 (â íàøåì ñëó÷àå - a). Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâà-
åòñÿ âõîæäåíèå äðóãîãî îïåðàíäà, ïðè÷åì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì ýòîãî
îïåðàíäà ñëóæèò ñèìâîë õ11. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà
õ17. Â íàøåì ñëó÷àå - "äðîáü". Íàõîäèòñÿ åäèíèöà E îïåðàöèè õ21, ïðè÷åì ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ õ17 èìååò ýòó åäèíèöó äëÿ îïåðàíäà õ20. Ïåðåìåííîé
õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé
õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ23, çàãîëîâêîì
õ25 êîòîðîãî ñëóæèò êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - "ae". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îäíèì èç îïåðàíäîâ îïåðàöèè õ24 ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ20.

Ïðîâåðÿåòñÿ íåèçáûòî÷íîñòü ââîäà íîâîé ïåðåìåííîé: ðàññìàòðèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ10, ðàñïîëîæåííîãî òàê æå, êàê îïåðàíä
õ24 òåðìà õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó âõîæäåíèþ íå ðàñïîëîæåíà áåñïî-
âòîðíàÿ â õ10 ïåðåìåííàÿ ëèáî îïåðàöèÿ ñ çàãîëîâêîì õ25, èìåþùàÿ ñâîèì
îïåðàíäîì áåñïîâòîðíóþ â õ10 ïåðåìåííóþ.

Äàëåå îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ26 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäå-
íèÿ õ19 â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì
ïðèìåðå èìååì:

∀abcf (¬(a = 0) & ¬((cos c)b = 0) & a − ÷èñëî & f(sin c)b − ÷èñëî & (cos c)b −
÷èñëî & 0 < cos c & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & f − ÷èñëî & 0 ≤ sin c →
f(sin c)b/(a(cos c)b) = f(tg c)b/a)

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè èìïëèêàöèè õ26 îïåðàòî-
ðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû õ27 - ðàâåíñòâî, ïðè-
÷åì åñëè õ10 áåñïîâòîðíî, òî è çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ27 áåñïîâòîðíà. Ïðè
íåîáõîäèìîñòè îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà â òåîðåìå õ27 èçìåíÿåòñÿ òàê, ÷òîáû îíà
ñîâïàëà ñ îðèåíòàöèåé ðàâåíñòâà â èñõîäíîé òåîðåìå. Çàòåì òåîðåìà õ27 ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.



3.103. Õàðàêòåðèñòèêà "ñêëåéêà" 1019

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé ÷à-
ñòè

1. Ïîïûòêà ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè ñ ïîñëåäóþùåé ñâåðòêîé â áåñ-
ïîâòîðíîå âûðàæåíèå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀b(¬(cos b = 0) & b− ÷èñëî→ tg(−b) = − tg b)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî & ¬(cos a = 0)→ tg a = sin a/ cos a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ sin(−a) = − sin a)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñêëåéêà(a ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ èç òåêóùåé õàðàêòåðèñòèêè, ïåðå-
ìåííîé õ9 - íàïðàâëåíèå çàìåíû. Â íàøåì ïðèìåðå, ñîîòâåòñòâåííî, a è "ïåð-
âûéòåðì". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðå-
ìû. Âíóòðè íåãî ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà,
è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - âõîæäå-
íèå âûðàæåíèÿ "sin a", õ13 - ñèìâîë "ñèíóñ". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðî-
ùèìï" îïðåäåëÿåò ïî õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåí-
íîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ íàïðàâëåíèå çàìåíû, îïðåäåëÿåìîå åå õàðàêòåðèñòèêîé
"ñîêðàù". Â íàøåì ïðèìåðå - "âòîðîéòåðì". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿ-
åò ðåçóëüòàò õ18 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ12 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀b((−b)− ÷èñëî & ¬(cos(−b) = 0) & b− ÷èñëî→ tg(−b) = (− sin b)/ cos(−b))

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñå-
êâåíòå òåîðåìû õ18, ñîãëàñíî íàïðàâëåíèþ çàìåíû õ9. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïîäòåðì ïî âõîæäåíèþ õ20. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò ïîäòåðì èìååò âèä
"(− sin b)/ cos(−b)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò ïîâòîðíûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ18. Ïðè ïî-
ìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ22 ïðåäïðèíèìàåòñÿ óïðîùåíèå
âûðàæåíèÿ õ21, è ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ24. Â íàøåì ïðèìåðå
îí èìååò âèä "− tg b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ24 áåñïîâòîðíî. Îïðåäå-
ëÿåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåîðåìå õ18 âõîæäåíèÿ õ20 íà âûðàæåíèå õ24. Ýòîò
ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ðàçðåøàåòñÿ
èñïîëüçîâàòü óæå èìåþùèåñÿ â ñïèñêå âûâîäà òåîðåìû. Çàòåì îí ðåãèñòðèðó-
åòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû äëÿ âàðüèðîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà âîñïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâîì ñêëåéêè äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ôðàãìåíòà
ñîêðàùàþùåãî òîæäåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàñìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀cd(¬(cos d = 0) & ¬(çíàìåíàòåëü(c) − even) & d − ÷èñëî & c − rational →
(cos d)c(tg d)c = (sin d)c)

èç òåîðåìû

∀cd(¬(cos d = 0) & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) & d− ÷èñëî & c− rational→
(tg d)c = (sin d)c/(cos d)c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & ¬(b = 0)→ (a/b)b = a)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñêëåéêà(c ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåî-
ðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - ïðàâàÿ ÷àñòü. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ åå çà-
ãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå - "äðîáü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïîãëîùà-
åòñÿ" íàõîäèò ïî õ11 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè ýòîé òåîðåìû. Âíóòðíè âõî-
æäåíèÿ õ17 ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ18 ñèìâîëà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå -
âõîæäåíèå ïîäòåðìà "a/b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêè ñëîæíîñòè ïîäòåðìîâ õ17
è õ18 ñîâïàäàþò. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ19 ïðåîáðàçî-
âàíèÿ âõîæäåíèÿ õ18 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ20
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ19 îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Â
íàøåì ïðèìåðå ýòî óêàçàííàÿ âûøå èòîãîâàÿ òåîðåìà. Ïåðåä åå ðåãèñòðàöèåé
â ñïèñêå âûâîäà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè îòêëþ÷åííîé áëîêèðîâêå ïðèåìîâ êîðíå-
âûå îïåðàíäû çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû õ20 íå èçìåíÿþòñÿ ïðè ïîïûòêàõ èõ
óïðîñòèòü. Çàòåì õ20 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.104 Õàðàêòåðèñòèêà "ñêëåéêàîïåðàíäîâ"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ñêëåéêàîïåðàíäîâ" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà, ïîçâîëÿþùèå èñêëþ-
÷èòü ïîâòîðíûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé â çàìåíÿåìîé ÷àñòè äðóãîãî òîæäåñòâà ïóòåì
ïðèìåíåíèÿ ê îáåèì åãî ÷àñòÿì âíåøíåé îïåðàöèè.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà "ñêëåéêàîïåðàíäîâ": âûäåëåíèå íåâûðîæäåííîé ãðóïïû
îïåðàíäîâ àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè â íåáåñïîâòîðíîé ÷àñòè è çà-
ìåíà åå íà íîâûé ïàðàìåòð.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcdf (¬(b = 0) & ¬(cos d = 0) & b−÷èñëî & c−÷èñëî & d−÷èñëî & f −÷èñëî→
(c cos d + f sin d)/(b cos d) = c/b + f tg d/b)

èç òåîðåìû

∀abdf (¬(b = 0) & ¬(cos d = 0) & a−÷èñëî & b−÷èñëî & d−÷èñëî & f −÷èñëî→
(ab cos d + f sin d)/(b cos d) = a + f tg d/b)
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé
ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ òîò êîðíåâîé îïåðàíä ëåâîé ÷àñòè ðà-
âåíñòâà õ8, êîòîðûé áåñïîâòîðåí, ïåðåìåííîé õ12 - îïåðàíä, èìåþùèé êðàòíûå
âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - "b cos d", õ12 - "ab cos d+f sin d".
Âûáèðàåòñÿ ïàðàìåòð õ13 âûðàæåíèÿ õ12, èìåþùèé â íåì åäèíñòâåííîå âõî-
æäåíèå. Â íàøåì ïðèìåðå - ïàðàìåòð a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ13 íå
âõîäèò â âûðàæåíèå õ11. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðåìåííîé
õ13 â òåðì õ12, ïåðåìåííîé õ15 - âõîæäåíèå, íåïîñðåäñòâåííûì îïåðàíäîì êî-
òîðîãî ÿâëÿåòñÿ õ14. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ15.
Â íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèìâîë õ16 àññîöèàòèâåí
è êîììóòàòèâåí. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ïàðàìåòðîâ òåðìà
õ12, èìåþùè â íåì åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b, f . Ïåðå-
ìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
â íåì íå ìåíåå òðåõ ýëåìåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òåðìîâ
íàáîðà õ18, ïàðàìåòðû êîòîðûõ âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ17. Â íàøåì ïðèìåðå -
a, b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ19 íå ìåíåå 2.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ20, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðåìåííàÿ c. Îïðåäåëÿåòñÿ òèï t çíà÷åíèé âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ16.
Â íàøåì ïðèìåðå - "÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð, ñîñòîÿùèé
èç ðàâåíñòâà òåðìà "õ16(õ19)" ïåðåìåííîé õ20 ò èç óòâåðæäåíèÿ "t(õ20)". Ïå-
ðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Îí ïîäðàç-
áèâàåòñÿ íà íàáîð õ24 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ13, è íàáîð õ25
îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå íàáîðîâ
õ22 è õ24.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñëûêàìè õ25 è óñëîâèÿìè õ26. Öåëè çàäà÷è -
"ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ðàâíî", "íåèçâåñòíûå õ13", "óïðîñòèòü". Â
íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "¬(b = 0)", "¬(cos d = 0)", "b−÷èñëî", "d−÷èñëî",
"f − ÷èñëî". Óñëîâèÿ ñóòü "ab = c", "c− ÷èñëî", "a− ÷èñëî". Íåèçâåñòíàÿ - a.

Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ29. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "a =
c/b & c−÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåí-
íîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îòâåòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñðåäè íèõ âñòðå÷àåòñÿ ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ13 â ëåâîé ÷àñòè. Çàòåì ñîçäà-
åòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ ñïèñêîâ õ23 è õ30, à
êîíñåêâåíò òîò æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå
èñõîäíîé òåîðåìû. Èñõîäíàÿ òåîðåìà ïîìå÷àåòñÿ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå".

2. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà "ñêëåéêàîïåðàíäîâ": ïîäñòàíîâêà åäèíèöû âìåñòî ïåðå-
ìåííîé, âñòðå÷àþùåéñÿ òîëüêî â áåñïîâòîðíîé ÷àñòè çàìåíÿåìîãî òåðìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdf (¬(cos d = 0) & c−÷èñëî & d−÷èñëî & f−÷èñëî→ (c cos d+f sin d)/ cos d =
c + f tg d)

èç òåîðåìû

∀bcdf (¬(b = 0) & ¬(cos d = 0) & b−÷èñëî & c−÷èñëî & d−÷èñëî & f −÷èñëî→
(c cos d + f sin d)/(b cos d) = c/b + f tg d/b)
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé
ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ òîò êîðíåâîé îïåðàíä ëåâîé ÷àñòè ðà-
âåíñòâà õ8, êîòîðûé áåñïîâòîðåí, ïåðåìåííîé õ12 - îïåðàíä, èìåþùèé êðàòíûå
âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - "b cos d", õ12 - "c cos d+f sin d".
Âûáèðàåòñÿ ïàðàìåòð õ13 âûðàæåíèÿ õ11, íå âõîäÿùèé â âûðàæåíèå õ12. Â íà-
øåì ïðèìåðå - ïàðàìåòð b. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðåìåí-
íîé õ13 â òåðì õ11, ïåðåìåííîé õ15 - âõîæäåíèå, íåïîñðåäñòâåííûì îïåðàíäîì
êîòîðîãî ñëóæèò õ14. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ15.
Â íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ õ16 èìååò íåêîòî-
ðóþ åäèíèöó E äëÿ ñâîåãî îïåðàíäà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - îáû÷íàÿ åäèíèöà.
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåòû êîòîðîé ñóòü àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåî-
ðåìû è ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ13 åäèíèöå E. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà"/ è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåî-
ðåìû. Èñõîäíàÿ òåîðåìà ïîìå÷àåòñÿ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå".

3.105 Õàðàêòåðèñòèêà "ñìíåèçâ"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ñìíåèçâ(N i F )" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà, óïðîùàþùèå îòíîñè-
òåëüíî íåèçâåñòíûõ çàäàííûé êîðíåâîé îïåðàíä ïðåîáðàçóåìîãî âûðàæåíèÿ. N -
íàïðàâëåíèå çàìåíû, i - íîìåð êîðíåâîãî îïåðàíäà, F - êîíúþíêöèÿ ôèëüòðîâ, óòî÷-
íÿþùèõ êîíòåêñò.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà, óñòðàíÿþùåãî ñëîæíîå ïîäâûðàæåíèå ñ íåèçâåñòíûìè
ïðè íàâåøèâàíèè âíåøíåé îïåðàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(¬(c = 0) & a− ÷èñëî & d− ÷èñëî & 0 ≤ a & b− ÷èñëî & c− rational &
¬(çíàìåíàòåëü(c)− even)→ (bad/c)c = bcad)

èç òåîðåìû

∀acd(¬(c = 0) & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & 0 ≤ a→ (ad/c)c = ad)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even)→
acbc = (ab)c)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñìíåèçâ(âòîðîéòåðì 1 è(èçâåñòíî(c) íå(èçâåñòíî(a))
íàòóðàëüíîå(d)))".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä õàðàêòåðèñòèêè, ïåðåìåííîé õ9
- âòîðîé. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîëû "âòîðîéòåðì" è "1". Ïåðåìåííîé õ10
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿåìàÿ
÷àñòü êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ çàìåíÿåìîé ÷à-
ñòè ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ11. Â íàøåì
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ïðèìåðå - "ñòåïåíü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "äèñòðèáðàçâåðòêà" îïðåäåëÿ-
åò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íàïðàâëåíèå åå çàìåíû îòíîñèòåëüíî êîììåíòàðèÿ "äèñòðèáðàçâåðòêà".
Â íàøåì ïðèìåðå - "ïåðâûéòåðì". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ
÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "(ab)c". Ïåðåìåííîé õ19
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ18, êîòîðûé ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ
õ20 äðóãîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà ðàñïîëàãàåòñÿ êîììóòàòèâíûé è àññîöèàòèâ-
íûé ñèìâîë õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæåíèå". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ïåðåìåííàÿ - ïåðâûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ20, ïåðåìåííîé õ24 - ïåðåìåííàÿ,
ÿâëÿþùàÿñÿ âòîðûì îïåðàíäîì. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, b. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ õ22 èìååò åäèíèöó. Åñëè ñèìâîë õ12 íå êîììóòàòèâíûé, òî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íîìåð îïåðàíäà õ20 òåðìà õ18 ðàâåí õ9.

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ11, èìå-
þùåãî íîìåð õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "ad/c". Âûáèðàåòñÿ
ïåðåìåííàÿ õ26, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðå-
ìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ22
ýòîé ïåðåìåííîé è ïîäòåðìà õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - "bad/c". Ïåðåìåííîé õ28
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ25 â òåðì õ11 íà âûðàæåíèå õ27.
Â íàøåì ïðèìåðå - "(bad/c)c". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ òîò êîðíåâîé îïå-
ðàíä òåðìà õ11, íîìåð êîòîðîãî îòëè÷åí îò õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - c. Ïåðåìåí-
íîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ29, õ26 è ïîäòåðìà õ25
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ21, õ23 è õ24 â çàìåíÿþùóþ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "bc(ad/c)c". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
âûðàæåíèÿ õ11 â âûðàæåíèå õ30, ïåðåìåííîé õ32 - ðåçóëüòàò çàìåíû ýòîãî âõî-
æäåíèÿ íà çàìåíÿþùóþ ÷àñòü èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ32 èìååò
âèä "bcad". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ32 è õ28, ñ
ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè èñõîäíîé òåîðåìû.

Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåî-
ðåìû ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû òåðìîâ õ29, õ26 è ïîäòåðìà õ25 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ21, õ23 è õ24. Ïåðå-
ìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ34 îïåðàòîðîì "íîðìàí-
òåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ ðàâåíñòâà õ33. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàè-
âàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ35 è êîíñåêâåíòîì õ33. Îïåðàòîð "íåèç-
âêîíòåêñòû" ñîñòàâëÿåò ñïèñîê íàáîðîâ ôèëüòðîâ, óòî÷íÿþùèõ êîíòåêñò ôèëü-
òðîâ F èñõîäíîé õàðàêòåðèñòèêè è óêàçûâàþùèõ ñèòóàöèè, êîãäà òåðì õ27 èìå-
åò áîëüøóþ ñëîæíîñòü îòíîñèòåëüíî óêàçàííûõ â F íåèçâåñòíûõ, ÷åì òåðì õ32.
Â íàøåì ïðèìåðå õ37 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî íàáîðà ôèëüòðîâ "èçâåñòíî(c)",
"íå(èçâåñòíî(a))", "íàòóðàëüíîå(d", "èëè(íàòóðàëüíîå(c)èçâåñòíî(b))". Äàëåå
òåîðåìà õ36 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà, ñíàáæàåìàÿ õàðàêòåðèñòèêàìè,
ïîëó÷åííûìè èç èñõîäíîé õàðàêòåðèñòèêè çàìåíîé ôèëüòðîâ F íà êîíúþíê-
öèè òåðìîâ íàáîðà õ37. Îíà îáîáùàåò èñõîäíóþ òåîðåìó, õîòîðàÿ ïîìå÷àåòñÿ
ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå".
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3.106 Õàðàêòåðèñòèêà "ñìïðîïîðö"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ñìïðîïîðö(i A B)" ñíàáæàþòñÿ òåîðåìû, ó êîòîðûõ i - é àíòå-
öåäåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ A è B.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Èñïîëüçîâàíèå ñèììåòðèè ïîñûëîê äëÿ óñìîòðåíèÿ àëüòåðíàòèâíîãî ñîîòíîøå-
íèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè (ïåðâûé ïðèåì).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abefABCDEF (¬(A = C) & ¬(A = E) & ¬(B = C) & ¬(B = D) & ¬(ïðÿìàÿ(AC) =
ïðÿìàÿ(BC)) & al(AF ) = bl(DF ) & el(BF ) = fl(EF ) & D ∈ îòðåçîê(BC) &
E ∈ îòðåçîê(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & F ∈ ïðÿìàÿ(BE) & a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà→ (bf − ae)l(CD) = e(a + b)l(BD))

èç òåîðåìû

∀abefABCDEF (¬(A = C) & ¬(B = C) & ¬(B = D) & ¬(ïðÿìàÿ(AC) =
ïðÿìàÿ(BC)) & al(AF ) = bl(DF ) & cl(BD) = dl(CD) & D ∈ îòðåçîê(BC) &
E ∈ îòðåçîê(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & F ∈ ïðÿìàÿ(BE) & a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & − ÷èñëî & d− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà→ bdl(CE) = (ac + ad)l(AE))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñìïðîïîðö(5, l(AF , l(DF ))".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî õà-
ðàêòåðèñòèê òåîðåìû ñ çàãîëîâêîì "ïðîïîðöèÿ" ðàâíî 1. Ïåðåìåííîé õ9 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, èìåþùèõ çàãîëîâîê "ðàâíî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îí äâóõýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñóùåñòâåííûõ àí-
òåöåäåíòîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ðàâåíñòâàìè ëèáî îòðèöàíèÿìè ðàâåíñòâ. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îí íåïóñò, è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé
õ11. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ òåîðåìû, ïåðåìåííîé
õ14 - ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â òåîðåìó ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå
ñïèñêà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - óòâåðæäåíèå "D ∈ îòðåçîê(BC) & E ∈
îòðåçîê(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & F ∈ ïðÿìàÿ(BE)", õ13 - ñïèñîê abcdABCD
EF , õ14 - ñïèñîê efghijklmn. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çà-
ìåíû ïåðåìåííûõ õ13 íà õ14 â óòâåðæäåíèè õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "l ∈
îòðåçîê(jk) & m ∈ îòðåçîê(ik) & n ∈ ïðÿìàÿ(il) & n ∈ ïðÿìàÿ(jm)". Îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ14, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ15 è
õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïîäñòàíîâêà ïåðåâîäèò ïåðåìåííûå õ14 â îäíîáóê-
âåííûå òåðìû õ16, îáðàçîâàííûå ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ïåðåìåííûìè, ïðè÷åì
ñïèñîê çàãîëîâêîâ òåðìîâ õ16, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûì òåðìà õ12, îò-
ëè÷àåòñÿ îò ñïèñêà õ13. Èíûìè ñëîâàìè, ïîäñòàíîâêà S âûÿâëÿåò ñèììåòðèþ
óòâåðæäåíèÿ õ12 îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè êàêèõ-òî ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ13.
Â íàøåì ïðèìåðå õ16 îáðàçîâàíî ïåðåìåííûìè e, f, g, h, B, A, C,E,D, F . Òàêèì
îáðàçîì, ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè ïåðåìåííûå A, B, à òàêæå D, E.
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Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû - íåêîòîðîå ðàâåíñòâî. Ïðî-
ñìàòðèâàþòñÿ ðàâåíñòâà ñïèñêà õ9, à òàêæå ðàâåíñòâî õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíè ñóòü ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ, è ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ18 ïàð (K, T ), ãäå K - ïàðà òåðìîâ äëÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè , T - ïàðà íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ,
êîýôôèöèåíòàìè ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïðè êîòîðûõ ñëóæàò âûðàæåíèÿ K. Â
íàøåì ïðèìåðå õ18 ñîñòîèò èç ïàð ((a, b), (l(AF ), l(DF )), ((c, d), (l(BD), l(CD)),
((bd, ac + ad), (l(CE), l(AE)). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè èç õ18, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâåíñòâàì â àíòåöåäåíòàõ, ñóòü ïåðåìåí-
íûå.

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ êîïèÿ ñïèñêà õ18. Â ýòîé êîïèè ê êàæäîìó êî-
ýôôèöèåíòó è êàæäîìó ÷èñëîâîìó àòîìó ïðèìåíÿåòñÿ ñíà÷àëà ïîäñòàíîâêà ïå-
ðåìåííûõ õ14 âìåñòî õ13, çàòåì - ïîäñòàíîâêà S, è äàëåå òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "ñòàíä". Â íàøåì ïðèìåðå õ19 ñîñòîèò èç ïàð ((e, f), (l(BF ), l(EF )),
((g, h), (l(AE), l(CE)), ((fh, eg + eh), (l(CD), l(BD)).

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîñëåäíÿÿ ïàðà ñïèñêà õ18, à ïåðåìåííîé õ21 -
ïàðà åå íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Àíàëîãè÷íî, ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïîñëåäíÿÿ ïàðà ñïèñêà õ19, à ïåðåìåííîé õ23 - ïàðà åå íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 - (l(CE), l(AE), õ23 - (l(CD), l(BD)).

Íàõîäÿòñÿ òàêèå ðàâíîóäàëåííûå îò ñâîèõ íà÷àë ïîçèöèè õ24 è õ25 ñïèñêîâ õ18
è õ19, ñîîòâåòñòâóþùèå àíòåöåäåíòàì, ÷òî ïàðà õ26 ÷èñëîâûõ àòîìîâ äëÿ ïîçè-
öèè õ24 âêëþ÷àåò ïàðó õ23, à ïàðà õ27 ÷èñëîâûõ àòîìîâ äëÿ ïîçèöèè õ25 âêëþ-
÷àåò ïàðó õ21. Â íàøåì ïðèìåðå õ24 è õ25 - âòîðûå ïîçèöèè ñïèñêîâ; õ26 - ïàðà
(l(BD), l(CD); õ27 - (l(AE), l(CE). Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðå-
ìåííûõ - êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ïîçèöèè õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - g, h. Ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ àòîìû ñïèñêà õ27, íàõîäÿòñÿ èõ ïîçèöèè â ñïèñêå õ21, è ñîñòàâëåòñÿ
ñïèñîê õ29 ðàñïîëîæåííûõ íà òàêèõ æå ïîçèöèÿõ êîýôôèöèåíòîâ ïàðû õ20.
Â íàøåì ïðèìåðå õ29 èìååò âèä (ac + ad, bd). Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé õ29 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ28 â êîýô-
ôèöèåíòû ïàðû õ22. Â íàøåì ïðèìåðå õ30 èìååò âèä (f ·(bd), e(ac+ad)+e ·(bd).

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ8 óòâåðæäåíèé
õ9 è õ11, ïåðåìåííîé õ32 - ðåçóëüòàò çàìåíû â óòâåðæäåíèÿõ õ31 ïåðåìåííûõ
õ13 íà õ14. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå íå âîøåäøèõ â ñïèñîê
õ9 óòâåðæäíèé õ8 ñ ðåçóëüòàòàìè ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ê óòâåðæäå-
íèÿì õ32 ñíà÷àëà ïîäñòàíîâêè S, à çàòåì ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé õ29 âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ28. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè âûðàæå-
íèé ñïèñêà õ30 ñíà÷àëà íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, à çàòåì îïåðà-
òîðîì "ôàêòîðèçàöèÿ". Îáðàáîòêà âåäåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ33. Â íàøåì
ïðèìåðå õ34 ñîñòîèò èç âûðàæåíèé bdf , e(ac + ad + bd). Â ñïèñêå õ23 âûáèðà-
åòñÿ ÷èñëîâîé àòîì õ35. Â íàøåì ïðèìåðå - l(CD). Â ñïèñêå õ26 íàõîäèòñÿ
ïîçèöèÿ, íà êîòîðîé ðàñïîëîæåí àòîì õ35, è ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ñîìíîæèòåëåé êîýôôèöèåíòà, ðàñïîëîæåííîãî íà òàêîé æå ïîçèöèè â
íàáîðå êîýôôèöèåíòîâ ïàðû õ24. Â íàøåì ïðèìåðå õ36 ñîñòîèò èç åäèíñòâåí-
íîãî âûðàæåíèÿ d. Àíàëîãè÷íî, â ñïèñêå õ23 íàõîäèòñÿ ïîçèöèÿ, íà êîòîðîé
ðàñïîëîæåí àòîì õ35, è ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñîìíîæèòåëåé
êîýôôèöèåíòà, ðàñïîëîæåííîãî íà òàêîé æå ïîçèöèè â íàáîðå õ34. Â íàøåì
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ïðèìåðå õ37 ñîñòîèò èç âûðàæåíèé b, d, f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ36 âêëþ÷à-
åòñÿ â ñïèñîê õ37. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ïàðû õ23, îòëè÷íûé
îò õ35. Â íàøåì ïðèìåðå - l(BD). Â ñïèñêå õ26 íàõîäèòñÿ ïîçèöèÿ, íà êîòîðîé
ðàñïîëîæåí àòîì õ38, è ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñîìíîæèòåëåé
êîýôôèöèåíòà, ðàñïîëîæåííîãî íà òàêîé æå ïîçèöèè â íàáîðå êîýôôèöèåí-
òîâ ïàðû õ24. Â íàøåì ïðèìåðå õ39 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî âûðàæåíèÿ c.
Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå íå âîøåäøèõ â ñïèñîê õ36 âûðà-
æåíèé ñïèñêà õ37 è âûðàæåíèé ñïèñêà õ39. Â íàøåì ïðèìåðå - bfc. Ê ñïèñêó
õ33 äîáàâëÿåòñÿ îòðèöàíèå ðàâåíñòâà âûðàæåíèÿ õ38 íóëþ. Ïåðåìåííîé õ41
ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ40 âûðàæåíèþ, ðàñïîëîæåííîìó â ñïèñ-
êå õ34 íà òîé æå ïîçèöèè, ÷òî è õ38 â ñïèñêå õ23. Â íàøåì ïðèìåðå õ41 èìååò
âèä "bfc = e(ac + ad + bd)".

Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ - êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ïà-
ðû ñ ïîçèöèè õ24. Â íàøåì ïðèìåðå - c, d. Îïåðàòîð "óñìïðîïîðö" ïðåîáðà-
çóåò ðàâåíñòâî õ41 ê âèäó ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ ïåðåìåííûõ
ñïèñêà õ42; ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ43. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì
"c(bf −ae) = de(a+ b)". Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàþòñÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ïå-
ðåìåííûõ ñïèñêà õ42 â ñîîòíîøåíèè õ43. Â íàøåì ïðèìåðå - ïàðà âûðàæåíèé
"bf − ae, e(a + b)".

Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïðîèçâåäåíèÿ ïåðâîãî âûðàæåíèÿ íà-
áîðà õ45 íà âòîðîé ýëåìåíò ïàðû õ26 ïðîèçâåäåíèþ âòîðîãî âûðàæåíèÿ íàáî-
ðà õ45 íà ïåðâûé ýëåìåíò íàáîðà õ26. Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ðåçóëüòàòîâ ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíåíèÿ ê óòâåðæäåíèÿì ñïèñêà õ9 ñíà÷àëà
ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ õ14 âìåñòî õ13, à çàòåì - ïîäñòàíîâêè S. Ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ïîçèöèÿ õ48 ñïèñêà õ18, îòëè÷íàÿ îò õ24 è íå ÿâëÿþùàÿñÿ êðàéíåé
ñïðàâà ïîçèöèåé. Èíûìè ñëîâàìè, ýòà ïîçèöèÿ ñîîòâåòñòâóåò îñòàâøåìóñÿ ñîîò-
íîøåíèþ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè â àíòåöåäåíòàõ èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé
õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ñàìî ýòî ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Ïåðåìåííîé õ50
ïðèñâàèâàåòñÿ ñîîòíîøåíèå ñïèñêà õ47, ðàñïîëîæåííîå íà ïîçèöèè ñ òåì æå
íîìåðîì, ÷òî ïîçèöèÿ õ48 ñïèñêà õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - "el(BF ) = fl(EF )".
Ïåðåìåííîé õ51 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ33 ñîîòíîøå-
íèé õ49 è õ50. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ51 è êîíñåêâåíòîì
õ46. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

2. Èñïîëüçîâàíèå ñèììåòðèè ïîñûëîê äëÿ óñìîòðåíèÿ àëüòåðíàòèâíîãî ñîîòíîøå-
íèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè (âòîðîé ïðèåì).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdABCDEF (¬(A = C) & ¬(A = E) & ¬(A = F ) & ¬(B = C) & ¬(B = D) &
¬(B = F ) & ¬(ïðÿìàÿ(AC) = ïðÿìàÿ(BC)) & al(AF ) = bl(DF ) &
cl(CE) = dl(AE) & D ∈ îòðåçîê(BC) & E ∈ îòðåçîê(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD)
& F ∈ ïðÿìàÿ(BE) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà→
a(c + d)l(EF ) = (bd− ac)l(BF ))

èç òåîðåìû
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∀abcdABCDEF (¬(A = C) & ¬(A = F ) & ¬(B = C) & ¬(B = D) & ¬(ïðÿìàÿ(AC) =
ïðÿìàÿ(BC)) & al(AF ) = bl(DF ) & cl(CE) = dl(AE) & D ∈ îòðåçîê(BC) &
E ∈ îòðåçîê(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & F ∈ ïðÿìàÿ(BE) & a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & − ÷èñëî & d− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà→ (bd− ac)(BD) = acl(CD))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñìïðîïîðö(6, l(AF , l(DF ))".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà, íî ïðèìåð äðóãîé, è äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì ýòî íà÷àëî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî õà-
ðàêòåðèñòèê òåîðåìû ñ çàãîëîâêîì "ïðîïîðöèÿ" ðàâíî 1. Ïåðåìåííîé õ9 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, èìåþùèõ çàãîëîâîê "ðàâíî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îí äâóõýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñóùåñòâåííûõ àí-
òåöåäåíòîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ðàâåíñòâàìè ëèáî îòðèöàíèÿìè ðàâåíñòâ. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îí íåïóñò, è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé
õ11. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ òåîðåìû, ïåðåìåííîé
õ14 - ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â òåîðåìó ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå
ñïèñêà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - óòâåðæäåíèå "D ∈ îòðåçîê(BC) & E ∈
îòðåçîê(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & F ∈ ïðÿìàÿ(BE)", õ13 - ñïèñîê abcdABCD
EF , õ14 - ñïèñîê efghijklmn. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çà-
ìåíû ïåðåìåííûõ õ13 íà õ14 â óòâåðæäåíèè õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "l ∈
îòðåçîê(jk) & m ∈ îòðåçîê(ik) & n ∈ ïðÿìàÿ(il) & n ∈ ïðÿìàÿ(jm)". Îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ14, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ15 è
õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïîäñòàíîâêà ïåðåâîäèò ïåðåìåííûå õ14 â îäíîáóê-
âåííûå òåðìû õ16, îáðàçîâàííûå ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ïåðåìåííûìè, ïðè÷åì
ñïèñîê çàãîëîâêîâ òåðìîâ õ16, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûì òåðìà õ12, îò-
ëè÷àåòñÿ îò ñïèñêà õ13. Èíûìè ñëîâàìè, ïîäñòàíîâêà S âûÿâëÿåò ñèììåòðèþ
óòâåðæäåíèÿ õ12 îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè êàêèõ-òî ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ13.
Â íàøåì ïðèìåðå õ16 îáðàçîâàíî ïåðåìåííûìè e, f, g, h, B, A, C,E,D, F . Òàêèì
îáðàçîì, ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè ïåðåìåííûå A, B, à òàêæå D, E.

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû - íåêîòîðîå ðàâåíñòâî. Ïðî-
ñìàòðèâàþòñÿ ðàâåíñòâà ñïèñêà õ9, à òàêæå ðàâåíñòâî õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíè ñóòü ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ, è ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ18 ïàð (K, T ), ãäå K - ïàðà òåðìîâ äëÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè , T - ïàðà íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ,
êîýôôèöèåíòàìè ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïðè êîòîðûõ ñëóæàò âûðàæåíèÿ K. Â
íàøåì ïðèìåðå õ18 ñîñòîèò èç ïàð ((a, b), (l(AF ), l(DF )), ((c, d), (l(CE), l(AE)),
((bd − ac, ac), (l(BD), l(CD)). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè èç õ18, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâåíñòâàì â àíòåöåäåíòàõ, ñóòü ïåðåìåí-
íûå.

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ êîïèÿ ñïèñêà õ18. Â ýòîé êîïèè ê êàæäîìó êî-
ýôôèöèåíòó è êàæäîìó ÷èñëîâîìó àòîìó ïðèìåíÿåòñÿ ñíà÷àëà ïîäñòàíîâêà ïå-
ðåìåííûõ õ14 âìåñòî õ13, çàòåì - ïîäñòàíîâêà S, è äàëåå òåðì îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "ñòàíä". Â íàøåì ïðèìåðå õ19 ñîñòîèò èç ïàð ((e, f), (l(BF ), l(EF )),
((g, h), (l(CD), l(BD)), ((fh− eg, eg), (l(AE), l(CE)).

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîñëåäíÿÿ ïàðà ñïèñêà õ18, à ïåðåìåííîé õ21 -
ïàðà åå íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Àíàëîãè÷íî, ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâà-
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èâàåòñÿ ïîñëåäíÿÿ ïàðà ñïèñêà õ19, à ïåðåìåííîé õ23 - ïàðà åå íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 - (l(BD), l(CD), õ23 - (l(AE), l(CE)).

Íàõîäÿòñÿ òàêèå ðàâíîóäàëåííûå îò ñâîèõ íà÷àë ïîçèöèè õ24 è õ25 ñïèñêîâ õ18
è õ19, ñîîòâåòñòâóþùèå àíòåöåäåíòàì, ÷òî ïàðà õ26 ÷èñëîâûõ àòîìîâ äëÿ ïîçè-
öèè õ24 âêëþ÷àåò ïàðó õ23, à ïàðà õ27 ÷èñëîâûõ àòîìîâ äëÿ ïîçèöèè õ25 âêëþ-
÷àåò ïàðó õ21. Â íàøåì ïðèìåðå õ24 è õ25 - âòîðûå ïîçèöèè ñïèñêîâ; õ26 - ïàðà
(l(CE), l(AE); õ27 - (l(CD), l(BD). Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðå-
ìåííûõ - êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ïîçèöèè õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - g, h. Ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ àòîìû ñïèñêà õ27, íàõîäÿòñÿ èõ ïîçèöèè â ñïèñêå õ21, è ñîñòàâëåòñÿ
ñïèñîê õ29 ðàñïîëîæåííûõ íà òàêèõ æå ïîçèöèÿõ êîýôôèöèåíòîâ ïàðû õ20.
Â íàøåì ïðèìåðå õ29 èìååò âèä (ac, bd − ac). Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé õ29 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ28 â êîýô-
ôèöèåíòû ïàðû õ22. Â íàøåì ïðèìåðå õ30 èìååò âèä (f ·(bd−ac)−e·(ac)), e·(ac).

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ8 óòâåðæäåíèé
õ9 è õ11, ïåðåìåííîé õ32 - ðåçóëüòàò çàìåíû â óòâåðæäåíèÿõ õ31 ïåðåìåííûõ
õ13 íà õ14. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå íå âîøåäøèõ â ñïèñîê
õ9 óòâåðæäíèé õ8 ñ ðåçóëüòàòàìè ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ê óòâåðæäå-
íèÿì õ32 ñíà÷àëà ïîäñòàíîâêè S, à çàòåì ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé õ29 âìå-
ñòî ïåðåìåííûõ õ28. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè âû-
ðàæåíèé ñïèñêà õ30 ñíà÷àëà íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè, à çàòåì
îïåðàòîðîì "ôàêòîðèçàöèÿ". Îáðàáîòêà âåäåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ33. Â
íàøåì ïðèìåðå õ34 ñîñòîèò èç âûðàæåíèé f · (bd − ac) − ace, ace. Â ñïèñêå
õ23 âûáèðàåòñÿ ÷èñëîâîé àòîì õ35. Â íàøåì ïðèìåðå - l(CE). Â ñïèñêå õ26
íàõîäèòñÿ ïîçèöèÿ, íà êîòîðîé ðàñïîëîæåí àòîì õ35, è ïåðåìåííîé õ36 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñîìíîæèòåëåé êîýôôèöèåíòà, ðàñïîëîæåííîãî íà òàêîé æå
ïîçèöèè â íàáîðå êîýôôèöèåíòîâ ïàðû õ24. Â íàøåì ïðèìåðå õ36 ñîñòîèò èç
åäèíñòâåííîãî âûðàæåíèÿ c. Àíàëîãè÷íî, â ñïèñêå õ23 íàõîäèòñÿ ïîçèöèÿ, íà
êîòîðîé ðàñïîëîæåí àòîì õ35, è ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñîìíî-
æèòåëåé êîýôôèöèåíòà, ðàñïîëîæåííîãî íà òàêîé æå ïîçèöèè â íàáîðå õ34.
Â íàøåì ïðèìåðå õ37 ñîñòîèò èç âûðàæåíèé a, c, e, f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïè-
ñîê õ36 âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê õ37. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ïàðû
õ23, îòëè÷íûé îò õ35. Â íàøåì ïðèìåðå - l(AE). Â ñïèñêå õ26 íàõîäèòñÿ ïîçè-
öèÿ, íà êîòîðîé ðàñïîëîæåí àòîì õ38, è ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ñîìíîæèòåëåé êîýôôèöèåíòà, ðàñïîëîæåííîãî íà òàêîé æå ïîçèöèè â íàáîðå
êîýôôèöèåíòîâ ïàðû õ24. Â íàøåì ïðèìåðå õ39 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî âû-
ðàæåíèÿ d. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå íå âîøåäøèõ â ñïèñîê
õ36 âûðàæåíèé ñïèñêà õ37 è âûðàæåíèé ñïèñêà õ39. Â íàøåì ïðèìåðå - aed. Ê
ñïèñêó õ33 äîáàâëÿåòñÿ îòðèöàíèå ðàâåíñòâà âûðàæåíèÿ õ38 íóëþ. Ïåðåìåí-
íîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ40 âûðàæåíèþ, ðàñïîëîæåííîìó
â ñïèñêå õ34 íà òîé æå ïîçèöèè, ÷òî è õ38 â ñïèñêå õ23. Â íàøåì ïðèìåðå õ41
èìååò âèä "aed = f(bd− ac)− ace".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîçèöèÿ ñïèñêà
õ18, îòëè÷íàÿ îò õ24 è îò êðàéíåé ïðàâîé ïîçèöèè; ïåðåìåííîé õ43 - ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ïîçèöèÿ â ñïèñêå õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðâàûå ïîçèöèè ñïèñêîâ.
Äàëüøå ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ ïåðåìåííîé
õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ñ ïîçèöèè õ42, âî âòîðîì - ïàðà ñ ïîçèöèè õ43. Â íàøåì
ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâûé ñëó÷àé. Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàþòñÿ ïå-
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ðåìåííûå - êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè èç ïàðû õ44. Â íàøåì ïðèìåðå
- e, f . Îïåðàòîð "óñìïðîïîðö" ïðåîáðàçóåò ðàâåíñòâî õ41 ê âèäó ñîîòíîøåíèÿ
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ45; ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïå-
ðåìåííîé õ46. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì "ea(c + d) = f(bd − ac)". Ïåðåìåííîé
õ48 ïðèñâàèâàþòñÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ45 â ñîîòíîøåíèè
õ46. Â íàøåì ïðèìåðå - ïàðà âûðàæåíèé "a(c + d), bd− ac".

Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïðîèçâåäåíèÿ ïåðâîãî âûðàæåíèÿ íà-
áîðà õ48 íà âòîðîé ýëåìåíò ïàðû õ44 ïðîèçâåäåíèþ âòîðîãî âûðàæåíèÿ íàáîðà
õ48 íà ïåðâûé ýëåìåíò ïàðû õ44. Ïåðåìåííîé õ50 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëü-
òàòîâ ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíåíèÿ ê óòâåðæäåíèÿì ñïèñêà õ9 ñíà÷àëà ïîäñòà-
íîâêè ïåðåìåííûõ õ14 âìåñòî õ13, à çàòåì - ïîäñòàíîâêè S. Åñëè õ44 - ïàðà
ñ ïîçèöèè õ42, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê õ50, èíà÷å - ñïèñîê õ9. Ïåðåìåííîé
õ51 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ýòîãî ñïèñêà, íîìåð ïîçèöèè êîòîðîãî ðàâåí íîìåðó
ïîçèöèè õ42 ñïèñêà õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - "al(AF ) = bl(DF )". Ïåðåìåííîé
õ52 ïðèñâàèâàåòñÿ ñîîòíîøåíèå ñïèñêà õ9, ðàñïîëîæåííîå íà ïîçèöèè ñ òåì æå
íîìåðîì, ÷òî ïîçèöèÿ õ24 ñïèñêà õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - "cl(CE) = dl(AE)".
Ïåðåìåííîé õ53 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ33 ñîîòíîøå-
íèé õ51 è õ52. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ53 è êîíñåêâåíòîì
õ49. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

1. Âàðüèðîâàíèå ÷èñëîâûõ àòîìîâ ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè â àíòåöåäåí-
òàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdepABCK(¬(A = B) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) &
C ∈ îòðåçîê(AB) & p− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
ñèñòêîîðä(K) & el(AC) = pl(BC) & e− ÷èñëî & ¬(e + p = 0)→
êîîðä(C, K) = ((ae + cp)/(e + p), (be + dp)/(e + p)))

èç òåîðåìû

∀ABCKabcdpq(p− ÷èñëî & q − ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
ñèñòêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) &
òî÷êàëó÷à(A, B, C) & pl(AB) = ql(AC) & ¬(q = 0)→ êîîðä(C, K) =
(a + (c− a)p/q, b + (d− b)p/q))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñìïðîïîðö(10, l(AB), l(AC))".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ó òåî-
ðåìû õàðàêòåðèñòèêè "êîîðä" ëèáî "ñèñòêîîðä". Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê âñåõ õàðàêòåðèñòèê òåîðåìû, èìåþùèõ çàãîëîâîê "ñìïðîïîðö". Â íàøåì
ïðèìåðå òàêàÿ õàðàêòåðèñòèêà åäèíñòâåííàÿ. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå
õ10 ñ ïîñûëêàìè õ8 è öåëÿìè "èçâåñòíî", "íåèçâåñòíûå X", "òåîðåìà". Çäåñü
X - âñå ïàðàìåòðû ïîñûëîê. Ïî îêîí÷àíèè ðåøåíèÿ â ñïèñêå ïîñûëîê íàõî-
äèòñÿ ðàâåíñòâî õ12, íå âõîäÿùåå â õ8 è ñîäåðæàùåå ðîâíî 3 íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ýòèõ àòîìîâ. Â íàøåì
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ïðèìåðå õ12 èìååò âèä "l(BC) = |− l(AB)+ l(AC)|", õ13 - ñïèñîê l(BC), l(AB),
l(AC). Ñðåäè õàðàêòåðèñòèê õ9 âûáèðàåòñÿ íåêîòîðàÿ õàðàêòåðèñòèêà õ14. Â
íàøåì ïðèìåðå îíà ñîâïàäàåò ñ óêàçàííîé âûøå èñõîäíîé õàðàêòåðèñòèêîé.
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà, îáðàçîâàííàÿ âòîðûì è ïîñëåäíèì îïå-
ðàíäàìè õàðàêòåðèñòèêè õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - l(AB) è l(AC). Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñïèñîê õ15 âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê õ13. Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ16 ñïèñêà õ13,
íå âõîäÿùèé â õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - l(BC). Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
òðîéêà ïåðåìåííûõ X,Y, Z, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå
- e, f, g. Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ18 ñïèñêà õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - l(AC). Ïåðå-
ìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 ðàâåíñòâà õ12, à
òàêæå ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé X âûðàæåíèþ õ16 è ïåðåìåííîé Y âûðàæåíèþ
õ18. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ15, îòëè÷íûé îò õ18. Â
íàøåì ïðèìåðå - l(AB).

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ21 ñ ïîñûëêàìè õ19, åäèíñòâåííûì óñëîâèåì
êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé Z âûðàæåíèþ õ20. Öåëè çàäà÷è - "ïîë-
íûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå Z", "èçâåñòíî X Y ". Â íàøåì
ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "p − ÷èñëî", "q − ÷èñëî", "A − òî÷êà", "B − òî÷êà",
"C − òî÷êà", "ñèñòêîîðä(K)", "êîîðä(A, K) = (a, b)", "êîîðä(B, K) = (a, b)",
"òî÷êàëó÷à(A, B, C)", "pl(AB) = ql(AC)", "¬(a = 0)", "l(BC) = | − l(AB) +
l(AC)|", "e = l(BC)", "f = l(AB)". Íåèçâåñòíàÿ - g, èçâåñòíûå ïàðàìåòðû
- e, f . Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ22. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"e− ÷èñëî & (¬(e = 0) & g = f − e & 0 ≤ f − e ∨ g = e + f)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç".

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé õ16, õ18 è
õ20 âìåñòî ïåðåìåííûõ X, Y, Z â óòâåðæäåíèå õ22. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ðåçóëüòàòà ïðèâåäåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ23
ê âèäó ä.í.ô. Â ýòîì ñïèñêå âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ25. Â íàøåì ïðèìåðå
- "l(BC) − ÷èñëî & l(AB) = l(BC) + l(AC)". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ òåðìà õ25 âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå
îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê çàäà÷è õ10. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò ðåçóëüòàò èìååò âèä
"C ∈ îòðåçîê(AB)".

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ
õ25. Â íåì íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ29, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî âû-
ðàæåíèå õ20. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü. Â íàøåì ïðèìåðå
- "l(BC) + l(AC)". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âî âñåõ
óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ8 ïîäòåðìà õ20 íà òåðì õ30. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâà-
èâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ31 ñî ñïèñêîì êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ âûðàæå-
íèÿ õ27. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ32, êîíñåêâåíò êîòîðîé òîò
æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà",
à ïîñëå ýòîãî - îïåðàòîðîì "óïðîùàíòåöåäåíòû", çàìåíÿþùåì â àíòåöåäåíòàõ
ïîäâûðàæåíèÿ ñ óíèêàëüíûìè ïåðåìåííûìè íà âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå.
Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Óñèëåíèå àíòåöåäåíòîâ äëÿ ïåðåõîäà ê ñîîòíîøåíèþ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè â àí-
òåöåäåíòàõ ìåæäó äðóãèìè àòîìàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀abABCDE(¬(A = E) & ¬(B = C) & ¬(D = E) & ¬(ïðÿìàÿ(AE) = ïðÿìàÿ(DE))
& al(AB) = bl(BD) & B ∈ îòðåçîê(AD) & C ∈ ïðÿìàÿ(AE) & a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(DE)→ (a + b)l(BC) = bl(DE))

èç òåîðåìû

∀abABCDE(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà & E − òî÷êà & ¬(A = E) & ¬(B = C) & ¬(D = E) & ¬(A = D) &
B ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & C ∈ ïðÿìàÿ(AE) &
¬(ïðÿìàÿ(AE) = ïðÿìàÿ(AD)) & al(AB) = bl(AD)→ al(BC) = bl(DE))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñìïðîïîðö(16, l(AB), l(AD))".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà
èìååò åäèíñòâåííóþ õàðàêòåðèñòèêó ñ çàãîëîâêîì "ïðîïîðöèÿ". Ïåðåìåííîé
õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàâåíñòâ â àíòåöåäåíòàõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îäíî-
ýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå
- "al(AB) = bl(AD)". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ ðàâåíñòâà õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé. Ïåðå-
ìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèé õ11. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - A, B, D. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñîìíîæèòåëåé ëåâîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâà-
èâàåòñÿ îáùèé ýëåìåíòñïèñêîâ õ11 è õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(AB)". Â ñïèñ-
êå õ13 âûáèðàåòñÿ îäíîýëåìåíòíûé òåðì, îáðàçîâàííûé íåêîòîðîé ïåðåìåííîé
õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííîé a. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ñîìíîæèòåëåé ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíò-
íûé, è ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ îáùèé ýëåìåíò ñïèñêîâ õ11 è õ17. Â íà-
øåì ïðèìåðå - âûðàæåíèå l(AD). Â ñïèñêå õ17 âûáèðàåòñÿ îäíîýëåìåíòíûé
òåðì, îáðàçîâàííûé íåêîòîðîé ïåðåìåííîé õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííîé
b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííûå õ16 è õ20 ðàçëè÷íû, ïðè÷åì êàæäàÿ èç íèõ
èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðìå õ10.

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ àíòåöåäåíòîâ, ïàðàìåòðû êîòîðûõ
âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ12. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñ-
êà õ21 ñî âñåâîçìîæíûìè òåðìàìè "àêòèâ(T )" äëÿ âûðàæåíèé T ñïèñêà õ11.
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ23 ñ ïîñûëêàìè õ22 è öåëÿìè "èìï", "èç-
âåñòíî", "íåèçâåñòíûå X", ãäå X - âñå ïàðàìåòðû ïîñûëîê. Â íàøåì ïðèìåðå
ïîñûëêè ñóòü óòâåðæäåíèÿ "A−òî÷êà", "B−òî÷êà", "D−òî÷êà", "¬(A = D)",
"B ∈ ïðÿìàÿ(AD)", "àêòèâ(l(AB))", "àêòèâ(l(AD))". Öåëü "èìï" óêàçûâàåò íà
âûâîä ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ äîïîëíèòåëüíûõ àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Òàêèå
àíòåöåäåíòû ñîõðàíÿþòñÿ â êîììåíòàðèè (èìï A1 A2) ê ïîñûëêàì çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå, ãäå A1 - äîïîëíèòåëüíûé àíòåöåäåíò, A2 - ñëåäñòâèå èç íåãî.

Ïî îêîí÷àíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è õ23 èç êîììåíòàðèåâ ê åå ïîñûëêàì èçâëåêàåò-
ñÿ ýëåìåíò õ25 âèäà (èìï A1 A2). Â íàøåì ïðèìåðå A1 - óòâåðæäåíèå "B ∈
îòðåçîê(AD)", A2 - óòâåðæäåíèå l(AD) = l(AB) + l(BD). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïà-
ðàìåòðû óòâåðæäåíèé A1, A2 âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ12. Ïåðåìåííîé õ26 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ A1, ïåðåìåííîé õ27 - ðåçóëüòàò îáðàáîòêè A2 îïåðàòîðîì "ñòàíä".
Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ óòâåð-
æäåíèÿ õ27. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí òðåõýëåìåíòíûé è âêëþ÷àåò ñïèñîê õ11. Â
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ñïèñêå õ28 âûáèðàåòñÿ âûðàæåíèå õ29, íå âõîäÿùåå â ñïèñîê õ11. Â íàøåì
ïðèìåðå - l(BD). Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ30, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðå-
ìó. Â íàøåì ïðèìåðå - c. Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì
èç íèõ ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå õ14, âî âòîðîì - õ18. Â íàøåì
ïðèìåðå èìååò ìåñòî âòîðîé ñëó÷àé. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
çàìåíû â óòâåðæäåíèè õ27 âñåõ âõîæäåíèé ïîäòåðìà õ31 íà ïåðåìåííóþ õ30.
Â íàøåì ïðèìåðå èìååì "l(AB) + l(BD) = c". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïàðà, îáðàçîâàííàÿ óòâåðæäåíèÿìè õ32 è "÷èñëî(õ30)". Ïåðåìåííîé õ34 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ21 óòâåðæäåíèÿ õ26.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ35 ñ ïîñûëêàìè õ34 è óñëîâèÿìè õ33. Öåëè çà-
äà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ðàâíî", "íåèçâåñòíûå õ30", "óïðî-
ñòèòü". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "A− òî÷êà", "B− òî÷êà", "D− òî÷êà",
"¬(A = D)", "B ∈ ïðÿìàÿ(AD)", "B ∈ îòðåçîê(AD)", óñëîâèÿ - "l(AB) +
l(BD) = c", "c − ÷èñëî". Íåèçâåñòíàÿ - c. Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ36. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "c = l(AB) + l(BD)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îòâåò - ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ30 â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëþáîé îòëè÷íûé îò õ31 ÷èñëîâîé àòîì
ñïèñêà õ28 èìååò âõîæäåíèå â òåðì õ37, ðàñïîëîæåííîå òîëüêî âíóòðè ïîäòåð-
ìîâ ñ çàãîëîâêàìè "ïëþñ", "óìíîæåíèå", "ìèíóñ". Âûáèðàåòñÿ ÷èñëîâîé àòîì
õ38 ñïèñêà õ11, îòëè÷íûé îò õ31. Â íàøåì ïðèìåðå - l(AB). Ïåðåìåííîé õ39
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ37 âñåõ âõîæäåíèé àòîìà õ38 íà ïå-
ðåìåííóþ õ20, à àòîìà õ29 - íà ïåðåìåííóþ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ39 èìååò
âèä b + a. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà (õ20, õ16), åñëè õ31 ðàâíî õ14, è
ïàðà (õ16, õ20) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðå-
çóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèÿ õ8, íå âõîäÿùèå â ñïèñîê õ9, òåðìîâ õ30
è õ20 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ40. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé
æå ïîäñòàíîâêè â êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ42 ñ óòâåðæäåíèÿìè õ26, "÷èñëî(õ16)", "÷èñëî(õ20)",
"ðàâíî(óìíîæåíèå(õ16 õ38) óìíîæåíèå(õ20 õ29))". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ44 è êîíñåêâåíòîì õ43. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Óñèëåíèå àíòåöåäåíòîâ äëÿ ïåðåõîäà ê ñîîòíîøåíèþ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè â
êîíñåêâåíòå ìåæäó äðóãèìè àòîìàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABCDE(¬(A = D) & ¬(A = E) & ¬(B = C) & ¬(D = E) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) =
ïðÿìàÿ(AE)) & al(DE) = bl(BC) & C ∈ ïðÿìàÿ(AE) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
E − òî÷êà & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(DE)→ bl(BD) = (a− b)l(AD))

èç òåîðåìû

∀abABCDE(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà & E − òî÷êà & ¬(A = E) & ¬(B = C) & ¬(D = E) & ¬(A = D) &
B ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & C ∈ ïðÿìàÿ(AE) &
¬(ïðÿìàÿ(AE) = ïðÿìàÿ(AD)) & al(DE) = bl(BC)→ al(AD) = bl(AB))

Ïðîãðàììà ïðèåìà, õîòÿ è îòëè÷àåòñÿ îò ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðèåìà, â
áîëüøåé ñâîåé ÷àñòè äîñëîâíî åå âîñïðîèçâîäèò.
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà
èìååò åäèíñòâåííóþ õàðàêòåðèñòèêó ñ çàãîëîâêîì "ïðîïîðöèÿ". Ïåðåìåííîé
õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàâåíñòâ â àíòåöåäåíòàõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îäíî-
ýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå
- "al(DE) = bl(BC)". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî â êîíñåêâåí-
òå òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ òåðìà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ13 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åãî ïàðàìåòðîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 ñîñòîèò èç âûðàæå-
íèé l(AD), l(AB), õ13 - èç ïåðåìåííûõ A, B, D. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ñîìíîæèòåëåé ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõ-
ýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ îáùèé ýëåìåíòñïèñêîâ õ12 è õ14.
Â íàøåì ïðèìåðå - "l(AD)". Â ñïèñêå õ14 âûáèðàåòñÿ îäíîýëåìåíòíûé òåðì,
îáðàçîâàííûé íåêîòîðîé ïåðåìåííîé õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííîé a. Ïå-
ðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñîìíîæèòåëåé ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ11.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ îáùèé
ýëåìåíò ñïèñêîâ õ12 è õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - âûðàæåíèå l(AB). Â ñïèñêå õ18
âûáèðàåòñÿ îäíîýëåìåíòíûé òåðì, îáðàçîâàííûé íåêîòîðîé ïåðåìåííîé õ21. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííîé b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííûå õ17 è õ21 ðàçëè÷-
íû, ïðè÷åì êàæäàÿ èç íèõ èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðìå õ11.

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ àíòåöåäåíòîâ, ïàðàìåòðû êîòîðûõ
âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ13. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñ-
êà õ22 ñî âñåâîçìîæíûìè òåðìàìè "àêòèâ(T )" äëÿ âûðàæåíèé T ñïèñêà õ12.
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ24 ñ ïîñûëêàìè õ23 è öåëÿìè "èìï", "èç-
âåñòíî", "íåèçâåñòíûå X", ãäå X - âñå ïàðàìåòðû ïîñûëîê. Â íàøåì ïðèìåðå
ïîñûëêè ñóòü óòâåðæäåíèÿ "A−òî÷êà", "B−òî÷êà", "D−òî÷êà", "¬(A = D)",
"B ∈ ïðÿìàÿ(AD)", "àêòèâ(l(AD))", "àêòèâ(l(AB))". Öåëü "èìï" óêàçûâàåò íà
âûâîä ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ äîïîëíèòåëüíûõ àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Òàêèå
àíòåöåäåíòû ñîõðàíÿþòñÿ â êîììåíòàðèè (èìï A1 A2) ê ïîñûëêàì çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå, ãäå A1 - äîïîëíèòåëüíûé àíòåöåäåíò, A2 - ñëåäñòâèå èç íåãî.

Ïî îêîí÷àíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è õ24 èç êîììåíòàðèåâ ê åå ïîñûëêàì èçâëåêàåò-
ñÿ ýëåìåíò õ26 âèäà (èìï A1 A2). Â íàøåì ïðèìåðå A1 - óòâåðæäåíèå "D ∈
îòðåçîê(AB)", A2 - óòâåðæäåíèå l(AB) = l(AD) + l(DB). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïà-
ðàìåòðû óòâåðæäåíèé A1, A2 âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ13. Ïåðåìåííîé õ27 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ A1, ïåðåìåííîé õ28 - ðåçóëüòàò îáðàáîòêè A2 îïåðàòîðîì "ñòàíä".
Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ óòâåð-
æäåíèÿ õ28. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí òðåõýëåìåíòíûé è âêëþ÷àåò ñïèñîê õ11. Â
ñïèñêå õ29 âûáèðàåòñÿ âûðàæåíèå õ30, íå âõîäÿùåå â ñïèñîê õ12. Â íàøåì
ïðèìåðå - l(BD). Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ31, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðå-
ìó. Â íàøåì ïðèìåðå - c. Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì
èç íèõ ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå õ15, âî âòîðîì - õ19. Â íàøåì
ïðèìåðå èìååò ìåñòî âòîðîé ñëó÷àé. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
çàìåíû â óòâåðæäåíèè õ28 âñåõ âõîæäåíèé ïîäòåðìà õ32 íà ïåðåìåííóþ õ31.
Â íàøåì ïðèìåðå èìååì "l(AD) + l(BD) = c". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïàðà, îáðàçîâàííàÿ óòâåðæäåíèÿìè õ33 è "÷èñëî(õ31)". Ïåðåìåííîé õ35 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ22 óòâåðæäåíèÿ õ27.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ36 ñ ïîñûëêàìè õ35 è óñëîâèÿìè õ34. Öåëè çà-
äà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ðàâíî", "íåèçâåñòíûå õ31", "óïðî-
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ñòèòü". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "A− òî÷êà", "B− òî÷êà", "D− òî÷êà",
"¬(A = D)", "B ∈ ïðÿìàÿ(AD)", "D ∈ îòðåçîê(AB)", óñëîâèÿ - "l(AD) +
(BD) = c)", "c−÷èñëî". Íåèçâåñòíàÿ - c. Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ37.
Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "c = l(AD) + l(BD)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò
- ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ31 â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïðàâàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëþáîé îòëè÷íûé îò õ32 ÷èñëîâîé àòîì ñïèñ-
êà õ29 èìååò âõîæäåíèå â òåðì õ38, ðàñïîëîæåííîå òîëüêî âíóòðè ïîäòåðìîâ
ñ çàãîëîâêàìè "ïëþñ", "óìíîæåíèå", "ìèíóñ". Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû â ðàâåíñòâå õ11 âñåõ âõîæäåíèé àòîìà õ32 íà âûðàæåíèå õ38.
Â íàøåì ïðèìåðå õ39 èìååò âèä al(AD) = bl(AD)+l(BD). Ïåðåìåííîé õ40 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ìåæäé ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿìè ðàâåíñòâà õ39, ïåðåìåííîé
õ14 - ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ýòîé ðàçíîñòè îïåðàòîðîì "ñòàíäïëþñ". Çàòåì ñî-
çäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ8 è
óòâåðæäåíèå õ27, à êîíñåêâåíòîì - ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ41 íóëþ. Îíà îáðà-
áàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.107 Õàðàêòåðèñòèêà "ñìóðàâí"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ñìóðàâí(N)" ñîïðîâîæäàþòñÿ òîæäåñòâà, ïðåîáðàçóþùèå îáû÷-
íîå îïèñàíèå êëàññà â ïàðàìåòðè÷åñêîå. N - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Èñêëþ÷åíèå îïåðàöèè òèïà "îòðèöàíèå", åñëè îíà âñòðå÷àåòñÿ íàä âñåìè âõî-
æäåíèÿìè çàäàííîé ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdef (¬(d2 + e2 + f 2 = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
e− ÷èñëî & f − ÷èñëî→ setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî &
ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (a + x, b + y, c + z))) = setxyz(∃g(x = dg − a &
y = eg − b & z = fg − c & g − ÷èñëî)))

èç òåîðåìû

∀abcdef (¬(d2 + e2 + f 2 = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
e− ÷èñëî & f − ÷èñëî→ setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî &
ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (a + x, b + y, z − c))) = setxyz(∃g(x = dg − a &
y = eg − b & z = c + fg & g − ÷èñëî)))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñìóðàâí(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Â
íåé âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà ñ åäèíñòâåííûì
êîðíåâûì îïåðàíäîì, êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ12. Â íàøåì
ïðèìåðå - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "−c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ12 âõî-
äèò â ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ10. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê
ïîäòåðìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ìèíóñ". Ñïðàâî÷íèê "îòðèöàíèå"
óñìàòðèâàåò, ÷òî äâóêðàòíîå ïðèìåíåíèå îïåðàöèè õ13 íå èçìåíÿåò èñõîäíîãî
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çíà÷åíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ12 â òåðì
õ10 ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì îïåðàöèè õ13.

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ15
- êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â òåðì õ15
âûðàæåíèÿ "õ13(õ12)" âìåñòî ïåðåìåííîé õ13, ïåðåìåííîé õ17 - ñïèñîê ðåçóëü-
òàòîâ òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèÿ õ14. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòå-
öåäåíòàìè õ17 è êîíñåêâåíòîì õ16. Îíà ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðà-
òîðàìè "ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà", ïîñëå ÷åãî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

3.108 Õàðàêòåðèñòèêà "ñîêðàù"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ñîêðàù(N)" ñîïðîâîæäàþòñÿ òîæäåñòâà, óïðîùàþùèå âûðàæå-
íèå ïîä êîðíåâîé ñëîæíîé îïåðàöèåé è íå ââîäÿùèå íîâûõ îïåðàöèé áîëüøåé ëèáî
ðàâíîé ñëîæíîñòè. N - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïîïûòêà óíèôèêàöèè äâóõ ñàìûõ ñëîæíûõ ïîäâûðàæåíèé çàìåíÿþùåãî òåðìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀b(b− ÷èñëî→ sin(2b) = 2 sin b cos b)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ sin(a + b) = sin a cos b + cos a sin b)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - ñïèñîê èìå-
þùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü åå ïîäòåðìîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ11
îäíîýëåìåíòíûé. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç âûðàæåíèÿ "sin(a + b)". Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ13 - ñïèñîê åå
ïîäâûðàæåíèé, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê
õ13 èìååò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - "sin a, cos a, sin b, cos b". Â
ñïèñêå õ13 âûáèðàþòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ âûðàæåíèé õ14, õ15 ñ îäèíàêîâûìè çàãî-
ëîâêàìè, ïðè÷åì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ14 ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò
òåðìó õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - sin a, õ15 - sin b. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ14 è õ15. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ16, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ14 è õ15. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû,
ïåðåìåííîé õ19 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ S ê êîíñåêâåíòó. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ18 è êîíñåêâåíòîì õ19. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Èñïîëüçîâàíèå ïîñûëêè, îïðåäåëÿþùåé ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè ðàâåíñòâî ñî-
êðàùàåìûõ âûðàæåíèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀abcdf (¬(c = 0) & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & f − ÷èñëî & a− ÷èñëî & f − a = 0→
db(f)/cb(a) = d/c)

èç òåîðåìû

∀cdf (¬(c = 0) & ¬(f = 0) & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & f − ÷èñëî→ df/(cf) = d/c)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ó òåîðåìû õàðàêòåðèñòèêè "íîðìàëèçàöèÿ(N)", ãäå
N - òî æå íàïðàâëåíèå, ÷òî ó õàðàêòåðèñòèêè "ñîêðàù". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïà-
ðàìåòðû âûðàæåíèÿ õ11 âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû âûðàæåíèÿ õ10. Â ñïèñêå
ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ10 âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ13, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ïà-
ðàìåòðîì âûðàæåíèÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ f . Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åå ââõîæäåíèé â âûðàæåíèå õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí
äâóõýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðå-
ìû. Â íåì âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ16 âèäà "P (õ13)". Â íàøåì ïðèìåðå -
"f − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ òðîéêà (A, B, C), îïðåäåëÿåìàÿ
ñïðàâî÷íèêîì "ïåðåãðóïïèðîâêà" ïî ñèìâîëó P . Â íàøåì ïðèìåðå - ïî ñèìâî-
ëó "÷èñëî". Ýòà òðîéêà óêàçûâàåò, ÷òî âîçìîæíà ïåðåãðóïïèðîâêà A - ÷ëåíîâ
îïåðàíäîâ ðàâåíñòâà îáúåêòîâ òèïà P èç îäíîé ÷àñòè â äðóãóþ ñ èçìåíåíèåì
çíàêà B, ïðè÷åì C - åäèíèöà îïåðàöèè A. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 èìååò âèä
(ïëþñ ìèíóñ 0).

Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X, Y , íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííûå a, b. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî "A(õ13,B(X)) =
C". Â íàøåì ïðèìåðå - "f − a = 0". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ðåçóëüòàòîâ çàìåíû âî âñåõ óòâåðæäåíèÿõ íàáîðà õ15, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåí-
íóþ õ13 è èìåþùèõ äëèíó 2, ïåðåìåííîé õ13 íà ïåðåìåííóþ X. Ïåðåìåííîé
õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ10 ïåðâîãî âõîæäåíèÿ ñïèñêà
õ14 íà âûðàæåíèå "çíà÷åíèå(Y , õ13)", à âòîðîãî - íà "çíà÷åíèå(Y,X)". Ñîçäà-
åòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ15, íå
ñîäåðæàùèå õ13 ëèáî èìåþùèå äëèíó áîëüøå äâóõ, óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ21 è
óòâåðæäåíèå õ20. Êîíñåêâåíòîì ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ23 è õ11. Ýòà
èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé
"ñðàâíòåðìîâ(Y )".

3. Ïîïûòêà îáðàáîòêè çàìåíÿþùåãî âûðàæåíèÿ íîðìàëèçàòîðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ
ê çàäàííûì çàãîëîâêàì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ cos(2a) = (cos a− sin a)(sin a + cos a))

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ cos(2a) = (cos a)2 − (sin a)2)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿ-
þùàÿ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ11. Ñïðàâî÷íèê
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"çàãîëîâêè" îïðåäåëÿåò ñïèñîê S íàçâàíèé òàêèõ íîðìàëèçàòîðîâ ïðèâåäåíèÿ ê
çàäàííûì çàãîëîâêàì, êîòîðûå îáû÷íî ïðèìåíÿþòñÿ ê âûðàæåíèÿì ñ çàãîëîâ-
êîì õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - ñèìâîë "ïëþñ", è S ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî
íàçâàíèÿ "âèäóìíîæåíèå". Â ñïèñêå S âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ15. Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, è íîðìàëèçàòîð õ15 îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò
õ17 ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèÿ õ11 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ16. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "(cos a− sin a)(sin a+cos a))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ17 èìååò âèä óñïåøíîãî
ðåçóëüòàòà ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - ÷òî ýòî âûðàæåíèå
èìååò îäèí èç çàãîëîâêîâ "óìíîæåíèå", "ñòåïåíü", "äðîáü", ñ òî÷íîñòüþ äî
îòáðàñûâàíèÿ êîðíåâîãî ñèìâîëà "ìèíóñ". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåí-
òàìè õ16 è êîíñåêâåíòîì "ðàâíî(õ10 õ17)". Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà
ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "íîðìçàãîëîâîê(õ15 âòîðîéòåðì)".

4. Ïîäñòàíîâêà åäèíèöû â çàìåíÿþùèé òåðì äëÿ óìåíüøåíèÿ åãî îöåíêè ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ çàìåíÿåìûì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàñìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ a/1 = a)

èç òåîðåìû

∀abe(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ e · (a/b) = ae/b)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(ïåðâûéòåðì)". Çäåñü ðîëü íàèáîëåå ñëîæíîé îïåðà-
öèè èãðàåò äåëåíèå, è â ëåâîé ÷àñòè åå îïåðàíäû ïðîùå.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùàÿ. Â òåðìå õ11 ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà
ñ äâóìÿ êîðíåâûìè îïåðàíäàìè. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ
"a/b". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îäíîãî èç ýòèõ êîðíåâûõ îïå-
ðàíäîâ, ïåðåìåííîé õ15 - ñèìâîë ïî ýòîìó âõîæäåíèþ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15
- ïåðåìåííàÿ, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ15
- ïåðåìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ïîäòåðìà õ12. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "äðîáü". Ñïðàâî÷íèê "åäèíèöà" îïðåäåëÿåò, ÷òî îïåðàöèÿ õ16
èìååò åäèíèöó E äëÿ âõîæäåíèÿ õ13. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ19 - ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â ýòè
àíòåöåäåíòû åäèíèöû E âìåñòî ïåðåìåííîé õ15. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò îáðàáîòêè íàáîðà õ19 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî
ïàðàìåòðîâ òåðìà õ10. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè
åäèíèöû E âìåñòî ïåðåìåííîé õ15 â âûðàæåíèå õ11, ïåðåìåííîé õ22 - ðåçóëüòàò
îáðàáîòêè âûðàæåíèÿ õ21 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ20 íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé
ñòàíäàðòèçàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 - âûðàæåíèå ae. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè åäèíèöû E âìåñòî ïåðåìåííîé õ15 â âûðàæåíèå
õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "ae/1". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè âûðàæåíèÿ
õ22 ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè âûðàæåíèÿ õ23. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ20 è êîíñåêâåíòîì "ðàâíî(õ23 õ22)". Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò îïåðàòîð óñòðàíÿåò ñäâîåííûå
ïåðåìåííûå. Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Ïîïûòêà ðàññìîòðåòü ìîùíîñòè â ðàâåíñòâå äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ è èñêëþ÷èòü
îïèñàòåëü "êëàññ" â çàìåíÿþùåì òåðìå.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ñëîâî→ card(ñëîé(ïðåôèêñ(b, a), b)) = 1 + card(ñëîé(a, b)))

èç òåîðåìû

∀ab(a−ñëîâî→ ñëîé(ïðåôèêñ(b, a), b) = {1}∪ seti(i−1 ∈ ñëîé(a, b) & i−÷èñëî))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ11
- çàãîëîâîê ýòîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ ñ òàêèì çàãîëîâêîì èìå-
þò ñâîèìè çíà÷åíèÿìè ìíîæåñòâà. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþ-
ùåå âûðàæåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ñîäåðæèò ñèìâîë "êëàññ". Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è
íà ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ15 óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ "ìîù-
íîñòü(õ13)" îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò íå ñî-
äåðæèò ñèìâîëà "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ìîùíîñòè
çàìåíÿìåìîé ÷àñòè õ10 âûðàæåíèþ õ15. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòå-
öåäåíòàìè õ14 è êîíñåêâåíòîì õ17. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåî-
ðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà, óïðîùàþùåãî âûðàæåíèå ïîä êîðíåâîé ñëîæíîé îïåðà-
öèåé, ïóòåì ââîäà áåñïîâòîðíîãî äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà îïåðàíäà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(¬(a− 1 = 0) & 0 < a & 0 < b & 0 < cd & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ loga(bd/c) = − loga(c/d) + loga b)

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 < a & ¬(a− 1 = 0) & 0 < b &
0 < c→ loga(b/c) = loga b− loga c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bde(¬(d = 0) & ¬(e = 0) & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ b/(d/e) = be/d)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)".

Ïðîãðàììà ïðèåìà ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî âîñïðîèçâîäèò ïðîãðàììó ïðèåìà ñ
òåì æå íàçâàíèåì, ðàññìàòðèâàâøåãîñÿ ðàíåå äëÿ äðóãîé õàðàêòåðèñòèêè. Äëÿ
óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åå.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - çà-
ìåíÿþùåå. Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 äâóìåñòíîé
îïåðàöèè. Â íàøåì ñëó÷àå - âõîæäåíèå äðîáè b/c. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ12. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè"
îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îíà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(N)". Â íàøåì ïðèìåðå N -



3.108. Õàðàêòåðèñòèêà "ñîêðàù" 1039

"âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî èìååò çàãîëîâîê õ13. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
êîðíåâîé îïåðàíä õ20 âûðàæåíèÿ õ19, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé äâóìåñòíóþ îïå-
ðàöèþ îò ïåðåìåííûõ. Â íàøåì ñëó÷àå - "d/e". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ
èìååò åäèíèöó ïî íåêîòîðîìó ñâîåìó îïåðàíäó. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðâûé îïåðàíä îïåðàöèè õ20, ïåðåìåííîé õ23 - âòîðîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè
ïåðåìåííûå ðàçëè÷íû. Â íàøåì ñëó÷àå õ22 - d, õ23 - e. Íàõîäèòñÿ êîðíåâîé îïå-
ðàíä âûðàæåíèÿ õ19, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïåðåìåííóþ õ25. Â íàøåì ñëó÷àå
- ïåðåìåííóþ a. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà îïåðàöèè
õ12, ðàñïîëîæåííîãî òàê æå, êàê õ20 â õ19. Â êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå áåðåòñÿ
ëþáîé îïåðàíä. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà õ26 - âõîæäåíèå ïåðåìåííîé c. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ26 ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ, è ýòà ïåðåìåííàÿ ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ27. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå
â õ10. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîé îïåðàíä îïåðàöèè õ12. Â íàøåì
ïðèìåðå - b. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ òà èç ïåðåìåííûõ õ22, õ23, ïî êî-
òîðîé îïåðàöèÿ õ20 èìååò åäèíèöó, ïåðåìåííîé õ29 - äðóãàÿ èç íèõ. Â íàøåì
ïðèìåðå õ29 - d, õ30 - e. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò çàãîëîâîê õ13. Ïåðåìåííîé
õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà âûðàæåíèÿ õ31, ðàñïîëîæåí-
íîãî òàê æå, êàê îïåðàíä õ20 îïåðàöèè õ19. Â íàøåì ïðèìåðå õ32 - âõîæäåíèå
ïåðåìåííîé d. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ32 ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ
õ29. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà âûðàæåíèÿ
õ31, îòëè÷íîå îò õ32. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îïåðàíä íåîäíîáóêâåííûé è åãî
çàãîëîâêîì ñëóæèò êîììóòàòèâíûé ñèìâîë õ34. Â íàøåì ïðèìåðå õ33 èìååò
âèä be. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè òåðì õ28 èìååò çàãîëîâîê õ34, òî ó íåãî îòñóò-
ñòâóåò êîðíåâîé îïåðàíä, ÿâëÿþùèéñÿ áåñïîâòîðíîé ïåðåìåííîé. Âûáèðàåòñÿ
íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ35. Â íàøåì ïðèìåðå - d. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ34 òåðìîâ õ35, õ28. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ28 â òåðì õ10 íà òåðì õ36. Â íàøåì
ñëó÷àå îí èìååò âèä loga(db/c). Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ38 ïîäñòàíîâêè â òåðì
õ20 ïåðåìåííûõ õ27 è õ35 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29 è õ30. Â íàøåì ñëó÷àå - c/d.
Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà õ38 âìåñòî ïåðå-
ìåííîé õ27 â âûðàæåíèå õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "loga b−loga(c/d)". Ïåðåìåííîé
õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû âûðàæåíèé õ27, õ35, õ28 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29, õ30, õ25. Â íà-
øåì ïðèìåðå èìååì íàáîð óòâåðæäåíèé "¬(c = 0)", "¬(d = 0)", "b − ÷èñëî",
"c − ÷èñëî", "d − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà
õ41 ñ ðåçóëüòàòàìè ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû òåðìà õ38
âìåñòî ïåðåìåííîé õ27. Åñëè õ28 - íå ïåðåìåííàÿ è èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì
ñèìâîë, îòëè÷íûé îò õ34, òî íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ43 îáðàáîòêè òåðìà õ36 îïå-
ðàòîðîì "íîðì" îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ42. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ35 â
òåðìå õ43 íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè, óæå
èìåþùåé ñðåäè ñâîèõ îïåðàíäîâ è äðóãóþ áåñïîâòîðíóþ ïåðåìåííóþ. Çàòåì
ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ42 è ðàâåíñòâîì òåðìîâ õ39, õ37
â êîíñåêâåíòå. Îðèåíòàöèÿ ðàâåíñòâà òà æå, ÷òî â èñõîäíîé òåîðåìå. Ýòà èì-
ïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íîâàÿ
òåîðåìà èìååò áîëüøóþ äëèíó ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè, ÷åì èñõîäíàÿ, ïðè÷åì â
íåé îòñóòñòâóþò "ñäâîåííûå" ïåðåìåííûå, äîïóñêàþùèå çàìåíó íà îäíó íîâóþ
ïåðåìåííóþ. Âûâåäåííàÿ òåîðåìà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ ïîìåòêîé
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"îáîáùåíèå".

2. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà, óïðîùàþùåãî âûðàæåíèå ïîä êîðíåâîé ñëîæíîé îïåðà-
öèåé, ïóòåì ââîäà áåñïîâòîðíîãî âíåøíåãî ïàðàìåòðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(¬(a = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ ac→ |bc/a| = c|b|/a)

èç òåîðåìû

∀bc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ c→ |bc| = c|b|)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abe(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ e · (a/b) = ae/b)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)".

Ïðîãðàììà ïðèåìà ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî âîñïðîèçâîäèò ïðîãðàììó ïðèåìà ñ
òåì æå íàçâàíèåì, ðàññìàòðèâàâøåãîñÿ ðàíåå äëÿ äðóãîé õàðàêòåðèñòèêè. Äëÿ
óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åå.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìûé òåðì, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùèé. Â çàìåíÿåìîì òåðìå âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 äâóìåñòíîé îïåðàöèè õ13.
Â íàøåì ñëó÷àå - ïðîèçâåäåíèÿ "bc". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè"
íàõîäèò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îíà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(N)". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâà-
èâàåòñÿ çàìåíÿåìûé (â ñìûñëå íàïðàâëåíèÿ N) òåðì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Â íàøåì ñëó÷àå - òåðì "e · (a/b)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò çàãîëîâîê õ13.
Ñðåäè êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ19 âûáèðàåòñÿ òàêîé îïåðàíä õ20, êîòîðûé
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåñòíóþ îïåðàöèþ îò äâóõ ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ õ22,
õ23. Â íàøåì ñëó÷àå - a/b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ èìååò åäèíèöó ïî
îäíîìó èç ñâîèõ îïåðàíäîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî äðóãîé êîðíåâîé îïåðàíä
õ24 òåðìà õ19 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ õ25. Ñðåäè îïåðàíäîâ îïåðàöèè
õ12 âûáèðàåòñÿ òîò, íîìåð êîòîðîãî ðàâåí íîìåðó îïåðàíäà õ24 (â ñëó÷àå êîì-
ìóòàòèâíîé îïåðàöèè õ13 - ëþáîé îïåðàíä). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îïåðàíä õ26
- ïåðåìåííàÿ õ27, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â çàìåíÿåìûé òåðì õ10.
Â íàøåì ñëó÷àå õ27 - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
äðóãîãî îïåðàíäà îïåðàöèè õ12. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííîé b. Ïåðåìåííîé
õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ òà èç ïåðåìåííûõ õ22, õ23, ïî êîòîðîé îïåðàöèÿ õ20 íå èìååò
åäèíèöû, ïåðåìåííîé õ30 - òà, ïî êîòîðîé îíà èìååò åäèíèöó. Ñîîòâåòñòâåííî, â
íàøåì ñëó÷àå õ29 - a, õ30 - b. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâîê îòëè÷åí îò ñèìâîëà
õ13, ïðè÷åì ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ðàâíî 2.Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ
òîò êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ31, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàöèþ õ13 îò
äâóõ ïåðåìåííûõ. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ae. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îäíà èç ïåðåìåí-
íûõ - õ29, ïðè÷åì â ñëó÷àå íåêîììóòàòèâíîãî õ13 îíà ðàñïîëîæåíà ïîä òåì
æå íîìåðîì, ÷òî îïåðàíä õ20 îïåðàöèè õ19. Äðóãàÿ ïåðåìåííàÿ äîëæíà áûòü
ðàâíà õ25. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàâøèéñÿ êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà
õ31. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ õ30. Ïåðåìåííîé õ36
ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ31. Â íàøåì ñëó÷àå - "äðîáü".
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Äàëåå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîâåðêà íåèçáûòî÷íîñòè íîâîãî ïàðàìåòðà. Â íàøåì
ñëó÷àå - ïðîâåðêà òîãî, ÷òî âõîæäåíèå õ12 íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëèòåëåì äðîáè, çíà-
ìåíàòåëåì êîòîðîé ñëóæèò ïåðåìåííàÿ, íå èìåþùàÿ äðóãèõ âõîæäåíèé â òåðì
õ10.

Ïîñëå ïðîâåðêè íåèçáûòî÷íîñòè âûáèðàåòñÿ íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó
ïåðåìåííàÿ õ37 (â íàøåì ñëó÷àå - a). Ôîðìèðóåòñÿ òåðì õ38, ïîëó÷åííûé ñîåäè-
íåíèåì ïðè ïîìîùè îïåðàöèè õ36 ïîäòåðìà õ12 è íîâîé ïåðåìåííîé õ37. Íîìåð
îïåðàíäà õ37 - òîò æå, ÷òî íîìåð îïåðàíäà õ35 â îïåðàöèè õ31. Äëÿ íàøå-
ãî ïðèìåðà èìååì òåðì bc/a. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû
âõîæäåíèÿ õ12 â òåðì õ10 íà òåðì õ38. Ïîëó÷àåòñÿ òåðì |bc/a|. Îïðåäåëÿåòñÿ
ðåçóëüòàò õ40 ïîäñòàíîâêè â ïîäòåðì õ20 ïåðåìåííûõ õ27, õ37 âìåñòî ïåðåìåí-
íûõ õ29, õ30. Ïîëó÷àåòñÿ òåðì c/a. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè â òåðì õ11 âûðàæåíèÿ õ40 âìåñòî ïåðåìåííîé õ27. Ïîëó÷àåòñÿ
òåðì (c/a) · |b|. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâ-
êè â àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ïåðåìåííûõ õ27, õ37 è ïîäòåðìà
õ28 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29, õ30, õ25. Ïîëó÷àþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "¬(a = 0)",
"c−÷èñëî", "a−÷èñëî", "b−÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíå-
íèå ñïèñêà õ43 ñ ðåçóëüòàòàìè ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ40 âìåñòî ïåðåìåííîé
õ27 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû.

Äàëåå âûðàæåíèå õ39 îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçà-
öèè îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ44, ÷òîáû ñíîâà ïðîâåðèòü íåèçáûòî÷íîñòü íîâîãî
ïàðàìåòðà: îí íå äîëæåí îêàçàòüñÿ îïåðàíäîì àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé
îïåðàöèè, èìåþùåé äðóãóþ áåñïîâòîðíóþ ïåðåìåííóþ ñâîèì îïåðàíäîì.

Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ44, êîíñåêâåíòîì êîòî-
ðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ41 è õ39. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïîïûòêà îòáðîñèòü èçáûòî÷íîå îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé â àíòåöåäåí-
òàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bAB(b − ÷èñëî & A − òî÷êà & B − òî÷êà & b ≤ 0 → (−b) · âåêòîð(AB) =
−(b · âåêòîð(AB)))

èç òåîðåìû

∀bAB(¬(A = B) & b− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & b ≤ 0→
(−b) · âåêòîð(AB) = −(b · âåêòîð(AB)))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)". Â ïðàâîé ÷àñòè àðãóìåíòû îïåðàöèè
"óìíîæâåêò" ïðîùå, ÷åì â ëåâîé.

Ïðèåì óæå âñòðå÷àëñÿ ðàíåå â ñâÿçè ñ äðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Äëÿ óäîá-
ñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî îïèñàíèå. Ñðåäè àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû âûáèðàåòñÿ
óòâåðæäåíèå õ10 âèäà "¬(x = t)", ãäå x - ïåðåìåííàÿ, íå âñòðå÷àþùàÿñÿ â
âûðàæåíèè t. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äàííîå óòâåðæäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñîïðîâîæäà-
þùèì ïî î.ä.ç. äëÿ êîíñåêâåíòà ëèáî äðóãèõ àíòåöåäåíòîâ. Ñîçäàåòñÿ ñïèñîê
õ17, ïîëó÷åííûé èç íàáîðà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû çàìåíîé óòâåðæäåíèÿ õ10
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íà ðàâåíñòâî x = t è äîáàâëåíèåì âñåõ óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðî-
âîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. îòëè÷íûõ îò õ10 àíòåöåäåíòîâ. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûò-
êà äîêàçàòü, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ17.
Ïîñëå ýòîãî ñîçäàåòñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ òåîðåìà, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé îò-
áðàñûâàíèåì àíòåöåäåíòà õ10 è äîáàâëåíèåì óòâåðæäåíèé, íåäîñòàþùèõ äëÿ
ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. îñòàëüíûõ àíòåöåäåíòîâ.

4. Âàðüèðîâàíèå ïàðàìåòðà äëÿ óñòðàíåíèÿ îïåðàöèè òèïà "ìèíóñ".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ade(d−÷èñëî & e−÷èñëî & d ≤ 0 & a−÷èñëî→ max(de, ad) = −dmax(−a,−e))

èç òåîðåìû

∀cde(c−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî & d ≤ 0→ max(de,−cd) = −dmax(c,−e))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ñðåäè åå ïàðàìåòðîâ âûáè-
ðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ11, èìåþùàÿ â õ10 åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ11
â òåðì õ10, ïåðåìåííîé õ13 - âõîæäåíèå, íåïîñðåäñòâåííûì îïåðàíäîì êîòî-
ðîãî ñëóæèò õ12. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ13.
Â íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ õ14 äâóìåñòíàÿ.
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå, îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò õ13.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ15 ðàâíî 1, è ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "ìèíóñ". Ñïðà-
âî÷íèê "çàìåíàçíàêà" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ14 ïàðó (A, i), óêàçûâàþùóþ,
÷òî çíàê A ïåðåä îïåðàöèåé õ14 ìîæåò áûòü ïåðåäàí íà åå i-é îïåðàíä. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïàðó ("ìèíóñ",1). Î÷åâèäíî, â ñëó÷àå êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè âåëè-
÷èíà i íåñóùåñòâåííà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âõîæäåíèå õ13 îáëàäàåò íóæíûì äëÿ
ïåðåäà÷è âíåøíåãî çíàêà íîìåðîì. Â íàøåì ïðèìåðå îïåðàöèÿ êîììóòàòèâíà,
è íîìåð èãíîðèðóåòñÿ.

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "õ16(õ11)". Â íàøåì ïðèìåðå - "−c".
Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ24
- òèï çíà÷åíèé âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "÷èñëî". Âû-
áèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ25, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå -
ïåðåìåííàÿ a. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåð-
æäåíèÿ õ22, à óñëîâèÿìè - óòâåðæäåíèÿ "ðàâíî(õ25 õ21)" è "õ24(õ25)". Öåëè
çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ11".
Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "c− ÷èñëî", "d− ÷èñëî", "e− ÷èñëî", "d ≤ 0",
óñëîâèÿ - "a = −c" è "a− ÷èñëî". Íåèçâåñòíàÿ - c.

Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ28. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "c =
−a & a − ÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", è ïåðå-
ìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Â ýòîì ñïèñêå
íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ30 ïåðåìåííîé õ11 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ õ31. Â íàøåì
ïðèìåðå õ31 - âûðàæåíèå −a. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ îäíîáóêâåííîå
âûðàæåíèå, îáðàçîâàííîå ïåðåìåííîé õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - "a". Ïåðåìåííîé
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õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â çàìåíÿþùóþ ÷àñòü òåîðåìû âûðà-
æåíèÿ õ31 âìåñòî ïåðåìåííîé õ11, ïåðåìåííîé õ35 - ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â
ïîäòåðì õ13 âûðàæåíèÿ õ32 âìåñòî ïåðåìåííîé õ11. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ15 â òåðì õ10 íà òåðì õ35. Â íàøåì ïðèìåðå
õ34 èìååò âèä "−dmax(−a,−e)", õ35 - âèä "ad", õ36 - âèä "max(de, ad)".

Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè
â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ22 âûðàæåíèÿ õ31 âìåñòî ïåðåìåííîé õ11 ñî ñïèñêîì
îòëè÷íûõ îò õ30 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ29. Âûðàæåíèå õ34 óïðîùàåòñÿ îòíî-
ñèòåëüíî ïîñûëîê õ37 âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ðåçóëüòàò
ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ34. Óòâåðæäåíèÿ õ37 îáðàáàòûâàþòñÿ îïåðà-
òîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ34 è õ36. Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ37, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðà-
âåíñòâî âûðàæåíèé õ34 è õ36. Ñîõðàíÿåòñÿ îðèåíòàöèÿ èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòà
èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.
Èñõîäíàÿ òåîðåìà ïîìå÷àåòñÿ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå".

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà ñ óñëîâíûì âûðàæåíèåì äëÿ
âàðüèðîâàíèÿ òåîðåìû

1. Âàðüèðîâàíèå òîæäåñòâà, óïðîùàþùåãî âûðàæåíèå ïîä êîðíåâîé ñëîæíîé îïå-
ðàöèåé, ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà ñâåðòêè óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀xy(¬(y = 0) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî→ |xsg(y)| = |x|)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ | − a| = |a|)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & ¬(y = 0)→ (x ïðè 0 < y, èíà÷å − x) = xsg(y))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ" ñ òåì æå íà-
ïðàâëåíèåì çàìåíû, ÷òî ó õàðàêòåðèñòèêè "ñîêðàù". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâà-
èâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê åãî ïîäòåðìîâ, èìåþ-
ùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ12 îäíîýëåìåíòíûé,
è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ýëåìåíò -
ñàìî çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå.

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå íåîäíîáóêâåííîãî êîðíåâîãî îïåðàí-
äà âûðàæåíèÿ õ11, ïåðåìåííîé õ15 - çàãîëîâîê ýòîãî îïåðàíäà. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ñèìâîë "ìèíóñ". Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "−a".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "âàðèàíòû" îïðåäåëÿåò ïî õ15 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáî-
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â
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èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 ñîâïàäàåò ñ äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìîé. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâàÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà èñõîä-
íîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ20 - êîðíåâàÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà òåîðåìû õ18.
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ19 è õ20.

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå
òåîðåìû õ18, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "âàðèàíò", ïåðåìåííîé õ24 - âõîæäåíèå
äðóãîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì
èç íèõ ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå âòîðîãî îïåðàíäà óñëîâíîãî
âûðàæåíèÿ õ23, à ïåðåìåííîé õ26 - ñèìâîë 1; âî âòîðîì - ïåðåìåííîé õ25 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî îïåðàíäà, à ïåðåìåííîé õ26 - ñèìâîë 2. Â
íàøåì ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ âòîðîé ñëó÷àé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäå-
íèþ õ25 ðàñïîëîæåí ñèìâîë õ15. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ25.
Â íàøåì ïðèìåðå - "−x".

Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ21, óíèôèöèðóþùàÿ ïîäòåðì
õ14 ñ òåðìîì õ27. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòà-
íîâêè S ê ïîäòåðìó õ24. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "xsg(y)". Ïåðåìåííîé
õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îäíîâðåìåííîé çàìåíû ïîäòåðìà õ14 òåðìà õ13
íà òåðì õ29 è ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îñòàëüíîé ÷àñòè òåðìà õ13. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ30 èìååò âèä "|xsg(y)|". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê çàìåíÿþùåé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé
õ32 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòàíîâêè ê òîé èç àëüòåðíàòèâ óñëîâíîãî
âûðàæåíèÿ õ23, íîìåð êîòîðîé îòëè÷åí îò õ26. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò îäíîâðåìåííîé çàìåíû ïîäòåðìà õ14 òåðìà õ13 íà òåðì õ32 è ïðèìå-
íåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îñòàëüíîé ÷àñòè òåðìà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ33 èìååò
âèä "|x|". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè
S ê ïåðâîìó îïåðàíäó óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ õ23. Â íàøåì ïðèìåðå õ34 èìååò
âèä "0 < y". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "âàðèàíò(õ34 õ31 õ33)"
â ñëó÷àå õ26 = 1 è âûðàæåíèå "âàðèàíò(õ34 õ33 õ31)" â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Â íàøåì ïðèìåðå õ35 èìååò âèä "|x| ïðè 0 < y, èíà÷å |x|". Ïåðåìåííîé õ36
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì
èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ18. Âûðàæåíèå õ35 óïðîùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïî-
ñûëîê õ36, è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò õ38 íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "âàðèàíò".
Â íàøåì ïðèìåðå õ38 èìååò âèä "|x|". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû
êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ36, à òàêæå óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðî-
âîæäåíèÿ òåðìà õ38 ïî î.ä.ç. Êîíñåêâåíòîì ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ30
è õ38. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èíäóêòèâíîå îáîáùåíèå òæäåñòâà

1. Ââîä öåëî÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà äëÿ îáîáùåíèÿ òîæäåñòâà, â êîòîðîì ïðèáàâ-
ëåíèå ê àðãóìåíòó êîíñòàíòíîãî òåðìà ðàâíîñèëüíî íàâåøèâàíèþ âíåøíåé îä-
íîìåñòíîé îïåðàöèè òèïà "îòðèöàíèå".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(b− ÷èñëî & a− öåëîå→ sin(b + aπ) = (−1)a sin b)

èç òåîðåìû
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∀b(b− ÷èñëî→ sin(b + π) = − sin b)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - çàìå-
íÿþùåå. Â çàìåíÿåìîì ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ.
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî ñëàãàåìîãî, êîòîðîå ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ õ15, èìåþùóþ åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â
õ10. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîå ñëàãàåìîå. Îíî íå èìååò ïåðåìåí-
íûõ. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - ïåðåìåííàÿ b, õ16 - âûðàæåíèå π. Ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ12 â òåðì õ10 íà ïåðåìåííóþ õ15.
Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì "sin b". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê
âûðàæåíèÿ õ11. Ñïðàâî÷íèê "îòðèöàíèå" óñìàòðèâàåò, ÷òî äâóêðàòíîå ïðèìå-
íåíèå îïåðàöèè õ18 íå èçìåíÿåò èñõîäíîãî çíà÷åíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 -
ñèìâîë "ìèíóñ". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä âûðàæåíèÿ
õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" âûðàæåíèé
õ17 è õ19 ðàâíû. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ20, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó.
Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòå-
öåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû
âõîæäåíèÿ õ14 â òåðì õ10 íà ïðîèçâåäåíèå âûðàæåíèé õ20 è õ16. Ïåðåìåííîé
õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "âàðèàíò(÷åòíîå(õ20) õ19 õ11)". Ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ21 è óòâåðæäå-
íèå "öåëîå(õ20)". Êîíñåêâåíòîì ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ22 è õ23. Ýòà
òåîðåìà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Ïîïûòêà ïîëó÷åíèÿ òîæäåñòâà, âûïîëíÿþùåãî ðàñøèôðîâêó ñ ñîêðàùåíèåì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ − sin b cos c + sin(b + c) = sin c cos b)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ sin(a + b) = sin a cos b + cos a sin b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ a− a = 0)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ10 áåñïîâòîðíî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâà-
èâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñèìâîë õ12 àññîöèàòèâíûé è êîììóòàòèâíûé. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"êîíñòíîðì" íàõîäèò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðå-
ìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â
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êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðå-
çóëüòàò õ19 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ18 â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè ïî-
ìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Îïåðàòîðó ïåðåäàåòñÿ îïöèÿ "ìîäèôèêàòîð", ðàçðå-
øàþùàÿ ââîäèòü ïåðåä óíèôèêàöèåé â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû âñïîìîãàòåëüíîå ñëàãàåìîå - íåêîòîðóþ íîâóþ ïåðåìåííóþ. Â íàøåì
ïðèìåðå õ19 èìååò âèä:

∀bc(sin b cos c−÷èñëî& b−÷èñëî& c−÷èñëî→ sin(b+c)−sin b cos c = 0+cos b sin c)

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ19 îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò - êâàíòîðíîå òîæäåñòâî ñ íåêîí-
ñòàíòíûìè ÷àñòÿìè. Çàòåì òåîðåìà õ20 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà ïîëó÷åíèÿ èìïëèêàöèè, âûâîäÿùåé ñëåäñòâèå èç äâóõ óòâåðæäåíèé, â
êîòîðîì ïðèìåíÿåòñÿ òîæäåñòâî ñâåðòêè ïîñëå ãðóïïèðîâêè íåèçâåñòíûõ ïîä-
âûðàæåíèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdefghijp(a = ip & d = jp & b + a sin g cos h = c & e + d sin h cos g = f →
bj + ei + ijp sin(g + h) = cj + fi)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ sin(a + b) = sin a cos b + cos a sin b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abcdefpij(a = pi & d = pj & ax+b = c & dy+e = f → pij(x+y)+bj+ei = cj+fi)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)". Çàìåòèì, ÷òî âûâîäèìàÿ òåîðåìà ïîç-
âîëÿåò ñîçäàòü ïðèåì, ãðóïïèðóþùèé óðàâíåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè g, h äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ ñ íåèçâåñòíûì ñèíóñîì ñóììû.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà íå èìååò õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêîì "íîðìàëèçà-
öèÿ". Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 -
çàìåíÿþùåå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 áåñïîâòîðíî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñèìâîë õ12 àññîöèàòèâåí è êîììóòàòèâåí. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð êîðíåâûõ îïåðàíäîâ âûðàæåíèÿ õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíò-
íûé, ïðè÷åì êàæäûé ýëåìåíò èìååò íå ìåíåå äâóõ ïàðàìåòðîâ. Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "ãðóïïîèä" îïðåäåëÿåò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííûõ èñõîä-
íîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå õ16 èìååò âèä:

∀gh(g − ÷èñëî & h− ÷èñëî→ sin(g + h) = sin g cos h + cos g sin h)

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì òåîðåìû õ16, ïåðåìåííîé õ19
- ñïèñîê åãî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ õàðàêòåðè-
ñòèêà "ãðóïïîèä(M, N, X, Y )" äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Çäåñü M, N - íîìåðà
àíòåöåäåíòîâ, èäåíòèôèöèðóåìûõ ñ óòâåðæäåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè íåèçâåñò-
íûå X, Y . Â íàøåì ïðèìåðå ýòà õàðàêòåðèñòèêà èìååò âèä "ãðóïïîèä(3,4,x,y)".
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Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèÿ
õ23 âûðàæåíèé õ19 âìåñòî ïåðåìåííûõ X, Y , ïðè÷åì ýòè ðåçóëüòàò äîïîëíè-
òåëüíî îáðàáàòûâàþòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ïåðåìåííîé
õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ26 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â íåãî ïåðåìåííîé X. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå, íåïîñðåäñòâåííûì îïåðàíäîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ õ26. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ27 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "x + y". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ27
ðàñïîëîæåí ñèìâîë õ12, ïðè÷åì ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ27 ðàâíî 2, à
îòëè÷íûé îò õ26 îïåðàíä - ïåðåìåííàÿ Y .

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ27 â òåðì õ25 íà
çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå òåîðåìû õ16. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ õ30 ñ àíòåöåäåí-
òàìè õ24, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðåçóëüòàò îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðà-
ìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè óòâåðæäåíèÿ õ29. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"Íîðìêîýôô", êîòîðîìó â êà÷åñòâå âòîðîãî àðãóìåíòà ïåðåäàåòñÿ ïàðà (M, N).
Çàòåì òåîðåìà õ30 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà è ñíàáæàåòñÿ åäèíñòâåííîé
õàðàêòåðèñòèêîé "Ãðóïïîèä(M, N)".

3. Îáîçíà÷åíèå ñàìîãî ñëîæíîãî ïîäâûðàæåíèÿ çàìåíÿþùåãî òåðìà âñïîìîãà-
òåëüíîé ïåðåìåííîé, îïðåäåëÿåìîé ÷åðåç ðàâåíñòâî â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(b− ÷èñëî & sin b = a→ cos(2b) = −2a2 + 1)

èç òåîðåìû

∀b(b− ÷èñëî→ cos(2b) = −2(sin b)2 + 1)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà íå èìååò õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêîì "íîðìàëèçà-
öèÿ". Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 -
çàìåíÿþùåå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïîäòåðìîâ òåðìà õ11, èìå-
þùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê îäíîýëåìåíò-
íûé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè òåðìà õ11 áîëüøå 4 è ðàâíà îöåíêå
ñëîæíîñòè òåðìà õ10. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ12. Â
íàøåì ïðèìåðå - "sin b". Åñëè òåðì õ10 èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì T ìàêñè-
ìàëüíîé ñëîæíîñòè, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ14 íå ìåíü-
øå ÷èñëà ïàðàìåòðîâ òåðìà T . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîïûòêà óïðîùåíèÿ òåðìà õ10
îòíîñèòåëüíî àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû íå èçìåíÿåò ýòîãî òåðìà. Çàòåì
âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ15, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê
ñïèñêó àíòåöåäåíòîâ ðàâåíñòâà âûðàæåíèÿ õ14 ïåðåìåííîé õ15. Ïåðåìåííîé
õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âñåõ âõîæäåíèé òåðìà õ14 â âûðàæåíèå
õ11 íà ïåðåìåííóþ õ15. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16, êîíñå-
êâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ10 è õ18. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "îïðåíåèçâ(n)", ãäå n - íîìåð
ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà (ðàâåíñòâà õ14 è õ15).
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4. Óñìîòðåíèå òåîðåìû ïðèåìà, ïîçâîëÿþùåãî çàìåíèòü íåèçâåñòíûé ïîäòåðì ñ
îäíîìåñòíîé êîðíåâîé îïåðàöèåé íà èçâåñòíûé ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà èç ïîñû-
ëîê.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c = |a| → |ab| c|b|)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ |a| · |b| = |ab|)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(ïåðâûéòåðì)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà íå èìååò õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêîì "íîðìàëèçà-
öèÿ" äëÿ òîãî æå íàïðàâëåíèÿ çàìåíû, ÷òî è õàðàêòåðèñòèêà "ñîêðàù". Ïåðå-
ìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùåå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ õ10 è õ11 áåñïîâòîðíû. Ïåðåìåííîé õ12 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü ïîäòåðìîâ òåðìà õ11.
Â íåì âûáèðàåòñÿ âûðàæåíèå õ13 äëèíû 2. Â íàøåì ïðèìåðå - "|a|". Ïåðå-
ìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ òåðìà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Âû-
áèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ15, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå
- c. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òåðìà õ13 â òåðì õ11, ïåðåìåí-
íîé õ17 - ðåçóëüòàò çàìåíû ýòîãî âõîæäåíèÿ íà ïåðåìåííóþ õ15. Ïåðåìåííîé
õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû ðà-
âåíñòâà ïåðåìåííîé õ15 âûðàæåíèþ õ13. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåí-
òàìè õ18, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ10 âûðàæå-
íèþ õ17. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé
"èñêëþ÷íåèçâ(n)", ãäå n - íîìåð åå ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà.

5. Ïîëó÷åíèå òîæäåñòâà, èñïîëüçóþùåãî ïîñûëêó äëÿ óïðîùåíèÿ ñëîæíîãî íåèç-
âåñòíîãî ïîäâûðàæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & sin a = b→ sin(2a) = 2b cos a)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ sin(2a) = 2 sin a cos a)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - çàìå-
íÿþùåå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêè ñëîæíîñòè ýòèõ âûðàæåíèé ðàâíû. Ïåðåìåí-
íîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü ïîäòåðìîâ
òåðìà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò íå ìåíåå 2 ýëåìåíòîâ. Â ýòîì ñïèñêå
âûáèðàåòñÿ âûðàæåíèå õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - sin a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñî-
äåðæèò âñå ïàðàìåòðû òåðìà õ10. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ14, íå âõîäÿùàÿ â
èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âñåõ âõîæäåíèé òåðìà õ13 â òåðì õ11 íà ïåðåìåííóþ
õ14. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü àíòåöåäåíòû èñõîäíîé
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òåîðåìû è ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ13 ïåðåìåííîé õ14, à êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî
âûðàæåíèé õ10 è õ16. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õà-
ðàêòåðèñòèêîé "èñêëþ÷íåèçâ(n)", ãäå n - íîìåð ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà ýòîé
òåîðåìû.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ çà-
ìåíÿþùåãî òåðìà

1. Ïîïûòêà îáðàùåíèÿ â êîíñòàíòó îäíîãî èç ñàìûõ ñëîæíûõ ïîäâûðàæåíèé çà-
ìåíÿþùåãî òåðìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bd(0 < b & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ (1/b)d = 1/bd)

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ a & 0 < b→ (a/b)c = ac/bc)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ 1a = 1)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - çàìå-
íÿþùåå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïîäòåðìîâ âûðàæåíèÿ õ10, èìå-
þùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê îäíîýëåìåíò-
íûé, è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - "(a/b)c".
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå -
ñèìâîë "ñòåïåíü". Â çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ16 ñèì-
âîëà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "ac". Ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà
òåîðåì "êîíñòíàáîð" è "êîíñòíîðì" îïðåäåëÿþò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîë-
íèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü êîíñòàíòíàÿ. Îïå-
ðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ16
ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Îí îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà âàðüèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ïîäâûðàæåíèé çàìåíÿþùåé ÷àñòè äëÿ èõ ñêëåé-
êè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀b(b− ÷èñëî→ cos(2b) = −2(sin b)2 + 1)

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ cos(2a) = (cos a)2 − (sin a)2)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ (cos a)2 = 1− (sin a)2)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)".
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Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - ñïè-
ñîê ïîäòåðìîâ âûðàæåíèÿ õ10, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê èìååò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ, è ïåðåìåííîé õ12 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íåêîòîðûé åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - cos a. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "êîñèíóñ".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "âàðïàðàì" îïðåäåëÿåò ïî õ13 óêàçàííóþ âûøå äî-
ïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðà-
âåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, âíóòðè êîòîðîé èìååò âõîæäå-
íèå ñèìâîëà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ19
ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ñòåïåíü".
Âíóòðè çàìåíÿþùåé ÷àñòè êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû ðàññìàòðèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå õ20 ñèìâîëà õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "(cos a)2".
Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèé
õ20 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ21 îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ïåðåäà-
åòñÿ îïöèÿ "âàðïàðàì". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ22 - êâàíòîðíîå òîæäåñòâî, èìåþùåå
â ñâîåé çàìåíÿþùåé ÷àñòè åäèíñòâåííûé ïîäòåðì ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè.
Ýòî òîæäåñòâî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ çàìåíÿåìî-
ãî òåðìà

1. Ïîïûòêà ïðîâàðüèðîâàòü çàìåíÿåìóþ ÷àñòü òîæäåñòâà ñ óñèëåííûì ðåäóöèðî-
âàíèåì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bc(¬(b = 0) & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) & b− ÷èñëî & c− rational→ sin(|b|c) =
sin((−b)c)sg((−b)c))

èç òåîðåìû

∀ac(¬(a = 0) & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) & a−÷èñëî & c− rational→ sin(|a|c) =
sin(ac)sg(ac))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ | − a| = |a|)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)". Ðåçóëüòèðóþùàÿ òåîðåìà èìååò õà-
ðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(ïåðâûéòåðì)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà íå èìååò õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêîì "íîð-
ìàëèçàöèÿ" è ÷òî ÷èñëî ïåðåìåííûõ åå ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè íå áîëåå 3.
Âíóòðè çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî
ïîäòåðìà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ11
- âõîæäåíèå ïîäòåðìà "|a|", õ12 - ñèìâîë "ìîäóëü". Ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà òåî-
ðåì "Ñîêðàùåíèå", "ïåðåñòàíîâêè" íàõîäÿò óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè åå àíòåöåäåíòîâ íåò ðàâåíñòâà, à ÷èñëî åå ïåðå-
ìåííûõ íå áîëüøå 3. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè èñõîäíîé òåîðåìû íå
ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè äîïîëíèòåëüíîé. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðàÿ
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èìååò çàãîëîâîê õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå ëåâîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó ñ çàãîëîâêîì "íîðìà-
ëèçàöèÿ", è ñîãëàñíî ýòîé õàðàêòåðèñòèêå õ16 - âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè.
Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ18 ïðåîîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ11 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ19
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ18 îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïåðàí-
äîâ" è "äåìîäèôèêàöèÿ". Â íàøåì ïðèìåðå õ19 ñîâïàäàåò ñ õ18. Ïåðåìåííîé
õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ19 îïåðàòîðîì "Ïîëíûåïî-
ñûëêè", à çàòåì - îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà". Ïîñëåäíèé îïåðàòîð èñïîëüçóåò
äëÿ óïðîùåíèé âñå èìåþùèåñÿ â ñïèñêå âûâîäà òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëè-
íà ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè òåîðåìû õ20 íå áîëåå ÷åì íà åäèíèöó ïðåâîñõîäèò
äëèíó ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè èñõîäíîé òåîðåìû. Åñëè ýòà äëèíà ðàâíà 4, òî
äîïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ20
áåñïîâòîðíû. Çàòåì òåîðåìà õ20 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà ïðîâàðüèðîâàòü çàìåíÿåìóþ ÷àñòü òîæäåñòâà ñ îáû÷íûì ðåäóöèðî-
âàíèåì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(¬(a = 0) & ¬(b = 0) & ¬(−1+ |b| = 0) & a−÷èñëî & b−÷èñëî→ log|b| |ab| =
1 + log|b| |a|)

èç òåîðåìû

∀cd(¬(d− 1 = 0) & 0 < c & 0 < d & c−÷èñëî & d−÷èñëî→ logd(cd) = 1+ logd c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ |a||b| = |ab|)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìû ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà íå èìååò õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêîì "íîð-
ìàëèçàöèÿ" è ÷òî ÷èñëî ïåðåìåííûõ åå ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè íå áîëåå 3.
Âíóòðè çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî
ïîäòåðìà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 -
âõîæäåíèå ïîäòåðìà "cd", õ12 - ñèìâîë "óìíîæåíèå". Ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà òåî-
ðåì "Ñîêðàùåíèå", "ïåðåñòàíîâêè" íàõîäÿò óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè åå àíòåöåäåíòîâ íåò ðàâåíñòâà, à ÷èñëî åå ïåðå-
ìåííûõ íå áîëüøå 3. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè èñõîäíîé òåîðåìû íå
ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè äîïîëíèòåëüíîé. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðàÿ
èìååò çàãîëîâîê õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå ëåâîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó ñ çàãîëîâêîì "íîðìàëèçà-
öèÿ", è ñîãëàñíî ýòîé õàðàêòåðèñòèêå õ16 - âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Îïå-
ðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ18 ïðåîîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 â



1052 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ19 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ18 îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïåðàíäîâ" è
"äåìîäèôèêàöèÿ". Â íàøåì ïðèìåðå õ19 ñîâïàäàåò ñ õ18.

Äàëüøå èäåò åäèíñòâåííîå îòëè÷èå. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
îáðàáîòêè òåîðåìû õ19 îïåðàòîðîì "Ïîëíûåïîñûëêè", à çàòåì - íå îïåðàòîðîì
"Íîðìòåîðåìà", à îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà ñâÿçû-
âàþùåé ïðèñòàâêè òåîðåìû õ20 íå áîëåå ÷åì íà åäèíèöó ïðåâîñõîäèò äëèíó
ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè èñõîäíîé òåîðåìû. Åñëè ýòà äëèíà ðàâíà 4, òî äî-
ïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ20
áåñïîâòîðíû. Çàòåì òåîðåìà õ20 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå, âûðàæàþùåå íîâîå ïîíÿòèå ÷åðåç ïîíÿòèå,
âñòðå÷àþùååñÿ â çàìåíÿåìîé ÷àñòè òîæäåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀x(¬(cos x = 0) & x− ÷èñëî & 0 ≤ 2x + π & 0 ≤ −2x + π →
ïðîèçâîäíàÿ(λc(arcsin c, c ∈ [−1, 1]), sin x) = 1/ cos x)

èç òåîðåìû

∀abfpqx(¬(ïðîèçâîäíàÿ(f, x) = 0) & Dom(f) = [a, b] & a < b & x ∈ [a, b] &
f −ôóíêöèÿ & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & íåïðåðûâíî(f, [a, b]) & p− boolean &
q − boolean & âîçðàñòàåò(f, [a, b]) & äèôôåðåíöèðóåìà(f, x)→
ïðîèçâîäíàÿ(îáðôóíêöèÿ(f), f(x)) = 1/ïðîèçâîäíàÿ(f, x))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

îáðôóíêöèÿ(λx(sin x, x ∈ [−π/2, π/2])) = λx(arcsin x, x ∈ [−1, 1])

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà, ïåðåìåííîé õ11 -
ñïèñîê åå ïîäòåðìîâ, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ îöåíêó ñëîæíîñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòîò ñïèñîê îäíîýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ
÷àñòü ðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ11. Â íàøåì
ïðèìåðå ýòîò ýëåìåíò - âûðàæåíèå "ïðîèçâîäíàÿ(îáðôóíêöèÿ(f), f(x))". Âíóò-
ðè âûðàæåíèÿ õ13 ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîðíåâîå âõîæäåíèå õ14 íåîäíîáóêâåí-
íîãî òåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - òåðìà "îáðôóíêöèÿ(f)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî
âõîæäåíèå íå èìååò ñâÿçàííûõ âíóòðè õ13 ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïîäòåðì õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëåìåíòàðíûé. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà
òåîðåì "îïðàòîì" îïðåäåëÿåò ïî çàãîëîâêó òåðìà õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîë-
íèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ18 èìååò âèä:

îáðôóíêöèÿ(λc(sin c, c ∈ [−π/2, π/2])) = λc(arcsin c, c ∈ [−1, 1])

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû
õ18. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ19, êî-
òîðàÿ èìååò òîò æå çàãîëîâîê, ÷òî è òåðì õ15. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñàìà ýòà ÷àñòü. Â íàøåì ïðèìåðå îíà èìååò âèä "îáðôóíêöèÿ(λc(sin c, c ∈
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[−π/2, π/2]))". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèåäðóãîé ÷àñòè ðàâåí-
ñòâà. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ22 è õ15. Îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ23, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ15 è
õ22. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ àíòåöåäåíòîâ èñõîä-
íîé òåîðåìû è òåîðåìû õ18. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì íàáîðà õ25. Ïåðåìåííîé õ28 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âñåõ âõîæäåíèé òåðìà õ15 â òåðì õ10 íà ïîäòåðì
õ21. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 èìååò âèä "ïðîèçâîäíàÿ(λc(arcsin c, c ∈ [−1, 1]), f(x))".
Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê òåðìó
õ28. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ýòîé æå ïîäñòàíîâ-
êè ê òåðìó õ12. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ29 è
õ30. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ26 îïåðàòî-
ðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ31. Íàêîíåö,
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ32 è êîíñåêâåíòîì õ31. Îíà îáðàáàòû-
âàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Âûâîä ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ èç òîæäåñòâà äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñëîæíîé ôóíêöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀af (¬(cos f(a) = 0) & Dom(f) ⊆ R & Val(f) ⊆ R & a ∈ Dom(f) &
f −ôóíêöèÿ & äèôôåðåíöèðóåìà(f, a)→
ïðîèçâîäíàÿ(λx(tg f(x), x ∈ Dom(f)), a) = ïðîèçâîäíàÿ(f, a)/(cos f(a))2)

èç òåîðåìû

∀afg(Dom(f) ⊆ R & Dom(g) ⊆ R & Val(f) ⊆ Dom(g) & Val(g) ⊆ R &
a ∈ Dom(f) & f −ôóíêöèÿ & g −ôóíêöèÿ & äèôôåðåíöèðóåìà(f, a) &
äèôôåðåíöèðóåìà(g, f(a))→ ïðîèçâîäíàÿ(λx(g(f(x)), x ∈ Dom(f)), a) =
ïðîèçâîäíàÿ(f, a)ïðîèçâîäíàÿ(g, f(a)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî & ¬(cos a = 0)→ d tg a/da = 1/(cos a)2)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - çàìå-
íÿþùåå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïîäòåðìîâ âûðàæåíèÿ õ10, èìå-
þùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê îäíîýëåìåíòíûé
è ñîñòîèò èç âûðàæåíèÿ õ10. Âíóòðè âûðàæåíèÿ õ10 ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå õ13 ñèìâîëà "îòîáðàæåíèå". Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà
λx(g(f(x)), x ∈ Dom(f)). Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî
îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ13 (îí îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ14 - âõîæäåíèå ñèìâîëà "çíà÷åíèå", à ïåðâûì îïåðàíäîì åãî ñëóæèò íåêîòî-
ðàÿ ïåðåìåííàÿ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ g.

Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü ïîäòåðìîâ òåðìà õ11.
Â íåì âûáèðàåòñÿ âûðàæåíèå õ18, ñîäåðæàùåå ïåðåìåííóþ õ15 è íå ñîäåðæàùåå
ñèìâîëà "îòîáðàæåíèå". Â íàøåì ïðèìåðå õ18 èìååò âèä "ïðîèçâîäíàÿ(g, f(a))".
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ18. Â íàøåì ïðèìåðå -
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ñèìâîë "ïðîèçâîäíàÿ". Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû ðàçäåëà, ê êîòîðîìó îòíî-
ñèòñÿ ñèìâîë õ19. Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, óêàçàííîé âûøå, îò-
áèðàåòñÿ òåîðåìà, èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêàìè "íîðìàëèçàöèÿ",
"îïèñàòåëü" è íå èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòèêè "òåîðåìàïðèåìà". Ïåðåìåííîé õ27
ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå -
"d tg a/da". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ27 èìååò çàãîëîâîê õ19. Ïåðåìåííîé
õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ28
èìååò âèä:

∀b(b− ÷èñëî & ¬(cos b = 0)→ d tg b/db = 1/(cos b)2)

Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ28, ïåðåìåííîé õ31
- ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ30 è õ18. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ31, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ30 è õ18. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàè-
âàåòñÿ òåðì, â êîòîðûé äàííàÿ ïîäñòàíîâêà ïåðåâîäèò ïåðåìåííóþ õ15. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "λc(tg c, c − ÷èñëî)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò òåðì íå ñîäåðæèò
ñèìâîëà "çíà÷åíèå". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìå-
íåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ28. Ïåðå-
ìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê âûðàæåíèþ
õ10, ïåðåìåííîé õ37 - ðåçóëüòàò çàìåíû âñåõ âõîæäåíèé â òåðì õ11 âûðàæå-
íèÿ õ18 íà çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå òåîðåìû õ28. Â íàøåì ïðèìåðå õ37 èìååò
âèä "ïðîèçâîäíàÿ(f, a) · 1/(cos b)2". Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê âûðàæåíèþ õ37. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ34, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ35
è õ38. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà" ñ îïöèåé "ñîêðàù" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà "ñìíåèçâ".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdef (¬(e − even) & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî & e − íàòóðàëüíîå & f − öåëîå →
|cfde| = |dcf/e|e)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(b)− even)→ |ab| = |a|b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abcd(a − ÷èñëî & c − íàòóðàëüíîå & ¬(c − even) & d − öåëîå & b − ÷èñëî →
(bad/c)c = bcad)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà èìååò åäèíñòâåííûé êîðíåâîé îïåðàíä, è ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå ýòîãî îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäå-
íèþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ñòåïåíü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñì-
íåèçâ" îïðåäåëÿåò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð
"òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ17 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 â èñõîäíóþ



3.108. Õàðàêòåðèñòèêà "ñîêðàù" 1055

òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì

1. Ñêëåéêà äâóõ òîæäåñòâ, îòëè÷àþùèõñÿ àëüòåðíàòèâíûìè àíòåöåäåíòàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ac(¬(a = 0) & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ sin(c|a|) = sin(ac)sg(a))

èç òåîðåìû

∀ac(¬(a = 0) & 0 ≤ c & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ sin(c|a|) = sin(ac)sg(a))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(¬(a = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & b ≤ 0→ sin(b|a|) = sin(ab)sg(a))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê åå
àíòåöåäåíòîâ. Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà õ12, îòëè÷-
íàÿ îò òåêóùåé, ó êîòîðîé íàáîð àíòåöåäåíòîâ õ14, êîíñåêâåíò õ15 è ñâÿçûâà-
þùàÿ ïðèñòàâêà õ17 èìåþò òàêóþ æå äëèíó, êàê ó òåêóùåé òåîðåìû. Â íàøåì
ñëó÷àå ýòà òåîðåìà óêàçàíà âûøå.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè êàê èñõîäíîé, òàê
è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåì ñóòü ïàðàìåòðû êîíñåêâåíòîâ ýòèõ òåîðåì. Îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ17, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ15 â
òåðì õ9. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîä-
ñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì ñïèñêà õ14, ïåðåìåííîé õ23 - ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ21
è õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ23 îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ24 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèå "c ≤ 0". Ïåðåìåííîé
õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ10 è õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëå-
ìåíòíàÿ, è ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå -
óòâåðæäåíèå "0 ≤ c". Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ,
÷òî äèçúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ24 è õ26 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé ïå-
ðåñå÷åíèÿ õ28 ñïèñêîâ õ10 è õ21. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ28 è
êîíñåêâåíòîì õ9. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé
òåîðåìû. Ïðè ýòîì êàê èñõîäíàÿ, òàê è äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìû ïîìå÷àþòñÿ
ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå".

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òåîðåìå

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ àòîìàðíûõ ïîäâûðàæå-
íèé ñ çàäàííûì çàãîëîâêîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(b− ÷èñëî & Âåêòîð(a)→ (−b)a = −(ba))

èç òåîðåìû
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∀bAB(b−÷èñëî & A−òî÷êà & B−òî÷êà→ (−b)âåêòîð(AB) = −(bâåêòîð(AB)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(Âåêòîð(a)↔ ∃AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & a = âåêòîð(AB)))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)".

Ïðîãðàììà ïðèåìà ïî÷òè äîñëîâíî ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé ïðèåìà òàêîãî æå
òèïà, ðàíåå ðàññìîòðåííîé â ñâÿçè ñ äðóãîé õàðàêòåðèñòèêîé. Äëÿ óäîáñòâà
÷òåíèÿ ïîâòîðèì åå.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ. Â êîíñåêâåíòå âûáèðàåòñÿ
âõîæäåíèå õ10 àòîìàðíîãî ïîäâûðàæåíèÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(AB)".
Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ýòîãî ïîäâûðàæåíèÿ. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ñïèñêà õ12 âñòðå÷àåòñÿ â êîíñåêâåíòå è ñóùå-
ñòâåííûõ àíòåöåäåíòàõ òîëüêî âíóòðè ïîäòåðìà, ðàâíîãî õ11. Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ11, ïåðåìåííîé õ16 - òèï åãî çíà÷åíèÿ. Â
íàøåì ñëó÷àå - "Âåêòîð". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïàðàìîïèñàíèå" íàõîäèò
ïî õ16 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â
èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì:

∀a(Âåêòîð(a)↔ ∃cd(c− òî÷êà & d− òî÷êà & a = âåêòîð(cd)))

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà èìïëèêàöèè õ19. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûé îïåðàíä ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè èìååò çàãîëîâîê õ16, à âòîðîé
- êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ õ21. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûé îïåðàíä
ïåðâîãî îïåðàíäà ýêâèâàëåíòíîñòè - ïåðåìåííàÿ; îíà ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ23. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî "a". Ñðåäè óòâåðæäåíèé õ23 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ24
ïåðåìåííîé õ23 òåðìó õ25, èìåþùåìó çàãîëîâîê õ14. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ25. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 - "âåêòîð(cd)". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå ñïèñêà õ26 ïðèíàäëåæàò ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêå
êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ. Óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî òåðì õ11 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì
ïðèìåíåíèÿ íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ26 â òåðì õ25. Ïå-
ðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòàíîâêè
êî âñåì îòëè÷íûì îò õ24 ýëåìåíòàì íàáîðà õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - ïàðà óòâåð-
æäåíèé "A - òî÷êà", "B - òî÷êà". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ
òàêèõ àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, â êîòîðûõ èìååòñÿ ïåðåìåííàÿ ñïèñêà
õ12, íå ðàñïîëîæåííàÿ âíóòðè ïîäòåðìà, ðàâíîãî õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ïàðà
óòâåðæäåíèé "A - òî÷êà", "B - òî÷êà".

Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíêàòåíàöèÿ ñïèñêà õ8 ñ îòáðîøåííûìè óòâåð-
æäåíèÿìè õ29, è ñïèñêà õ28. Â íàøåì ïðèìåðå ðåçóëüòàò ñîñòîèò èç òåõ æå
óòâåðæäåíèé, ÷òî è ñïèñîê õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà
õ29 óñìàòðèâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè èç ñïèñêà õ30. Îïðåäåëÿåòñÿ ðå-
çóëüòàò K çàìåíû â êîíñåêâåíòå èñõîäíîé òåîðåìû âñåõ âõîæäåíèé ïîäòåðìà
õ11 íà ïåðåìåííóþ õ23, à òàêæå ðåçóëüòàò M òàêîé æå çàìåíû âî âñåõ óòâåð-
æäåíèÿõ ñïèñêà õ8, íå âîøåäøèõ â õ29. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èòîãîâàÿ èìïëèêàöèÿ,
àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷åíû äîáàâëåíèåì ê M ëåâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè
õ20, à êîíñåêâåíò - K.
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Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëü-
íîãî òîæäåñòâà

1. Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè ñîêðàùàþùåãî òîæ-
äåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcd(¬(b = 0) & ¬(c = 0) & ¬(d− 1 = 0) & 0 < d & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
÷èñëèòåëü(c)− even & c− rational→ logd(b

c)/c = logd |b|)

èç òåîðåìû

∀abc(¬(a = 0) & ¬(c− 1 = 0) & 0 < c & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & ÷èñëèòåëü(b)−
even & b− rational→ b logc |a| = logc(a

b))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ae(¬(e = 0) & a− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ ae/e = a)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàù(ïåðâûéòåðì)".

Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå àíòåöåäåíòà, ñîäåðæàùåãî ïîäâûðàæåíèå ñ áîëåå ÷åì
îäíèì ïàðàìåòðîì. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé ÷à-
ñòè òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî âõîæäåíèå èìååò áîëåå îäíîãî êîðíåâîãî
îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ10. Â íàøåì
ïðèìåðå - óìíîæåíèå. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñîêðàùäðîáè" îïðåäåëÿåò
ïî õ11 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâà-
åòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Âíóòðè âõîæäåíèÿ
õ17 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ18 ñèìâîëà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå âû-
ðàæåíèÿ ae. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ19 ïðåîáðàçîâàíèÿ
âõîæäåíèÿ õ18 ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû, ïðèìåíÿåìîé â íàïðàâëåíèè,
ïðîòèâîïîëîæíîì óêàçàííîìó â õàðàêòåðèñòèêå "ñîêðàù". Â íàøåì ïðèìåðå
- ïðèìåíÿåìîé â íàïðàâëåíèè "ñëåâà íàïðàâî". Òåîðåìà õ19 îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Ïðè ýòîì äîïóñ-
êàåòñÿ òîëüêî õàðàêòåðèñòèêà "íîðìàëèçàöèÿ". Â íàøåì ïðèìåðå - "íîðìàëè-
çàöèÿ(âòîðîéòåðì)".

Ñîçäàíèå ïðîòîêîëîâ

1. Óñìîòðåíèå ñòàíäàðòèçèðóåìîãî îïåðàíäà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñîçäàíèå ïðîòîêîëà

"ñòàíäïîäñò(õ1 ëîãàðèôì(õ1 õ2) èñòèíà)"

ïî òåîðåìå

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 < a & ¬(a− 1 = 0) & 0 < b &
0 < c→ loga(bc) = loga b + loga c)

Õàðàêòåðèñòèêà "ñîêðàù(âòîðîéòåðì)".



1058 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

Ñòàíäàðòèçèðóåìûé îïåðàíä îïåðàöèè s - òàêîé, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ "îáû÷-
íî" öåëåñîîáðàçíî äëÿ âñåõ âõîæäåíèé îïåðàöèè s äîáèâàòüñÿ ðàâåíñòâà ýòèõ
îïåðàíäîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâà îñíîâàíèé ëîãàðèôìîâ.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå. Â íàøåì ïðèìåðå -
"loga(bc)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî åãî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ðàâíî 2 è ÷òî åãî
çàãîëîâîê õ11 - ñèìâîë íå êîììóòàòèâíûé. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - ñèìâîë "ëî-
ãàðèôì". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èìåþùèé ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü ïîäòåðì òåðìà
õ10 åäèíñòâåííûé è ñîâïàäàåò ñ õ10. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿ-
þùàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïîäòåðìîâ òåðìà õ12, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî òàêèõ ïîäòåðìîâ íå ìåíåå äâóõ è ÷òî êàæäûé èç íèõ èìååò çàãîëîâîê õ11.
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ10, íà
êîòîðîì ðàñïîëîæåíà íåêîòîðàÿ ïàåðåìåííàÿ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåí-
íàÿ a. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå
- 1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà æå ïåðåìåííàÿ õ15 ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì îïåðàíäîì ñ
íîìåðîì õ16 ó âñåõ âûðàæåíèé ñïèñêà õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ó èñõîäíîé
òåîðåìû õàðàêòåðèñòèêè "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)" íàïðàâëåíèå êîòîðîé îòëè÷íî
îò íàïðàâëåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè "ñîêðàù(. . .)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ íàçâàíèå ðàçäåëà, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ11. Â íàøåì ïðèìåðå -
"ýëåìåíòàðíàÿàëãåáðà". Åñëè çàãîëîâîê êàêîãî-ëèáî îòëè÷íîãî îò ïåðåìåííîé
êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ10 îòíîñèòñÿ ê äðóãîìó ðàçäåëó, òî õ17 çàìåíÿåòñÿ
íà íàèìåíüøèé ïîäðàçäåë, ñîäåðæàùèé êàê õ11, òàê è äàííûé çàãîëîâîê. Â
íàøåì ïðèìåðå õ17 íå èçìåíÿåòñÿ.

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ öèêë ïðîñìîòðà òåîðåì T ðàçäåëà õ17, èìåþùèõ õàðàêòåðè-
ñòèêó âèäà "ñîêðàù(N)", ó êîòîðûõ õ11 - çàãîëîâîê çàìåíÿåìîé ÷àñòè, ìàêñè-
ìàëüíî ñëîæíûì ïîäòåðìîì çàìåíÿåìîé ÷àñòè ñëóæèò îíà ñàìà, à çàìåíÿþùàÿ
÷àñòü èìååò íå ìåíåå äâóõ ïîäòåðìîâ Q ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè, çàãîëîâêîì
êàæäîãî èç êîòîðûõ ñëóæèò õ11. Åñëè çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû T èìååò ñâî-
èì êîðíåâûì îïåðàíäîì íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ X, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì
îïåðàíäîì ñ òàêèì æå íîìåðîì, íî îòëè÷íûì îò õ16, ó êàæäîãî ïîäòåðìà Q,
ïðè÷åì òåîðåìà T èìååò õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(M)", ãäå M 6= N , òî
ñîçäàíèå ïðîòîêîëà îòìåíÿåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïî çàâåðøåíèè ïðîñìîò-
ðà, ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "õ11(èêñ(1)èêñ(2))", ãäå èêñ(1),
èêñ(2) - ïåðåìåííûå ñ íîìåðàìè 1 è 2, ò.å. "õ1" è "õ2". Çàòåì ñîçäàåòñÿ ïðîòîêîë
"ñòàíäïîäñò(èêñ(õ16) õ19 èñòèíà)", êîòîðûé è ðåãèñòèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.109 Õàðàêòåðèñòèêà "ñîêðàùãðóïï"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ñîêðàùãðóïï(N)" ñîïðîâîæäàþòñÿ òîæäåñòâà, âûâåäåííûå äëÿ
ñîçäàíèÿ ïðèåìà ñïðàâî÷íèêà ïîèñêà òåîðåì "Ñîêðàùåíèå". N - íàïðàâëåíèå çàìå-
íû. Äàííûé ñïðàâî÷íèê ïîçâîëÿåò íàõîäèòü êâàíòîðíûå òîæäåñòâà áåç ñóùåñòâåí-
íûõ àíòåöåäåíòîâ, ó êîòîðûõ çàìåíÿåìûé òåðì èìååò âèä "f(B1, B2)", ãäå êàæäûé
èç òåðìîâ B1, B2 è çàìåíÿþùèé òåðì B áåñïîâòîðíû, ïðè÷åì òåðìû B1 è B2 èìåþò
åäèíñòâåííóþ îáùóþ ïåðåìåííóþ, è îíà íå âõîäèò â B. Ñþäà æå îòíîñÿòñÿ òîæäå-
ñòâà, ó êîòîðûõ çàìåíÿþùèé òåðì - ïåðåìåííàÿ, à çàìåíÿåìûé èìååò áîëåå îäíîé
ïåðåìåííîé. Òåêóùèé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë äëÿ ïîèñêà òåîðåìû - f .
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Âàðüèðîâàíèå àíòåöåäåíòîâ

1. Ïîïûòêà îñëàáèòü àíòåöåäåíò.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ a & 0 < c & 0 < b & b + c = 1 →
abac = a)

èç òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 < a & b + c = 1→ abac = a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & a < b→ a ≤ b)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàùãðóïï(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íåì óñìàòðèâàåòñÿ ðàâåí-
ñòâî õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "b+ c = 1". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ïàðàìåòðîâ ðàâåíñòâà õ10. Â ñïèêå õ9 âûáèðàåòñÿ îòëè÷íîå îò õ10 óòâåðæäå-
íèå õ12, çàãîëîâîê êîòîðîãî îòëè÷åí îò ñèìâîëà "íå", à ñïèñîê ïàðàìåòðîâ õ13
îäíîýëåìåíòíûé è íå ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñïèñêîì õ11. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâà-
åòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - óòâåðæäåíèå "0 < a",
õ14 - ñèìâîë "ìåíüøå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îñëàáëåíèå" îïðåäåëÿåò ïî
õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "ìåíüøå-
èëèðàâíî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò çàãîëîâîê îòëè÷åí îò "íå".

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ9, ïàðàìåòðû êîòî-
ðûõ íå ïåðåñåêàþòñÿ ñî ñïèñêîì õ13. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
äîáàâëåíèÿ îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ12 è ðåçóëüòàòà çàìåíû çàãîëîâêà óòâåð-
æäåíèÿ õ12 íà õ17 ê ñïèñêó âñåõ îòëè÷íûõ îò õ12 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ9, ïà-
ðàìåòðû êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ ñî ñïèñêîì õ13. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå
õ20 ñ ïîñûëêàìè õ18 è óñëîâèÿìè õ19. Öåëè åå ñóòü "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿ-
ìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ13". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü
"b−÷èñëî", "c−÷èñëî", "b+ c = 1"; óñëîâèÿ - "¬(0 < a)", "0 ≤ a", "a−÷èñëî".
Íåèçâåñòíàÿ - ïåðåìåííàÿ a.

Îòâåò çàäà÷è õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ21. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä "a = 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ21 - ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ22 â ëåâîé ÷àñòè;
õ22 - ýëåìåíò ñïèñêà õ13. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåí-
ñòâà. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â çàìåíÿåìóþ ÷àñòü
èñõîäíîé òåîðåìû âûðàæåíèÿ õ23 âìåñòî ïåðåìåííîé õ22. Â íàøåì ïðèìåðå -
"9b0c". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ
ñîïðîâîæäåíèÿ õ26 ïî î.ä.ç. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 < c", "c − ÷èñëî", "0 < b",
"b − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ27 ñ îòëè÷-
íûìè îò õ10 è õ12 óòâåðæäåíèÿìè íàáîðà õ9, à òàêæå ñ ðåçóëüòàòîì çàìåíû
çàãîëîâêà óòâåðæäåíèÿ õ12 íà õ17. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò
èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ30 - ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ28 ïðîöåäó-
ðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ29, ê êîîðîìó äîáàâ-
ëåíî óòâåðæäåíèå õ10. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
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õ29 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ30 è óòâåðæëåíèÿ õ21. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëè-
êàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ30 è êîíñåêâåíòîì õ29. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà ñ òîé æå õàðàêòåðèñòèêîé, ÷òî è èñõîäíàÿ òåîðåìà.

3.110 Õàðàêòåðèñòèêà "ñîêðàùíåèçâ"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ñîêðàùíåèçâ(x N)" ñîïðîâîæäàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, çàìåíÿå-
ìàÿ ÷àñòü êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèçúþíêòèâíî-êîíúþíêòèâíóþ êîíñòðóêöèþ
èç ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé, ãëóáèíà âõîæäåíèÿ ê îòîðûå ïåðåìåííîé x (ñ îòáðà-
ñûâàíèåì âíåøíåãî îòðèöàíèÿ) ðàâíà 1; çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü - ýëåìåíòàðíîå óòâåð-
æäåíèå ñ åäèíñòâåííûì âõîæäåíèåì ïåðåìåííîé x, ãëóáèíà êîòîðîãî ðàâíà 1. N -
óêàçàòåëü íàïðàâëåíèÿ çàìåíû.

Èñïîëüçîâàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ñïåöèàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äîïîë-
íèòåëüíîé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà âàðüèðîâàíèÿ ïðèåìà, äåêîìïîçèðóþùåãî õàðàêòåðèñòèêó ðàçíîñòè
ìíîæåñòâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû ïðèåìà

∀def (êîíå÷íîå(setbg(e(g) ⊆ b & d(b, g)))→ card(setbg(¬(f(g) ⊆ b) &
e(g) ⊆ b & d(b, g))) = −card(setbg(e(g) ∪ f(g) ⊆ b & d(b, g))) +
card(setbg(e(g) ⊆ b & d(b, g))))

èç òåîðåìû

∀bef (b− set & e− set & f − set→ e ∪ f ⊆ b↔ e ⊆ b & f ⊆ b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & êîíå÷íîå(b) & a ⊆ b→ card(b \ a) = card(b)− card(a))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñîêðàùíåèçâ(b ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ èç òåêóùåé õàðàêòåðèñòèêè. Â íà-
øåì ïðèìåðå - b. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíúþíêöèþ, è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê äâóõýëåìåíòíûé.
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âñå îíè âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ
óòâåðæäåíèÿ õ11 ïî î.ä.ç. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ îäíî èç óòâåðæäåíèé
ïàðû õ12, ïåðåìåííîé õ15 - äðóãîå. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 èìååò âèä "e ⊆ b",
õ15 - âèä "f ⊆ b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 íå ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì ñ ïåðåìåííîé
õ8 â ëåâîé ÷àñòè.

Äàëåå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîâåðêà öåëåñîîáðàçíîñòè ïðèìåíåíèÿ ïðèåìà. Ïåðå-
ìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèÿ õ14 è îòðèöàíèÿ óòâåð-
æäåíèÿ õ15. Ñïèñîê õ13 ïîäðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ17 óòâåðæäåíèé, ñî-
äåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ8, è ïîäñïèñîê õ19 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ðåøàåò-
ñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ20, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ19, à óñëî-
âèÿ - óòâåðæäåíèÿ õ17 è óòâåðæäåíèå õ16. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå",
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"ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ8", "óïðîñòèòü". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü
"e − set" è "f − set". Óñëîâèÿ - "b − set" è "e ⊆ b & ¬(f ⊆ b)". Íåèçâåñòíàÿ
- b. Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ21. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä "¬(f ⊆ b) & b − set & e ⊆ b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà
"îòêàç", è ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ.
Åñëè â ñïèñêå õ22 íåò ñîäåðæàùåãî ïåðåìåííóþ õ8 óòâåðæäåíèÿ ñ çàãîëîâêîì
"íå", ëèáî èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ñîäåðæàùåå õ8 óòâåðæäåíèå äëèíû áîëüøå
2, òî ïðèìåíåíèå ïðèåìà îòìåíÿåòñÿ. Èíà÷å, ïîñëå îòêàòà, âñå çíà÷åíèÿ ïåðå-
ìåííûõ íà÷èíàÿ ñ õ16 ñíîâà îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû, è ïðèìåíåíèå ïðèåìà
ïðîäîëæàåòñÿ.

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "÷èñëâûðàç" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ16 óêàçàííóþ
âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðå-
îáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó.
Â íàøåì ïðèìåðå õ18 èìååò âèä:

∀ac(a− set & c− set & êîíå÷íîå(c) & a ⊆ c→ card(c \ a) = card(c)− card(a))

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ18, ïåðåìåííûì
õ21 è õ22 - âõîæäåíèÿ ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ18. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ21 - âõîæäåíèå ëåâîé ÷àñòè, õ22 - âõîæäåíèå ïðàâîé ÷àñòè.
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ21. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 èìååò âèä
"card(c \ a)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ23 - ÷èñëîâîé àòîì. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàè-
âàåòñÿ âõîæäåíèå ñèìâîëà "ðàçíîñòü" â òåðì õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàíäû
âõîæäåíèÿ õ25 ñóòü ïåðåìåííûå õ26 è õ27. Â íàøåì ïðèìåðå - c è a. Âûáèðàþò-
ñÿ ïåðåìåííûå X, Y , íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó è â òåîðåìó õ18. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííûå d è g. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îòëè÷íûõ
îò õ8 ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - e, f .

Ïåðåìåííûì õ30, õ31 è õ32 ïðèñâàèâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, óòâåðæäåíèÿ õ14,
õ15 è çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "e ⊆ b", "f ⊆ b"
è "e ∪ f ⊆ b".

Åñëè ñïèñîê õ29 íåïóñò, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê T âûðàæåíèé âèäà "çíà-
÷åíèå(A, Y )", ãäå A ïðîáåãàåò ñïèñîê õ29. Çàòåì â óòâåðæäåíèÿ õ30, õ31 è õ32
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29 ïîäñòàâëÿþòñÿ âûðàæåíèÿ T . Â íàøåì ïðèìåðå ýòè
óòâåðæäåíèÿ ïðèîáðåòàþò âèä "e(g) ⊆ b", "f(g) ⊆ b", "e(g) ∪ f(g) ⊆ b".

Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "êëàññ(õ8 Y è(õ30 íå(õ31) X(õ8,
Y )))". Â íàøåì ïðèìåðå - "setbg(e(g) ⊆ b & ¬(f(g) ⊆ b) & d(b, g))". Ïåðåìåííîé
õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "êëàññ(õ8 Y è(õ30 X(õ8, Y )))". Â íàøåì ïðèìåðå
- "setbg(e(g) ⊆ b & d(b, g))". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "êëàññ(õ8
Y è(õ32 X(õ8, Y )))". Â íàøåì ïðèìåðå - "setbg(e(g) ∪ f(g) ⊆ b & d(b, g))".

Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â âûðàæåíèè õ23 âñåõ âõîæäå-
íèé ïîäòåðìà õ25 íà âûðàæåíèå õ33, ïåðåìåííîé õ38 - ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ
õ37 ïîäòåðìó õ22. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â ðà-
âåíñòâî õ38 âûðàæåíèé õ34 è õ35 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ26 è õ27. Ïåðåìåííîé õ40
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèÿ íàáîðà
õ20. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè íàáîðà õ40 îïåðàòî-
ðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ39. Íàêîíåö,
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ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ41 è êîíñåêâåíòîì õ39. Îíà îáðàáàòû-
âàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.111 Õàðàêòåðèñòèêà "ñïóñê"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ñïóñê(P )" ñîïðîâîæäàþòñÿ ïðîñòûå èìïëèêàöèè, êîòîðûå ìîæ-
íî íåèçáûòî÷íûì îáðàçîì èñïîëüçîâàòü â ïðîâåðî÷íîì îïåðàòîðå ñ çàãîëîâêîì P ,
ïðè÷åì âñå åå àíòåöåäåíòû òîæå îáðàáàòûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè îïåðàòîðàìè.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Êîíòðàïîçèöèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ èìïëèêàöèè, èñïîëüçóåìîé â ïðîâåðî÷íîì îïå-
ðàòîðå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & êîíå÷íîå(b) & ¬(êîíå÷íîå(a ∪ b))→ ¬(êîíå÷íîå(a)))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & êîíå÷íîå(a) & êîíå÷íîå(b)→ êîíå÷íîå(a ∪ b))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ9 -
åå êîíñåêâåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ñòàðòîâàÿ â ñïèñêå âûâîäà. Âûáè-
ðàåòñÿ ýëåìåíò õ10 ñïèñêà õ8, è ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî îòðèöàíèå.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ óñìàîòðåíèÿ èñòèííîñòè óòâåðæäåíèé âèäà õ11 èìååòñÿ
ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîð. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé çàìå-
íîé àíòåöåäåíòà õ10 íà îòðèöàíèå êîíñåêâåíòà, à êîíñåêâåíòà - íà óòâåðæäåíèå
õ11. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ãðóïïèðîâêà â ëåâûõ ÷àñòÿõ âñåõ íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ac(c < 0 & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & a ≤ 0→ a + c < 0)

èç òåîðåìû

∀abcd(a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & d−÷èñëî & a ≤ b & c < d→ a+c < b+d)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ9 -
åå êîíñåêâåíò. Ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà "ïåðåãðóïïèðîâêà" îïðåäåëÿåòñÿ âîç-
ìîæíîñòü ãðóïïèðîâêè â ëåâûõ ÷àñòÿõ äâóìåñòíûõ îòíîøåíèé âñåõ "íåíóëå-
âûõ" ÷ëåíîâ, è ðåçóëüòàò òàêîé ïåðåãðóïïèðîâêè ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ10. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀abcd(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & a− b ≤ 0 & c− d < 0→
a + c− b− d < 0)

Äàëåå òåîðåìà õ10 ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "èñêëþ÷îòð",
"Ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà". îïåðàòîð "èñêëþ÷îòð" èñêëþ÷àåò ìèíóñû
ïåðåä b, d, à äàëåå îïåðàòîð "íîðìòåîðåìà" èñêëþ÷àåò ñäâîåííûå ïåðåìåííûå
a, b è c, d. Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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3. Ãðóïïèðîâêà â ëåâûõ ÷àñòÿõ âñåõ íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ (óñèëåííîå ðåäóöèðîâàíèå).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ac(0 < c & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ a→ 0 < a + c)

èç òåîðåìû

∀abcd(a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & d−÷èñëî & a ≤ b & c < d→ a+c < b+d)

Ïðîãðàììà ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé ïðåäûäóùåãî ïðèåìà âïëîòü äî
ìîìåíòà îïðåäåëåíèÿ òåîðåìû õ10. Äàëüíåéøèå äåñâòÿè îòëè÷àþòñÿ îò ïðåäû-
äóùåãî ñëó÷àÿ ëèøü òåðì, ÷òî ïåðåä îáðàáîòêîé òåîðåìû õ10 îïåðàòîðàìè "èñ-
êëþ÷îòð", "Ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðòåîðåìà" îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íåíóëåâûå ÷ëåíû ïåðåíîñÿòñÿ â ïðàâûå
÷àñòè íåðàâåíñòâ.

4. Ïåðåãðóïïèðîâêà ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà, èìåþùåãî íóëåâîé îïåðàíä.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(0 < a− 1 & 0 < c− b & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab − ac < 0)

èç òåîðåìû

∀abc(0 < a− 1 & 0 < c− b & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ 0 < −ab + ac)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ êîíñåêâåíòà ðàâíî 2, ïðè÷åì ñïðàâî÷íèê
"ïåðåãðóïïèðîâêà" äîïóñêàåò ïåðåãðóïïèðîâêó "íåíóëåâûõ" ÷ëåíîâ â ïðîòè-
âîïîëîæíóþ ÷àñòü äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ ñ èçìåíåíèåì èõ "çíàêà". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îäíà èç ÷àñòåé êîíñåêâåíòà "íóëåâàÿ", è âñå åãî íåíóëåâûå ÷ëåíû
ïåðåíîñÿòñÿ â ýòó ÷àñòü. Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Èäåíòèôèêàöèÿ íåâûðîæäåííîãî ÷èñëîâîãî àòîìà ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà â àí-
òåöåäåíòå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(card(b) = a & b− set & a− ÷èñëî→ a− öåëîå)

èç òåîðåìû

∀b(b− set & card(b)− ÷èñëî→ card(b)− öåëîå)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîðíåâûõ îïåðàíäîâ êîíñåêâåíòà, ïåðå-
ìåííîé õ10 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â êîíñåêâåíòå âûáèðàåòñÿ íåâûðîæäåííûé
÷èñëîâîé àòîì õ11, âõîäÿùèé â ñïèñîê õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - "card(b)". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 âñòðå÷àåòñÿ â àíòåöåäåíòàõ. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ12, íå
âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû â àíòåöåäåíòàõ âûðàæåíèÿ õ11
íà ïåðåìåííóþ õ12, ïåðåìåííîé õ14 - ðåçóëüòàò òàêîé æå çàìåíû â êîíñåêâåíòå.
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ13 è
ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ11 ïåðåìåííîé õ12, à êîíñåêâåíò - õ14. Îíà ðåãèñòðèðó-
åòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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6. Ïîïûòêà êîíòðàïîçèöèè òåîðåìû ïðèåìà, èñïîëüçóþùåãî èäåíòèôèêàöèþ íåâû-
ðîæäåííîãî ÷èñëîâîãî àòîìà ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà â àíòåöåäåíòå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a < 0 & b− set & a− ÷èñëî→ ¬(card(b) = a))

èç òåîðåìû

∀b(b− set & card(b)− ÷èñëî→ 0 ≤ card(b))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîðíåâûõ îïåðàíäîâ êîíñåêâåíòà, ïåðå-
ìåííîé õ10 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé
àòîì õ11 êîíñåêâåíòà, âõîäÿùèé â ñïèñîê õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - "card(b)". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò àíòåöåäåíò, ñîäåðæàùèé õ11. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ
õ12, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû â àíòåöåäåíòàõ ïîäòåðìà õ11 íà
ïåðåìåííóþ õ12. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé æå çàìåíû â
êîíñåêâåíòå òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 èìååò âèä "0 ≤ a". Ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ14 îòíîñè-
òåëüíî ïîñûëîê õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "a < 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ17 íå
èìååò çàãîëîâêà "íå". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü
óòâåðæäåíèå õ17 è óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ13, à êîíñåêâåíò - îòðèöàíèå ðàâåí-
ñòâà âûðàæåíèÿ õ11 ïåðåìåííîé õ12. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

7. Ïîïûòêà óñìîòðåíèÿ ñàìîäâîéñòâåííîãî ïåðåõîäà îò àíòåöåäåíòà ê êîíñåêâåí-
òó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀b(b− ÷èñëî→ (−b)− rational↔ b− rational)

èç òåîðåìû

∀b(b− rational→ (−b)− rational)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ9. Â íàøåì ïðèìåðå -
ñèìâîë "ðàöèîíàëüíîå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò çàãîëîâîê îòëè÷åí îò "íå". Ñðå-
äè àíòåöåäåíòîâ âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ11 ñ çàãîëîâêîì õ10. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "b−rational". Îïåðàòîð "ñðàâíòåðìîâ" îïðåäåëÿåò âõîæäåíèå õ12 â òåðì
õ11 è âõîæäåíèå õ13 â òåðì õ9, íà êîòîðûõ òåðìû õ11 è õ9 îòëè÷àþòñÿ. Â íà-
øåì ïðèìåðå - ñîîòâåòñòâåííî, âõîæäåíèÿ âûðàæåíèé b è −b. Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ ïî âõîæäåíèþ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ
b. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå ïî âõîæäåíèþ õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ïåðåìåííàÿ õ14 âõîäèò â õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèÿ õ11
ñîäåðæàò âñå ïåðåìåííûå êîðíåâîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè èñõîäíîé òåîðåìû.
Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ñâÿçàííûõ ïåðåìåí-
íûõ òåðìà õ15 íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ15 íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ, òàê ÷òî õ16 ïî-ïðåæíåìó ðàâíî "−b".
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ8 óòâåðæäåíèÿ
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õ11. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíúþíêöèÿ ðå-
çóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ16 âìåñòî ïåðåìåííîé õ14 â óòâåðæäåíèÿ
õ17 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ17.

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ16 âìåñòî
ïåðåìåííîé õ14 â óòâåðæäåíèå õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - "ðàöèîíàëüíîå(−(−b))".
Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ òåðìà õ19 îòíîñèòåëüíî
ïîñûëîê õ17 çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - "ðàöèîíàëüíîå(b)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ20 ñîâïàäàåò ñ õ11. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåí-
òû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ17 è óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñî-
ïðîâîæäåíèÿ òåðìà õ9 ïî î.ä.ç., à êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé
õ9 è õ11. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

8. Èñêëþ÷åíèå óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå" ïóòåì ïåðå-
õîäà ê êîíêàòåíàöèè íàáîðîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(Val(a) ⊆ ñîáûòèÿ(c) & Val(b) ⊆ ñîáûòèÿ(c) & a− ñëîâî & b− ñëîâî &
âåðïðîñòðàíñòâî(c) & íåçàâñîáûòèÿ(a; b, c)→ íåçàâñîáûòèÿ(λy(ýëåìñîáûòèÿ(c)\
a(y), y ∈ Dom(a)); b, c))

èç òåîðåìû

∀cdA(d− set & d ⊆ Dom(A) & Val(A) ⊆ ñîáûòèÿ(c) & A−ôóíêöèÿ &
âåðïðîñòðàíñòâî(c) & íåçàâñîáûòèÿ(A, c)→ íåçàâñîáûòèÿ(λy((ýëåìñîáûòèÿ(c)\
A(y) ïðè y ∈ d, èíà÷å A(y)), y ∈ Dom(A)), c))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ.
Â êîíñåêâåíòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ10 ñèìâîëà "îòîáðàæåíèå". Ïåðå-
ìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà
îäíîýëåìåíòíà, è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðåìåííàÿ y. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïðåäïîñëåäíåãî
îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ10. Ýòîò îïåðàíä îïðåäåëÿåò óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìóþ ïå-
ðåìåííóþ è â íàøåì ïðèìåðå èìååò âèä "y ∈ Dom(A)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî
âõîæäåíèþ õ13 ðàñïîëîæåí ñèìâîë "ïðèíàäëåæèò", ïåðâûì îïåðàíäëîì êîòî-
ðîãî ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ12, à âòîðîé îïåðàíä èìååò âèä "îáëàñòü(õ14)", ãäå
õ14 - íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ "A". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî âñå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé õ14 â êîíñåêâåíò ðàñïîëîæåíû âíóòðè âõîæäå-
íèÿ õ10.

Âíóòðè ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ10 (ýòîò îïåðàíä îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå
îòîáðàæåíèÿ) ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ15 ñèìâîëà "âàðèàíò". Ïåðåìåííîé
õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðâîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòîò îïåðàíä - óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ñ ïåðåìåííîé õ12 â ëåâîé ÷àñòè
è íåêîòîðîé ïåðåìåííîé õ17 â ïðàâîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 - ïåðåìåííàÿ d.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé ñîäåðæàùèé õ17 àíòåöåäåíò èìååò ëèáî âèä "ìíîæå-
ñòâî(õ17)", ëèáî âèä "ñîäåðæèòñÿ(õ17 îáëàñòü(õ14))".

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé îïåðàíä óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ õ15, ïå-
ðåìåííîé õ19 - ïîñëåäíèé îïåðàíä. Îíè ñîîòâåòñâóþò ïåðâîé è âòîðîé àëüòåð-
íàòèâàì. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 èìååò âèä "ýëåìñîáûòèÿ(c) \ A(y)", õ19 - âèä



1066 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

"A(y)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ14 â âûðàæåíèÿ õ18,
õ19 èìååò âèä "çíà÷åíèå(õ14 õ12)".

Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå õ21 è õ22, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, b. Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì
èç íèõ ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "êîíêàòåíàöèÿ(õ21 õ22)", à
ïåðåìåííîé õ24 - ñèìâîë 0. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ
âûðàæåíèå "êîíêàòåíàöèÿ(õ22 õ21)", à ïåðåìåííîé õ24 - ñèìâîë 1. Â íàøåì
ïðèìåðå èìååò ìåñòî ïåðâûé ñëó÷àé. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ21 âìåñòî õ14 â âûðàæåíèå õ18, ïåðåìåííîé õ26 -
ðåçóëüòàò çàìåíû â îïèñàòåëå õ10 âõîæäåíèÿ õ15 íà âûðàæåíèå õ25 è îäíî-
âðåìåííîé ïîäñòàíîâêè õ21 âìåñòî õ14 â îñòàëüíîé ÷àñòè äàííîãî îïèñàòåëÿ.
Àíàëîãè÷íî, ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé
õ22 âìåñòî õ14 â âûðàæåíèå õ19, ïåðåìåííîé õ28 - ðåçóëüòàò çàìåíû â îïèñàòåëå
õ10 âõîæäåíèÿ õ15 íà âûðàæåíèå õ27 è îäíîâðåìåííîé ïîäñòàíîâêè õ22 âìå-
ñòî õ14 â îñòàëüíîé ÷àñòè äàííîãî îïèñàòåëÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 èìååò âèä
"λy(ýëåìñîáûòèÿ(c) \a(y), y ∈ Dom(a))", õ28 - âèä "λy(b(y), y ∈ Dom(b))". Ïåðå-
ìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "êîíêàòåíàöèÿ(õ26 õ28)" ïðè õ24 = 0 è
"êîíêàòåíàöèÿ(õ28 õ26)" ïðè õ24 = 1. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
çàìåíû âõîæäåíèÿ õ10 â òåðì õ8 íà òåðì õ29. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê âñåõ íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííîé õ17 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ9. Ïåðåìåí-
íîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè
âûðàæåíèÿ õ23 âìåñòî ïåðåìåííîé õ14 â óòâåðæäåíèÿ õ31 óòâåðæäåíèé "ñëî-
âî(õ21)" è "ñëîâî(õ22)". Íàêîíåö, ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ32 è
êîíñåêâåíòîì õ30. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå äâóõ êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé

1. Ðàçâÿçêà ïî òðàíçèòèâíîñòè îïåðàíäîâ íåáåñïîâòîðíîãî êîíñåêâåíòà ïðîñòîé
èìïëèêàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bAB(¬(A = B) & b− set & ïðÿìàÿ(AB) ⊆ b & A− òî÷êà & B − òî÷êà→ A ∈ b)

èç òåîðåìû

∀AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ¬(A = B)→ A ∈ ïðÿìàÿ(AB))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− set & b− set & a ⊆ b & c ∈ a→ c ∈ b)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò ïîâòîðíûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ10
ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà, ñ îòáðàñûâàíèåì åãî êîðíåâîãî îòðèöà-
íèÿ, åñëè îíî èìååòñÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 - ñèìâîë "ïðèíàäëåæèò". Ñïðàâî÷-
íèê ïîèñêà òåîðåì "òðàíçèòîïåðàíä" íàõîäèò ïî õ10 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíè-
òåëüíóþ òåîðåìó. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 àíòåöåäåíòà äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû, èìåþùåãî (ñ òî÷íîñòüþ äî îòáðàñûâàíèÿ êîðíåâîãî îòðèöàíèÿ, åñëè



3.111. Õàðàêòåðèñòèêà "ñïóñê" 1067

îíî åñòü) çàãîëîâîê õ10. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà c ∈ a.
Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ14 ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðè-
ìåíåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé è èñõîäíîé òåîðåì, âîçíèêàþùèé ïðè óíèôèêàöèè
àíòåöåäåíòà õ13 äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñ êîíñåêâåíòîì èñõîäíîé òåîðåìû.
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè óòâåðæäåíèÿ õ14 îïåðàòî-
ðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû õ15 áåñïîâòîðíûé,
ïîñëå ÷åãî ýòà òåîðåìà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ðåàëèçàöèÿ åäèíñòâåííîãî ñóùåñòâåííîãî àíòåöåäåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(¬(êîíå÷íîå(b)) & a− set & b− set & êîíå÷íîå(a ∩ b)→ ¬(b \ a = ∅))

èç òåîðåìû

∀ce(¬(êîíå÷íîå(e)) & c− set & e− set & êîíå÷íîå(c ∩ e)→ ¬(êîíå÷íîå(e \ c)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀c(c− set & ¬(êîíå÷íîå(c))→ ¬(c = ∅))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðå-
ìà èìååò íå áîëåå äâóõ ïåðåìåííûõ. Åñëè êîíñåêâåíò èìååò âèä îòðèöàíèÿ, òî
ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà ýòîãî îòðèöàíèÿ, èíà÷å õ9
ñîâïàäàåò ñ õ8. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ9, ïåðå-
ìåííîé õ11 - ðàçäåë, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ õ10. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 - ñèì-
âîë "êîíå÷íîå", õ11 - ðàçäåë "ìîùíîñòè". Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
âûáèðàåòñÿ òåîðåìà ðàçäåëà õ11, èìåþùàÿ åäèíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ è õàðàê-
òåðèñòèêó "ñïóñê(. . .)". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, èìåþùåãî (ñ òî÷íîñòüþ äî îòáðàñûâàíèÿ êîðíåâî-
ãî îòðèöàíèÿ) çàãîëîâîê õ10. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà
"¬(êîíå÷íîå(c))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò àíòåöåäåíò ñóùåñòâåííûé. Îïåðàòîð
"âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ19 ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ äî-
ïîëíèòåëüíîé è èñõîäíîé òåîðåì, âîçíèêàþùèé ïðè óíèôèêàöèè àíòåöåäåí-
òà õ16 äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñ êîíñåêâåíòîì õ20 èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðå-
ìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû"
ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ19 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ åå êîíñåêâåíòà. Ïðè
ïîìîùè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ñïèñêà õ21.
Ìàêñèìàëüíûå ïîäâûðàæåíèÿ êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ19 óïðîùàþòñÿ îòíîñè-
òåëüíî ñïèñêà õ21, ïîñëå ÷åãî ïåðåìåííîé õ20 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çà-
ìåíû ýòèõ ïîäâûðàæåíèé íà èõ óïðîùåííûå âåðñèè. Â íàøåì ïðèìåðå õ20,
èìåþùåå âèä "¬(b \ a = ∅)", íå èçìåíÿåòñÿ. Çàòåì õ20 îáðàáàòûâàåòñÿ íîð-
ìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ20 íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ñïèñêà õ21, ïîñëå ÷åãî ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ21 è êîíñåêâåíòîì õ20. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ðàçâÿçêà ïî òðàíçèòèâíîñòè êîíñåêâåíòà ñ àíòåöåäåíòîì, åñëè îáà èìåþò îäè-
íàêîâûé ñëîæíûé çàãîëîâîê.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀acd(âêëþ÷àåòñÿ(a, c) & Val(c) ⊆ ñîáûòèÿ(d) & c−ôóíêöèÿ &
âåðïðîñòðàíñòâî(d) & íåçàâñîáûòèÿ(c, d)→ íåçàâñîáûòèÿ(a, d))

èç òåîðåìû

∀aAC(a− set & a ⊆ Dom(A) & Val(A) ⊆ ñîáûòèÿ(C) & A−ôóíêöèÿ &
âåðïðîñòðàíñòâî(C) & íåçàâñîáûòèÿ(A, C)→ íåçàâñîáûòèÿ(ñóæåíèå(A, a), C))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀aAC(Val(A) ⊆ ñîáûòèÿ(C) & A−ôóíêöèÿ & âåðïðîñòðàíñòâî(C) &
íåçàâñîáûòèÿ(A, C) & ýêâñåìåéñòâà(a, A)→ íåçàâñîáûòèÿ(a, C))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Â íàøåì ïðèìåðå - "íåçàâñîáûòèÿ(ñóæåíèå(A, a), C)". Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâà-
èâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ9. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 îòëè÷íî îò ñèìâîëà
"íå". Â ñïèñêå õ8 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ11 ñ çàãîëîâêîì õ10. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - óòâåðæäåíèå "íåçàâñîáûòèÿ(A, C)". Îïåðàòîð "ñðàâíòåðìîâ" îïðåäåëÿ-
åò âõîæäåíèÿ õ12 è õ13 â òåðìû õ11 è õ9, íà êîòîðûõ ýòè òåðìû ðàçëè÷àþòñÿ.
Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - âõîæäåíèå ïåðåìåííîé A, õ13 - âõîæäåíèå âûðàæå-
íèÿ "ñóæåíèå(A, a)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ12.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî ïåðåìåííàÿ. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ13.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ14 âõîäèò â òåðì õ15.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè óòâåðæäåíèÿ õ9 áîëüøå 8 è ÷òî âûðàæåíèå
õ15 íåîäíîáóêâåííîå. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê èìåþùèõ ìàêñè-
ìàëüíóþ ñëîæíîñòü ïîòåðìîâ òåðìà õ9. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê îäíî-
ýëåìåíòíûé è ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèÿ õ9. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ15
íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "òðàíçèòîïåðàíä"
îïðåäåëÿåò ïî õ10 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, èìåþùåãî çà-
ãîëîâîê õ10. Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ20 ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé è èñõîäíîé òåîðåì, âîçíèêàþùèé ïðè
óíèôèêàöèè àíòåöåäåíòà õ19 äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñ êîíñåêâåíòîì èñõîäíîé
òåîðåìû. Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè óòâåðæäåíèÿ õ20 îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" è îïåðàòîðîì "óïðîùàíò". Ýòîò ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

Ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòîâ

1. Ïîïûòêà ðåàëèçàöèè àíòåöåäåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acd(c− set & a− set & d− set→ íåïåðåñåê(a ∩ d, c \ a))

èç òåîðåìû

∀bce(b− set & c− set & e− set & b ⊆ e→ íåïåðåñåê(b, c \ e))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bc(b− set & c− set→ b ∩ c ⊆ b)
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå íåêîòîðîãî ñóùåñòâåííîãî àíòåöå-
äåíòà òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - àíòåöåäåíòà "b ⊆ e". Ïåðåìåííîé õ14 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî àíòåöåäåíòà, ñ îòáðàñûâàíèåì êîðíåâîãî îòðèöà-
íèÿ, åñëè îíî èìååòñÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ñîäåðæèòñÿ". Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "ïðèìåð" îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ17 ïîñëåäîâàòåëüíîãî
ïðèìåíåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé è èñõîäíîé òåîðåì, âîçíèêàþùèé ïðè óíèôèêàöèè
àíòåöåäåíòà õ12 èñõîäíîé òåîðåìû ñ êîíñåêâåíòîì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ18 îáðàáîòêè óòâåðæäåíèÿ õ17 îïåðàòîðîì "Ñïóñêîïå-
ðàíäîâ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò õ19 òåîðåìû õ18 - ýëåìåíòàðíîå óòâåð-
æäåíèå. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 èìååò âèä "íåïåðåñåê(a∩d, c\a)". Ïåðåìåííîé õ21
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ18 îïåðàòî-
ðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñðåäè óòâåðæäåíèé õ21 íåò ðàâåíñòâà è ÷òî âñå ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé õ21
âõîäÿò â êîíñåêâåíò õ19. Êîðíåâûå îïåðàíäû óòâåðæäåíèÿ õ19 (ïðè èãíîðè-
ðîâàíèè êîðíåâîãî îòðèöàíèÿ, åñëè îíî èìååòñÿ) îáðàáàòûâàþòñÿ îïåðàòîðàìè
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå íè÷åãî íå èçìåíÿåòñÿ. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî ïðîâåðî÷íûå îïåðàòîðû íå óñìàòðèâàþò èñòèííîñòü ðåçóëüòèðóþùåé
âåðñèè óòâåðæäåíèÿ õ19 èç ïîñûëîê õ21. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòå-
öåäåíòàìè õ21 è êîíñåêâåíòîì õ19, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Âàðüèðîâàíèå êîíñåêâåíòà èìïëèêàöèè, èñïîëüçóåìîé äëÿ ïðîâåðî÷íîãî îïå-
ðàòîðà, ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòèçèðóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ýëåìåíòàðíûõ
áåñïîâòîðíûõ óòâåðæäåíèé ëèáî ïåðåãðóïïèðîâî÷íîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cde(c− set & d− set & e− set & c ⊆ d ∪ e & êîíå÷íîå(e)→ êîíå÷íîå(c \ d))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & êîíå÷íîå(a) & ¬(êîíå÷íîå(b))→ ¬(b ⊆ a))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bce(b− set & c− set & e− set→ b ⊆ c ∪ e↔ b \ c ⊆ e)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîëû
"íå", "ñîäåðæèòñÿ". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàð (òåîðåìà - íàáîð
åå õàðàêòåðèñòèê), îïðåäåëÿåìûõ ñïðàâî÷íèêàìè ïîèñêà òåîðåì "óïðîùýêâ",
"ïåðåñòàíîâêè" ïî ñèìâîëàì ñïèñêà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå íàõîäèòñÿ òðè òà-
êèõ ïàðû. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 â êîíñåêâåíò òåîðåìû ëîãè÷åñêîãî
ñèìâîëà õ13, âõîäÿùåãî â õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå ïîäâûðàæåíèÿ
"b ⊆ a". Â ñïèñêå õ14 âûáèðàåòñÿ ïàðà õ14, è â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû âûáèðàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò ýòîé ïàðû. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Åñëè äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðå-
ìà èìååò çàðàêòåðèñòèêó "ãðóïïèðîâêè", òî ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ
äâà ñëó÷àÿ: õ18 = "ïåðâûéòåðì" è õ18 = "âòîðîéòåðì". Èíà÷å - ïðîâåðÿåòñÿ,



1070 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

÷òî òåîðåìà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "îáùíîðì(N)", è ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñèìâîë N . Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ19 ïðåîáðàçîâà-
íèÿ âõîæäåíèÿ õ12 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû,
ïðèìåíÿåìîé â íàïðàâëåíèè õ18. Ââîä äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ïðè óíèôè-
êàöèè áëîêèðóåòñÿ. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîé
îáðàáîòêè òåîðåìû õ19 îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïåðàíäîâ" è "äåìîäèôèêàöèÿ". Â
íàøåì ïðèìåðå õ20 èìååò âèä:

∀cde(e−set & (c\d)−set & êîíå÷íîå(e) & ¬(êîíå÷íîå(c\d)) & c−set & d−set→
¬(c ⊆ d ∪ e))

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ ðåçóëüòàòà îáðàáîòêè òåî-
ðåìû õ20 îïåðàòîðîì "Ïîëíûåïîñûëêè", ïåðåìåííîé õ22 - ðåçóëüòàò îáðàáîòêè
êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ20 íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè îòíîñèòåëü-
íî ïîñûëîê õ21. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 èìååò âèä "¬(c ⊆ d ∪ e))". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî óòâåðæäåíèå õ22 ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îá-
ðàáîòêè ñïèñêà õ21 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ
óòâåðæäåíèÿ õ22. Âñå áëîêèðîâêè ïðèåìîâ íà ïåðèîä ýòîé îáðàáîòêè ñíèìàþò-
ñÿ, à ïîòîì âîññòàíàâëèâàþòñÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ23
ýëåìåíòàðíû, ïðè÷åì ñðåäè íèõ íåò ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé íå ñîäåðæàùåìó åå
âûðàæåíèþ.

Êîðíåâûå îïåðàíäû óòâåðæäåíèÿ õ22 (ïðè èãíîðèðîâàíèè êîðíåâîãî îòðèöà-
íèÿ, åñëè îíî èìååòñÿ) îáðàáàòûâàþòñÿ îïåðàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.
Â íàøåì ïðèìåðå íè÷åãî íå èçìåíÿåòñÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðîâåðî÷íûå îïåðà-
òîðû íå óñìàòðèâàþò èñòèííîñòü ðåçóëüòèðóþùåé âåðñèè óòâåðæäåíèÿ õ22 èç
ïîñûëîê õ23. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ23 è êîíñåêâåíòîì
õ22. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

3. Ïîïûòêà âàðüèðîâàíèÿ îïåðàöèè íàä ñåìåéñòâîì â ïðîâåðÿåìîì óòâåðæäåíèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdf (¬(∅ ∈ Val(d)) & setab(a ∈ Dom(d) & b ∈ d(a)) = Dom(f) & Val(f) ⊆
ñîáûòèÿ(c) & f −ôóíêöèÿ & ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(d) & âåðïðîñòðàíñòâî(c) &
íåçàâñîáûòèÿ(f, c) & êîíå÷íûå(Val(d))→ íåçàâñîáûòèÿ(λa(

⋃
b,b∈d(a) f(a, b),

a ∈ Dom(d)), c))

èç òåîðåìû

∀dAC(¬(∅ ∈ Val(d)) & setab(a ∈ Dom(d) & b ∈ d(a)) = Dom(A) & Val(A) ⊆
ñîáûòèÿ(C) & A−ôóíêöèÿ & ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(d) & âåðïðîñòðàíñòâî(C) &
íåçàâñîáûòèÿ(A, C) & êîíå÷íûå(Val(d))→ íåçàâñîáûòèÿ(λa(

⋂
b,b∈d(a) A(a, b),

a ∈ Dom(D)), C))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀cA(Val(A) ⊆ ñîáûòèÿ(c) & A−ôóíêöèÿ & âåðïðîñòðàíñòâî(c) &
íåçàâñîáûòèÿ(A, c)→ íåçàâñîáûòèÿ(λy(ýëåìñîáûòèÿ(c) \ A(y), y ∈ Dom(A)), c))



3.111. Õàðàêòåðèñòèêà "ñïóñê" 1071

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé õ9 - âõîæäå-
íèå òàêîãî îïåðàíäà êîíñåêâåíòà, êîòîðûé èìååò çàãîëîâîê "îòîáðàæåíèå". Ïå-
ðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ9 (îí
îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè). Â íàøåì ïðèìåðå õ10 èìååò âèä "

⋂
b,b∈d(a) A(a, b)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âõîæäåíèå õ10 èìååò åäèíñòâåííûé êîðíåâîé îïåðàíä - îïè-
ñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò îïèñàòåëü. Â íàøåì
ïðèìåðå - "λb(A(a, b), b ∈ d(a))". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê êîí-
ñåêâåíòà õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "íåçàâñîáûòèÿ". Ïåðåìåííîé õ13 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà òåîðåìû, èìåþùåãî çàãîëîâîê õ12. Â íàøåì
ïðèìåðå - àíòåöåäåíòà "íåçàâñîáûòèÿ(A, C)". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ13, íîìåð êîòîðîãî ðàâåí íîìåðó õ14
îïåðàíäà õ9 âõîæäåíèÿ õ8. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 ðàâíî 1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî
âõîæäåíèþ õ15 ðàñïîëàãàåòñÿ íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ16, ïðè÷åì êîíñåêâåíò
òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ ïðè çàìåíå âõîæäåíèÿ õ15 â àíòåöåäåíò õ13 íà âûðàæåíèå
õ9.

Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ òàêàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, êîíñåêâåíò êîòî-
ðîé èìååò çàãîëîâîê õ12, ïðè÷åì îïåðàíä õ20 ýòîãî êîíñåêâåíòà, èìåþùèé íî-
ìåð õ14, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ21 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ õ20. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"ýëåìñîáûòèÿ(c) \A(y)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ21 íå èìååò ñâÿçàííûõ
ïåðåìåííûõ. Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ22 ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ èñõîäíîé è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåì ïðè óíèôèêàöèè àíòå-
öåäåíòà õ13 èñõîäíîé òåîðåìû ñ êîíñåêâåíòîì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðå-
ìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ22 îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå ñîäåðæèò çàãîëîâêà ïîäòåðìà õ10 (â íàøåì
ïðèìåðå - ñèìâîëà "ïåðåñå÷åíèåâñåõ"), ïîñëå ÷åãî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âû-
âîäà.

4. Ïîïûòêà âàðüèðîâàíèÿ çàãîëîâêà îáùåãî ÷ëåíà ñåìåéñòâà â ïðîâåðÿåìîì óòâåð-
æäåíèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abg(Dom(a) = Dom(b) & Val(a) ⊆ ñîáûòèÿ(g) & Val(b) ⊆ ñîáûòèÿ(g) &
a− ñëîâî & b− ñëîâî & âåðïðîñòðàíñòâî(g) & íåçàâñîáûòèÿ(b; a, g)→
íåçàâñîáûòèÿ(λd(a(d) ∪ b(d), d ∈ Dom(b)), g))

èç òåîðåìû

∀cef (Dom(c) = Dom(e) & Val(c) ⊆ ñîáûòèÿ(f) & Val(e) ⊆ ñîáûòèÿ(f) &
c− ñëîâî & e− ñëîâî & âåðïðîñòðàíñòâî(f) & íåçàâñîáûòèÿ(c; e, f)→
íåçàâñîáûòèÿ(λd(e(d) \ c(d), d ∈ Dom(e)), f))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(Val(a) ⊆ ñîáûòèÿ(c) & Val(b) ⊆ ñîáûòèÿ(c) & a− ñëîâî & b− ñëîâî &
âåðïðîñòðàíñòâî(c) & íåçàâñîáûòèÿ(b; a, c)→ íåçàâñîáûòèÿ(b; λy(ýëåìñîáû-
òèÿ(c) \ a(y), y ∈ Dom(a)), c))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé õ9 - âõîæäå-
íèå òàêîãî îïåðàíäà êîíñåêâåíòà, êîòîðûé èìååò çàãîëîâîê "îòîáðàæåíèå". Ïå-
ðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ9 (îí
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îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè). Â íàøåì ïðèìåðå õ10 èìååò âèä "e(d)\c(d)". Ïå-
ðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë
"íåçàâñîáûòèÿ". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà, èìå-
þùåãî çàãîëîâîê õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "íåçàâñîáûòèÿ(c; e, f)". Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàèáîëåå ñëîæíûé
ïîäòåðì ó íåãî åäèíñòâåííûé è ñîâïàäàåò ñ ñàìèì êîíñåêâåíòîì. Ïåðåìåííîé
õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëåìåíòàðåí, íå èìååò
çàãîëîâêà "çíà÷åíèå" è íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "âàðèàíò". Ïåðåìåííîé õ16 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ðàçíîñòü".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 èìååò íå ìåíåå äâóõ ðàçëè÷íûõ ïîäòåðìîâ ñ çàãîëîâêîì
"çíà÷åíèå".

Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ òàêàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, êîíñåêâåíò êîòîðîé
è õîòÿ áû îäèí àíòåöåäåíò èìåþò çàãîëîâîê õ11. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâà-
åòñÿ êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå ñîäåðæèò
ñèìâîëà "âàðèàíò" è íå èìååò âëîæåííûõ îïèñàòåëåé "îòîáðàæåíèå". Îïåðà-
òîð "âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ21 ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ
èñõîäíîé è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåì ïðè óíèôèêàöèè àíòåöåäåíòà õ12 èñõîäíîé
òåîðåìû ñ êîíñåêâåíòîì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ21 îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, êîíñåêâåíò òåîðåìû õ22 íå ñîäåðæèò ñèìâîëà õ16. Çàòåì ýòà òåîðåìà
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Âûâîä ñëåäñòâèÿ òåîðåìû ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è

1. Ïîïûòêà ÷àñòè÷íîé ñâåðòêè èìïëèêàöèè, èñïîëüçóåìîé â ïðîâåðî÷íîì îïåðà-
òîðå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà→ èíòåðâàë(AB) ⊆ îòðåçîê(AB))

èç òåîðåìû

∀aAB(a ∈ èíòåðâàë(AB) & A− òî÷êà & B − òî÷êà→ a ∈ îòðåçîê(AB))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû - ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå. Ðåøàåòñÿ
çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå, óñëîâèåì êîòîðîé ñëóæèò èñõîäíàÿ òåîðåìà, à åäèí-
ñòâåííàÿ ïîñûëêà - êîíñòàíòà "èñòèíà". Öåëè çàäà÷è - "óïðîñòèòü", "ñâåðò-
êà", "ðåäóöèðîâàíèå". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ9. Â íàøåì ïðèìåðå
ýòî óêàçàííàÿ âûøå ðåçóëüòèðóþùàÿ òåîðåìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ9 - êâàíòîð-
íàÿ èìïëèêàöèÿ, êîðíåâàÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êîòîðîé êîðî÷å êîðíåâîé
ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè èñõîäíîé òåîðåìû. Çàòåì õ9 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

2. Ïîïûòêà ïîëó÷åíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ äèçúþíêòèâíîé äåêîìïîçèöèè ïóòåì
îñëàáëåíèÿ àíòåöåäåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ac(a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ a & 0 ≤ c→ 0 < a + c↔ ¬(c = 0) ∨ ¬(a = 0))



3.111. Õàðàêòåðèñòèêà "ñïóñê" 1073

èç òåîðåìû

∀ac(0 < c & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ a→ 0 < a + c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & a < b→ a ≤ b)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ. Â íàøåì
ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "0 < c" è "0 ≤ a". Â ñïèñêå õ9 âûáèðàåò-
ñÿ óòâåðæäåíèå õ10, èìåþùåå åäèíñòâåíííûé ïàðàìåòð õ12. Â íàøåì ïðèìåðå
õ10 - óòâåðæäåíèå "0 < c", õ12 - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ìåíüøå". Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "îñëàáëåíèå" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîë-
íèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê åå êîíñåêâåíòà.
Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ìåíüøåèëèðàâíî". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ18 - ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ
èç ñïèñêà õ17 óòâåðæäåíèÿ õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ18 íåïóñò. Ïåðå-
ìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà, îáðàçîâàííàÿ ðåçóëüòàòîì çàìåíû çàãîëîâêà
óòâåðæäåíèÿ õ10 íà õ16, à òàêæå îòðèöàíèåì óòâåðæäåíèÿ õ10. Ðåøàåòñÿ çà-
äà÷à íà îïèñàíèå õ20 ñ ïîñûëêàìè õ18, óñëîâèÿìè õ19 è åäèíñòâåííîé öåëüþ
"ðåäàêöèÿ". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ21. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä "c = 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ21 ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ22
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ê ñïèñêó õ18. Ðåøàåò-
ñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ23 ñ ïîñûëêàìè õ22, åäèíñòâåííûì óñëîâèåì êîòîðîé
ñëóæèò êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû. Åäèíñòâåííàÿ öåëü - "ðåäàêöèÿ". Îò-
âåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ24. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "¬(a = 0)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ24 íåïóñò è íå ïåðåñåêàåòñÿ
ñî ñïèñêîì ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê óòâåðæäå-
íèé, îïðåäåëÿþùèõ î.ä.ç. òåðìà õ24, íå ñîäåðæèò êîíñòàíòû "ëîæü". Çàòåì ñî-
çäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ18 è ðåçóëüòàò
çàìåíû çàãîëîâêà óòâåðæäåíèÿ õ10 íà õ16. Êîíñåêâåíò èìïëèêàöèè - ýêâèâà-
ëåíòíîñòü êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû äèçúþíêöèè îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ
õ21 è óòâåðæäåíèÿ õ24. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïîïûòêà óñìîòðåòü ýêâèâàëåíòíîñòü èç äåêîìïîçèðóþùåé èìïëèêàöèè îáðàò-
íîãî âûâîäà ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set→ êîíå÷íîå(a ∪ b)↔ êîíå÷íîå(a) & êîíå÷íîå(b))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & êîíå÷íîå(a) & êîíå÷íîå(b)→ êîíå÷íîå(a ∪ b))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí áåñïî-
âòîðíûé. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ12 -
ñïèñîê ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç óòâåðæäå-
íèé "êîíå÷íîå(a)" è "êîíå÷íîå(b)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèÿ õ12 îáðàçó-
þò äåêîìïîçèöèþ óòâåðæäåíèÿ õ9 îòíîñèòåëüíî åãî ïàðàìåòðîâ. Ïåðåìåííîé
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õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ11 óòâåðæäåíèé õ12 è äîáàâ-
ëåíèÿ âìåñòî íèõ óòâåðæäåíèÿ õ9. Ïðè ïîìîùè çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî óñìàò-
ðèâàåòñÿ, ÷òî êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ12 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäå-
íèé õ13. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü íå âîøåäøèå
â ñïèñîê õ12 àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû, à êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü
óòâåðæäåíèÿ õ9 êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ12. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâà-
åòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îòáðàñûâàíèå èçáûòî÷íîãî îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(0 < −l(AB) + l(AC) & A− òî÷êà & B − òî÷êà→ ¬(C ∈ îòðåçîê(AB)))

èç òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & 0 < −l(AB) + l(AC) & A− òî÷êà & B − òî÷êà→
¬(C ∈ îòðåçîê(AB)))

Ïðîãðàììà ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé îäíîãî èç ðàññìîòðåííûõ ðàíåå
ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åå.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ9 - åå
êîíñåêâåíò. Â ñïèñêå õ8 íàõîäèòñÿ îòðèöàíèå ðàâåíñòâà õ11, íå èñïîëüçóåìîå
äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ êîíñåêâåíòà ïî î.ä.ç. Â íàøåì ñëó÷àå õ11 - óòâåðæäåíèå
"¬(A = B)". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñêà õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî óòâåðæäåíèå õ11 íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. êîíúþíêöèè
óòâåðæäåíèé õ12 è óòâåðæäåíèÿ õ10. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ12 ðàâåíñòâà A = B èç òåðìà õ11. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà
äîêàçàòåëüñòâî êîíñåêâåíòà õ9 èç ïîñûëîê õ14. Ïðè åå ðåøåíèè ðàçðåøàåòñÿ
ââîäèòü äîïîëíèòåëüíûå ïîñûëêè. Â íàøåì ïðèìåðå èõ íåò. Ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ12 òàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ïî-
ñûëîê, ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ17 è êîíñåêâåíòîì õ9, è îíà
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ââîä êîýôôèöèåíòà äëÿ âòîðîãî âõîæäåíèÿ ïîâòîðíîé ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cde(¬(c = 0) & c− ÷èñëî & e− ÷èñëî & Âåêòîð(d)→ êîëëèíåàðíû(cd, ed))

èç òåîðåìû

∀ay(y − ÷èñëî & Âåêòîð(a)→ êîëëèíåàðíû(a, ya))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & Âåêòîð(c)→ a(bc) = (ab)c)

Çäåñü èìååòñÿ â âèäó óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî - ñèìâîë "óìíîæâåêò". Èñ-
êëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë a, b.
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåáåñïîâòîð-
íûé, è ñðåäè åãî ïàðàìåòðîâ âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ10, èìåþùàÿ ðîâíî äâà
âõîæäåíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îñòàëü-
íûå ïàðàìåòðû òåðìà õ8 èìåþò â íåì åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå. Ïåðåìåííîé
õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â òåðì õ8 ïåðåìåííîé õ10, ïåðåìåííîé õ12 - âõî-
æäåíèå, îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò õ10. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - âõîæäåíèå
âûðàæåíèÿ "ya". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ12 ðàâíî 2.
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå -
ñèìâîë "óìíîæâåêò". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà âõî-
æäåíèÿ õ14, îòëè÷íîå îò õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå ïåðåìåííîé y.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ õ13 èìååò åäèíèöó ïî âõîæäåíèþ õ14. Ïåðåìåííîé
õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî ïåðåìåííàÿ,
îòëè÷íàÿ îò õ10.

Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â òåðì õ8 ïåðåìåííîé õ10, îòëè÷-
íîå îò õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî âõîæäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì îïåðàöèè
õ13. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "âêëþ÷" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ13 óêàçàííóþ
âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðå-
îáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå
â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 èìååò âèä:

∀bcd(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & Âåêòîð(d)→ b(cd) = (bc)d)

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ïåðåìåííûõ õ15 è õ10. Â íàøåì ïðèìåðå
- y, a. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñå-
êâåíòå òåîðåìû õ19, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ13, ïåðåìåííîé õ23 - âõîæäåíèå
äðóãîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 - ëåâàÿ ÷àñòü. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïîäòåðì õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - "b(cd)". Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà
S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ20, óíèôèöèðóþùàÿ âûðàæåíèå õ24 ñ ïîäòåðìîì õ12.
Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå, êîòîðîå ïîäñòàíîâêà S ïîäñòàâëÿ-
åò âìåñòî ïåðåìåííîé õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - âûðàæåíèå cd. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âûðàæåíèå õ26 èìååò çàãîëîâîê õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ23 ðàñïî-
ëîæåí ñèìâîë õ13, à ÷èñëî îïåðàíäîâ ýòîãî âõîæäåíèÿ ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ27
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ23, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ õ29, ïåðåìåííîé õ28 - âõîæäåíèå äðóãîãî îïåðàí-
äà. Â íàøåì ïðèìåðå õ29 - ïåðåìåííàÿ d. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ29 âñòðå÷àåòñÿ â
òåðìå õ26, ïðè÷åì ëèáî õ13 êîììóòàòèâíî, ëèáî íîìåðà îïåðàíäîâ õ11 è õ27
ðàâíû. Â íàøåì ïðèìåðå îíè ðàâíû 2.

Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû ñî ñïèñêîì àíòåöåäåíòîâ òåî-
ðåìû õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäñòàíîâêà S ïîäñòàâëÿåò âìåñòî ïåðåìåííîé õ15
íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ õ31. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííóþ b. Íàáîð õ30 ðàçáè-
âàåòñÿ íà ïîäíàáîð õ32 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ31, è íåïóñòîé
ïîäíàáîð õ33 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ34, íå âõîäÿ-
ùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó è â òåîðåìó õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ e.
Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ32 ðàâåíñòâà
ïîäòåðìà õ28 âûðàæåíèþ õ34. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ33 è
óñëîâèÿìè õ35. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü",
"íåèçâåñòíûå õ31", "ïàðàìåòðû õ31", "èñêëþ÷". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè
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ñóòü "Âåêòîð(cd)", "c − ÷èñëî", "Âåêòîð(d)"; óñëîâèÿ - "b − ÷èñëî", "bc = e".
Íåèçâåñòíàÿ - b.

Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ37. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"(¬(c = 0) ∨ c = 0 & e = 0) & e − ÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí
îò ñèìâîëà "îòêàç". Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò T çàìåíû âõîæäåíèÿ õ28 â òåðì
õ23 íà ïåðåìåííóþ õ34. Â íàøåì ïðèìåðå îí ðàâåí e. Ïåðåìåííîé õ38 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ12 â òåðì õ8 íà T è îäíîâðåìåííîãî
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îñòàëüíûì âõîæäåíèÿì ïåðåìåííûõ. Â íàøåì
ïðèìåðå õ38 èìååò âèä "êîëëèíåàðíû(cd, ed)". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ
äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí ðåçóëüòàòà ïðèâåäåíèÿ ê âèäó ä.í.ô. Â íàøåì ïðèìåðå
õ39 èìååò âèä "¬(c = 0) & e − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ39. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ýòîì íàáîðå íåò
ðàâåíñòâà. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ33
è êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ õ39, à êîíñåêâåíò - óòâåðæäåíèå õ38. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà
êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

3.112 Õàðàêòåðèñòèêà "ñòàíä"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ñòàíä(P, N)" ñîïðîâîæäàþòñÿ òåîðåìû, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû äëÿ óïðîùåíèÿ âûðàæåíèé â ñòàíäàðòíîé ôîðìå P . N - íàïðàâëåíèå
çàìåíû.

Ïðèåìû ýòîãî ðàçäåëà ñðàáàòûâàþò òîëüêî â öèêëàõ âûâîäà òîæäåñòâ ñòàíäàðòíîé
ôîðìû, èíèöèèðóåìûõ ïðîòîêîëàìè "ñòàíäôîðìà(. . .)".

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îáîáùåíèå óïðîùàþùåãî òîæäåñòâà ïóòåì äîìíîæåíèÿ âñåõ ÷ëåíîâ êîðíåâîé
àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè íà äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(a− boolean & b− boolean & c− boolean→ a · c ∨ b · c · ¬a = a · c ∨ b · c)

èç òåîðåìû

∀ab(a− boolean & b− boolean→ a ∨ ¬a · b = a ∨ b)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñòàíä(ñòàíääí âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - åãî çà-
ãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "äí". Ñïðàâî÷íèê "ñòàíäôîðìà" îïðåäåëÿ-
åò ïî ñèìâîëó õ11 íàçâàíèå õ12 ñòàíäàðòíîé ôîðìû ñ êîðíåâîé îïåðàöèåé õ11.
Â íàøåì ïðèìåðå- "ñòàíääí" (äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà). Ñïðàâî÷íèê
"ñòàíääí" îïðåäåëÿåò ïî õ12 ïàðó õ13 , îáðàçîâàííóþ êîðíåâîé è âíóòðåííåé
àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíûìè îïåðàöèÿìè ñòàíäàðòíîé ôîðìû. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïàðó (äí, êí). Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé ýëåìåíò ïàðû. Â
íàøåì ïðèìåðå - "êí". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ õ14 èìååò åäèíèöó. Ïåðåìåí-
íîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîðíåâûõ îïåðàíäîâ âûðàæåíèÿ õ10, ïåðåìåííîé
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õ17 - íàáîð íàáîðîâ õ14-÷ëåíîâ âûðàæåíèé ñïèñêà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ17
ñîñòîèò èç äâóõ íàáîðîâ. Ïåðâûé - îäíîýëåìåíòíûé è ñîñòîèò èç âûðàæåíèÿ a.
Âòîðîé ñîñòîèò èç âûðàæåíèé ¬a è b. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷å-
íèå âñåõ íàáîðîâ ñïèñêà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå îíî ïóñòî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â
õ18 íåò ïåðåìåííîé, âõîäÿùåé îäíîêðàòíî âî âñå ñïèñêè íàáîðà õ17.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ19, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íàçâàíèå íîðìàëèçàòîðà
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "íîð-
ìêí". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ îáðàáîòêè îïåðàòîðîì
õ20 âûðàæåíèé, ïîëó÷àåìûõ èç âûðàæåíèé íàáîðà õ16 "äîìíîæåíèåì" îïåðà-
öèåé õ14 íà ïåðåìåííóþ õ19. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 ñîñòîèò èç âûðàæåíèé "a ·c"
è "b · c · ¬a". Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê õ22 ðåçóëüòàòîâ "äîìíîæå-
íèÿ" õ11- ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåãî âûðàæåíèÿ íà õ19, îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì
õ20. Îïðåäåëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû õ23 è õ24 ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ11 âûðàæåíèé
íàáîðîâ õ21 è õ22. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ õ29, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò
ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ23 è õ24, à àíòåöåäåíòàìè - àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåî-
ðåìû, ïîïîëíåííûå óòâåðæäåíèÿìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ êîíñå-
êâåíòà ïî î.ä.ç. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé
òåîðåìû.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé
÷àñòè

1. Âûâîä óïðîùàþùåãî òîæäåñòâà â ñòàíäàðòíîé ôîðìå ïóòåì óíèôèêàöèè çàìå-
íÿåìûõ ÷àñòåé äâóõ ðàíåå íàéäåííûõ òîæäåñòâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cd(c− boolean & d− boolean→ c · d ∨ ¬d = c ∨ ¬d)

èç òåîðåìû

∀ab(a− boolean & b− boolean→ a ∨ a · b = a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− boolean & b− boolean→ a · b ∨ a · ¬b = a)

Åñëè òåêóùèé óðîâåíü ñêàíèðîâàíèÿ ðàâåí 1, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ïåðå-
ìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû ìåíüøå 4, èíà÷å - ÷òî îíî ìåíüøå 5. Â ñïèñêå âûâîäà
âûáèðàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà (îíà ìîæåò ñîâïàäàòü ñ èñõîäíîé). Åñëè
òåêóùèé óðîâåíü ñêàíèðîâàíèÿ ðàâåí 1 ëèáî 2, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äîïîëíè-
òåëüíàÿ òåîðåìà èìååò íå áîëåå äâóõ ïåðåìåííûõ, èíà÷å - íå áîëåå 3. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò íå ìåíüøå ïåðåìåííûõ, ÷åì äîïîëíèòåëüíàÿ.
Ñðåäè õàðàêòåðèñòèê äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ13 ñ çàãîë-
ëâêîì "ñòàíä" ëèáî "ñòàíäôîðìà". Â íàøåì ïðèìåðå - "ñòàíä(ñòàíääí âòîðîé-
òåðì)". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû ñîãëàñíî õàðàêòåðèñòèêå õ13. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
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çàãîëîâîê ýòîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "äí". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàè-
âàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû. Âíóòðè íåãî ðàññìàòðè-
âàåòñÿ âõîæäåíèå õ20 ñèìâîëà õ17. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëü-
òàò õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ20 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "∀cd((¬d)−boolean & c−boolean & d−boolean→
c∨¬d = c ·d∨¬d)". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîé
îáðàáîòêè òåîðåìû õ21 îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïåðàíäîâ" è "äåìîäèôèêàöèÿ".
Â íàøåì ïðèìåðå õ21 íå èçìåíÿåòñÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè
ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ22 ðàçëè÷íû. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû,
ïîëó÷åííîé èç õ22 ïðèìåíåíèåì îïåðàòîðà "Ïîëíûåïîñûëêè". Â íàøåì ïðèìå-
ðå îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "c−boolean" è "d−boolean". Ïåðåìåííûì õ27 è
õ28 ïðèñâàèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû óïðîùåíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé êîíñåêâåíòà
òåîðåìû õ22 ïðè ïîìîùè òîæäåñòâ, óæå èìåþùèõñÿ â ñïèñêå âûâîäà, à òàêæå
ñòàðòîâûõ òîæäåñòâ óïðîùåíèÿ, íàéäåííûõ â áàçå òåîðåì ïåðåä íà÷àëîì öèêëà
âûâîäà. Â íàøåì ïðèìåðå ýòè ÷àñòè êîíñåêâåíòà íå èçìåíÿþòñÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî áîëåå äëèííàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå áîëåå êîðîòêîé. Çàòåì ñî-
çäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ õ29 ñ àíòåöåäåíòàìè õ25, êîíñåêâåíò êîòîðîé - ðàâåíñòâî
áîëåå äëèííîãî èç âûðàæåíèé õ27, õ28 áîëåå êîðîòêîìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè
àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ29 íåò ðàâåíñòâà, ñîâïàäàþùåãî ñ êîíñåêâåíòîì è íåò
óòâåðæäåíèÿ ñ áîëåå ÷åì 2 ïåðåìåííûìè. Çàòåì õ29 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

3.113 Õàðàêòåðèñòèêà "Ñòàíäêîìïë"

Õàðàêòåðèñòèêîé "Ñòàíäêîìïë(N)" ñîïðîâîæäàþòñÿ òîæäåñòâà, ïðåîáðàçóþùèå âû-
ðàæåíèå ê âèäó ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îáúåêòîâ äàííîãî òèïà. N - íàïðàâëåíèå
çàìåíû.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Ïîïûòêà îòáðîñèòü èçáûòî÷íîå îòðèöàíèå ðàâåíñòâà â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀nz(z − êîìïëåêñíîå & n− íàòóðàëüíîå→ zn = (|z|)n cos(n · arg(z)) +
(|z|)n sin(n · arg(z))i)

èç òåîðåìû

∀nz(¬(z = 0) & z−êîìïëåêñíîå & n−íàòóðàëüíîå→ zn = (|z|)n cos(n ·arg(z))+
(|z|)n sin(n · arg(z))i)

Õàðàêòåðèñòèêà - "Ñòàíäêîìïë(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ óòâåð-
æäåíèå õ9, èìåþùåå âèä îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà R íåêîòîðîé ïåðåìåííîé õ12
âûðàæåíèþ õ13, íå ñîäåðæàùåìó ïåðåìåííûõ. Â íàøåì ïðèìåðå - ¬(z = 0).
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ9 íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. îñòàëüíûõ
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àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îòëè÷íûõ îò õ9 óòâåðæäå-
íèé íàáîðà õ8, ïîïîëíåííûé óòâåðæäåíèÿìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ñîïðîâîæäå-
íèÿ èõ ïî î.ä.ç. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ðàâåí-
ñòâà R ê ñïèñêó õ15. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ,
÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ16. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ
ñ àíòåöåäåíòàìè õ15 è òåì æå êîíñåêâåíòîì, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû. Îíà ðå-
ãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà ðåøèòü óðàâíåíèå äëÿ ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ çíà÷åíèÿ îïåðà-
öèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abn(a− êîìïëåêñíîå & b− êîìïëåêñíîå & n− íàòóðàëüíîå→ b = an ↔
∃m(a = (|b|)1/n cos(2mπ/n + arg(b)/n) = (|b|)1/n sin(2mπ/n + arg(b)/n)i))

èç òåîðåìû

∀an(a− êîìïëåêñíîå & n− íàòóðàëüíîå→ an = (|a|)n(cos(n · arg(a)) +
i sin(n · arg(a))))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀z(z − êîìïëåêñíîå↔ ∃xy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z = x + iy))

Õàðàêòåðèñòèêà - "Ñòàíäêîìïë(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿå-
ìàÿ ÷àñòü êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé õ12 - çàãîëîâîê ýòîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ñèìâîë "Ñòåïåíü". Îïðåäåëÿåòñÿ òèï õ14 çíà÷åíèé îïåðàöèè õ12. Â íàøåì
ïðèìåðå - ñèìâîë "êîìïëåêñíîå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïàðàìîïèñàíèå"
îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ñðåäè àíòåöåäåí-
òîâ íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ17 ñ çàãîëîâêîì õ14, êîðíåâûì îïåðàíäîì êîòîðîãî
ñëóæèò íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ18, âõîäÿùàÿ â òåðì õ11. Â íàøåì ïðèìåðå -
ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â èñ-
õîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê âñåõ àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ18.
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó îñòàëüíûõ àí-
òåöåäåíòîâ óòâåðæäåíèÿ "õ14(õ19)". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ20 ðàâåíñòâà çàìåíÿþùåé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû ïåðå-
ìåííîé õ19. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ21 è óñëîâèÿìè õ22.
Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ18", "óïðî-
ñòèòü". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "n− íàòóðàëüíîå", "b− êîìïëåêñíîå".
Óñëîâèÿ - "a−êîìïëåêñíîå", "(|a|)n(cos(n · arg(a))+ i sin(n · arg(a))) = b". Íåèç-
âåñòíàÿ - a.

Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ24. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îòëè÷åí îò ñèì-
âîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó
õ9 óòâåðæäåíèÿ "õ14(õ19)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ25, êîí-
ñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ11 è õ19
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óòâåðæäåíèþ õ24. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "íåèçâïàðàì(õ18 âòî-
ðîéòåðì)".

3.114 Õàðàêòåðèñòèêà "ñòàíäëîãàðèôì"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ñòàíäëîãàðèôì(A, B, N)" ñîïðîâîæäàþòñÿ òîæäåñòâà äëÿ âàðüè-
ðîâàíèÿ ñòàíäàðòèçèðóåìîãî îïåðàíäà. A, B - âûðàæåíèÿ äëÿ èñõîäíîé è íîâîé âåð-
ñèè ýòîãî îïåðàíäà, N - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿþùåé
÷àñòè

1. Ïîïûòêà óìåíüøèòü ÷èñëî òåðìîâ ñî ñòàíäàðòèçèðóåìûì îïåðàíäîì â çàìåíÿ-
þùåé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cd(¬(c − 1 = 0) & ¬(d − 1 = 0) & 0 < c & 0 < d & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî →
1/ logd c = logc d)

èç òåîðåìû

∀abc(¬(a− 1 = 0) & ¬(c− 1 = 0) & 0 < a & 0 < b & 0 < c & a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ loga b/ loga c = logc b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî & 0 < a & ¬(a− 1 = 0)→ loga a = 1)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñòàíäëîãàðèôì(c a ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Ïå-
ðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïîäòåðìî òåðìà õ12, èìåþùèõ ìàêñèìàëü-
íóþ ñëîæíîñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ. Â ñïèñêå
õ13 âûáèðàåòñÿ âûðàæåíèå õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "loga b". Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ðàñïîëîæåííîå â çàìåíÿþùåé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû âõîæäå-
íèå òåðìà õ14. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "êîíñòíîðì" îïðåäåëÿåò ïî çàãîëîâ-
êó òåðìà õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâû-
âîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ16 â èñõîäíóþ òåîðåìó
ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðà-
òîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ñîçäàíèå êâàçèïðîòîêîëîâ

1. Îáðàùåíèå ê íîðìàëèçàòîðó ïðèâåäåíèÿ ê çàäàííîìó çàãîëîâêó äëÿ ñòàíäàð-
òèçèðóåìîãî îïåðàíäà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñîçäàíèå êâàçèïðîòîêîëà

∀abcde(d = b + c & ¬(e(b + c)− 1 = 0) & 0 < e(b + c)→ log(b+c)e a = logde a)
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ïî òåîðåìå

∀abc(¬(a− 1 = 0) & ¬(c− 1 = 0) & 0 < a & 0 < b & 0 < c & a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ loga b/ loga c = logc b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìå

∀abcde(d = b + c & 0 < (b + c)e→ loga((b + c)e) = loga(de))

Êâàçèïðîòîêîë îáðàùàåòñÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé ïðîöåäóðå äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà
ìíîæèòåëè ñóììû b + c - îñíîâàíèÿ ëîãàðèôìà. Ñòàðòîâîé òåîðåìîé ñëóæèò
òîæäåñòâî äëÿ èçìåíåíèÿ îñíîâàíèÿ ëîãàðèôìà, äîïîëíèòåëüíîé - äðóãîé êâà-
çèïðîòîêîë, ñîçäàííûé äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ñóììû ïîä ëîãàðèôìîì.

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñòàíäëîãàðèôì(c a ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâàÿ ïåðåìåííàÿ èç õàðàêòåðèñòèêè, ïåðåìåí-
íîé õ9 - âòîðàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåìåííûå c, a. Ïåðåìåííîé
õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ13 - åãî çàãîëîâîê. Â
íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ëîãàðèôì". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîðíåâûå îïåðàíäû
âûðàæåíèÿ õ12 ñóòü ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå, ïðè÷åì ýòèõ îïåðàíäîâ ðîâíî äâà.
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð òîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà âûðàæåíèÿ õ12,
êîòîðûé ðàâåí õ8. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 ðàâíî 1.

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå òåîðåìû. Ïåðåìåííîé
õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íåêîòîðîå âõîæäåíèå â íåãî ñèìâîëà õ13, ïåðåìåííîé õ20 -
ïîäòåðì õ19. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 èìååò âèä "loga c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðå-
ìåííàÿ õ8 âõîäèò â òåðì õ20. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïå-
ðàíäà âõîæäåíèÿ õ19, ðàâíîãî õ8. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð ýòîãî
îïåðàíäà. Â íàøåì ïðèìåðå - 2. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ17 íå ðàâíî õ22. Ýòî äà-
åò ïîäñêàçêó, ÷òî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàíäîâ âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ13,
èìåþùèõ íîìåð õ22, ìîæåò áûòü ïîëåçíûì ïðåîáðàçîâàíèå îïåðàíäîâ òàêîãî
âèäà âûðàæåíèé ñ íîìåðîì õ17. Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû âûáèðà-
åòñÿ òåîðåìà ðàçäåëà ñèìâîëà õ13, êîòîðàÿ èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ñòàíäðàâ-
íî", ïðè÷åì çàãîëîâîê ëåâîé ÷àñòè åå êîíñåêâåíòà ðàâåí õ13. Ïåðåìåííîé õ30
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå íåîäíîáóêâåííîãî îïåðàíäà ëåâîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, íîìåð êîòîðîãî ðàâåí õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðàí-
äà "(b+ c)e". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "õ13(A, B)", ãäå A, B -
ñîîòâåòñòâåííî, âòîðîé è ïåðâûé îïåðàíäû ëåâîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà. Â íàøåì
ïðèìåðå õ31 èìååò âèä "log(b+c)e a". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå
"õ13(C, D)", ãäå C, D - âòîðîé è ïðàâûé îïåðàíäû ïðàâîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà. Â
íàøåì ïðèìåðå - log( de)a. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé
õ31 è õ33. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ îäíîýëåìåíòíûé íàáîð, îáðàçîâàííûé
ðàâåíñòâîì èç ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Îí ïîïîëíÿåòñÿ
âñåìè óòâåðæäåíèÿìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. âûðàæåíèÿ
õ31 è èìåþùèìè íå ìåíåå äâóõ ïàðàìåòðîâ. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ36 è êîíñåêâåíòîì õ34, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâî-
äà. Îíà ñîïðîâîæäàåòñÿ âñåìè õàðàêòåðèñòèêàìè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû è
òîëüêî èìè.



1082 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

3.115 Õàðàêòåðèñòèêà "ñòàíäìåíüøå"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ñòàíäìåíüøå(i)" ñîïðîâîæäàþòñÿ êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, èñ-
ïîëüçóåìûå äëÿ óñìîòðåíèÿ èñòèííîñòè êîíñåêâåíòà ïóòåì èäåíòèôèêàöèè îäíîãî
àíòåöåäåíòà ñ ïîñûëêîé è îáðàáîòêè äðóãîãî ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì. i - íîìåð
àíòåöåäåíòà, îáðàáàòûâàåìîãî ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

Âàðüèðîâàíèå àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà îñëàáëåíèÿ êîíñåêâåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cde(e < c & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & 0 ≤ e− d→ ¬(d = c))

èç òåîðåìû

∀cde(e < c & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & 0 ≤ e− d→ d < c)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & a < b→ ¬(a = b))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñòàíäìåíüøå(5)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - çàãîëîâîê
êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ìåíüøå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"îñëàáëåíèå" îïðåäåëÿåò ïî õ9 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åå àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ13 - ýëåìåíò
ýòîãî ñïèñêà, èìåþùèé çàãîëîâîê õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèå "a < b".
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ13. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îí âêëþ÷àåò âñå ïåðåìåííûå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Îïðåäåëÿåòñÿ
ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ14, ïåðåâîäÿùàÿ óòâåðæäåíèå õ13 â êîí-
ñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îòëè÷íûì îò õ13 óòâåðæäåíèÿì ñïèñêà õ12, ïåðå-
ìåííîé õ17 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòàíîâêè ê êîíñåêâåíòó äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ16 âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê õ8. Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ8 è êîíñåêâåíòîì õ17. Îíà ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "ñòàíäìåíüøå(. . .)",
âçÿòîé ó èñõîäíîé òåîðåìû.

3.116 Õàðàêòåðèñòèêà "ñòàíäôîðìà"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ñòàíäôîðìà(P, N)" ñîïðîâîæäàþòñÿ òîæäåñòâà äëÿ ïðèâåäåíèÿ
âûðàæåíèé ê âèäó ñòàíäàðòíîé ôîðìû P . N - íàïðàâëåíèå çàìåíû.
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Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé ÷à-
ñòè

Ïðèåì ýòîãî ðàçäåëà ñðàáàòûâàåò òîëüêî â öèêëàõ âûâîäà òîæäåñòâ ñòàíäàðòíîé
ôîðìû, èíèöèèðóåìûõ ïðîòîêîëàìè "ñòàíäôîðìà(. . .)".

1. Âûâîä óïðîùàþùåãî òîæäåñòâà â ñòàíäàðòíîé ôîðìå ïóòåì óíèôèêàöèè çàìå-
íÿåìûõ ÷àñòåé äâóõ ðàíåå íàéäåííûõ òîæäåñòâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ade(a− set & d− set & e− set & íåïåðåñåê(d, e)→ d \ (a ∪ e) = d \ a)

èç òåîðåìû

∀abc(a− set & b− set & c− set→ (b \ c) \ a = b \ (a ∪ c))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & íåïåðåñåê(a, b)→ a \ b = a)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ñòàíäôîðìà(ñòàíäîáúåäèíåíèå âòîðîéòåðì)".

Ïðîãðàììà ïðèåìà ïî÷òè äîñëîâíî âîñïðîèçâîäèò ïðîãðàììó îäíîãî èç ïðèâå-
äåííûõ âûøå ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åå. Åñëè òåêóùèé óðî-
âåíü ñêàíèðîâàíèÿ ðàâåí 1, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ïåðåìåííûõ èñõîäíîé òåî-
ðåìû ìåíüøå 4, èíà÷å - ÷òî îíî ìåíüøå 5. Â ñïèñêå âûâîäà âûáèðàåòñÿ äîïîë-
íèòåëüíàÿ òåîðåìà (îíà ìîæåò ñîâïàäàòü ñ èñõîäíîé). Åñëè òåêóùèé óðîâåíü
ñêàíèðîâàíèÿ ðàâåí 1 ëèáî 2, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà èìå-
åò íå áîëåå äâóõ ïåðåìåííûõ, èíà÷å - íå áîëåå 3. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ òåî-
ðåìà èìååò íå ìåíüøå ïåðåìåííûõ, ÷åì äîïîëíèòåëüíàÿ. Ñðåäè õàðàêòåðèñòèê
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ13 ñ çàãîëëâêîì "ñòàíä" ëèáî
"ñòàíäôîðìà". Â íàøåì ïðèìåðå - "ñòàíä(ñòàíäîáúåäèíåíèå âòîðîéòåðì)". Ïå-
ðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû ñîãëàñíî õàðàêòåðèñòèêå õ13. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê
ýòîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ðàçíîñòü". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâà-
åòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû. Âíóòðè íåãî ðàññìàòðèâà-
åòñÿ âõîæäåíèå õ20 ñèìâîëà õ17. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò
õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ20 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â
íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "∀ade(a−set & d−set & e−set & íåïåðåñåê(d, e)→
d \ a = d \ (a ∪ e))".

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîé îáðàáîòêè òåîðåìû
õ21 îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïåðàíäîâ" è "äåìîäèôèêàöèÿ". Â íàøåì ïðèìåðå õ21
íå èçìåíÿåòñÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåí-
òå òåîðåìû õ22 ðàçëè÷íû. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè
îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïîëó÷åííîé èç õ22 ïðè-
ìåíåíèåì îïåðàòîðà "Ïîëíûåïîñûëêè". Ïåðåìåííûì õ27 è õ28 ïðèñâàèâàþòñÿ
ðåçóëüòàòû óïðîùåíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ22 ïðè ïî-
ìîùè òîæäåñòâ, óæå èìåþùèõñÿ â ñïèñêå âûâîäà, à òàêæå ñòàðòîâûõ òîæäåñòâ
óïðîùåíèÿ, íàéäåííûõ â áàçå òåîðåì ïåðåä íà÷àëîì öèêëà âûâîäà. Â íàøåì
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ïðèìåðå ýòè ÷àñòè êîíñåêâåíòà íå èçìåíÿþòñÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî áîëåå äëèí-
íàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå áîëåå êîðîòêîé. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ õ29 ñ àíòåöåäåíòàìè õ25, êîíñåêâåíò êîòîðîé - ðàâåíñòâî áîëåå äëèííîãî
èç âûðàæåíèé õ27, õ28 áîëåå êîðîòêîìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè àíòåöåäåíòîâ
òåîðåìû õ29 íåò ðàâåíñòâà, ñîâïàäàþùåãî ñ êîíñåêâåíòîì è íåò óòâåðæäåíèÿ
ñ áîëåå ÷åì 2 ïåðåìåííûìè. Çàòåì õ29 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.117 Õàðàêòåðèñòèêà "ñóùåñòâàíò"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ñóùåñòâàíò)" ñîïðîâîæäàþòñÿ êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, íåêîòî-
ðûé àíòåöåäåíò êîòîðûõ - êâàíòîð îáùíîñòè ñ êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ â êîíñå-
êâåíòå.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Óñèëåíèå àíòåöåäåíòà: ïåðåõîä îò "äëÿëþáîãî ñóùåñòâóåò" ê "ñóùåñòâóåò äëÿ-
ëþáîãî".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀anA(∀b(b ∈ {1, . . . , n} → A(b, a) = 0) & a ∈ {1, . . . , n} & ìàòð(A, R, n, n) →
det(A) = 0)

èç òåîðåìû

∀nA(∀p(ïåðåñòàíîâêà(p, {1, . . . , n})→ ∃a(A(p(a), a) = 0 & a ∈ {1, . . . , n})) &
ìàòð(A, R, n, n)→ det(A) = 0)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íåì îáíàðóæèâàåòñÿ êâàí-
òîðíàÿ èìïëèêàöèÿ õ9, çàãîëîâêîì êîíñåêâåíòà êîòîðîé ñëóæèò ñèìâîë "ñó-
ùåñòâóåò". Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà èìïëèêàöèè
õ9. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà èìïëèêàöèè õ9, ïå-
ðåìåííîé õ12 - ñïèñîê åå àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Ïåðåìåí-
íîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòî-
ðîì ñóùåñòâîâàíèÿ õ10. Ýòîò ñïèñîê ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ14 óòâåðæäå-
íèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå íàáîðà õ11, è ïîäñïèñîê õ15 îñòàëüíûõ óòâåð-
æäåíèé. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ñî ñâÿçûâà-
þùåé ïðèñòàâêîé õ11 è àíòåöåäåíòàìè õ12. Åå êîíñåâêåíòîì ñëóæèò êîíú-
þíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ14. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå îòëè÷-
íûõ îò õ9 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ8 è ñïèñêà õ15. Óòâåðæäåíèå õ16 óïðîùà-
åòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ17 âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå,
è ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ18. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 èìååò âèä
"∀p(ïåðåñòàíîâêà(p, {1, . . . , n})→ A(p(a), a) = 0)", õ18 - âèä "∀b(b ∈ {1, . . . , n} ←
A(b, a) = 0)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäå-
íèÿ ñïèñêà õ17 è õ18, à êîíñåêâåíò - òîò æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòà èìïëè-
êàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.



3.117. Õàðàêòåðèñòèêà "ñóùåñòâàíò" 1085

Âûâîä ñëåäñòâèé ñ ïîìîùüþ çàäà÷ íà îïèñàíèå

1. Âàðüèðîâàíèå ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀nA(∀p(ïåðåñòàíîâêà(p, {1, . . . , n})→ ∃a(A(p(a), a) = 0 & a ∈ {1, . . . , n})) &
ìàòð(A, R, n, n)→ det(A) = 0)

èç òåîðåìû

∀nA(∀p(ïåðåñòàíîâêà(p, {1, . . . , n})→ ∃i(A(i, p(i)) = 0 & i− íàòóðàëüíîå &
i ≤ n)) & ìàòð(A, R, n, n)→ det(A) = 0)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íåì îáíàðóæèâàåòñÿ êâàí-
òîðíàÿ èìïëèêàöèÿ õ9, çàãîëîâêîì êîíñåêâåíòà êîòîðîé ñëóæèò ñèìâîë "ñó-
ùåñòâóåò". Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà èìïëèêàöèè
õ9. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà èìïëèêàöèè õ9, ïå-
ðåìåííîé õ12 - ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ õ10. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî õ12 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé õ13. Â íàøåì ïðèìåðå -
ïåðåìåííîé i. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå ïîä êâàíòîðîì ñóùå-
ñòâîâàíèÿ. Â íåì âûäåëÿåòñÿ íåêîòîðîå âõîæäåíèå õ15 ïåðåìåííîé õ13, ïîñëå
÷åãî íàõîäèòñÿ îòëè÷íîå îò õ15 âõîæäåíèå õ16, âíóòðè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî
õ15. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 èìååò
â õ17 åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå, ïðè÷åì â õ17 âõîäèò ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ11. Â
íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä "p(i)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëî-
âîê òåðìà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "çíà÷åíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ18 íå
ÿâëÿåòñÿ ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ19, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé
õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà îòëè÷íûõ îò õ9 óòâåðæäåíèé íàáîðà
õ8 ñ àíòåöåäåíòàìè èìïëèêàöèè õ9. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ20 íåïóñò. Ïå-
ðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ14 ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ17 è õ19. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à
íà îïèñàíèå õ22, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ20, à óñëîâèÿìè
- óòâåðæäåíèÿ õ21. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðî-
ñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ13". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "ìàòð(A, R, n, n)",
"ïåðåñòàíîâêà(p, {1, . . . , n}". Óñëîâèÿ ñóòü "A(i, p(i)) = 0", "i − íàòóðàëüíîå",
"i ≤ n", "p(i) = a". Íåèçâåñòíàÿ - i. Îòâåò çàäà÷è õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåí-
íîé õ23. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "a ∈ {1, . . . , n} & A(ïðîîáð(p, a), a) =
0 & i = ïðîîáð(p, a)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", è ïå-
ðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ23.
Â íåì âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ25 ñ ïåðåìåííîé õ13 â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé
õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ ðàâåíñòâà õ25 èç ñïèñêà õ24, ïåðåìåííîé
õ27 - ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ19 íà êîíúþíêöèþ
óòâåðæäåíèé õ26. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû êîíñåêâåí-
òà õ10 èìïëèêàöèè õ9 íà óòâåðæäåíèå õ27. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä

∀p(ïåðåñòàíîâêà(p, {1, . . . , n})→ ∃a(a ∈ {1, . . . , n} & A(ïðîîáð(p, a), a) = 0))

Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷åíû çàìåíîé óòâåðæäåíèÿ
õ9 íà õ28, à êîíñåêâåíò - òîò æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòà èìïëèêàöèÿ
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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3.118 Õàðàêòåðèñòèêà "òîæäôóíê"

Õàðàêòåðèñòèêîé "òîæäôóíê" ñîïðîâîæäàþòñÿ òåîðåìû, ó êîòîðûõ èìååòñÿ àíòåöå-
äåíò - ðàâåíñòâî, ñîäåðæàùåå ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå, ïðè÷åì êàæäàÿ òàêàÿ
ïåðåìåííàÿ f âõîäèò â íåãî òîëüêî êàê "çíà÷åíèå(f . . .)".

Âàðüèðîâàíèå àíòåöåäåíòîâ

1. Ïîïûòêà ðàçâÿçêè ðàâåíñòâà â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abhi(∀c(c ∈ (a, b) → ¬(ïðîèçâîäíàÿ(i, c) = 0)) & ∀c(c ∈ (a, b) → äèôôåðåíöèðó-
åìà(h, c)) & ∀c(c ∈ (a, b)→ äèôôåðåíöèðóåìà(i, c)) & Dom(h) = Dom(i) &
a < b & Dom(i) ⊆ R & [a, b] ⊆ Dom(i) & Val(h) ⊆ R & Val(i) ⊆ R &
h−ôóíêöèÿ & i−ôóíêöèÿ & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & íåïðåðûâíî(h, [a, b]) &
íåïðåðûâíî(i, [a, b])→ ∃c(ïðîèçâîäíàÿ(h, c)/ïðîèçâîäíàÿ(i, c) =
(h(a)− h(b))/(i(a)− i(b)) & c ∈ (a, b)))

èç òåîðåìû

∀abf (∀c(c ∈ (a, b)→ äèôôåðåíöèðóåìà(h, c)) & f(a) = f(b) & a < b
& [a, b] ⊆ Dom(f) & Val(f) ⊆ R & f −ôóíêöèÿ & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
íåïðåðûâíî(f, [a, b])→ ∃c(ïðîèçâîäíàÿ(f, c) = 0) & c ∈ (a, b))

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀aeg(Dom(e) = Dom(g) & Dom(g) ⊆ R & Val(e) ⊆ R & Val(g) ⊆ R &
a ∈ Dom(g) & e−ôóíêöèÿ & g −ôóíêöèÿ & äèôôåðåíöèðóåìà(e, a) &
äèôôåðåíöèðóåìà(g, a)→ ïðîèçâîäíàÿ(λc(e(c) + g(c), c ∈ Dom(g)), a) =
ïðîèçâîäíàÿ(e, a) + ïðîèçâîäíàÿ(g, a))

∀abg(Dom(g) ⊆ R & Val(g) ⊆ R & a ∈ Dom(g) & g −ôóíêöèÿ & b− ÷èñëî &
äèôôåðåíöèðóåìà(g, a)→ ïðîèçâîäíàÿ(λc(bg(c), c ∈ Dom(g)), a) =
b · ïðîèçâîäíàÿ(g, a))

Ïðèåì ïûòàåòñÿ âûâåñòè òåîðåìó Ëàãðàíæà èç òåîðåìû Ðîëëÿ, ïîäáèðàÿ ïîä-
õîäÿùóþ ôóíêöèþ f . Èäåÿ âûâîäà ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè òàêèõ îïåðàöèé íàä
ôóíêöèÿìè, äëÿ êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ïðîñòî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå
îïåðàíäîâ, ïðè÷åì âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíûé ÷èñëåííûé ïàðàìåòð, ïîäáîð êî-
òîðîãî ðåàëèçóåò ðàâåíñòâî f(a) = f(b) â àíòåöåäåíòå.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé
ðàâåíñòâî, âíóòðè êîòîðîãî âûäåëÿåòñÿ âõîæäåíèå õ9 ñèìâîëà "çíà÷åíèå". Ïå-
ðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ9 - íåêîòîðàÿ ïåðå-
ìåííàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ8 - àíòåöåäåíò f(a) = f(b), õ10 - ïåðåìåííàÿ f .
Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû. Â íåì íàõîäèòñÿ âõîæäå-
íèå õ13 ïåðåìåííîé õ10. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå, îïåðàíäîì
êîòîðîãî ñëóæèò õ13, ïîñëå ÷åãî ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõî-
æäåíèþ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - âõîæäåíèå òåðìà "ïðîèçâîäíàÿ(f, c)", õ15 -
ñèìâîë "ïðîèçâîäíàÿ". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïîäòåðìîâ òåðìà
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õ12, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñïèñêå èìå-
åòñÿ âûðàæåíèå ñ çàãîëîâêîì õ15. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû ðàçäåëà, ê êîòî-
ðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ15. Â êà÷åñòâå ïåðâîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû âûáè-
ðàåòñÿ òåîðåìà ñ õàðàêòåðèñòèêîé "ñîêðàù(N)", ó êîòîðàÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü
ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå èìååò çàãîëîâîê õ15. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå ýòîé çàìåíÿåìîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ26 - âõîæäåíèå åå îïåðàíäà,
èìåþùåãî çàãîëîâîê "îòîáðàæåíèå". Â íàøåì ïðèìåðå õ26 - âõîæäåíèå ïîä-
òåðìà "λc(e(c) + g(c), c ∈ Dom(g))". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ26 (îí îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè). Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî õ27 èìååò ðîâíî äâà îïåðàíäà, çàãîëîâêîì êîòîðûõ ñëóæèò ñèìâîë
"çíà÷åíèå", ïðè÷åì ïåðâûå îïåðàíäû òåðìîâ "çíà÷åíèå"ñóòü ðàçëè÷íûå ïåðå-
ìåííûå õ28 è õ29, à âòîðûå - îäíà è òà æå ïåðåìåííàÿ õ30. Â íàøåì ïðèìåðå
õ28 è õ29 - ïåðåìåííûå e, g; õ30 - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü ïåðâîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ
èç ïåðåìåííûõ õ28 è õ29 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ31.

Â êîíñåêâåíòå èñõîäíîé òåîðåìû âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ32 ïîäòåðìà, ðàâíîãî
ïîäòåðìó õ14. Çàòåì îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ33 ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ32 ïðè ïîìîùè ïåðâîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðå-
ìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ33 îïåðàòîðîì "Íîðì-
òåîðåìà", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ îïöèÿ "ïðåäâêàäð". Êîììåíòàðèé "ïðåäâêàäð"
áëîêèðóåò ïðåîáðàçîâàíèå êîíúþíêöèè äâóõ êâàíòîðíûõ èìïëèêàöèé, îòëè-
÷àþùèõñÿ òîëüêî àíòåöåäåíòàìè, â îäíó êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ. Â íàøåì
ïðèìåðå õ34 èìååò âèä:

∀abgh(∀c(c ∈ (a, b) → äèôôåðåíöèðóåìà(g, c)) & ∀c(c ∈ (a, b) → äèôôåðåíöèðó-
åìà(h, c)) & g(a) + h(a) = g(b) + h(b) & Dom(g) = Dom(h) & a < b &
Dom(h) ⊆ R & [a, b] ⊆ Dom(h) & Val(g) ⊆ R & Val(h) ⊆ R & g −ôóíêöèÿ &
h−ôóíêöèÿ& a−÷èñëî& b−÷èñëî& íåïðåðûâíî(g, [a, b]) & íåïðåðûâíî(h, [a, b])
→ ∃c(ïðîèçâîäíàÿ(g, c) + ïðîèçâîäíàÿ(h, c) = 0 & c ∈ (a, b)))

Âìåñòî îäíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé f çäåñü ïîÿâèëèñü äâå ôóíêöèî-
íàëüíûå ïåðåìåííûå g, h. ×òîáû èñêëþ÷èòü ðàâåíñòâî â àíòåöåäåíòàõ, òåïåðü
íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êàêèì-ëèáî òîæäåñòâîì, âûíîñÿùèì íåôóíêöèîíàëü-
íûé ïàðàìåòð èç-ïîä îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå", è äàëåå ðàçðåøèòü óêàçàííîå
ðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî äàííîãî ïàðàìåòðà. Ýòî ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ35 àíòåöåäåíòà òåîðåìû õ34, ïðåäñòàâëÿþùåãî
ñîáîé ðàâåíñòâî. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà "g(a) + h(a) =
g(b)+h(b)". Âíóòðè âõîæäåíèÿ õ35 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ36 ñèìâîëà "çíà÷å-
íèå", ïåðâûì îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ37. Â íàøåì
ïðèìåðå õ36 - âõîæäåíèå òåðìà g(a), õ37 - ïåðåìåííàÿ g. Ïåðåìåííîé õ39 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ34. Â íåì íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ40 ïåðåìåí-
íîé õ37, è ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ñèìâîëà õ15, îïåðàíäîì
êîòîðîãî ñëóæèò âõîæäåíèå õ40. Â íàøåì ïðèìåðå õ41 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà
"ïðîèçâîäíàÿ(g, c)". Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïîäòåðìîâ òåðìà
õ39, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü, è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè íèõ èìååò-
ñÿ ïîäòåðì ñ çàãîëîâêîì õ15. Ïðîñìàòðèâàåòñÿ ðàçäåë, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ
ñèìâîë õ15, è â êà÷åñòâå âòîðîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû âûáèðàåòñÿ òåîðåìà
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ñ õàðàêòåðèñòèêîé "ñîêðàù(M)", ó êîòîðîé çàãîëîâîê çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàâåí-
ñòàâà â êîíñåêâåíòå ðàâåí õ15. Ïåðåìåííîé õ52 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðó-
ãîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïèñàòåëü
"îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ53 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî îïåðàí-
äà îïèñàòåëÿ (îí çàäàåò çíà÷åíèå ôóíêöèè). Â íàøåì ïðèìåðå îïèñàòåëü èìååò
âèä "λc(bg(c), c ∈ Dom(g)", õ53 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "bg(c)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âõîæäåíèå õ53 èìååò ðîâíî äâà îïåðàíäà, îäíèì èç êîòîðûõ ñëóæèò íåêîòîðàÿ
ïåðåìåííàÿ õ56, à äðóãîé îïåðàíä õ55 èìååò çàãîëîâîê "çíà÷åíèå". Â íàøåì
ïðèìåðå õ56 - ïåðåìåííàÿ b. Âíóòðè êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ34 âûáèðàåòñÿ âõî-
æäåíèå õ57 ïîäòåðìà õ41. Çàòåì îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò
õ58 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ57 â òåîðåìó õ34 ïðè ïîìîùè âòîðîé äîïîë-
íèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ59 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ
òåîðåìû õ58 îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ îïöèÿ "ïðåä-
âêàäð". Â íàøåì ïðèìåðå õ59 èìååò âèä:

∀abehi(∀c(c ∈ (a, b) → äèôôåðåíöèðóåìà(h, c)) & ∀c(c ∈ (a, b) → äèôôåðåíöèðó-
åìà(i, c)) & ei(a) + h(a) = ei(b) + h(b) & Dom(h) = Dom(i) & a < b & Dom(i) ⊆
R & [a, b] ⊆ Dom(i) & Val(h) ⊆ R & Val(i) ⊆ R & h−ôóíêöèÿ & i−ôóíêöèÿ &
a−÷èñëî& b−÷èñëî& e−÷èñëî& íåïðåðûâíî(h, [a, b]) & íåïðåðûâíî(i, [a, b]) →
∃c(e · ïðîèçâîäíàÿ(i, c) + ïðîèçâîäíàÿ(h, c) = 0 & c ∈ (a, b)))

Òåïåðü äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ðàâåíñòâà â àíòåöåäåíòàõ åãî ìîæíî ðàçðåøèòü îòíî-
ñèòåëüíî ïàðàìåòðà e.

Ïåðåìåííîé õ60 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ59. Â íåì ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ðàâåíñòâî õ6, ñîäåðæàùåå ñèìâîë "çíà÷åíèå". Ñðåäè ïàðàìåòðîâ
äàííîãî ðàâåíñòâà âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ62. Â íàøåì ïðèìåðå õ61 èìååò
âèä "e · i(a) + h(a) = e · i(b) + h(b)", õ62 - ïåðåìåííàÿ e. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
íè îäíî âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ62 â òåðì õ61 íå ðàñïîëîæåíî â ïîäòåðìå ñ
çàãîëîâêîì "çíà÷åíèå". Ñïèñîê õ60 ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ63 óòâåðæäå-
íèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ62, è ïîäñïèñîê õ64 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé.
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ64 è óñëîâèÿìè õ63. Öåëè çàäà÷è
- "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ62", "ðàâíî". Îòâåò ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ66. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "¬(−i(a) + i(b) =
0) & e = (h(a)−h(b))/(i(b)−i(a)) & (h(a)−h(b))/(i(b)−i(a))−÷èñëî ∨ h(a)−h(b) =
0 & i(b)− i(a) = 0 & e− ÷èñëî".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ67 ïðèñâà-
èâàåòñÿ äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí ðåçóëüòàòà ïðèâåäåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ66 ê âè-
äó ä.í.ô. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðâûé äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí ïðèâåäåííîé âû-
øå äèçúþíêöèè. Ïåðåìåííîé õ68 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
óòâåðæäåíèÿ õ67. Â íåì âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ69 ñ ïåðåìåííîé õ62 â ëåâîé
÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ70 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà.

Ïåðåìåííîé õ71 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ64 ñ íàáîðîì ðåçóëüòàòîâ
ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ70 âìåñòî ïåðåìåííîé õ62 â îòëè÷íûå îò õ69 ýëåìåíòû
ñïèñêà õ68. Ïåðåìåííîé õ72 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ
õ70 âìåñòî ïåðåìåííîé õ62 â êîíñåêâåíò òåîðåìû õ59. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ71 è êîíñåêâåíòîì õ72. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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3.119 Õàðàêòåðèñòèêà "òðàíçèòîïåðàíä"

Õàðàêòåðèñòèêîé "òðàíçèòîïåðàíä" ñîïðîâîæäàþòñÿ òåîðåìû, èìåþùèå âèä îáîá-
ùåííîé òðàíçèòèâíîñòè: äâà áåñïîâòîðíûõ ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòà è áåñïîâòîð-
íûé êîíñåêâåíò, êàæäûé íå áîëåå ÷åì ñ 2 ïåðåìåííûìè; ïåðåìåííûå êîíñåêâåíòà -
ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ ïåðåìåííûõ àíòåöåäåíòîâ.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Âûâîä èç îáîáùåííîé òðàíçèòèâíîñòè ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ äèçúþíêòèâíîãî
îáúåäèíåíèÿ äâóõ óòâåðæäåíèé, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû:

∀cde(c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ d ≤ e & d < c↔ d ≤ e &
0 < c− e ∨ ¬(0 < c− e) & d < c)

èç òåîðåìû

∀cde(e < c & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & d ≤ e→ d < c)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ10 -
ñïèñîê ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé. Ïå-
ðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ9 óòâåðæäåíèé õ10.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ11 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò
òåîðåìû. Â ñïèñêå õ10 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåð-
æäåíèå "d ≤ e". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ ïàðàìåò-
ðîâ óòâåðæäåíèé õ12 è õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî îäíîýëåìåíòíî, è ïåðåìåííîé
õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåí-
íîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ10, îòëè÷íûé îò õ13. Â íàøåì ïðèìåðå
- "e < c". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ11
óòâåðæäåíèÿ õ12 è îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ16. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêà-
çàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ13 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ17. Ïåðåìåííîé
õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ16 îòíîñèòåëüíî ïîñû-
ëîê õ11 ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèåÂ íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"0 < c − e". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ11, êîíñåêâåíòîì êîòî-
ðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ13 è õ12 äèçúþíêöèè
äâóõ óòâåðæäåíèé - êîíúþíêöèè õ13 è õ20, à òàêæå êîíúþíêöèè îòðèöàíèÿ
óòâåðæäåíèÿ õ20 è óòâåðæäåíèÿ õ12. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

2. Èìïëèêàöèÿ òèïà îáîáùåííîé òðàíçèòèâíîñòè, ó êîòîðîé îòðèöàíèå êîíñåêâåí-
òà ïðåîáðàçóåòñÿ â óòâåðæäåíèå áåç çàãîëîâêà "íå", ïðè÷åì ñóùåñòâåííûå àí-
òåöåäåíòû íå èìåþò çàãîëîâêà "íå": ïðåäïðèíèìàåòñÿ êîíòðàïîçèöèÿ àíòåöå-
äåíòà ñ êîíñåêâåíòîì, è ïîëó÷åííàÿ òåîðåìà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óñìîòðåíèÿ ëîæ-
íîñòè ïîäóòâåðæäåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & a < b & 0 ≤ a− c→ ¬(b < c))

èç òåîðåìû
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∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & a < b & b < c→ a < c)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - êîíñå-
êâåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå èìååò çàãîëîâêà "íå", è ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâà-
èâàåòñÿ åãî îòðèöàíèå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñóùåñòâåííûõ
àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé è åãî ýëåìåíòû íå èìåþò
çàãîëîâêà "íå". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ9
óòâåðæäåíèé õ12. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ óòâåð-
æäåíèÿ õ11 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ13 ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå.
Â íàøåì ïðèìåðå õ15 èìååò âèä "0 ≤ a − c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 íå èìå-
åò çàãîëîâêà "íå". Â ñïèñêå õ12 âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ16. Â íàøåì ïðèìåðå -
óòâåðæäåíèå "b < c". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ õ17, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü
óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ13, îòëè÷íûå îò õ16 óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ12 è óòâåðæäå-
íèå õ15. Êîíñåêâåíòîì ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ16. Èìïëèêàöèÿ õ17
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "îòðë(n)", ãäå
n - íîìåð åå àíòåöåäåíòà, âõîäÿùåãî â ñïèñîê õ12. Îíà âêëþ÷àåòñÿ â ðåçóëüòè-
ðóþùèé ñïèñîê âûâîäà, íî ñëåäñòâèÿ èç íåå íå âûâîäÿòñÿ.

3. Ãðóïïèðîâêà âñåõ íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ â îäíîé ÷àñòè îäíîãî èç àíòåöåäåíòîâ,
êîòîðûé áóäåò îáðàáàòûâàòüñÿ ïðîâåðî÷íûì îïåðàòîðîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ade(0 < d− a & a−mbox & d−mbox & e−mbox & d ≤ e→ a < e)

èç òåîðåìû

∀ade(a < d & a−mbox & d−mbox & e−mbox & d ≤ e→ a < e)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - êîíñå-
êâåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò áåñïîâòîðíûé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìå
èìååò ðîâíî äâà ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòà, è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ
îäèí èç íèõ. Â íàøåì ïðèìåðå - "a < d". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çà-
ãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ12. Ñïðàâî÷íèê "ïåðåãðóïïèðîâêà" îïðåäåëÿåò ïî õ13
òðîéêó (A, B, C), òàêóþ, ÷òî âîçìîæíà ïåðåãðóïïèðîâêà A - ÷ëåíîâ îïåðàíäîâ
îòíîøåíèÿ õ13 èç îäíîé ÷àñòè â äðóãóþ ñ èçìåíåíèåì çíàêà B, ïðè÷åì C -
åäèíèöà îïåðàöèè A. Â íàøåì ñëó÷àå ýòà òðîéêà èìååò âèä (ïëþñ, ìèíóñ, 0).

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ õ12 îòëè÷íà îò C. Ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò òåîðåìû, îòëè÷íûé îò õ11. Â íàøåì
ïðèìåðå - "d ≤ e". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ17 áåñïîâòîðíî è èìååò åäèíñòâåííóþ
îáùóþ ïåðåìåííóþ ñ êîíñåêâåíòîì õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû óòâåð-
æäåíèÿ õ12 âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé õ10 è õ17. Ïåðåìåííîé õ20
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåãðóïïèðîâêè âñåõ íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ
õ12 â ïðàâîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "0 < d−a". Ïåðåìåííîé õ22
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ñïèñêå àíòåöåäåíòîâ õ9 óòâåðæäåíèÿ õ12 íà
õ20. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ22, êîíñåêâåíò êîòîðîé òàêîé æå,
êàê ó èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè åå
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Îí ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé
õàðàêòåðèñòèêîé "ñòàíäìåíüøå(n)", ãäå n - íîìåð àíòåöåäåíòà, ðàâíîãî õ20.
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4. Âûâîä ýêâèâàëåíòíîñòè, îòáðàñûâàþùåé èçáûòî÷íûé äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí ñ
íåèçâåñòíîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ade(a− set & d− set & e− set & d ⊆ e→ a ⊆ d ∨ a ⊆ e↔ a ⊆ e)

èç òåîðåìû

∀ade(a− set & d− set & e− set & a ⊆ d & d ⊆ e→ a ⊆ e)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ10 -
ñïèñîê ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé. Ïå-
ðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ9 óòâåðæäåíèé õ10.
Â ñïèñêå õ10 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "d ⊆ e". Ïåðåìåí-
íîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ14 - ýêâèâàëåíòíîñòü
äèçúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ12 è õ13 óòâåðæäåíèþ õ13. Ïåðåìåííîé õ15 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ9 óòâåðæäåíèÿ õ12. Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ15 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû"
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ14. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àí-
òåöåäåíòàìè õ16 è êîíñåêâåíòîì õ14. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Âûâîä òåîðåìû äëÿ óñìîòðåíèÿ èñòèííîñòè îòíîøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïàêåòíîãî
ñèíòåçàòîðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cde(e < 0 & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & d− c ≤ e→ d < c)

èç òåîðåìû

∀cde(e < c & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & d ≤ e→ d < c)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ9 - åãî çàãîëîâîê. Â íà-
øåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ìåíüøå". Ñïðàâî÷íèê "ïåðåãðóïïèðîâêà" îïðåäåëÿåò
ïî õ13 òðîéêó (A, B, C), òàêóþ, ÷òî âîçìîæíà ïåðåãðóïïèðîâêà A - ÷ëåíîâ îïå-
ðàíäîâ îòíîøåíèÿ õ13 èç îäíîé ÷àñòè â äðóãóþ ñ èçìåíåíèåì çíàêà B, ïðè÷åì
C - åäèíèöà îïåðàöèè A. Â íàøåì ñëó÷àå ýòà òðîéêà èìååò âèä (ïëþñ, ìèíóñ,
0). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò íå èìååò îïåðàíäà C. Ïåðåìåíîé õ12 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà (P, Q) êîð-
íåâûõ îïåðàíäîâ êîíñåêâåíòà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ
ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "õ9(C, A(Q, B(P )))", âî âòîðîì -
óòâåðæäåíèå "õ9(A(P, B(Q)), C)". Â íàøåì ïðèìåðå èìååò ìåñòî âòîðîé ñëó÷àé.
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà. Îïðåäåëÿåòñÿ
ïåðåñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ17, ïåðåâîäÿùàÿ óòâåðæäåíèå õ8 â õ16.
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S
ê àíòåöåäåíòàì õ12. Ïðè ýòîì àíòåöåäåíòû ñ çàãîëîâêîì "÷èñëî" îñòàâëÿþò-
ñÿ áåç èçìåíåíèé. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ19 è êîíñåêâåíòîì õ8. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õà-
ðàêòåðèñòèêîé "îöåíêàïåðåì(n)", ãäå n - íîìåð àíòåàåäåíòà, èìåþùåãî ðîâíî
òðè ïàðàìåòðà. Â íàøåì ïðèìåðå - íîìåð ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà.
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2. Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííîé â îäíîì èç àíòåöåäåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acde(0 < c− e & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & a ≤ d + e→
0 < c + d− a)

èç òåîðåìû

∀cde(0 < c− e & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & 0 ≤ d + e→ 0 < c + d)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - êîíñå-
êâåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå èìååò çàãîëîâêà "íå". Íàõîäèòñÿ õàðàêòåðè-
ñòèêà "ëåãêîâèäåòü(D, n)" èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "ëåãêîâè-
äåòü(óñììåíüøå 1)". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà. Â
íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ìåíüøå". Ñïðàâî÷íèê "ïåðåãðóïïèðîâêà" îïðåäåëÿåò
ïî õ12 òðîéêó (A, B, C), òàêóþ, ÷òî âîçìîæíà ïåðåãðóïïèðîâêà A - ÷ëåíîâ îïå-
ðàíäîâ îòíîøåíèÿ õ13 èç îäíîé ÷àñòè â äðóãóþ ñ èçìåíåíèåì çíàêà B, ïðè÷åì
C - åäèíèöà îïåðàöèè A. Â íàøåì ñëó÷àå ýòà òðîéêà èìååò âèä (ïëþñ, ìèíóñ,
0).

Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò è êàæäûé èç àíòåöå-
äåíòîâ ñïèñêà õ15 èìååò îäíèì èç ñâîèõ îïåðàíäîâ êîíñòàíòó C. Ïåðåìåííîé
õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà êîíñåêâåíòà, êîòîðûé ðàâåí C,
ïåðåìåííîé õ17 - âõîæäåíèå äðóãîãî îïåðàíäà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò çàãî-
ëîâîê A. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "c+d". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îáà îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ17 ñóòü ïåðåìåííûå. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå îäíîãî èç îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ17, ïåðåìåííîé õ20 - ïåðåìåííàÿ
íà ýòîì âõîæäåíèè. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 - ïåðåìåííàÿ d. Âûáèðàåòñÿ ïåðå-
ìåííàÿ õ21, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ
a.

Â ñïèñêå õ15 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ23, ñîäåðæàùåå ïåðåìåííóþ õ20. Â íà-
øåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèå "0 ≤ d+e". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå îïåðàíäà óòâåðæäåíèÿ õ23, ðàâíîãî C, ïåðåìåííîé õ25 - âõîæäåíèå äðóãîãî
îïåðàíäà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê ïîäòåðìà õ25 ðàâåí A. Ïåðåìåííîé õ26
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ25, ðàâíîãî õ20. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî äðóãèì îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ25 ñëóæèò íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ28. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ e. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìå-
íû âõîæäåíèÿ õ24 â òåðì õ23 íà ïåðåìåííóþ õ21, ïåðåìåííîé õ30 - ðåçóëüòàò
çàìåíû âõîæäåíèÿ õ19 â òåðì õ10 íà âûðàæåíèå "A(õ20, B(õ21))". Â íàøåì
ïðèìåðå õ29 èìååò âèä "a ≤ d + e", õ30 - âèä "0 < c + (d− a)".

Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ñïèñêå õ9 óòâåðæäåíèÿ õ23
íà óòâåðæäåíèå õ29. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ32 è êîíñåêâåí-
òîì õ30. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà",
ïîñëå ÷åãî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé
"ëåãêîâèäåòü(D, m)". Çäåñü m - íîìåð àíòåöåäåíòà õ29. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî õàðàêòåðèçàòîð âûäàåò òàêóþ õàðàêòåðèñòèêó.
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3.120 Õàðàêòåðèñòèêà "òðèãàðãóìåíò"

Õàðàêòåðèñòèêîé "òðèãàðãóìåíò(N)"ñîïðîâîæäàþòñÿ òîæäåñòâà, ïðåîáðàçóþùèå òåðì
ñ äâóìÿ îïåðàöèÿìè îò ïåðåìåííûõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé óíèôèöèðóåìûå àðãó-
ìåíòû, â òåðì, èìåþùèé äâà íîâûõ âûðàæåíèÿ ñ óíèôèöèðóåìûìè àðãóìåíòàìè,
îòëè÷àþùèìèñÿ îò èñõîäíûõ. N - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ çàìåíÿåìîé
÷àñòè

1. Ïîïûòêà ïðîâàðüèðîâàòü çàìåíÿåìóþ ÷àñòü òîæäåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ − sin c + sin b = 2 sin((b− c)/2) cos((b + c)/2))

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ sin a + sin b = 2 sin((a + b)/2) cos((a− b)/2))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ sin(−a) = − sin a)

Õàðàêòåðèñòèêà - "òðèãàðãóìåíò(âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Âíóòðè íåãî ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11
íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â
íàøåì ïðèìåðå õ11 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "sin a". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"ïåðåñòàíîâêè" îïðåäåëÿåò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò íå áîëåå òðåõ ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâà-
èâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå õàðàêòåðèñòèêè
äîïîëíèòåüíîé òåîðåìû, èìåþùåé çàãîëîâîê "ñîêðàù" ëèáî "íîðìàëèçàöèÿ",
îòíîñèòåëüíî êîòîðîé õ16 - çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäå-
ëÿåò ðåçóëüòàò õ18 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "íîðìòåîðåìà" è "òåî-
ðñâåðòêà", ïîñëå ÷åãî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Åìó ïåðåäàåòñÿ òîëüêî
õàðàêòåðèñòèêà ñ çàãîëîâêîì "òðèãàðãóìåíò".

3.121 Õàðàêòåðèñòèêà "óìåíüøåíèå"

Õàðàêòåðèñòèêîé "óìåíüøåíèå(N)"ñîïðîâîæäàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, èñêëþ÷àþùèå
ñèìâîëû ñ íàèáîëüøåé îöåíêîé ñëîæíîñòè. N - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Âûâîä òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè èç ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðàâåíñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀af (a− set & f −ôóíêöèÿ & íåïåðåñåê(a,Val(f))→ ïðîîáðàç(f, a) = ∅)
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èç òåîðåìû

∀af (a− set & f −ôóíêöèÿ→ ïðîîáðàç(f, a) = ∅ ↔ íåïåðåñåê(a,Val(f)))

Õàðàêòåðèñòèêà - "óìåíüøåíèå(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå ñ çàãîëîâêîì "ðàâíî". Ïåðåìåí-
íîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåãî óòâåðæäå-
íèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè ñóòü ýëåìåíòàðíûå óòâåðæäåíèÿ. Ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû è óòâåð-
æäåíèÿ õ11, à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò õ10. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà,
ïðè÷åì äîïóñêàþòñÿ òîëüêî õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêîì "íîðìàëèçàöèÿ".

2. Ïîïûòêà ðàçâåðòêè è ñâåðòêè çàìåíÿþùåãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýêâè-
âàëåíòíîñòè àëüòåðíàòèâíîé êâàíòîðíîé ðàñøèôðîâêè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ac(a− set & îãðñíèçó(a) & ¬(a = ∅) & a ⊆ R→ c = inf(a)↔ c− ÷èñëî &
íèæíÿÿãðàíü(c, a) & ∀e(c < e & e− ÷èñëî→ ∃d(d < e & d ∈ a)))

èç òåîðåìû

∀ac(a− set & îãðñíèçó(a) & ¬(a = ∅) & a ⊆ R→ c = inf(a)↔
íàèáîëüøèé(c, setb(íèæíÿÿãðàíü(b, a))))

Õàðàêòåðèñòèêà - "óìåíüøåíèå(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå ñ çàãîëîâêîì "ðàâíî". Ïåðåìåí-
íîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî íå ñî-
äåðæèò êâàíòîðîâ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ðåøà-
åòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ12 è åäèíñòâåííûì óñëîâèåì õ11. Öåëè
çàäà÷è - "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò", "ðåäàêöèÿ", "ðàçâåðòêà". Îòâåò ïðèñâàèâà-
åòñÿ ïåðåìåííîé õ14. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

c− ÷èñëî & ∀d(d ∈ a→ c ≤ d) & ∀e(c < e & e− ÷èñëî→ ∃d(d < e & d ∈ a))

Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ
õ14. Çàòåì ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ12 è óñëîâèÿìè õ15. Öå-
ëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò", "ðåäàêöèÿ", "òåîðåìà", "ñâåðòêà". Îòâåò
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ17 ñîäåðæèò êâàíòîð. Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ12, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýê-
âèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ10 è õ17. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Èçâëå÷åíèå ïîäñëó÷àÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, ó êîòîðîé â çàìåíÿþùåé ÷àñòè ðàñïî-
ëîæåíà àëüòåðíàòèâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(C = D) & ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD) & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà→ îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(AB),
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âåêòîð(CD))↔ A ∈ îòðåçîê(BC) & òî÷êàëó÷à(C, D,B) ∨ C ∈ îòðåçîê(AD) &
òî÷êàëó÷à(A, B, D))

èç òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(C = D) & A−òî÷êà& B−òî÷êà& C−òî÷êà& D−òî÷êà→
îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(AB), âåêòîð(CD))↔ ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD)) &
ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) & îäíàñòîðîíà(B, D, ïðÿìàÿ(AC)) ∨
(A ∈ îòðåçîê(BC) & òî÷êàëó÷à(C, D,B) ∨ C ∈ îòðåçîê(AD) &
òî÷êàëó÷à(A, B, D)) & ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD))

Õàðàêòåðèñòèêà - "óìåíüøåíèå(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò
çàãîëîâîê "èëè". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê äèçúþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ ýòîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ11, ïåðå-
ìåííîé õ13 - âòîðîãî. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òàêèõ ýëåìåíòàð-
íûõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ12, ÷òî èõ îòðèöàíèå âõîäèò â ñïèñîê õ13. Â íàøåì
ïðèìåðå ñïèñîê õ14 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "¬(ïðÿìàÿ(AB) =
ïðÿìàÿ(CD))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ14 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç
íèõ ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê õ14, à ïåðåìåííîé õ17 - êîíúþíêöèÿ
íå âîøåäøèõ â õ14 óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ12. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îòðèöàíèé óòâåðæäåíèé íàáîðà õ14, à ïåðåìåííîé õ17
- êîíúþíêöèÿ íå âîøåäøèõ â õ16 óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå
ðàññìàòðèâàåòñÿ âòîðîé ñëó÷àé. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé
ñóòü óòâåðæäåíèÿ ñïèñêîâ õ15 è õ16, à êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü çàìåíÿå-
ìîé ÷àñòè òåîðîåìû óòâåðæäåíèþ õ17. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Ïîïûòêà ðàçðåøåíèÿ çàìåíÿþùåé ÷àñòè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé - îïåðàíäà
ñàìîé ñëîæíîé îïåðàöèè áåñïîâòîðíîé çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ b < |a| ↔ a < −b ∨ b < a)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ b < |a| ↔ b < a ∨ b < −a)

Õàðàêòåðèñòèêà - "óìåíüøåíèå(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå, Ïåðåìåííîé õ11 - çà-
ìåíÿþùåå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ11 èìååò çàãîëîâîê "èëè". Ïåðå-
ìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10
áåñïîâòîðíî è èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì õ14 ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè. Â
íàøåì ïðèìåðå õ14 - âûðàæåíèå |a|. Ðàññìàòðèàåòñÿ îïåðàíä õ16 âûðàæåíèÿ,
ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïåðåìåííóþ. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ãëóáèíà âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé õ16 â óòâåðæäåíèå õ10 áîëüøå 1.
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ìèíèìàëüíûõ óòâåðæäåíèé, èç êîòîðûõ



1096 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

õ11 ïîñòðîåíî ïðè ïîìîùè ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê "è", "èëè", "íå", "ýêâèâàëåíòíî".
Â íàøåì ïðèìåðå õ17 ñîñòîèò èç äâóõ óòâåðæäåíèé "b < a" è "a < b". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî â ñïèñêå õ17 èìååò óòâåðæäåíèå, ãëóáèíà âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé õ16
â êîòîðîå áîëüøå 1. Ñïèñîê õ12 ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ18 óòâåðæäåíèé,
ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ16, è ïîäñïèñîê õ19 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ðåøà-
åòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ õ19, à óñëîâèÿ -
óòâåðæäåíèÿ õ18 è óòâåðæäåíèå õ11. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿ-
ìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ16". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ22. Â íàøåì
ïðèìåðå îí èìååò âèä "a < −b & a− ÷èñëî ∨ b < a & a− ÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò óäàëåíèÿ óòâåðæäåíèé õ12 èç ñïèñêà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ
õ22. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ12, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé
ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèÿ õ10 êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ23. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà
ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "ãëóá(õ16 âòîðîéòåðì)".

5. Ïåðåíåñåíèå â àíòåöåäåíòû âñåõ àëüòåðíàòèâíûõ ïîäóòâåðæäåíèé äèçúþíêöèè,
êðîìå îäíîãî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(0 < b− a & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ 0 ≤ −b + |a| ↔ a + b ≤ 0)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ 0 ≤ −b + |a| ↔ a + b ≤ 0 ∨ 0 ≤ a− b)

Õàðàêòåðèñòèêà - "óìåíüøåíèå(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå, Ïåðåìåííîé õ11 - çà-
ìåíÿþùåå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ11 èìååò çàãîëîâîê "èëè". Ïåðå-
ìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ13 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ11. Â íåì âûáèðàåòñÿ
óòâåðæäåíèå õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "a+ b ≤ 0". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ13. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê îòðèöàíèé óòâåðæäåíèé õ15, ïåðåìåííîé õ17 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ
óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ16 ê ñïèñêó õ12. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâà-
ëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ10 è õ14. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îá-
ðàáîòêè ñïèñêà õ17 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîû
óòâåðæäåíèé õ18. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ19 è êîíñå-
êâåíòîì õ18. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Ïîïûòêà îáúåäèíèòü ýêâèâàëåíòíîñòü èñêëþ÷åíèÿ ñëîæíîãî ïîíÿòèÿ ñ ñîêðà-
ùåíèåì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abdfhi(¬(d = 0) & ¬(f = 0) & ¬(i = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
f − ÷èñëî & h− ÷èñëî & i− ÷èñëî→ ah/(di) = bh/(fi)↔ h = 0 ∨ af = bd)
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èç òåîðåìû

∀abdf (¬(d = 0) & ¬(f = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî & f − ÷èñëî→
af = bd↔ a/d = b/f)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abe(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ a = e ∨ b = 0↔ ab = be)

Õàðàêòåðèñòèêà - "óìåíüøåíèå(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå. Âíóòðè íåãî âûáè-
ðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà; ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâà-
åòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "af", õ12
- ñèìâîë "óìíîæåíèå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñîêðàùòåîð" îïðåäåëÿåò
ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìå-
åò õàðàêòåðèñòèêó õ16 ñ çàãîëîâêîì "èëè" ëèáî "è". Äàëåå ïðåäïðèíèìàåòñÿ
ïåðåîáîçíà÷åíèå ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïðåìåííûå, íå âõîäÿ-
ùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó, è ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ13. Â íàøåì
ïðèìåðå õ13 èìååò âèä:

∀ceg(c− ÷èñëî & e− ÷èñëî & g − ÷èñëî→ c = g ∨ e = 0↔ ce = eg)

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ13. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïðàâàÿ ÷àñòü. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü òåîðåìû
õ13, ïåðåìåííîé õ21 - ñïèñîê åå àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê îïåðàíäîâ çàìåíÿþùåé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé. Â
íàøåì ïðèìåðå õ22 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé c = g è e = 0. Ïåðåìåííîé õ23 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ22, èìåþùèé åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð õ25. Â íàøåì
ïðèìåðå õ23 èìååò âèä "e = 0", õ25 - ïåðåìåííàÿ e. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâà-
èâàåòñÿ äðóãîé ýëåìåíò ñïèñêà õ22, ïåðåìåííîé õ27 - ñïèñîê åãî ïàðàìåòðîâ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ27 èìååò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ è ÷òî ïåðåìåííàÿ
õ25 èìååò áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ â óòâåðæäåíèå õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæ-
äàÿ ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ27 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â óòâåðæäåíèå õ19.
Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ âõîæäåíèé â óòâåðæäåíèå õ19, îïå-
ðàíäîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ25. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íà âñåõ âõîæäå-
íèÿõ ñïèñêà õ28 ðàñïîëîæåíà îäíà è òà æå àññîöèàòèâíàÿ è êîììóòàòèâíàÿ
äâóìåñòíàÿ îïåðàöèÿ õ29. Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðàöèÿ "óìíîæåíèå". Îïðåäå-
ëÿåòñÿ åèíèöà E îïåðàöèè õ29. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîä-
ñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå õ19 åäèíèöû E âìåñòî ïåðåìåííîé õ25, à ïåðåìåííîé
õ32 - ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåðìà õ31 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ21 îïåðàòîðàìè
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå õ32 èìååò âèä "c = g". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" òåðìîâ õ32 è õ26 ñîâïàäàþò. Ïå-
ðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ - îòëè÷íûõ îò ïåðåìåííîé õ25
îïåðàíäîâ âõîæäåíèé íàáîðà õ28. Â íàøåì ïðèìåðå - ñïèñîê c, g. Ïåðåìåííîé
õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ26.

Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ34, óíèôèöèðóþùàÿ óòâåð-
æäåíèÿ õ26 è õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - c = g è af = bd. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâà-
èâàåòñÿ âûðàæåíèå, ïîäñòàâëÿåìîå ïîäñòàíîâêîé S âìåñòî ïåðâîé ïåðåìåííîé
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ïàðû õ33, ïåðåìåííîé õ37 - âìåñòî âòîðîé ïåðåìåííîé ýòîé ïàðû. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ36 èìååò âèä af , õ37 - âèä bd. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáà âûðàæåíèÿ õ36 è õ37
èìåþò çàãîëîâîê õ29.

Ñîçäàþòñÿ íàêîïèòåëè õ38, õ39 è õ40. Ïåðâûé èç íèõ èíèöèèðóåòñÿ ïàðîé ïó-
ñòûõ ñëîâ, äâà äðóãèõ - ïóñòûìè ñëîâàìè. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ çà-
ìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ42 - ñïèñîê ïåðåìåííûõ
èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ13.

Äàëåå íà÷èíàåòñÿ öèêë çàïîëíåíèÿ íàêîïèòåëåé. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âõîæäåíèÿ
õ43 êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ36, à òàêæå âõîæäåíèÿ õ45 êîðíåâûõ îïåðàí-
äîâ òåðìà õ37. Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ ïî âõîæäåíèþ õ43, à
ïåðåìåííîé õ46 - ïåðåìåííàÿ ïî âõîæäåíèþ õ45. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè ìàêñè-
ìàëüíûõ ïîäâûðàæåíèé óòâåðæäåíèÿ õ41 íå ñóùåñòâóåò òàêîãî, êîòîðîãî îä-
íîâðåìåííî ñîäåðæèò ïåðåìåííûå õ44 è õ46. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûé íàáîð
íàêîïèòåëÿ õ38 íå ñîäåðæèò íè îäíîé èç ïåðåìåííûõ õ44 è õ46. Âûáèðàåòñÿ ïå-
ðåìåííàÿ õ47, íå âõîäÿùàÿ â ñïèñîê õ42. Îíà ñðàçó æå çàíîñèòñÿ â ñïèñîê õ42.
Â ïåðâûé íàáîð íàêîïèòåëÿ õ38 äîáàâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå õ44 è õ46, à âî âòîðîé
íàáîð - òåðìû "õ29(õ47, õ44)" è "õ29(õ47, õ46)". Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ47 âìåñòî ïåðåìåííîé õ25 â óòâåðæäåíèå
õ23, ïîñëå ÷åãî ýòîò ðåçóëüòàò äîáàâëÿåòñÿ ê íàêîïèòåëþ õ39. Ïåðåìåííîé õ49
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ47 âìåñòî ïåðåìåí-
íîé õ25 âî âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ21, êîòîðûå ñîäåðæàò òîëüêî ïåðåìåííóþ
õ25. Óòâåðæäåíèÿ ýòîãî ñïèñêà äîáàâëÿþòñÿ ê íàêîïèòåëþ õ40.

Ïî çàâåðøåíèè öèêëà âñå ïåðåìåííûå, íà÷èíàÿ ñ õ42, ñíîâà ñòàíîâÿòñÿ íå îïðå-
äåëåíû. Â íàøåì ïðèìåðå ïåðâûé íàáîð íàêîïèòåëÿ õ38 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ
a, b, f, d, âòîðîé íàáîð - èç âûðàæåíèé ha, hb, if , id. Íàêîïèòåëü õ39 ñîñòîèò èç
óòâåðæäåíèé "h = 0", "i = 0", íàêîïèòåëü õ40 - èç óòâåðæäåíèé "h − ÷èñëî",
"i− ÷èñëî".

Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìîâ âòîðîãî íàáîðà
ïàðû õ38 âìåñòî ïåðåìåííûõ ïåðâîãî íàáîðà â óòâåðæäåíèå õ41. Â íàøåì ïðè-
ìåðå ïîëó÷àåòñÿ "ha/(id) = hb/(if)". Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ðåçóëüòàòà îáðàáîòêè óòâåðæäåíèÿ õ42 îïåðàòîðîì "Ñïóñêîïåðàí-
äîâ" ðåçóëüòàòó ñîåäèíåíèÿ çàãîëîâêîì õàðàêòåðèñòèêè õ16 (ò.å. êîíúþíêöèåé
ëèáî äèçúþíêöèåé) ñïèñêà óòâåðæäåíèé õ39, ïîïîëíåííîãî óòâåðæäåíèåì õ10.
Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ40 ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè âòîðîãî íàáîðà íàêîïèòåëÿ õ38 âìåñòî ïåðâîãî ê àíòå-
öåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû. Íàêîíåö, ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ45 è êîíñåêâåíòîì õ44. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "ïîëíûåïîñûëêè" è
"íîðìòåîðåìà", ïîñëå ÷åãî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Ýòà òåîðåìà ñîïðî-
âîæäàåòñÿ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "óìåíüøåíèå(âòîðîéòåðì)".

2. Ïîïûòêà óñèëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ïóòåì ïåðåáðîñêè àíòåöåäåíòà â êîíúþíê-
òèâíûå ÷ëåíû çàìåíÿþùåé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî→ (a = b ∨ b = −a) & b− ÷èñëî & b ≤ 0↔ b = −|a|)
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èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & b ≤ 0→ a = b ∨ b = −a↔ b = −|a|)

Õàðàêòåðèñòèêà - "óìåíüøåíèå(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî
ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì íåêîòîðîé ïåðåìåííîé õ13 âûðàæåíèþ, íå ñîäåðæàùåìó
ýòîé ïåðåìåííîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - ïåðåìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Îí ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ15 óòâåðæäåíèé,
ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ13, è ïîäñïèñîê õ16 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ15 íåïóñò. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé
"b ≤ 0" è "b− ÷èñëî". Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ,
÷òî êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ15 - ñëåäñòâèå ðàâåíñòâà õ10 è óòâåðæäåíèé õ16.
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ çàìåíÿþùåãî óòâåðæäåíèÿ òåîðå-
ìû è óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ15. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16,
êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ10 è õ19. Îíà
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïåðåõîä îò ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðàâåíñòâà ÷èñëîâîãî àòîìà ê ýêâèâàëåíòíîñòè
äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷èñëîâûì àòîìîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀adef (¬(a = ∅) & ¬(d = 0) & a− set & a ⊆ R & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî &
f − ÷èñëî & îãðñíèçó(a)→ f = e + d · inf(a)↔ íàèáîëüøèé((f − e)/d,
setb(íèæíÿÿãðàíü(b, a))))

èç òåîðåìû

∀ac(a− set & îãðñíèçó(a) & ¬(a = ∅) & a ⊆ R→ c = inf(a)↔
íàèáîëüøèé(c, setb(íèæíÿÿãðàíü(b, a))))

Õàðàêòåðèñòèêà - "óìåíüøåíèå(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî íåêîòîðîé ïåðåìåííîé õ13 âûðàæåíèþ õ14, íå
ñîäåðæàùåìó ýòîé ïåðåìåííîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - ïåðåìåííàÿ c, õ14 -
âûðàæåíèå "inf(a)". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 - ÷èñëîâîé àòîì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èç îáúåäèíåíèÿ ñïèñêà õ15
ñî ñïèñêîì êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ïðè ïî-
ìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî íå óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî õ13 - öåëîå ÷èñëî.

Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå A, B, C, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííûå d, e, f . Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî "A·õ14
+B = C". Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "d · inf(a) + e = f". Ïåðåìåííîé õ19
ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "(C − B)/A". Â íàøåì ïðèìåðå - "(d− e)/f". Ïåðå-
ìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â çàìåíÿþùóþ ÷àñòü òåîðå-
ìû âûðàæåíèÿ õ19 âìåñòî ïåðåìåííîé õ13, ïåðåìåííîé õ21 - ýêâèâàëåíòíîñòü
óòâåðæäåíèé õ18 è õ20. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîä-
ñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû õ15 âûðàæåíèÿ õ19 âìåñòî ïåðåìåííîé õ13, ê êîòîðîìó
äîáàâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "A− ÷èñëî", "B− ÷èñëî", "C − ÷èñëî", "¬(A = 0)".



1100 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ22 è êîíñåêâåíòîì õ21. Îíà îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê
îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

4. Èñêëþ÷åíèå îïåðàöèè òèïà "îòðèöàíèå", åñëè îíà âñòðå÷àåòñÿ íàä âñåìè âõî-
æäåíèÿìè çàäàííîé ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcd(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & 0 ≤ d→ 0 ≤ b + d|c| ↔ 0 ≤ b + cd ∨
0 ≤ b− cd)

èç òåîðåìû

∀bcd(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & 0 ≤ d→ 0 ≤ d|c| − b↔ b + cd ≤ 0 ∨
0 ≤ cd− b)

Õàðàêòåðèñòèêà - "óìåíüøåíèå(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå. Â íåì ðàññìàòðèâà-
åòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà, èìåþùåãî ðîâíî îäèí êîðíå-
âîé îïåðàíä - íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - âõîæäåíèå
ïîäòåðìà "−b", õ12 - ïåðåìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî
âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "ìèíóñ". Ñïðàâî÷íèê "îòðèöàíèå" ïðîâå-
ðÿåò, ÷òî äâóêðàòíîå ïðèìåíåíèå îïåðàöèè õ13 â åå î.ä.ç. íå èçìåíÿåò èñõîä-
íîãî çíà÷åíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé õ12 â òåðì õ10 ñóòü
êîðíåâûå îïåðàíäû îïåðàöèé õ13. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòå-
öåäåíòîâ òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â êàæäîì ñîäåðæàùåì õ12 óòâåðæäåíèè
ñïèñêà õ14, èìåþùåì áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé õ12 ëèáî ñîäåðæàùå-
ãî îòëè÷íóþ îò õ12 ïåðåìåííóþ, âñå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé õ12 ñóòü îïåðàíäû
îïåðàöèé õ13. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè
âûðàæåíèÿ "õ13(õ12)"âìåñòî ïåðåìåííîé õ12 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ14. Ïåðå-
ìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â êîíñåêâåíò òåîðå-
ìû. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ15 è êîíñåêâåíòîì õ16. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà", ïîñëå ÷åãî
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû. Èñõîäíàÿ
òåîðåìà ïîìå÷àåòñÿ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå".

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîé òåîðåìû

1. Ñâåäåíèå ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé çàìåíÿåìîãî óòâåðæäåíèÿ ê
ðàçðåøåíèþ îòíîñèòåëüíî ýòîé ïåðåìåííîé çàìåíÿþùåãî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cd(¬(d− 1 = 0) & 0 < c & 0 < d & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ logd c = −1↔
¬(c = 1) & d = 1/c)

èç òåîðåìû

∀cd(¬(d− 1 = 0) & 0 < c & 0 < d & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ logd c = −1↔
c = 1/d)
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Õàðàêòåðèñòèêà - "óìåíüøåíèå(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî
ýëåìåíòàðíî è áåñïîâòîðíî. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùåå óòâåð-
æäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé
õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð àòîìàðíûõ óòâåðæäåíèé, èç êîòîðûõ õ11 ïîñòðîåíî
ïðè ïîìîùè ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííî-
ãî óòâåðæäåíèÿ "c = 1/d". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì
ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè, è ýòîò ïîäòåðì ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ14. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ14 èìååò âèä "logd c". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
òåðìà õ14 â óòâåðæäåíèå õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì îïå-
ðàíäîì óòâåðæäåíèÿ õ10. Ñðåäè ïàðàìåòðîâ òåðìà õ10 âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ
õ17, ãëóáèíà âõîæäåíèÿ êîòîðîé â õ10 áîëüøå 1. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ
d. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ17 â òåðì õ10 åäèíñòâåííîå. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ12 èìååò òàêîå, ÷òî ãëóáèíà âõîæäåíèÿ
â íåãî ïåðåìåííîé õ17 áîëüøå åäèíèöû.

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðå-
ìåííîé õ19 - ñïèñîê íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííîé õ17 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ18.
Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèå èç ñïèñêà õ18 óòâåðæäåíèé
õ19 è äîáàâëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ11. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè
õ19 è óñëîâèÿìè õ20. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðî-
ñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ17". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "0 < c", "c−÷èñëî",
óñëîâèÿ - "¬(d− 1 = 0)", "0 < d", "d− ÷èñëî", "c = 1/d". Íåèçâåñòíàÿ - d.

Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ22. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "¬(c =
1) & d = 1/c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Çàòåì ðå-
øàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ18, åäèíñòâåííûì óñëîâèåì êîòîðîé
ñëóæèò óòâåðæäåíèå õ22. Öåëè çàäà÷è - "ðåäàêöèÿ", "íåèçâåñòíûå õ17". Îòâåò
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ24. Â íàøåì ïðèìåðå èñõîäíîå óòâåðæäåíèå õ22 íå
èçìåíÿåòñÿ. Äàëåå ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ18, êîíñåêâåíòîì
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ10 è õ24. Îíà îáðàáàòûâàåò-
ñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé
õàðàêòåðèñòèêîé "ãëóá(õ17 âòîðîéòåðì)".

Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì

1. Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì, îòëè÷àþùèõñÿ çàìåíÿþùèìè ÷àñòÿìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acd(a− ÷èñëî & d− ÷èñëî & c− ÷èñëî & ¬(d = 0)→ c/d < a↔ d < 0 &
ad < c ∨ 0 < d & c < ad)

èç òåîðåìû

∀bcd(c < 0 & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ bc < d↔ d/c < b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀acd(0 < d & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ c < ad↔ c/d < a)
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Õàðàêòåðèñòèêà - "óìåíüøåíèå(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - çà-
ìåíÿåìîå. Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, îòëè÷íàÿ îò èñ-
õîäíîé è èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòèêó "óìåíüøåíèå(N)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâà-
èâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå äëèíà
ðàâíà äëèíå óòâåðæäåíèÿ õ11. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâàÿ ñâÿ-
çûâàþùàÿ ïðèñòàâêà èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà âêëþ÷àåòñÿ â
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ11. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâàÿ
ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà âêëþ-
÷àåòñÿ â ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå â áëîêàõ
âûâîäà èñõîäíîé è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåì ýëåìåíòà "ñêëåéêà", óêàçûâàþùåãî,
÷òî îíè óæå áûëè îáîáùåíû ðàíåå ïóòåì ñêëåéêè ñ äðóãèìè òåîðåìàìè. Íàõî-
äèòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ18, ïåðåâîäÿùàÿ óòâåðæäåíèå õ11 â
õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïîäñòàíîâêà îñóùåñòâëÿåò ïåðåîáîçíà÷åíèå ïåðåìåí-
íûõ áåç èõ îòîæäåñòâëåíèé.

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðå-
ìåííîé õ22 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ23
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä" ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíå-
íèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì íàáîðà õ21. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä" óòâåðæäåíèé íàáîðà õ22. Ïåðåìåí-
íîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ23 è õ24, ïåðåìåííîé õ26 - ðàçíîñòü
ñïèñêîâ õ24 è õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáå ýòè ðàçíîñòè îäíîýëåìåíòíû. Ïóñòü
A, B - èõ ýëåìåíòû. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ õ23
è õ24. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê
óòâåðæäåíèþ õ10.

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé A è õ28
ñ êîíúþíêöèåé óòâåðæäåíèé B è çàìåíÿþùåé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé A, B. Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ29 èìååò âèä "d < 0 & ad < c ∨ 0 < d & c < ad)", õ30 - âèä "d < 0 ∨ 0 < d".
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîûëêàìè õ27 è åäèíñòâåííûì óñëîâèåì õ30.
Öåëè çàäà÷è - "ñâåðòêà", "è", "ðåäàêöèÿ". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ32. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "¬(d = 0)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå
õ32 ýëåìåíòàðíî è îòëè÷íî îò óòâåðæäåíèé A, B. Â áëîêè âûâîäà èñõîäíîé è
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåì çàíîñèòñÿ ýëåìåíò "ñêëåéêà". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëè-
êàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ27 è óòâåðæäåíèå
õ32, à êîíñåêâåíòîì - ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ17 è õ29. Ýòà èìïëèêàöèÿ
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Ãðóïïèðîâêà â ëåâîé ÷àñòè çàìåíÿþùåãî äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ âñåõ íåíóëå-
âûõ ÷ëåíîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(¬(c = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ a = b/c↔ b− ac = 0)

èç òåîðåìû
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∀abc(¬(c = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ b = ac↔ a = b/c)

Õàðàêòåðèñòèêà - "óìåíüøåíèå(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò ðîâíî äâà îïåðàíäà. Ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà "ïåðåãðóï-
ïèðîâêà" óñìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïåðåãðóïïèðîâêè âñåõ íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ
êîíñåêâåíòà â åãî ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé
ïåðåãðóïïèðîâêè. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé òàêèå æå, êàê ó
èñõîäíîé òåîðåìû, à êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü çàìåíÿåìîé ÷àñòè èñõîäíîé
òåîðåìû óòâåðæäåíèþ õ15. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ
åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "óïðîùÓìíîæåíèå(âòîðîéòåðì)".

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé
÷àñòè

1. Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcd(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & 0 ≤ d→ 0 ≤ d|c| − b↔ b + cd ≤ 0 ∨
0 ≤ cd− b)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ b ≤ |a| ↔ b ≤ a ∨ b ≤ −a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & 0 ≤ b→ b|a| = |ab|)

Õàðàêòåðèñòèêà - "óìåíüøåíèå(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Âíóòðè íåãî âû-
áèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíáóêâåííîãî ñîáñòâåííîãî ïîäòåðìà òåðìà õ10. Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - âû-
ðàæåíèå "|a|", õ12 - ñèìâîë "ìîäóëü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðîùèìï"
îïðåäåëÿåò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ12. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ íàïðàâ-
ëåíèå çàìåíû äëÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïðè êîòîðîì õ16 îêàçûâàåòñÿ çàìå-
íÿåìîé ÷àñòüþ. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ18 ïðåîáðàçîâà-
íèÿ âõîæäåíèÿ õ11 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû,
ïðèìåíÿåìîé â íàïðàâëåíèè õ17. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðå-
îáðàçîâàíèÿ òåîðåìû õ18 îïåðàòîðàìè "Ñïóñêîïåðàíäîâ" è "äåìîäèôèêàöèÿ".
Â íàøåì ïðèìåðå õ19 èìååò âèä:

∀bcd((cd)−÷èñëî& b−÷èñëî& c−÷èñëî& d−÷èñëî& 0 ≤ d→ b ≤ d|c| ↔ b ≤ cd ∨
b ≤ −cd)
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Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ19, ïåðåìåííîé
õ21 - ïàðà ëåâûõ ÷àñòåé ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ19. Ïåðåìåí-
íîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ20 îïåðàòîðîì "íîðìàí-
òåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ21. Ïåðåìåííîé õ23 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïàðà ðåçóëüòàòîâ óïðîùåíèÿ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ21 îòíîñèòåëüíî
ïîñûëîê õ20 çàäà÷àìè íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòèï ðåçóëüòàòû
ðàçëè÷íû. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ22, êîíñåêâåíòîì êî-
òîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ23. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðà-
òîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.122 Õàðàêòåðèñòèêà "óìåíüøñëîæí"

Õàðàêòåðèñòèêîé "óìåíüøñëîæí(N)"ñîïðîâîæäàþòñÿ òîæäåñòâà, îäíîâðåìåííî óìåíü-
øàþùèå ÷èñëî âûðàæåíèé ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè è ïðèâîäÿùèå ê áîëåå ïðîñòûì
òàêèì âûðàæåíèÿì. N - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëü-
íîãî òîæäåñòâà

1. Ïîïûòêà èñêëþ÷èòü êîðíåâóþ íå ñàìóþ ñëîæíóþ îïåðàöèþ çàìåíÿåìîãî òåð-
ìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀de(d − ÷èñëî & e − ÷èñëî & 0 ≤ e →
√

2
√

e + 2
√

e + d2 =
√

d +
√

e + d2 +√
−d +

√
e + d2)

èç òåîðåìû

∀de(d − ÷èñëî & e − ÷èñëî & 0 ≤ e → (
√

d +
√

e + d2 +
√
−d +

√
e + d2)2 =

2
√

e + 2
√

e + d2)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & 0 ≤ a & ¬(b = 0)→ (ab)1/b = a)

Õàðàêòåðèñòèêà - "óìåíüøñëîæí(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäå-
íèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò íå ìåíåå äâóõ êîð-
íåâûõ îïåðàíäîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ11,
ïàðàìåòðû êîòîðîãî íå âñòðå÷àþòñÿ â äðóãèõ îïåðàíäàõ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ11, ïåðåìåííîé õ13 - ñïèñîê ïîäòåðìîâ òåðìà õ12, èìå-
þùèõ ìàêñèìàëüíóþ îöåíêó ñëîæíîñòè. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî òðè ðàäèêàëà.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñàì òåðì õ12 íå âñòðå÷àåòñÿ â ñïèñêå õ13. Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ñòåïåíü".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñîêðàùäðîáè" îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âû-
øå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Íàõîäèòñÿ åå êîììåíòàðèé "íîðìàëèçàöèÿ(N)".
Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ çàìåíû N . Âíóòðè õ20 ðàññìàòðèâàåòñÿ
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âõîæäåíèå õ21 ñèìâîëà õ14. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ22
ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ21 â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè èñõîä-
íîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðå-
ãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îáîáùåíèå óïðîùàþùåãî òîæäåñòâà ïóòåì äîìíîæåíèÿ âñåõ ÷ëåíîâ êîðíåâîé
àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè íà äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ade(d − ÷èñëî & e − ÷èñëî & 0 ≤ e & a − ÷èñëî → a
√

2
√

e + 2
√

e + d2 =

a
√

d +
√

e + d2 + a
√
−d +

√
e + d2)

èç òåîðåìû

∀de(d − ÷èñëî & e − ÷èñëî & 0 ≤ e →
√

2
√

e + 2
√

e + d2 =
√

d +
√

e + d2 +√
−d +

√
e + d2)

Õàðàêòåðèñòèêà - "óìåíüøñëîæí(ïåðâûéòåðì)".

Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ó òåîðåìû õàðàêòåðèñòèê ñ çàãîëîâêàìè "íîðìàëèçà-
öèÿ" è "÷èñëàòîì". Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû,
ïåðåìåííîé õ11 - åå çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïëþñ". Ñïðàâî÷íèê
"ñòàíäôîðìà" îïðåäåëÿåò ïî õ11 íàçâàíèå õ12 ñòàíäàðòíîé ôîðìû ñ êîðíåâîé
îïåðàöèåé õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "ñòàíäïëþñ". Ñïðàâî÷íèê "ñòàíääí" îïðåäå-
ëÿåò ïî õ12 ïàðó (F, G), ãäå F - êîðíåâàÿ àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíàÿ îïåðà-
öèÿ, G - âíóòðåííÿÿ àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå
èìååì ïàðó (ïëþñ, óìíîæåíèå). Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ G èìååò åäè-
íèöó. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ10,
ïåðåìåííîé õ17 - ñïèñîê íàáîðîâ G - ÷ëåíîâ âûðàæåíèé õ16. Â íàøåì ïðèìåðå
õ16 ñîñòîèò èç âûðàæåíèé "

√
d +
√

e + d2" è "
√
−d +

√
e + d2)". Âñå ýëåìåíòû

ñïèñêà õ17 ñóòü îäíîýëåìåíòíûå íàáîðû. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðå-
ñå÷åíèå âñåõ íàáîðîâ ñïèñêà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå îíî ïóñòî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
â ñïèñêå õ18 íåò ïåðåìåííîé, âñòðå÷àþùåéñÿ â êàæäîì âûðàæåíèè íàáîðà õ16
îäíîêðàòíî.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ19, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàí-
äàðòèçàöèè âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì G. Â íàøåì ïðèìåðå - "íîðìóìíîæåíèå".
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðîì
õ20 ðåçóëüòàòîâ ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé G íîâîé ïåðåìåííîé õ19 è âûðàæåíèé
ñïèñêà õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ íåèçáûòî÷íîñòü ââîäà íîâîé ïåðåìåííîé õ19.

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðîì
õ20 ðåçóëüòàòîâ ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé G íîâîé ïåðåìåííîé õ19 è âñåâîçìîæ-
íûõ õ11 - ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðàâåíñòâî ðåçóëüòàòà ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ11 âûðàæåíèé íàáîðà õ21 ðåçóëü-
òàòó ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ11 âûðàæåíèé íàáîðà õ22. Ñîõðàíÿåòñÿ îðèåíòàöèÿ
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èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöå-
äåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ñî âñåìè ñîäåðæàùèìè ïåðåìåííóþ õ19 óòâåðæäåíè-
ÿìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ òåðìà õ23 ïî î.ä.ç. Íàêîíåö, ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ26 è êîíñåêâåíòîì õ23. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

3.123 Õàðàêòåðèñòèêà "óïðîùåíèå"

Õàðàêòåðèñòèêîé "óïðîùåíèå(N)"ñîïðîâîæäàþòñÿ òîæäåñòâà, îáåñïå÷èâàþùèå ïå-
ðåõîä ê áîëåå ïðîñòûì â ñìûñëå ñïðàâî÷íèêà "îöåíêà" òåðìàì. N - íàïðàâëåíèå
çàìåíû.

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Îáîçíà÷åíèå ñàìîãî ñëîæíîãî ïîäâûðàæåíèÿ çàìåíÿåìîãî òåðìà âñïîìîãàòåëü-
íîé ïåðåìåííîé, îïðåäåëÿåìîé ÷åðåç ðàâåíñòâî â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− rational & ÷èñëèòåëü(b)− even & |a| = c→ ab = cb)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− rational & ÷èñëèòåëü(b)− even→ |a|b = ab)

Õàðàêòåðèñòèêà - "óïðîùåíèå(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿå-
ìîå âûðàæåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî áåñïîâòîðíî. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâà-
åòñÿ çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî òîæå áåñïîâòîðíî è îòëè÷-
íî îò ïåðåìåííîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè âûðàæåíèÿ õ12 ìåíüøå
îöåíêè ñëîæíîñòè âûðàæåíèÿ õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê ïîäòåðìîâ âûðàæå-
íèÿ õ11, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ îöåíêó ñëîæíîñòè, îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðå-
ìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - "|a|". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî âûðàæåíèå õ14 èìååò äëèíó 2, è ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ îäíîýëå-
ìåíòíûé ñïèñîê åãî ïàðàìåòðîâ. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ16, íå âõîäÿùàÿ â
èñõîäíóþ òåîðåìó.

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ðåøèòü çàäà÷ó íà îïèñàíèå ñ åäèíñòâåííîé ïîñûë-
êîé "èñòèíà", åäèíñòâåííûì óñëîâèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ
õ14 ïåðåìåííîé õ16. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèç-
âåñòíûå õ17", "óïðîñòèòü", "îäç". Åñëè ïîëó÷àåòñÿ îòâåò, îòëè÷íûé îò ñèìâîëà
"îòêàç", íå ñîäåðæàùèé ñèìâîëîâ "ïðèíàäëåæèò", "èëè" è íå èìåþùèé ñâÿ-
çàííûõ ïåðåìåííûõ, òî ïðèìåíåíèå ïðèåìà îòìåíÿåòñÿ. Èíà÷å ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ14 è
õ16. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ òåðìà õ14 â
âûðàæåíèå õ11 íà ïåðåìåííóþ õ16. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ17,
êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ12 è õ19. Îíà ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "îïðíåèçâ N", ãäå N
- íîìåð åå ïîñëåäíåãî àíòåöåäåíòà.
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2. Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî ãðóïïèðîâî÷íîãî òîæäåñòâà äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè, êèìáèíèðóþùåé óðàâíåíèÿ ñ öåëüþ èñêëþ÷åíèÿ ÷àñòè ÷èñ-
ëîâûõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdfgh(a− ÷èñëî & g − rational & d− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(d)− even) &
÷èñëèòåëü(g)− even & |a|db = c→ bfag = h↔ cf |a|g−d = h)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− rational & ÷èñëèòåëü(b)− even→ |a|b = ab)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & b− rational & c− rational &
¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even)→ abac = ab+c)

Õàðàêòåðèñòèêà - "óïðîùåíèå(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäå-
íèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõî-
æäåíèþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ñòåïåíü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"èçâëå÷ïàðàì" îïðåäåëÿåò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ó íåå õàðàêòåðèñòèêè "ãðóïïìíîæèòåëü(N)". Â íàøåì
ïðèìåðå - "ãðóïïìíîæèòåëü(âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìå-
åò ðîâíî äâà îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ
õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèìâîë õ19 àñ-
ñîöèàòèâåí è êîììóòàòèâåí. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ20
ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 â îñíîâíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 èìååò âèä:

∀ade(a− ÷èñëî & (d + e)− rational & ÷èñëèòåëü(d + e)− even & |a| − ÷èñëî &
d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & d− rational & e− rational &
¬(çíàìåíàòåëü(d)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(e)− even)→ |a|d|a|e = ad+e)

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè òåîðåìû õ20. Â
íàøåì ïðèìåðå - ëåâîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò çàãîëîâîê õ19, à ÷èñ-
ëî åå êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ðàâíî 2. Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå A, B, C,D, E, íå
âõîäÿùèå â òåîðåìó õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå b, c, f, g, h. Ïåðåìåí-
íîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ20, ïåðåìåííûì õ28 è õ29
- îïåðàíäû âõîæäåíèÿ õ22. Â íàøåì ïðèìåðå õ27 èìååò âèä "ad+e", õ28 - âèä
"|a|d", õ29 - âèä "|a|e". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåî-
ðåìû õ20. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ íåîäíîáóêâåííûé êîðíåâîé îïåðàíä
âûðàæåíèÿ õ27. Â íàøåì ïðèìåðå - "d + e". Âûáèðàåòñÿ ïàðàìåòð õ33 òåðìà
õ32, íå âõîäÿùèé â òåðì õ28. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ e. Ïåðåìåííîé
õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ30, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåí-
íóþ õ33, ïåðåìåííîé õ35 - îñòàòîê ñïèñêà õ30. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ34 ðàâåíñòâà âûðàæåíèÿ õ32 ïåðåìåííîé D.
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Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ35 è óñëîâèÿìè õ36. Öåëè çàäà-
÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ33". Â íàøåì ïðèìåðå
ïîñûëêè çàäà÷è èìåþò âèä:

"a−÷èñëî", "|a|−÷èñëî", "d−÷èñëî", "d−rational", "¬(çíàìåíàòåëü(d)−even)".

Óñëîâèÿ çàäà÷è èìåþò âèä:

"(d + e) − rational", "÷èñëèòåëü(d + e) − even", "e − ÷èñëî", "e − rational",
"¬(çíàìåíàòåëü(e)− even)", "d + e = g".

Íåèçâåñòíàÿ çàäà÷è - e. Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ38. Â íàøåì
ïðèìåðå îí èìååò âèä:

"g− ÷èñëî & ÷èñëèòåëü(g)− even & (g− d)− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(g− d)−
even) & e = g − d.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", è ïåðåìåííîé õ39 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Â ýòîì ñïèñêå íàõîäèòñÿ ðà-
âåíñòâî õ40 ñ ïåðåìåííîé õ33 â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü. Â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ30 âìåñòî ïåðåìåííîû õ33 ïîäñòàâ-
ëÿåòñÿ âûðàæåíèå õ41, è ê ýòîìó ñïèñêó äîáàâëÿþòñÿ îòëè÷íûå îò õ40 ýëå-
ìåíòû íàáîðà õ39. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñ-
êà õ30 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîû óòâåðæäåíèé
äàííîãî ñïèñêà. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî "õ19(õ28, A) = B",
ïåðåìåííîé õ44 - ðàâåíñòâî "õ19(õ27, A, C) = E", ïåðåìåííîé õ45 - ðàâåí-
ñòâî "õ19(õ29,B, C) = E". Â íàøåì ïðèìåðå õ43 èìååò âèä "|a|db = c", õ44
- âèä "ad+ebf = h", õ45 - "|a|ecf = h". Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ41 âìåñòî ïåðåìåííîé õ33 â ýêâèâàëåíòíîñòü
óòâåðæäåíèé õ44 è õ45 Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îá-
ùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò
óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ42 è óòâåðæäåíèå õ43, à êîíñåêâåíòîì - óòâåðæäåíèå
õ46. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "èñ-
êëàíò(âòîðîéòåðì)".

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Ïîïûòêà íàâåøèâàíèÿ âíåøíåé îïåðàöèè òèïà "âîçâåäåíèå â ñòåïåíü".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdefg(¬(çíàìåíàòåëü(c)− even) & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî &
g − ÷èñëî & c− rational & 0 ≤ e→ (d + feg/2)c(feg/2 − d)c = (egf 2 − d2)c)

èç òåîðåìû

∀bcdf (b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & f − ÷èñëî & 0 ≤ c→
cfd2 − b2 = (b + dcf/2)(dcf/2 − b))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even)→
acbc = (ab)c)
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Õàðàêòåðèñòèêà - "óïðîùåíèå(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿå-
ìàÿ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ11. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ñèìâîë "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà
õ11 ðàâíî 2, à îáùåå ÷èñëî ïåðåìåííûõ òåîðåìû íå ïðåâîñõîäèò 4. Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "ðàçäïàðàì" îïðåäåëÿåò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëü-
íóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ó íåå õàðàêòåðèñòèêè "íîðìàëèçàöèÿ(N)".
Â íàøåì ïðèìåðå - "íîðìàëèçàöèÿ(ïåðâûéòåðì)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâà-
åòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ19 -
çàãîëîâîê ýòîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 - ñèìâîë "ñòåïåíü". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ18 ðàâíî 2, ïðè÷åì îïåðàöèÿ õ19 èìååò
åäèíèöó E. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà âõîæäå-
íèÿ õ18, êîòîðûé èìååò çàãîëîâîê õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ õ19 èìååò
åäèíèöó E ïî îñòàâøåìóñÿ îïåðàíäó õ22 âõîæäåíèÿ õ18. Ïåðåìåííîé õ23 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà
èìååò çàãîëîâîê õ12, ïðè÷åì êàæäûé åå êîðíåâîé îïåðàíä èìååò çàãîëîâîê õ19,
à îïåðàíä ýòîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà, íîìåð êîòîðîãî ðàâåí íîìåðó îïåðàíäó õ22
âõîæäåíèÿ õ18, ñîâïàëàåò ñ ïîäòåðìîì õ22.

Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ24 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ21 äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâî-
äà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû. Èñõîäíàÿ òåîðåìà ïîìå÷àåòñÿ ñèìâîëîì
"èñêëþ÷åíèå".

2. Âûäåëåíèå íåâûðîæäåííîãî ïîäâûðàæåíèÿ ñ óíèêàëüíûì ïàðàìåòðîì è çàìåíà
åãî íà íîâûé ïàðàìåòð.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bc(b− öåëîå & c− öåëîå & 0 ≤ c− b + 1→ card({b, . . . , c}) = c− b + 1)

èç òåîðåìû

∀ac(a− öåëîå & c− öåëîå & 0 ≤ c− a→ card({a + 1, . . . , c}) = c− a)

Õàðàêòåðèñòèêà - "óïðîùåíèå(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11 -
çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå. Âûáèðàåòñÿ ïàðàìåòð õ12 âûðàæåíèÿ õ11, èìåþùèé â
íåì åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåí-
íîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ îòëè÷íûõ îò õ12 ïàðàìåòðîâ àíòåöåäåíòîâ,
ñîäåðæàùèõ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé c.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ12 â òåðì õ11, è ïåðåìåííîé õ14 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ìàêñèìàëüíîãî íàäòåðìà õ15 äàííîãî âõîæäåíèÿ, ïàðà-
ìåòðû êîòîðîãî íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ õ13. Åñëè ïðè ðàñøèðåíèè òåðìà âñòðå÷àåò-
ñÿ àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ, ó êîòîðîé ëèøü ÷àñòü îïåðàíäîâ íå
ñîäåðæàò ïåðåìåííûå ñïèñêà õ13, òî â êà÷åñòâå õ15 áåðåòñÿ ðåçóëüòàò ãðóïïè-
ðîâêè âñåõ òàêèõ îïåðàíäîâ, à õ14 ñòàíîâèòñÿ âõîæäåíèåì ñàìîé îïåðàöèè. Â
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íàøåì ïðèìåðå õ15 - âûðàæåíèå a + 1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ15 íåîä-
íîáóêâåííîå è íå ñîâïàäàåò ñ õ11, ïðè÷åì îöåíêà ñëîæíîñòè åãî ìåíüøå îöåíêè
ñëîæíîñòè âûðàæåíèÿ õ11. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï çíà÷åíèé âûðà-
æåíèé ñ òåì æå çàãîëîâêîì, ÷òî ó õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 - ñèìâîë "÷èñëî".
Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ19, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííàÿ b.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ8 è äâóìÿ óñëîâèÿìè - ðàâåíñòâîì
ïåðåìåííîé õ19 âûðàæåíèþ õ15 è óòâåðæäåíèåì "õ18(õ19)". Öåëè çàäà÷è -
"ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ12". Â íàøåì
ïðèìåðå óñëîâèÿ ñóòü "b = a + 1, b− ÷èñëî". Íåèçâåñòíàÿ - a. Îòâåò ïðèñâàèâà-
åòñÿ ïåðåìåííîé õ22. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "a = b − 1 & b − ÷èñëî".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îòâåòà. Â íåì íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ24
ñ ïåðåìåííîé õ12 â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü.
Åñëè õ15 áûëî ñôîðìèðîâàíî êàê ÷àñòü îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ14, òî ïåðåìåí-
íîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîäåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ14 ïåðåìåííîé õ19
è íå âîøåäøèõ â õ15 îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ14. Èíà÷å õ26 ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì
õ19. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 - ïåðåìåííàÿ b

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ28 -
ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â íåå âûðàæåíèÿ õ25 âìåñòî ïåðåìåííîé õ12. Ïåðåìåí-
íîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ14 â òåðì õ11 íà âûðà-
æåíèå õ26. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 èìååò âèä "c− b + 1", õ29 - "card({b, . . . , c})".
Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèåíèå ñïèñêà ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè õ25
âìåñòî õ12 â óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ8 ñî ñïèñêîì îòëè÷íûõ îò õ24 ýëåìåíòîâ íà-
áîðà õ23.

Ñïèñîê õ30 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïà-
ðàìåòðîâ òåðìîâ õ28 è õ29. Ðåçóëüòàò ñíîâà ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ30.
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ30, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðà-
âåíñòâî âûðàæåíèé õ28 è õ29. Îðèåíòàöèÿ èñõîäíîé òåîðåìû ñîõðàíÿåòñÿ. Èì-
ïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñ-
êå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

Èíäóêòèâíîå îáîáùåíèå òîæäåñòâà

1. Èíäóêòèâíîå îáîáùåíèå òîæäåñòâà ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè, ñâÿçàííûìè ñèììåò-
ðè÷íûì îòíîøåíèåì â àíòåöåäåíòàõ - ïåðåõîä ê êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀c(êîíå÷íîå(c) & êîíå÷íûå(c) & êëàññìíîæåñòâ(c) & Ðàçäåëèìû(c)→
card(

⋃
a,a∈c a) =

∑
a,a∈c card(a))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & íåïåðåñåê(a, b) & êîíå÷íîå(a) & êîíå÷íîå(b)→
card(a ∪ b) = card(a) + card(b))

Õàðàêòåðèñòèêà - "óïðîùåíèå(âòîðîéòåðì)".
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Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿ-
åìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ12 - çàìåíÿþùàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ
îïåðàíäîâ âûðàæåíèÿ õ11 ðàâíî 1, è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê
ýòîãî âûðàæåíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - ñèìâîë "ìîùíîñòü". Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñ-
ëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ14 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî
âõîæäåíèþ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - ñèìâîë "îáúåäèíåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñèìâîë õ15 êîììóòàòèâíûé è àññîöèàòèâíûé. Ïåðåìåííûì õ16 è õ17 ïðè-
ñâàèâàþòñÿ ïåðåìåííûå - ïåðâûé è âòîðîé îïåðàíäû âõîæäåíèÿ õ14. Â íàøåì
ïðèìåðå õ17, õ17 - ïåðåìåííûå a, b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà íå èìååò ïåðå-
ìåííûõ, îòëè÷íûõ îò õ16 è õ17. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âû-
ðàæåíèÿ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèìâîë õ18
àññîöèàòèâíûé è êîììóòàòèâíûé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ
âûðàæåíèÿ õ12 ðàâíî 2, ïðè÷åì îáà îíè èìåþò çàãîëîâîê õ13. Ïåðåìåííîé õ19
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî èç íèõ, îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò ïåðåìåííàÿ
õ16, ïåðåìåííîé õ20 - òîãî, îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ17. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ19 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "card(a)", õ20 - âûðàæåíèÿ "card(b)".

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáîáùåíèÿ îïåðàöèè õ15 íà íàáîðû
ïðîèçâîëüíîé äëèíû, ïåðåìåííîé õ22 - ðåçóëüòàò îáîáùåíèÿ îïåðàöèè õ18 íà
íàáîðû ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 - ñèìâîë "îáúåäèíåíèåâ-
ñåõ", õ22 - ñèìâîë "ñóììàâñåõ". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ àí-
òåöåäåíòîâ, ñîäåðæàùèõ îáå ïåðåìåííûå õ16, õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê
îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò ýëåìåíò. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - óòâåðæäåíèå "íåïåðåñåê(a, b)". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä" óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ9, ñîäåðæàùèõ õ16 è
íå ñîäåðæàùèõ õ17. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îáðàáîòàííûõ îïå-
ðàòîðîì "ñòàíä" óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ9, ñîäåðæàùèõ õ17 è íå ñîäåðæàùèõ õ16.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ25 è õ26 èìåþò ðàâíûå äëèíû.

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä"
ðåçóëüòàòîâ çàìåíû â óòâåðæäåíèÿõ õ26 ïåðåìåííîé õ17 íà ïåðåìåííóþ õ16.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ27 - ïîäñïèñîê ñïèñêà õ25. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïåðåñòàíîâêè ïåðåìåííûõ õ16 è õ17 â óòâåðæäåíèè õ24. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" óòâåðæäåíèé õ24 è õ28 ñîâïàäà-
þò.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ29, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çà-
ìåíû ïåðåìåííîé õ16 íà ïåðåìåííóþ õ29 â óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ25. Ïåðå-
ìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ25, õ26 è õ30. Ïåðåìåííîé
õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ29 âìåñòî ïåðåìåííîé
õ17 â óòâåðæäåíèè õ24, ïåðåìåííîé õ33 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ31
óòâåðæäåíèé õ24 è õ32. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè
â óòâåðæäåíèå õ24 âûðàæåíèÿ "õ15(õ17 õ29)" âìåñòî ïåðåìåííîé õ17. Â íàøåì
ïðèìåðå õ34 èìååò âèä "íåïåðåñåê(a, b ∪ c)". Ñïèñîê õ33 ñîñòîèò èç óòâåðæäå-
íèé "a− set", "êîíå÷íîå(a)", "b− set", "êîíå÷íîå(b)", "c− set", "êîíå÷íîå(c)",
"íåïåðåñåê(a, b)", "íåïåðåñåê(a, c)". Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòà-
íàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ34 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ33.
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Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê, ñîñòîÿùèé èç óòâåðæäåíèé "ìíîæå-
ñòâî(õ29)", "êîíå÷íîå(õ29)", "äëÿëþáîãî(õ16 õ17 åñëè ïðèíàäëåæèò(õ16 õ29)
ïðèíàäëåæèò(õ17 õ29)íå(ðàâíî(õ16 õ17)) òî õ24)" è âñåâîçìîæíûõ óòâåðæäå-
íèé âèäà "äëÿëþáîãî(õ16 åñëè ïðèíàäëåæèò(õ16 õ29) òî A), ãäå A - ýëåìåíò
ñïèñêà õ25. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ðàâíî(õ13(õ21(îòî-
áðàæåíèå(õ16 ïðèíàäëåæèò(õ16 õ29)õ16))) õ22(îòîáðàæåíèå(õ16 ïðèíàäëåæèò(
õ16 õ29) õ13(õ16))))". Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñ-
êà õ36 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ37. Çà-
òåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ38 è êîíñåêâåíòîì õ37. Îíà îáðà-
áàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Åñëè âñå àíòåöåäåíòû ðåçóëüòàòà ñóòü
ýëåìåíòàðíûå óòâåðæäåíèÿ, òî îí ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Èíäóêòèâíîå îáîáùåíèå òîæäåñòâà ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè, ñâÿçàííûìè ñèììåò-
ðè÷íûì îòíîøåíèåì â àíòåöåäåíòàõ - ïåðåõîä ê êîíå÷íîìó ñåìåéñòâó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀c(c−ôóíêöèÿ & ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(c) & êîíå÷íîå(Dom(c)) & ðàçäåëèìû(c) &
êîíå÷íûå(Val(c))→ card(

⋃
(c)) =

∑
a,a∈Dom(c)

cardc(a))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & íåïåðåñåê(a, b) & êîíå÷íîå(a) & êîíå÷íîå(b)→
card(a ∪ b) = card(a) + card(b))

Õàðàêòåðèñòèêà - "óïðîùåíèå(âòîðîéòåðì)".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Òàê êàê èñõîäíàÿ òåîðåìà òà æå, íå áóäåì ïîâòîðÿòü ýòî íà÷àëî. Îòëè÷èÿ
íà÷èíàþòñÿ ïîñëå òîãî, êàê óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ34 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé
õ33.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ36, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó è îòëè÷íàÿ îò ïå-
ðåìåííîé õ29. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé "çíà÷åíèå(õ29 õ16)" è "çíà÷åíèå(õ29 õ17)"
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ16 è õ17 â óòâåðæäåíèå õ24. Â íàøåì ïðèìåðå õ37 èìååò
âèä "íåïåðåñåê(c(a), c(b))". Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ
ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(õ29 õ16)" âìåñòî ïåðåìåííîé õ16 â óòâåð-
æäåíèÿ ñïèñêà õ25. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê, ñîñòîÿùèé èç óòâåð-
æäåíèé "ôóíêöèÿ(õ29)", "ðàâíî(îáëàñòü(õ29)õ36)", "êîíå÷íîå(õ36)", "äëÿëþ-
áîãî(õ16 õ17 åñëè ïðèíàäëåæèò(õ16 õ36) ïðèíàäëåæèò(õ17 õ36)íå(ðàâíî(õ16
õ17)) òî õ37)" è âñåâîçìîæíûõ óòâåðæäåíèé âèäà "äëÿëþáîãî(õ16 åñëè ïðè-
íàäëåæèò(õ16 õ36) òî A), ãäå A - ýëåìåíò ñïèñêà õ38.

Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ðàâíî(õ13(õ21(îòîáðàæåíèå(õ16
ïðèíàäëåæèò(õ16 õ36)çíà÷åíèå(õ29 õ16)))) õ22(îòîáðàæåíèå(õ16 ïðèíàäëåæèò(
õ16 õ36) õ13(çíà÷åíèå(õ29 õ16)))))". Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
îáðàáîòêè ñïèñêà õ39 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåò-
ðîâ òåðìà õ40. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ41 è êîíñåêâåí-
òîì õ40. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Åñëè âñå àíòåöåäåíòû
ðåçóëüòàòà ñóòü ýëåìåíòàðíûå óòâåðæäåíèÿ, òî îí ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âû-
âîäà.
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Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé
÷àñòè

1. Ïîïûòêà íàâåñèòü âíåøíþþ îïåðàöèþ äëÿ óñòðàíåíèÿ ïîâòîðíîãî âõîæäåíèÿ
ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀def (¬(cos e) & ¬(cos f) & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî→ d + d tg e tg f =
d cos(e− f)/(cos e cos f))

èç òåîðåìû

∀acf (¬(cos f = 0) & a − ÷èñëî & c − ÷èñëî & f − ÷èñëî → a sin c tg f + a cos c =
a cos(c− f)/ cos f)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abx(a−÷èñëî & b−÷èñëî & x−÷èñëî & ¬(cos x = 0)→ (a sin x+b cos x)/ cos x =
a tg x + b)

Õàðàêòåðèñòèêà - "óïðîùåíèå(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - çàìå-
íÿþùåå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âûðàæåíèå õ10 íåáåñïîâòîðíî. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê çàãîëîâ-
êîâ ïîäòåðìîâ òåðìà õ10, îöåíêà ñëîæíîñòè êîòîðûõ áîëüøå 6. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ13 ñîñòîèò èç ñèìâîëîâ "ñèíóñ", "òàíãåíñ", "êîñèíóñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñïèñîê õ13 èìååò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ. Â ýòîì ñïèñêå âûáèðàåòñÿ ñèìâîë
õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ñèíóñ". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñêëåéêà-
ëèí" îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå
âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä:

∀bde(b−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî & ¬(cos e = 0)→ (b sin e+d cos e)/ cos e =
b tg e + d)

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ17, ïåðåìåí-
íîé õ19 - âõîæäåíèå ïåðâîãî îïåðàíäà êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàè-
âàåòñÿ âõîæäåíèå íåáåñïîâòîðíîãî îïåðàíäà õ22 âõîæäåíèÿ õ19. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ22 èìååò âèä "b sin e + d cos e". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêè âûðàæåíèé
õ22 è õ10 ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ
õ10 è õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b, c, d, e, f . Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ23, óíèôèöèðóþùàÿ âûðàæåíèÿ õ10 è õ22. Ïåðåìåííîé õ25 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü ïîäòåðìîâ âûðàæåíèÿ
õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - "sin e" è "cos e". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê çàãîëîâêîâ òåðìîâ íàáîðà õ25. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäñòàíîâêà S ïîäñòàâëÿåò
âìåñòî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ10 òîëüêî òåðìû, íå ñîäåðæàùèå ñèìâîëîâ õ26.

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ïðàâîé
÷àñòè êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "(d tg f) tg e + d". Ïåðåìåí-
íîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ïîäòåðìå õ19 âõîæäåíèÿ îïåðàí-
äà õ20 íà âûðàæåíèå õ11. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíå-
íèÿ ïîäñòàíîâêè S ê âûðàæåíèþ õ28. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
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ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû è
òåîðåìû õ17. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ30, êîíñåêâåíòîì
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ27 è õ29. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðà-
òîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿþùåé
÷àñòè

1. Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ íåáåñïîâòîðíîé çà-
ìåíÿþùåé ÷àñòè, ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cf (c− set & c ⊆ Dom(f) & f −ôóíêöèÿ→ Val(ñóæåíèå(f, c)) = îáðàç(f, c))

èç òåîðåìû

∀fA(A− set & f −ôóíêöèÿ→ Val(ñóæåíèå(f, A)) = îáðàç(f, A ∩Dom(f)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bc(b− set & c− set & c ⊆ b→ b ∩ c = c)

Õàðàêòåðèñòèêà - "óïðîùåíèå(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî
íåáåñïîâòîðíî. Âíóòðè çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12
íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â
íàøåì ïðèìåðå õ12 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "A ∩ Dom(f)", õ13 - ñèìâîë "ïå-
ðåñå÷åíèå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïîãëîùàåò" íàõîäèò ïî õ13 óêàçàííóþ
âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò
õ18 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ12 â îñíîâíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ïîïûòêà âàðüèðîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè òîæäåñòâà äëÿ íåâûðîæäåííîãî ÷èñëî-
âîãî àòîìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcdef (f = [b, c] & d ∈ (b, c) & b−÷èñëî & c−÷èñëî & ìòî÷êà(e) & ×èñëîòð(f)→
äëèíà(Ïóòü(e, f)) = äëèíà(Ïóòü(e, [b, d])) + äëèíà(Ïóòü(e, [d, c])))

èç òåîðåìû

∀abcdg(g = [a, b] & c ∈ (a, b) & a−÷èñëî & b−÷èñëî & ìòî÷êà(d) & ×èñëîòð(g)→
Ïóòü(d, g) = ïóòü(Ïóòü(d, [a, c]),Ïóòü(d, [c, b])))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀an(ïóòè(a) & l(a) = n→ äëèíà(ïóòü(a)) =
∑n

i=1 äëèíà(a(i)))
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Õàðàêòåðèñòèêà - "óïðîùåíèå(ïåðâûéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿ-
åìîå âûðàæåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 ñîäåðæèòñÿ â ñïèñêå ñâîèõ ïîäòåðìîâ,
èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê
âûðàæåíèÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïóòü". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íàçâàíèå ðàçäåëà, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë
"îðêðèâûå". Â ýòîì ðàçäåëå íàõîäèòñÿ óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðå-
ìà - òîæäåñòâî, èìåþùåå õàðàêòåðèñòèêó "÷èñëçíà÷" ëèáî "÷èñëàòîì". Ïåðå-
ìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ òà ÷àñòü õ23 ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû,
êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì. Â íàøåì ïðèìåðå
- "äëèíà(ïóòü(a))". Âíóòðè âõîæäåíèÿ ýòîé ÷àñòè âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ24
ñèìâîëà õ13. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåóëüòàò õ25 ïðåîáðàçîâàíèÿ
âõîæäåíèÿ õ24 â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòîò
ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ðàçðåøàåòñÿ
èñïîëüçîâàòü ïðè óïðîùåíèÿõ óæå èìåþùèåñÿ â ñïèñêå âûâîäà òåîðåìû. Çàòåì
îí ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.124 Õàðàêòåðèñòèêà "óïðîùýêâ"

Õàðàêòåðèñòèêîé "óïðîùýêâ(N)"ñîïðîâîæäàþòñÿ òîæäåñòâà, îáåñïå÷èâàþùèå óïðî-
ùàþùèé ïåðåõîä îò õàðàêòåðèñòèêè êëàññà ê õàðàêòåðèñòèêàì äðóãèõ êëàññîâ. N -
íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïîïûòêà èñêëþ÷èòü êâàíòîð îáùíîñòè âíóòðè çàìåíÿåìîãî îïèñàòåëÿ ïóòåì
ðàññìîòðåíèÿ êîíå÷íîãî ñïèñêà ýëåìåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(¬(a = b) & c−set& d−set& êîíå÷íîå(c) & êîíå÷íîå(d)→ card(setf (Dom(f) =
{a, b} & f(a) ∈ c & f(b) ∈ d & f −ôóíêöèÿ)) = card(c)card(d))

èç òåîðåìû

∀AB(ñåìåéñòâîìíîæåñòâ(A) & êîíå÷íîå(Dom(A)) & ∀x(x ∈ Val(A)→ êîíå÷íîå(x))→
card(setf (f − ôóíêöèÿ & Dom(f) = Dom(A) & ∀x(x ∈ Dom(A) → f(x) ∈
A(x)))) =

∏
i,i∈DomA

cardA(i))

Õàðàêòåðèñòèêà - "óïðîùýêâ(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü. Âíóòðè íåå ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ âõîæäåíèå õ11 êâàíòîðà îáùíîñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - "∀x(x ∈ Dom(A) →
f(x) ∈ A(x))". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè
õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò
ýëåìåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 - óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ñ íåêîòîðîé ïåðåìåí-
íîé õ15 â ëåâîé ÷àñòè è âûðàæåíèå õ16 â ïðàâîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ
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õ15 âõîäèò â ñâÿçûâàþùóþ ïðèñòàâêó êâàíòîðà õ11. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå õ17 âûðàæåíèÿ õ13 â òåðì õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííûå âòîðîéãî
îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ17 íå ñâÿçàíû âíåøíèìè êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
åäèíèöà, âî âòîðîì - äâîéêà. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ19
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííûõ äëèíû õ18.
Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, b. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå
"ïåðå÷åíü(íàáîð(õ19))". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ
ê ñïèñêó àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ16 è õ20. Åñëè
õ18 ðàâíî 2, òî ê ñïèñêó õ21 äîáàâëÿåòñÿ îòðèöàíèå ðàâåíñòâà äðóã äðóãó ïåðå-
ìåííûõ ïàðû õ19. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ
õ17 â òåðì õ10 íà äèçúþíêöèþ ðàâåíñòâ ïåðåìåííîé õ15 ïåðåìåííûì ñïèñêà
õ19. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ22 çàìåíÿþùåìó
âûðàæåíèþ èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îá-
ðàáîòêè ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" ñïèñêà õ21 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ
ðàâåíñòâà õ23. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ24 è êîíñåêâåí-
òîì õ23. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

3.125 Õàðàêòåðèñòèêà "óðàâíâàðèàíò"

Õàðàêòåðèñòèêîé "óðàâíâàðèàíò(F, N)" ñîïðîâîæäàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðåîáðà-
çóþùèå óðàâíåíèå ê âèäó, äîïóñêàþùåìó äåêîìïîçèöèþ. F - êîíúþíêöèÿ ôèëüòðîâ,
N - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Ââîä îáîáùàþùåãî êîýôôèöèåíòà ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷èÿ ñòåïåíåé ïî ïàðå
íåèçâåñòíûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdeh(¬(h = 0) & a− öåëîå & b− öåëîå & c− öåëîå & d− öåëîå & e− öåëîå &
h− öåëîå→ e = ad + bc + bdh↔ (a + bh)(c + dh) = ac + eh)

èç òåîðåìû

∀abcde(a−öåëîå & b−öåëîå & c−öåëîå & d−öåëîå & e−öåëîå→ e = ad+bc+bd↔
(a + b)(c + d) = e + ac)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(¬(b = 0) & a− öåëîå & b− öåëîå & c− öåëîå→ ab = bc↔ a = c)

Õàðàêòåðèñòèêà - "óðàâíâàðèàíò(è(êîíòåêñò(îáë(õ6) çàãîëîâîê(õ6 öåëîå íàòó-
ðàëüíîå) ïåðâûéñèìâîë(õ6 õ7) íåèçâåñòíàÿ(õ7) âõîäèò(õ7 êîðåíü)) íå(èçâåñòíî(
b)) íå(èçâåñòíî(d)) íå(çàãîëîâîê(òåðì(e+ac)0)) öåëîå(a) öåëîå(c) öåëîå(e)) âòî-
ðîéòåðì)".
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Ôèëüòðû õàðàêòåðèñòèêè óêàçûâàþò, ÷òî a, c, e - öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû;
âûðàæåíèÿ b, d ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå. Èñõîäíàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ïðåîáðà-
çîâàòü óðàâíåíèå â åå ëåâîé ÷àñòè ê âèäó ðàâåíñòâà öåëî÷èñëåííîé êîíñòàíòå
ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ öåëî÷èñëåííûõ âûðàæåíèé ñ íåèçâåñòíûìè. Äàëüøå ìîæ-
íî áóäåò ïðèìåíÿòü ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî ðàçáèåíèþ öåëîãî ÷èñëà â ïðîèçâåäåíèå
äâóõ öåëî÷èñëåííûõ ñîìíîæèòåëåé.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - çà-
ìåíÿþùåå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ôèëü-
òðà èç òåêóùåé õàðàêòåðèñòèêè. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðå-
ìåííûõ X, äëÿ êîòîðûõ â õ12 âñòðå÷àåòñÿ òåðì "íå(èçâåñòíî(X))". Â íàøåì
ïðèìåðå - ñïèñîê b, d. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ13 íåïóñò. Åñëè õ11 - ðàâåíñòâî,
ó êîòîðîãî îäíà èç ÷àñòåé íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ13, òî ïåðåìåííîé
õ13 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ ïàðàìåòðîâ òåðìà õ10 è óêàçàííîé ÷à-
ñòè. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 íå èçìåíÿåòñÿ.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ13 èìååò íå ìåíåå äâóõ ïåðåìåííûõ, à õ10 - ðàâåíñòâî.
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé åãî ÷àñòè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ Z, à ïåðåìåííîé õ15 - ïðîòèâîïîëîæíîé ÷àñòè.
Â íàøåì ïðèìåðå Z - ïåðåìåííàÿ e, õ15 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ ad + bc + bd.
Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå -
ñèìâîë "ïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñèìâîë àññîöèàòèâåí è êîììóòàòèâåí.
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îí èìååò íå ìåíåå òðåõ ýëåìåíòîâ.

Â ñïèñêå õ13 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ18 ïåðåìåííîé õ19 è èäóùåå ïîñëå õ18
âõîæäåíèå õ20 ïåðåìåííîé õ21. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 - ïåðåìåííàÿ b, õ21 -
ïåðåìåííàÿ d. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â êàæäîå âûðàæåíèå ñïèñêà õ17 âõîäèò õîòÿ
áû îäíà èç ïåðåìåííûõ õ19, õ21.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêè âñåõ âûðàæåíèé ñïèñêà õ17 ñ îäíîìåñòíîé êîðíå-
âîé îïåðàöèåé ñîâïàäàþò, à ïðî÷èå âûðàæåíèÿ èìåþò àññîöèàòèâíóþ è êîì-
ìóòàòèâíóþ êîðíåâóþ îïåðàöèþ, è èõ çàãîëîâêè òîæå ñîâïàäàþò. Ïðè ýòîì
õ22 ñòàíîâèòñÿ ðàâíî îáùåìó çàãîëîâêó âûðàæåíèé ñ îäíîìåñòíîé êîðíåâîé
îïåðàöèåé, à õ23 - îáùåìó çàãîëîâêó îñòàëüíûõ âûðàæåíèé. Ïðè îòñóòñòâèè
âûðàæåíèé óêàçàííûõ òèïîâ õ22, õ23 îñòàþòñÿ ðàâíû 0.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ23 íå ðàâíî 0. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 - 0, õ23 - ñèìâîë "óìíî-
æåíèå". Ñïðàâî÷íèê "äèñòðèáóòèâíî" óñòàíàâëèâàåò äèñòðèáóòèâíîñòü îïåðà-
öèè õ23 îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè õ16. Åñëè õ22 îòëè÷íî îò 0, òî ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñïðàâî÷íèê "çàìåíàçíàêà" äîïóñêàåò âíåñåíèå çíàêà õ22 â îïåðàíä îïåðà-
öèè õ23.

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàùåíèÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ñòåïåíü"
íà ñèìâîë õ23. Ýòîò ðåçóëüòàò - ïàðà (A, B), ãäå A - äâóìåñòíàÿ îïåðàöèÿ, òàêàÿ,
÷òî åå çíà÷åíèå íà ïàðå (D, M) ðàâíî ïðèìåíåíèþ îïåðàöèè õ23 ê íàáîðó èç M
ýëåìåíòîâ D. Ïðè ýòîì B - íîìåð îïåðàíäà îïåðàöèè A, ðàâíîãî M . Â íàøåì
ïðèìåðå õ24 - ïàðà (ñòåïåíü, 2). Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò
ïàðû õ24, ïåðåìåííîé õ26 - âòîðîé. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âûðàæåíèÿ ñïèñêà õ17,
è ñîñòàâëÿåòñÿ íàáîð õ27 ñóìì ïîêàçàòåëåé "ñòåïåíåé", â êîòîðûõ ïåðåìåííûå
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õ19 è õ21 âõîäÿò â êà÷åñòâå "ñîìíîæèòåëåé" ýòèõ âûðàæåíèé. Êîðíåâûå "çíà-
êè" õ22 èãíîðèðóþòñÿ. Ðîëü âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü çäåñü èãðàåò îïåðàöèÿ õ25,
ðîëü ïðîèçâåäåíèÿ - îïåðàöèÿ õ23. Â íàøåì ïðèìåðå õ27 - íàáîð (1,1,2). Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî â íàáîðå õ27 íåò íóëÿ è ÷òî íå âñå çíà÷åíèÿ íàáîðà õ27 ðàâíû
äðóã äðóãó Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ íàèìåíüøèé ýëåìåíò íàáîðà õ27. Â
íàøåì ïðèìåðå - 1.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ29, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó è â òåêóùóþ
õàðàêòåðèñòèêó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ h. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàè-
âàåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ "ñòåïåíè" õ25 ïåðåìåííîé õ29 ñ ïîêàçàòåëåì õ28. Ïðè
õ28 = 1 áåðåòñÿ ñàìà ïåðåìåííàÿ õ29. Â íàøåì ïðèìåðå õ30 - ïåðåìåííàÿ h.
Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ16 ðåçóëüòà-
òîâ "äîìíîæåíèÿ" âûðàæåíèé ñïèñêà õ17 íà òàêóþ "ñòåïåíü" ïåðåìåííîé õ29,
ïîêàçàòåëü êîòîðîé ðàâåí ðàçíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ íàáîðà õ27 è
çíà÷åíèÿ õ28. Â íàøåì ïðèìåðå õ31 èìååò âèä "ad + bc + bdh". Ïåðåìåííîé õ32
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå õ11 âûðàæåíèé "õ23(õ19
õ29)", "õ23(õ21 õ29)", "õ23(Z, õ30)" âìåñòî ïåðåìåííûõ õ19, õ21, Z. Â íàøåì
ïðèìåðå õ32 èìååò âèä "(a + bh)(c + dh) = eh + ac".

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "Ðàâíî" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ23 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïåðåìåí-
íîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè äàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðàÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî äâóõ âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêàìè õ23. Ïåðåìåííîé
õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ îäíà èç ÷àñòåé äàííîãî ðàâåíñòâà, ïåðåìåííîé õ39 - äðóãàÿ.
Â íàøåì ïðèìåðå õ38 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ ab, õ39 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ
bc. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå èç âõîæäåíèé õ38 è õ39 èìååò ðîâíî äâà îïåðàíäà.
Îäèí îïåðíä ó íèõ ñîâïàäàåò - ýòî íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ44. Äðóãèì îïåðàí-
äîì âõîæäåíèÿ õ38 ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ45, âõîæäåíèÿ õ39 - ïåðåìåííàÿ õ46.
Â íàøåì ïðèìåðå õ44 - ïåðåìåííàÿ b, õ45 - a, õ46 - c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðîòèâî-
ïîëîæíûì îïåðàíäîì ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
ñëóæèò ðàâåíñòâî ïåðåìåííûõ õ45 è õ46.

Äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà îáîñíîâûâàåò ïðåäïðèíÿòîå âûøå "ñîêðàùåíèå" íà
âûðàæåíèå õ30 ïðè ïîëó÷åíèè õ31. Â ðàìêàõ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è òàêîå
ñîêðàùåíèå íå ïîëó÷èëîñü áû èç-çà îòñóòñòâèÿ óêàçàíèÿ, ÷òî h íå ðàâíî 0.
Ýòî îãðàíè÷åíèå îáåñïå÷èâàåòñÿ àíòåöåäåíòîì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. ×òî-
áû ó÷åñòü åå àíòåöåäåíòû, ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ50, ïîëó÷åííûé äîáàâëåíèåì
ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìû âûðàæåíèé õ30, õ31 è Z âìåñòî ïåðåìåííûõ õ44, õ45 è
õ46.

Äàëåå ââîäèòñÿ çàãîòîâêà õ51 íîâîé õàðàêòåðèñòèêè "óðàâíâàðèàíò". Ïåðâî-
íà÷àëüíî îíà ñîâïàäàåò ñ òàêîé õàðàêòåðèñòèêîé òåêóùåé òåîðåìû. Ïðåäïðè-
íèìàåòñÿ ïðîñìîòð ýëåìåíòîâ õ53 ñïèñêà õ52 êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ôèëüòðà
èñõîäíîé õàðàêòåðèñòèêè. Êàê òîëüêî îáíàðóæèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ53 äëèíû
2, ïåðâûé îïåðàíä êîòîðîãî íå ïîïàäàåò â ñïèñîê õ13, ê ñïèñêó õ50 äîáàâëÿåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû êîðíåâîãî îïåðàíäà óòâåðæäåíèÿ õ53 íà ïåðåìåííóþ õ29. Â
íàøåì ïðèìåðå äîáàâëÿåòñÿ "h− öåëîå". Çàòåì ïðîñìàòðèâàþòñÿ ñîäåðæàùèå
ïåðåìåííóþ Z ýëåìåíòû õ56 ñïèñêà õ52, çàãîëîâîê êîòîðûõ îòëè÷åí îò çàãî-
ëîâêà óòâåðæäåíèÿ õ53. Â ýòè ýëåìåíòû ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîäñòàíîâêà òåðìà
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"õ23(Z,õ30)" âìåñòî ïåðåìåííîé Z. Â çàêëþ÷åíèå ïðîñìîòðà ïåðåìåííîé õ51
ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ òåðìîâ õ52, ïîïîëíåííàÿ äîáàâëåííûì ê ñïèñ-
êó õ50 óòâåðæäåíèåì.

Äàëåå ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ50, êîíñåêâåíòîì êîòîðîãî ñëó-
æèò ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâà âûðàæåíèÿ õ31 ïåðåìåííîé Z óòâåðïæäåíèþ
õ32. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêîé õ51.

3.126 Õàðàêòåðèñòèêà "óðàâíäðîáü"

Õàðàêòåðèñòèêîé "óðàâíäðîáü" ñîïðîâîæäàþòñÿ òåîðåìû, ñðåäè àíòåöåäåíòîâ êîòî-
ðûõ èìååòñÿ ðàâåíñòâî äëÿ êîîðäèíàò ìíîæåñòâà îáúåêòîâ.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îáîáùåíèå àíòåöåäåíòà, çàäàþùåãî óðàâíåíèå ìíîæåñòâà îáúåêòîâ: âûäåëåíèå
íåâûðîæäåííîãî íå çàâèñÿùåãî îò âàðüèðóåìûõ ïåðåìåííûõ ïîäâûðàæåíèÿ ñ
óíèêàëüíûì ïàðàìåòðîâ è çàìåíà åãî íà íîâûé ïàðàìåòð.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcefABK(¬(A = B) & êîîðä(e,K) = setxy(∃t(x = a + ft & y = b + ct &
t− ÷èñëî)) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (a + f, b + c) & c− ÷èñëî &
f − ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→ e = ïðÿìàÿ(AB))

èç òåîðåìû

∀abdefABK(¬(A = B) & êîîðä(e,K) = setxy(∃t(x = a + ft & y = b + t(d− b) &
t− ÷èñëî)) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (a + f, d) & f − ÷èñëî &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→ e = ïðÿìàÿ(AB))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íåì íàõîäèòñÿ ðàâåí-
ñòâî õ10, ó êîòîðîãî â îäíîé ÷àñòè ðàñïîëîæåí îïèñàòåëü "êëàññ", à â äðóãîé
- îáîçíà÷åíèå êîîðäèíàò. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïèñàòåëÿ,
ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå îáîçíà÷åíèÿ êîîðäèíàò, ïåðåìåííîé õ13 - ñèìâîë
ïî âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 èìååò âèä "êîîðä(e,K) = setxy(∃t(x =
a+ft & y = b+t(d−b) & t−÷èñëî))", õ13 - ñèìâîë "êîîðä". Ïåðåìåííîé õ14 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ12, ïåðåìåííîé õ15 - ïîäòåðì
õ12, ïåðåìåííîé õ16 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ16
- ñïèñîê a, b, d, f . Â ñïèñêå õ16 âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ17, èìåþùàÿ åäèíñòâåí-
íîå âõîæäåíèå â òåðì õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ18
ïðèñâàèâàåòñÿ åå âõîæäåíèå â òåðì õ15. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäè-
íåííûé ñïèñîê âñåõ ñâÿçûâàþùèõ ïðèñòàâîê êâàíòîðîâ è îïèñàòåëåé òåðìà õ15,
âíóòðè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíî õ18. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ
x, y, t.

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé íàäòåðì âõîæäåíèÿ õ18, ïàðà-
ìåòðû êîòîðîãî íå ïåðåñåêàþòñÿ ñî ñïèñêîì õ19. Ïåðåìåííîé õ18 ïåðåïðèñâà-
èâàåòñÿ âõîæäåíèå òàêîãî íàäòåðìà. Åñëè â ïðîöåññå ïðîäâèæåíèÿ ê íàäòåðìó
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âñòðå÷àåòñÿ àññîöèàòèâíûé è êîììóòàòèâíûé ñèìâîë, òî õ20 ãðóïïèðóåòñÿ èç
åãî îïåðàíäîâ, íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûõ õ19. Äîïîëíèòåëüíî ìîãóò ïðåäïðè-
íèìàòüñÿ ïîïûòêè âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïåðåñòàíîâî÷íîãî òèïà,
âûÿâëÿþùèìè îïåðàíä òåêóùåãî íàäòåðìà, ñîäåðæàùèé õ17 è íå ñîäåðæàùèé
ïåðåìåííûõ õ19. Äëÿ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé èñïîëüçóåòñÿ ñïðàâî÷íèê ïîèñêà
òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè".

Â íàøåì ïðèìåðå õ20 èìååò âèä "d− t". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, îòëè÷íûõ îò õ10. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâà-
åòñÿ òèï çíà÷åíèé âûðàæåíèé ñ òåì æå çàãîëîâêîì, ÷òî ó òåðì õ20. Â íàøåì
ïðèìåðå - ñèìâîë "÷èñëî". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ24, íå âõîäÿùàÿ â èñõîä-
íóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ïàðà óòâåðæäåíèé "ðàâíî(õ24 õ20)", "õ23(õ24)". Â íàøåì ïðèìåðå - ïàðà
"d = b + c, c − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîðèåíòè-
ðîâêè ðàâåíñòâ â ñïèñêå õ21 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïåðåìåííàÿ õ17 íàõîäèëàñü
ñïðàâà.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ26 è óñëîâèÿìè õ25. Öåëè çàäà-
÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ17". Òå åå
ïîñûëêè, êîòîðûå ñóòü ðàâåíñòâà ñ ïåðåìåííîé õ17 â ïðàâîé ÷àñòè, ïîìå÷à-
þòñÿ êîììåíòàðèåì "îðèåòàöèÿðàâåíñòâà", áëîêèðóþùèì ïåðåñòàíîâêó ÷àñòåé
ðàâåíñòâà. Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ28. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò âèä "d = b + c & c− ÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà
"îòêàç". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåð-
æäåíèÿ õ28. Â íåì âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ30 ñ ïåðåìåííîé õ17 â ëåâîé ÷àñòè.
Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü äàííîãî ðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé
õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ îäíîáóêâåííîå âûðàæåíèå õ24. Åñëè õ20 áûëî ñôîðìèðîâà-
íî êàê ÷àñòü îïåðàíäîâ ïîäòåðìà õ18, òî ïåðåìåííîé õ32 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ31 âìåñòî ïåðåìåííîé õ17 â ïîäòåðì õ18.

Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè õ31 âìåñòî õ17 â êîí-
ñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ35 - ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ18
â òåðì õ15 íà âûðàæåíèå õ32. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïîä-
òåðìà õ11 âûðàæåíèþ õ35. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà
ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè õ31 âìåñòî õ17 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ21 ñ îòëè÷íûìè
îò õ30 óòâåðæäåíèÿìè íàáîðà õ29 è ñ óòâåðæäåíèåì õ36. Çàòåì ñîçäàåòñÿ òåî-
ðåìà ñ àíòåöåäåíòàìè õ37 è êîíñåêâåíòîì õ34. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Îáîáùåíèå àíòåöåäåíòà, çàäàþùåãî óðàâíåíèå ìíîæåñòâà îáúåêòîâ: âûäåëåíèå
îäíîìåñòíîé îïåðàöèè òèïà îòðèöàíèÿ íàä óíèêàëüíûì ïàðàìåòðîì è çàìåíà
åãî íà íîâûé ïàðàìåòð.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acdABK(¬(A = B) & êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) = setxy(d + ay + cx + x2 + y2 =
0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî) & 0 < −d+(a2 + c2)/4 & a−÷èñëî & c−÷èñëî & d−
÷èñëî & A−òî÷êà & B−òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K)→ êîîðä(A, K) = (−c/2,−a/2))

èç òåîðåìû
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∀acdABK(¬(A = B) & êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) = setxy(d + ay− cx + x2 + y2 =
0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî) & 0 < −d+(a2 + c2)/4 & a−÷èñëî & c−÷èñëî & d−
÷èñëî & A− òî÷êà & B− òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K)→ êîîðä(A, K) = (c/2,−a/2))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íåì íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî
õ10, ó êîòîðîãî â îäíîé ÷àñòè ðàñïîëîæåí îïèñàòåëü "êëàññ", à â äðóãîé - îáî-
çíà÷åíèå êîîðäèíàò. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïèñàòåëÿ, ïå-
ðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå îáîçíà÷åíèÿ êîîðäèíàò, ïåðåìåííîé õ13 - ñèìâîë ïî
âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 èìååò âèä "êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) =
setxy(d + ay − cx + x2 + y2 = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî)", õ13 - ñèìâîë "êî-
îðä". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ12,
ïåðåìåííîé õ15 - ïîäòåðì õ12, ïåðåìåííîé õ16 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ
õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - ñïèñîê a, c, d. Â ñïèñêå õ16 âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ
õ17, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåí-
íàÿ c. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ åå âõîæäåíèå â òåðì õ15. Ïåðåìåííîé õ19
ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåííûé ñïèñîê âñåõ ñâÿçûâàþùèõ ïðèñòàâîê êâàíòîðîâ è
îïèñàòåëåé òåðìà õ15, âíóòðè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíî õ18. Â íàøåì ïðèìåðå õ19
ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ x, y.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå, íåïî-
ñðåäñòâåííûì îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïå-
ðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ20 íå ìåíåå 2. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå,
îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò õ20. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî åãî îïåðàíäîâ ðàâíî
1, è ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ21. Â íàøåì ïðèìåðå
õ21 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "−cx", õ22 - ñèìâîë "ìèíóñ". Ñïðàâî÷íèê "îòðè-
öàíèå" óñìàòðèâàåò, ÷òî äâîéíîå ïðèìåíåíèå îïåðàöèè õ22 íå èçìåíÿåò èñõîä-
íîãî çíà÷åíèÿ. Ñïðàâî÷íèê "çàìåíàçíàêà" óñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòü îòíåñåíèÿ
âíåøíåãî çíàêà "ìèíóñ" ê îïåðàíäó õ18 îïåðàöèè õ20. Ïðè òàêîì îòíåñåíèè ñàì
çíàê ìîæåò èçìåíèòüñÿ è ïðåâðàòèòüñÿ â íåêîòîðóþ äðóãóþ îäíîìåñòíóþ îïå-
ðàöèþ P , èçâëåêàåìóþ èç ðåçóëüòàòà îáðàùåíèÿ ê ñïðàâî÷íèêó "çàìåíàçíàêà".
Â íàøåì ïðèìåðå P ñîâïàäàåò ñ õ22. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå
P (õ17). Â íàøåì ïðèìåðå - "−c". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëü-
òàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ27 âìåñòî ïåðåìåííîé õ17 â óòâåðæäåíèÿ õ9,
ïåðåìåííîé õ29 - ðåçóëüòàò òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðå-
ìû. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ28 è êîíñåêâåíòîì õ29. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà", ïîñëå ÷åãî
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Îáîáùåíèå àíòåöåäåíòà, çàäàþùåãî óðàâíåíèå ìíîæåñòâà îáúåêòîâ: äîìíîæå-
íèå îáåèõ ÷àñòåé äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ íà íîâûé ïàðàìåòð è äèñòðèáóòèâíàÿ
ðàçâåðòêà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdABK(¬(b = 0) & ¬(A = B) & êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) = setxy(aby + bcx+
bd+bx2+by2 = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî) & a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & d−
÷èñëî & A−òî÷êà & B−òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K)→ êîîðä(A, K) = (−c/2,−a/2))
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èç òåîðåìû

∀acdABK(¬(A = B) & êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) = setxy(d + ay + cx + x2 + y2 =
0 & x− ÷èñëî & y− ÷èñëî) & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K)→ êîîðä(A, K) = (−c/2,−a/2))

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀abc(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab = bc↔ a = c)

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab + ac = a(b + c))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íåì íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî
õ10, ó êîòîðîãî â îäíîé ÷àñòè ðàñïîëîæåí îïèñàòåëü "êëàññ", à â äðóãîé - îáî-
çíà÷åíèå êîîðäèíàò. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïèñàòåëÿ, ïå-
ðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå îáîçíà÷åíèÿ êîîðäèíàò, ïåðåìåííîé õ13 - ñèìâîë ïî
âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 èìååò âèä "êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) =
setxy(d + ay + cx + x2 + y2 = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî)", õ13 - ñèìâîë "êî-
îðä". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ12,
ïåðåìåííîé õ15 - íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì.
Â íàáîðå õ15 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ16, èìåþùåå äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà.
Â íàøåì ïðèìåðå îíî èìååò âèä "d + ay + cx + x2 + y2 = 0". Ïåðåìåííîé õ19
ïðèñâàèâàåòñÿ òîò êîðíåâîé îïåðàíä óòâåðæäåíèÿ õ16, êîòîðûé èìååò ïåðåìåí-
íóþ èç ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè õ14. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
äðóãîãî îïåðàíäà. Ïîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäòåðì õ18 íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ ñïèñ-
êà õ14. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ16. Åñëè ýòî
óòâåðæäåíèå - ðàâåíñòâî, òî õ20 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ òèï çíà÷åíèé îïåðàíäîâ
äàííîãî ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé õ20 ñòàíîâèòñÿ
ñèìâîë "÷èñëî".

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "êîýôô" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ20 óêàçàííóþ âû-
øå ïåðâóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ åå çàìå-
íÿåìàÿ ÷àñòü. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "ab = bc". Ïåðåìåííîé õ26 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ïåðâîãî îïåðàíäà òåðìà õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë
"óìíîæåíèå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "äèñòðèáðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò ïî
õ26 óêàçàííóþ âûøå âòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ31 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü êîíñåêâåíòà âòîðîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â
íàøåì ïðèìåðå - ëåâàÿ ÷àñòü; îíà èìååò âèä "ab+ac". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëî-
âîê õ32 âûðàæåíèÿ õ31 ðàâåí çàãîëîâêó âûðàæåíèÿ õ19. Â íàøåì ïðèìåðå õ32
- ñèìâîë "ïëþñ". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîðíåâûõ îïåðàíäîì
âûðàæåíèÿ õ19. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç âûðàæåíèé "d", "ay", "cx",
"x2", "y2".

Ïðîâåðÿåòñÿ íåèçáûòî÷íîñòü äîìíîæåíèÿ - ñóùåñòâîâàíèå â ñïèñêå õ33 âûðà-
æåíèÿ, îòëè÷íîãî îò ïåðåìåííîé ëèáî ÿâëÿþùåãîñÿ ïåðåìåííîé ñâÿçûâàþùåé
ïðèñòàâêè õ14, ïðè÷åì, ñ òî÷íîñòüþ äî îòáðàñûâàíèÿ êîðíåâîé îäíîìåñòíîé
îïåðàöèè, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè õ26 ê îïåðàíäàì,
ñðåäè êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â ñïèñîê õ14.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ34, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðåìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðà-
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öèåé õ32 ðåçóëüòàòîâ ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ26 ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ33 ñ ïåðå-
ìåííîé õ34. Èíûìè ñëîâàìè, ðåçóëüòàò "äîìíîæåíèÿ" ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
íà b. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ26 ïîä-
òåðìà õ18 è ïåðåìåííîé õ34. Èíûìè ñëîâàìè, ðåçóëüòàò "äîìíîæåíèÿ" ïðàâîé
÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ35 è õ36, ñ ñîõðà-
íåíèåì îðèåíòàöèè èñõîäíîé òåîðåìû.

Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðàìåòð óòâåðæäåíèÿ õ25, èìåþùèé â íåì áî-
ëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå- ïàðàìåòð b. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâà-
èâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü ïåðâîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííûì õ40
è õ41 ïðèñâàèâàþòñÿ êîðíåâûå îïåðàíäû óòâåðæäåíèÿ õ39. Â íàøåì ïðèìåðå
- ïåðåìåííûå a è c. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòà-
íîâêè â àíòåöåäåíòû ïåðâîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ïåðåìåííîé õ34, ïåðâîãî
êîðíåâîãî îïåðàíäà óòâåðæäåíèÿ õ16 è åãî âòîðîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ38, õ40 è õ41. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå îòëè÷-
íûõ îò õ10 óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ9, óòâåðæäåíèé õ42 è ðàâåíñòâà, ïîëó÷åííîãî
èç õ10 çàìåíîé ïîäóòâåðæäåíèÿ õ16 íà õ37.

Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ43 è òåì æå êîíñåêâåíòîì, ÷òî ó èñõîä-
íîé òåîðåìû. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è, ïîñëå ïðîâåðêè
îòñóòñòâèÿ ïàð ïåðåìåííûõ, âñòðå÷àþùèõñÿ ëèøü âìåñòå è ïîä îäíîé è òîé æå
àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèåé, ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Îòáðàñûâàíèå èçáûòî÷íîãî óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî
â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acdABK(¬(A = B) & êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) = setxy(d + ay + cx + x2 + y2 =
0 & x− ÷èñëî & y− ÷èñëî) & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K)→ êîîðä(A, K) = (−c/2,−a/2))

èç òåîðåìû

∀acdABK(¬(A = B) & êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) = setxy(d + ay + cx + x2 + y2 =
0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & 0 < −d + (a2 + c2)/4 & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî &
d−÷èñëî& A−òî÷êà& B−òî÷êà& ïðÿìêîîðä(K)→ êîîðä(A, K) = (−c/2,−a/2))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íåì íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî
õ10, ó êîòîðîãî â îäíîé ÷àñòè ðàñïîëîæåí îïèñàòåëü "êëàññ", à â äðóãîé - îáî-
çíà÷åíèå êîîðäèíàò. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïèñàòåëÿ, ïå-
ðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå îáîçíà÷åíèÿ êîîðäèíàò, ïåðåìåííîé õ13 - ñèìâîë ïî
âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 èìååò âèä "êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) =
setxy(d + ay + cx + x2 + y2 = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî)", õ13 - ñèìâîë "êî-
îðä". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ12,
ïåðåìåííîé õ15 - ïîäòåðì õ12, ïåðåìåííîé õ16 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæå-
íèÿ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 - ñïèñîê a, c, d. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê óòâåðæäåíèé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ðàâåíñòâà õ10 ïî î.ä.ç.
Â ñïèñêå õ9 âûáèðàåòñÿ ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå õ18, îòëè÷íîå îò õ10 è íå
âõîäÿùåå â ñïèñîê õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âêëþ÷àåòñÿ â
ñïèñîê õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 èìååò âèä "0 < −d+(a2+c2)/4". Ïðîâåðÿåòñÿ,
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÷òî èç óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ9, îòëè÷íûõ îò õ10 è õ18, óñìàòðèâàåòñÿ íåïóñòîòà
ìíîæåñòâà - ïåðâîãî îïåðàíäà êîîðäèíàòíîãî âûðàæåíèÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå
- ìíîæåñòâà "îêðóæíîñòü(AB)".

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó óòâåðæäåíèé
íàáîðà õ9, îòëè÷íûõ îò õ10 è õ18, îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ18. Ïåðåìåííîé
õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì
õ12. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ19 è óñëîâèÿìè õ20. Öåëè
çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ14",
"ïàðàìåòðû õ14". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "¬(A = B)", "a − ÷èñëî",
"c − ÷èñëî", "d − ÷èñëî", "A − òî÷êà", "B − òî÷êà", "ïðÿìêîîðä(K)", "¬(0 <
−d+(a2+c2)/4)". Óñëîâèÿ ñóòü "d+ay+cx+x2+y2 = 0", "x−÷èñëî", "y−÷èñëî".
Íåèçâåñòíûå - x, y.

Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ22. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "0 ≤
−4d+a2 +c2". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé
õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ22 è õ18, ïåðåìåííîé õ24 -
îáúåäèíåíèå ñïèñêà îòëè÷íûõ îò õ10 è õ18 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ9, ïàðàìåòðû
êîòîðûõ âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ23 ñ íàáîðîì êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåð-
æäåíèÿ õ22 è ñ îòðèöàíèåì óòâåðæäåíèÿ õ18. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ
åäèíñòâåííîé ïîñûëêîé "èñòèíà" è ñïèñêîì óñëîâèé õ24. Öåëè çàäà÷è - "ïîë-
íûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ23". Â íàøåì ïðè-
ìåðå óñëîâèÿ ñóòü "a−÷èñëî", "c−÷èñëî", "d−÷èñëî", "¬(0 < −d+(a2+c2)/4)",
"0 ≤ −4d + a2 + c2".

Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ26. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "c −
÷èñëî & d = (a2+c2)/4 & a−÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà
"îòêàç".

Åñëè îòâåò õ26 îòëè÷åí îò ñèìâîëà "ëîæü", òî ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ26. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè íèõ
èìååòñÿ ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé íå ñîäåðæàùåìó ýòîé ïåðåìåííîé âûðàæåíèþ.
Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ19 è õ27, ïîñëå ÷åãî ðå-
øàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ28 è óñëîâèÿìè õ20. Öåëè çàäà÷è -
"ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ14". Â íàøåì
ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "¬(A = B)", "a − ÷èñëî", "c − ÷èñëî", "d − ÷èñëî",
"A− òî÷êà", "B − òî÷êà", "ïðÿìêîîðä(K)", "0 ≤ d− (a2 + c2)/4", "c− ÷èñëî",
"d = (a2+c2)/4", "a−÷èñëî". Óñëîâèÿ ñóòü "d+ay+cx+x2+y2 = 0", "x−÷èñëî",
"y − ÷èñëî". Íåèçâåñòíûå - x, y.

Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ30. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "x =
−c/2 & y = −a/2". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïå-
ðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïîäòåðìà õ11 âûðàæåíèþ "êëàññ(õ14
õ30)". Â íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) = setxy(x = −c/2 & y =
−a/2)". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ31
ê ñïèñêó õ28, çàòåì ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ32 è öåëüþ
"ïðîòèâîðå÷èå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëå ðåøåíèÿ â åå ñïèñêå ïîñûëîê îêàçû-
âàåòñÿ êîíñòàíòà "ëîæü".

Åñëè óêàçàííûå ïðîâåðêè ïðîøëè óñïåøíî, âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ27 ñíî-
âà îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Òîãäà ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
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óäàëåíèÿ óòâåðæäåíèÿõ18 èç ñïèñêà õ9, ïåðåìåííîé õ28 - êîíñåêâåíò èñõîä-
íîé òåîðåìû. Åñëè õ18 âõîäèò â ñïèñîê íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ òåðìà
õ28 ïî î.ä.ç. óòâåðæäåíèé, òî õ28 çàìåíÿåòñÿ íà êîíúþíêöèþ õ28 è õ18. Çà-
òåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ27 è êîíñåêâåíòîì õ28, êîòîðàÿ
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Âàðüèðîâàíèå ñèñòåìû êîîðäèíàò äëÿ îáîáùåíèÿ òîæäåñòâà, âûðàæàþùåãî õà-
ðàêòåðèñòèêó îáúåêòà ÷åðåç ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abefghqr(êîîðä(q, r) = setkl(h+ bk2 + ek + fl2 + gl = 0 & k−÷èñëî & l−÷èñëî) &
b− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî & h− ÷èñëî & ïðÿìêîîðä(r) &
ýëëèïñ(q) & a = 4bfh−bg2−fe2 → áîëüøàÿîñü(q) = max(

√
−a/b/|f |,

√
−a/f/|b|))

èç òåîðåìû

∀acdEK(êîîðä(E, K) = setxy(c + ax2 + dy2 = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & ïðÿìêîîðä(K) & ýëëèïñ(E)→
áîëüøàÿîñü(E) = 2max(

√
−c/a,

√
−c/d))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀EKabcde(a−÷èñëî& b−÷èñëî& c−÷èñëî& d−÷èñëî& e−÷èñëî& ïðÿìêîîðä(K)
& ¬(c = 0) & ¬(a = 0) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + cy2 + bx + dy + e = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)→ ∃ABCQ(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
(A, B, C) = Q & êîîðä(A, K) = (−b/(2a),−d/(2c)) & êîîðä(B, K) = (−b/(2a) +
1,−d/(2c)) & êîîðä(C, K) = (−b/(2a),−d/(2c) + 1) & êîîðä(E, Q) =
setuv(4a

2cu2 + 4ac2v2 − b2c− d2a + 4ace & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî)))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íåì íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî
õ10, ó êîòîðîãî â îäíîé ÷àñòè ðàñïîëîæåí îïèñàòåëü "êëàññ", à â äðóãîé -
îáîçíà÷åíèå êîîðäèíàò. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïèñàòåëÿ,
ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå îáîçíà÷åíèÿ êîîðäèíàò, ïåðåìåííîé õ13 - ñèìâîë
ïî âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 èìååò âèä êîîðä(E, K) = setxy(c +
ax2 + dy2 = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî).

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ðàâåíñòâà õ10. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "a, c, d, E,K". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí âêëþ÷àåò âñå ïàðàìåòðû àíòåöåäåí-
òîâ. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "íîðìêîîðä" îïðåäåëÿåò ïî õ13 óêàçàííóþ âû-
øå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðå-
îáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó.
Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä:

∀qrbefgh(b−÷èñëî& e−÷èñëî& f−÷èñëî& g−÷èñëî& h−÷èñëî& ïðÿìêîîðä(r) &
¬(f = 0) & ¬(b = 0) & êîîðä(q, r) = setkl(bk

2 +fl2 +ek+gl+h = 0 & k−÷èñëî &
l − ÷èñëî)→ ∃mnps(m− òî÷êà & n− òî÷êà & p− òî÷êà & (m,n, p) = s &
êîîðä(m, r) = (−e/(2b),−g/(2f)) & êîîðä(n, r) = (−e/(2b) + 1,−g/(2f)) &
êîîðä(p, r) = (−e/(2b),−g/(2f) + 1) & êîîðä(q, s) = setij(4b2fi2 + 4bf 2j2− e2f −
g2b + 4bfh & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî)))
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Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ17. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò - êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì õ18. Â ýòîì
ñïèñêå íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ20 ñ îïèñàòåëåì "êëàññ" â îäíîé ÷àñòè è âûðàæå-
íèåì äëÿ êîîðäèíàò õ13 â äðóãîé. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
îïèñàòåëÿ "êëàññ", ïåðåìåííîé õ21 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò. Â
íàøåì ïðèìåðå õ20 èìååò âèä "êîîðä(q, s) = setij(4b2fi2 + 4bf 2j2 − e2f − g2b +
4bfh & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî)".

Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ14, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû
õ10 è õ20. Îïåðàòîðó "óíèôèêàöèÿ" ïåðåäàåòñÿ îïöèÿ "ïëþñ", óñèëèâàþùàÿ
åãî äåéñòâèÿ.

Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ó èñõîäíîé òåîðåìû õàðàêòåðèñòèê ñ çàãîëîâêàìè "õà-
ðàêò", "ñèñòåìûêîîðäèíàò". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñ-
êà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ17 ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè
S ê îòëè÷íûì îò õ10 àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ25 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê êîíñåêâåíòó èñõîäíîé òåî-
ðåìû. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ24 îïåðà-
òîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ25. Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ26 è êîíñåêâåíòîì õ25. Îíà îáðàáàòû-
âàåòñÿ îïåðàòîðàìè "íîðìòåîðåìà" è "ñîêðàùòåîð", ïîñëå ÷åãî ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

6. Ïîïûòêà ðàçâÿçêè ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò ìíîæåñòâà îáúåêòîâ,
íå âõîäÿùèõ â êîíñåêâåíò.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcdefklmnBCD(¬(B = C) & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), D) = setvwA(v − ÷èñëî &
w − ÷èñëî & A− ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (l + v, m + w, n + A))) &
êîîðä(âåêòîð(AC), D) = (b, c, k) & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî &
l−÷èñëî & m−÷èñëî & n−÷èñëî & B− òî÷êà & C− òî÷êà & Òðåõìåðí(D)→
ïðîïîðöíàáîðû((b, c, k), (d, e, f)))

èç òåîðåìû

∀abcghijkpqrK(¬(a = g) & êîîðä(g,K) = (h, i, j) & êîîðä(ïðÿìàÿ(ag), K) =
setxyz(x−÷èñëî & y−÷èñëî & z−÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((p, q, r), (x−h, y− i,
z− j))) & êîîðä(âåêòîð(ga), K) = (b, c, k) & p−÷èñëî & q−÷èñëî & r−÷èñëî &
a− òî÷êà & g − òî÷êà & Òðåõìåðí(K)→ ïðîïîðöíàáîðû((b, c, k), (p, q, r)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABKabcdefpqr(A− òî÷êà & B− òî÷êà & ¬(A = B) & Òðåõìåðí(K) & a−÷èñëî &
b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî & e − ÷èñëî & f − ÷èñëî & êîîðä(A, K) =
(p, q, r) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî &
ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (x+d, y+e, z+f)))→ mbox(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(x−
÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (x− p, y − q, z − r))))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íåì íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî
õ10, ó êîòîðîãî â îäíîé ÷àñòè ðàñïîëîæåí îïèñàòåëü "êëàññ", à â äðóãîé -
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îáîçíà÷åíèå êîîðäèíàò. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïèñàòåëÿ,
ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå îáîçíà÷åíèÿ êîîðäèíàò, ïåðåìåííîé õ13 - ñèìâîë
ïî âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 èìååò âèä "êîîðä(ïðÿìàÿ(ag), K) =
setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((p, q, r), (x− h, y −
i, z − j)))".

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ15 - ñïèñîê åãî ïàðà-
ìåòðîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - ñïèñîê b, c, k, p, q, r. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ïîäòåðì õ12, ïåðåìåííîé õ17 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ16, íå âõîäÿùèõ
â ñïèñîê õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ h, i, j. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ17 íåïóñò. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ñóùåñòâåííîãî àíòåöåäåíòà
òåîðåìû, îòëè÷íîãî îò õ10 è ñîäåðæàùåãî ïàðàìåòð èç ñïèñêà õ17. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî òåðì õ16 èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì ìàêñèìàëüíîé ñëîâæíîñòè, è
ýòîò ïîäòåðì ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ20. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 èìååò âèä
"ïðîïîðöíàáîðû((p, q, r), (x−h, y−i, z−j))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû òåðìà
õ20 ïåðåñåêàþòñÿ ñî ñïèñêîì õ17.

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñâîáïàðàì" îïðåäåëÿåò ïî çàãîëîâêó òåðìà õ20
óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå àíòåöåäåíòà èñõîäíîé òåîðåìû, ðàâíîãî õ10. Ïðîöåäóðà "âûâîäïîñûë-
êè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ24 ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíè èñõîäíîé è äîïîë-
íèòåëüíîé òåîðåì ïðè óíèôèêàöèè àíòåöåäåíòà õ23 ñ êîíñåêâåíòîì äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû
õ24, ïåðåìåííîé õ26 - åå êîíñåêâåíò. Ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà
èññëåäîâàíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ñïèñêà õ25. Çàòåì îïðåäåëÿåòñÿ
ðåçóëüòàò õ27 îáðàáîòêè ñïèñêà õ25 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñè-
òåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ26. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ27 è
êîíñåêâåíòîì õ26. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû äëÿ âàðüèðîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

1. Âàðüèðîâàíèå ñèñòåìû êîîðäèíàò äëÿ ïîëó÷åíèÿ óòâåðæäåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdefghqr(af < 0 & 0 < bf & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî &
h− ÷èñëî & ïðÿìêîîðä(r) & êîîðä(q, r) = setkl(h + bk2 + dk + fl2 + gl = 0 &
k − ÷èñëî & l − ÷èñëî) & b(f − b) ≤ 0 & a = 4bfh− bg2 − fd2 & c = −d/(2b) &
e = −g/(2f)→ ∃mnps((m, n, p) = s & êîîðä(m, r) = (c, e) & êîîðä(n, r) =
(c, e + 1) & êîîðä(p, r) = (c + 1, e) & êîîðä(q, s) = setji(a + 4bf 2j2 + 4fb2i2 =
0 & i−÷èñëî & j−÷èñëî) & m−òî÷êà & n−òî÷êà & p−òî÷êà & ïðÿìêîîðä(s) &
êàíîíè÷êîîðä(s, q)))

èç òåîðåìû

∀EKace(a − ÷èñëî & c − ÷èñëî & e − ÷èñëî & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) =
setxy(ax2 + cy2 + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & 0 < ac & 0 ≤ e(a− c) &
ce < 0→ êàíîíè÷êîîðä(K, E))
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è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀EKabcde(a−÷èñëî& b−÷èñëî& c−÷èñëî& d−÷èñëî& e−÷èñëî& ïðÿìêîîðä(K)
& ¬(c = 0) & ¬(a = 0) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + cy2 + bx + dy + e = 0 &
x−÷èñëî & y−÷èñëî)→ ∃ABCQ(A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà & (A, B, C) =
Q & êîîðä(A, K) = (−b/(2a),−d/(2c)) & êîîðä(C, K) = (−b/(2a)+1,−d/(2c)) &
êîîðä(B, K) = (−b/(2a),−d/(2c) + 1) & êîîðä(E, Q) = setvu(4a

2cu2 + 4ac2v2 −
b2c− d2a + 4ace & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî)))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû îäíîãî èç ïðåäøå-
ñòâóþùèõ ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íåì íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî
õ10, ó êîòîðîãî â îäíîé ÷àñòè ðàñïîëîæåí îïèñàòåëü "êëàññ", à â äðóãîé -
îáîçíà÷åíèå êîîðäèíàò. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïèñàòåëÿ,
ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå îáîçíà÷åíèÿ êîîðäèíàò, ïåðåìåííîé õ13 - ñèìâîë
ïî âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 èìååò âèä "êîîðä(E, K) = setxy(ax2 +
cy2 + e = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)".

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ðàâåíñòâà õ10. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "a, c, e, E,K". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí âêëþ÷àåò âñå ïàðàìåòðû àíòåöåäåí-
òîâ. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "íîðìêîîðä" îïðåäåëÿåò ïî õ13 óêàçàííóþ âû-
øå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðå-
îáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó.
Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä:

∀qrbdfgh(b−÷èñëî& d−÷èñëî& f−÷èñëî& g−÷èñëî& h−÷èñëî& ïðÿìêîîðä(r) &
¬(f = 0) & ¬(b = 0) & êîîðä(q, r) = setkl(bk

2 +fl2 +dk+gl+h = 0 & k−÷èñëî &
l − ÷èñëî)→ ∃mnps(m− òî÷êà & n− òî÷êà & p− òî÷êà & (m, n, p) = s &
êîîðä(m, r) = (−d/(2b),−g/(2f)) & êîîðä(n, r) = (−d/(2b) + 1,−g/(2f)) &
êîîðä(p, r) = (−d/(2b),−g/(2f) + 1) & êîîðä(q, s) = setij(4b2fi2 + 4bf 2j2− d2f −
g2b + 4bfh & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî)))

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ17. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò - êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì õ18. Â ýòîì
ñïèñêå íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ20 ñ îïèñàòåëåì "êëàññ" â îäíîé ÷àñòè è âûðàæå-
íèåì äëÿ êîîðäèíàò õ13 â äðóãîé. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
îïèñàòåëÿ "êëàññ", ïåðåìåííîé õ21 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò. Â
íàøåì ïðèìåðå õ20 èìååò âèä "êîîðä(q, s) = setij(4b2fi2 + 4bf 2j2 − d2f − g2b +
4bfh & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî)".

Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ14, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû
õ10 è õ20. Îïåðàòîðó "óíèôèêàöèÿ" ïåðåäàåòñÿ îïöèÿ "ïëþñ", óñèëèâàþùàÿ
åãî äåéñòâèÿ.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà èìååò õàðàê-
òåðèñòèêó ñ çàãîëîâêîì "õàðàêò" ëèáî "ñèñòåìûêîîðäèíàò". Ïåðåìåííîé õ24
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îòëè÷íûì îò
õ10 àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû, à òàêæå ê åå êîíñåêâåíòó. Ïåðåìåííîé õ25
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ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà õ18. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ24, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ ñî
ñïèñêîì õ25, ïåðåìåííîé õ27 - îñòàòîê ñïèñêà õ24. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ17 è ñïèñêà õ27. Ïåðåìåííîé õ29
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì
õ25 íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé ñïèñêîâ õ19 è õ26. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ28 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñè-
òåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ29. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ30 è êîíñåêâåíòîì õ29. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "ñîêðàùòåîð" è ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Èñïîëüçîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ êîîðäèíàò òî÷êè ìíîæåñòâà äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ óðàâíåíèÿ ìíîæåñòâà, îïðåäåëÿåìîãî ïðè
ïîìîùè äàííîé òî÷êè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdehijklsBCK(¬(a = s) & ¬(B = C) & êîîðä(s, K) = (b, d, e) & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC)
, K) = setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((j, k, l),
(c + x, h + y, i + z))) & a ∈ ïðÿìàÿ(BC) & c− ÷èñëî & h− ÷èñëî & i− ÷èñëî &
j − ÷èñëî & k − ÷èñëî & l − ÷èñëî & a− òî÷êà & s− òî÷êà & B − òî÷êà &
C−òî÷êà & Òðåõìåðí(K)→ ïðîïîðöíàáîðû((p−b, q−d, r−e), (jm−b−c, km−
d− h, lm− e− i)))

èç òåîðåìû

∀achijklBCK(¬(B = C) & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setxyz(x−÷èñëî & y−÷èñëî &
z − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((j, k, l), (c + x, h + y, i + z))) & a ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
c− ÷èñëî & h− ÷èñëî & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & k − ÷èñëî & l − ÷èñëî &
B − òî÷êà & C − òî÷êà & Òðåõìåðí(K) → ∃m(êîîðä(a, K) = (jm − c, km −
h, lm− i) & m− ÷èñëî))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABabcdefK(A−òî÷êà & B−òî÷êà & Òðåõìåðí(K) & ¬(A = B) & êîîðä(A, K) =
(a, b, c) & êîîðä(B, K) = (d, e, f)→ êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x− a, y − b, z − c), (d− a, e− b, f − c)) & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & z − ÷èñëî))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòî-
ðà ñóùåñòâîâàíèÿ õ8, ïåðåìåííîé õ11 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåð-
æäåíèÿ ïîä ýòèì êâàíòîðîì. Â ñïèñêå õ11 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ12, â ëåâîé
÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî âûðàæåíèå äëÿ êîîðäèíàò, à â ïðàâîé - âûðàæå-
íèå ñ çàãîëîâêîì "íàáîð". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàçâàíèå êîîðäèíàò.
Â íàøåì ïðèìåðå - õ12 èìååò âèä "êîîðä(a, K) = (jm− c, km− h, lm− i)", õ13
- ñèìâîë "êîîðä". Îïðåäåëÿåòñÿ ðàçäåë õ14, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ13.
Â íàøåì ïðèìåðå - "ñèñòåìûêîîðäèíàò". Â ýòîì ðàçäåëå íàõîäèòñÿ òåîðåìà ñ
õàðàêòåðèñòèêîé "óðàâíìíîæåñòâî". Â íàøåì ïðèìåðå - óêàçàííàÿ âûøå äîïîë-
íèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïî-
ëîæåíî âûðàæåíèå ñ çàãîëîâêîì õ13. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé
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îïåðàíä äàííîãî âûðàæåíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðÿìàÿ(AB)". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî âûðàæåíèå õ22 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ó äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû àíòåöåäåíòà, ïðåäñòàâëÿþùå-
ãî ñîáîé ðàâåíñòâî, ïåðâûì îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò âûðàæåíèå ñ çàãîëîâ-
êîì õ13, à âòîðûì - âûðàæåíèå "íàáîð(. . .)" ñ òåì æå ÷èñëîì îïåðàíäîâ, ÷òî
ó ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ñóùåñòâóåò", ïðè÷åì âñå ïåðåìåííûå òåîðåìû
âõîäÿò â ýòîò êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáî-
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â
èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 èìååò âèä:

∀stbdefgnu(s − òî÷êà & t − òî÷êà & Òðåõìåðí(u) & ¬(s = t) & êîîðä(s, u) =
(b, d, e) & êîîðä(t, u) = (f, g, n)→ êîîðä(ïðÿìàÿ(st), u) =
setpqr(ïðîïîðöíàáîðû((p− b, q − d, r − e), (f − b, g − d, n− e)) & p− ÷èñëî &
q − ÷èñëî & r − ÷èñëî))

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ23. Â íåì íà-
õîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ25, çàãîëîâîê ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî - ñèìâîë õ13, à ïðàâîé
÷àñòè - ñèìâîë "íàáîð". Â íàøåì ïðèìåðå õ25 èìååò âèä "êîîðä(t, u) = (f, g, n)".
Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ðàâåíñòâà õ25. Îïðåäåëÿåòñÿ
ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ26, ïåðåâîäÿùàÿ ðàâåíñòâî õ25 â õ12. Ïå-
ðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê
óòâåðæäåíèÿì ñïèñêà õ24, ïåðåìåííîé õ29 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòà-
íîâêè ê êîíñåêâåíòó òåîðåìû õ23. Ñïèñîê õ28 ïîäðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ30
óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ ñïèñêà õ10, è ïîäñïèñîê õ31 îñòàëüíûõ
óòâåðæäåíèé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ29 âñòðå÷àþò-
ñÿ ïåðåìåííûå ñïèñêà õ10. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøè-
âàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì õ10 íà êîíúþíêöèþ îòëè÷íûõ
îò õ12 óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ11, óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ30 è óòâåðæäåíèÿ õ29.
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ ñïèñêîâ õ9 è
õ31, à êîíñåêâåíò - óòâåðæäåíèå õ32. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òåîðåìå

1. Ïåðåõîä ê òåîðåìå, óñìàòðèâàþùåé òèï ìíîæåñòâà, çàäàííîãî óðàâíåíèåì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcefK(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & f − ÷èñëî & ñèñòêîîðä(K) & a− ÷èñëî &
¬(c2 + f 2 = 0) & êîîðä(e, K) = setxy(∃t(x = a + ft & y = b + ct & t− ÷èñëî))→
Ïðÿìàÿ(e))

èç òåîðåìû

∀abcefABK(¬(A = B) & êîîðä(e, K) = setxy(∃t(x = a + ft & y = b + ct &
t− ÷èñëî)) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (a + f, b + c) & c− ÷èñëî &
f − ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→ e = ïðÿìàÿ(AB))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀A(Ïðÿìàÿ(A)↔ ∃BC(B−òî÷êà & C−òî÷êà & ¬(B = C) & A = ïðÿìàÿ(BC)))
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Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íåì íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî
õ10, ó êîòîðîãî â îäíîé ÷àñòè ðàñïîëîæåí îïèñàòåëü "êëàññ", à â äðóãîé -
îáîçíà÷åíèå êîîðäèíàò. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïèñàòåëÿ,
ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå îáîçíà÷åíèÿ êîîðäèíàò, ïåðåìåííîé õ13 - ñèìâîë
ïî âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 èìååò âèä "êîîðä(e,K) = setxy(∃t(x =
a + ft & y = b + ct & t− ÷èñëî))", õ11 - âèä "êîîðä(e, K)".

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - ïåðâûé îïåðàíä êîîðäèíàòíîãî
âûðàæåíèÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ e. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò
òåîðåìû - ðàâåíñòâî, â îäíîé èç ÷àñòåé êîòîðîãî ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ14.
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê äðóãîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ñèìâîë "ïðÿìàÿ". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðì "íàçûâàòü" îïðåäåëÿåò ïî
õ17 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîä-
íóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 èìååò âèä:

∀d(Ïðÿìàÿ(d)↔ ∃gh(g − òî÷êà & h− òî÷êà & ¬(g = h) & d = ïðÿìàÿ(gh)))

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñå-
êâåíòå òåîðåìû õ20, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "ñóùåñòâóåò", ïåðåìåííîé õ22 -
âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâ-
íûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ õ23. Â íåì íàõîäèò-
ñÿ ðàâåíñòâî õ25, ñîäåðæàùåå ñèìâîë õ17. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 èìååò âèä
"d = ïðÿìàÿ(gh)". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ðàâåíñòâà
õ25. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îò âêëþ÷àåòñ â ñåáÿ âñå ïåðåìåííûå òåîðåìû õ20. Íàõî-
äèòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ26, óíèôèöèðóþùàÿ ðàâåíñòâî õ25
ñ êîíñåêâåíòîì èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêà ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ20 ñî
ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îòëè÷íûì îò õ25 óòâåðæäå-
íèÿì ñïèñêà õ24. Ïðè ïîìîùè çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå íå
ñîäåðæàùèåñÿ â ñïèñêå õ9 óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ28 ñóòü ñëåäñòâèÿ óòâåðæäåíèé
õ9.

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ïîäòåð-
ìó õ22. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "Ïðÿìàÿ(e)". Ïåðåìåííîé õ30 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ29 è õ10. Â íàøåì ïðèìåðå -
"e, a, b, c, f, K". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ àíòåöåäåí-
òîâ õ9, íå âîøåäøèõ â ñïèñîê õ30. Â íàøåì ïðèìåðå - ñïèñîê "A, B". Ïåðåìåí-
íîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ9, èìåþùèõ ïàðàìåòð èç
ñïèñêà õ31. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ32 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ9, íå âîøåäøèõ â ñïèñîê õ32 è îòëè÷íûõ îò õ10.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ33 è óñëîâèÿìè õ32. Öåëè çàäà÷è
- "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ31", "ïàðàìåòðû õ31". Â
íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "c−÷èñëî", "f−÷èñëî", "ñèñòêîîðä(K)", óñëîâèÿ
- "¬(A = B)", "êîîðä(A, K) = (a, b)", "êîîðä(B, K) = (a+f, b+c)", "A−òî÷êà",
"B − òî÷êà". Íåèçâåñòíûå - A, B, ïðè÷åì îíè íåñóùåñòâåííûå. Îòâåò çàäà÷è
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ35. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "(a−÷èñëî & b−
÷èñëî) & ¬(c = 0 & f = 0) & (a + f − ÷èñëî & b + c− ÷èñëî)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç" è íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ31.



1132 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ33 ñî ñïèñêîì êîíúþíêòèâ-
íûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ35, ïåðåìåííîé õ37 - ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ36
îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ õ30. Çàòåì ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ37 è óòâåðæäåíèå
õ10, à êîíñåêâåíòîì - óòâåðæäåíèå õ29. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Âàðüèðîâàíèå àíòåöåäåíòà

1. Ïåðåõîä îò îáû÷íîãî çàäàíèÿ êëàññà ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀defghpqBK(¬(e2 + g2 = 0) & êîîðä(d,K) = setjk(∃i(j = f + ei & k = h + gi &
i− ÷èñëî)) & êîîðä(B, K) = (p, q) & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî &
h− ÷èñëî & Ïðÿìàÿ(d) & ñèñòêîîðä(K) & Âåêòîð(B)→ d ‖ B ↔ gp− eq = 0)

èç òåîðåìû

∀abcdpqBK(êîîðä(d,K) = setxy(c+ax+by = 0 & x−÷èñëî& y−÷èñëî)êîîðä(B, K) =
(p, q) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & Ïðÿìàÿ(d) & ñèñòêîîðä(K) &
Âåêòîð(B)→ d ‖ B ↔ ap + bq = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abcd(a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & d−÷èñëî & ¬(a2+c2 = 0)→ setxy(∃t(x =
at+b & y = ct+d & t−÷èñëî)) = setxy(cx−ay+ad−bc = 0 & x−÷èñëî& y−÷èñëî))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íåì íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî
õ10, ó êîòîðîãî â îäíîé ÷àñòè ðàñïîëîæåí îïèñàòåëü "êëàññ", à â äðóãîé -
îáîçíà÷åíèå êîîðäèíàò. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïèñàòåëÿ,
ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå îáîçíà÷åíèÿ êîîðäèíàò, ïåðåìåííîé õ13 - ñèìâîë
ïî âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 èìååò âèä "êîîðä(d,K) = setxy(c +
ax + by = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè àíòåöåäåíòîâ íåò îòëè÷íîãî îò õ10 ðàâåíñòâà ñ îïè-
ñàòåëåì "êëàññ" â ïðàâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâêîì íå ÿâëÿåòñÿ
êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - ïåðâûé
îïåðàíä êîîðäèíàòíîãî âûðàæåíèÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - ïåðåìåííàÿ d.
Ñðåäè àíòåöåäåíòîâ íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ16 âèäà "P (õ15)". Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "Ïðÿìàÿ(d)". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óðâí" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó
P óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòî-
ðàÿ èìååò çàãîëîâîê "êëàññ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå ïîä îïèñàòåëåì
õ21 íå èìååò çàãîëîâêà "ñóùåñòâóåò". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå â àíòåöåäåíò èñõîäíîé òåîðåìû âûðàæåíèÿ õ12. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä"
íàõîäèò ðåçóëüòàò õ25 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ24 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè
ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïðèìåíÿåìîé òàê, ÷òî õ21 ÿâëÿåòñÿ çàìå-
íÿåìîé ÷àñòüþ. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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3.127 Õàðàêòåðèñòèêà "óðàâíêðèâ"

Õàðàêòåðèñòèêîé "óðàâíêðèâ" ñîïðîâîæäàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåëÿþùèå îá-
ùèé âèä óðàâíåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò òî÷åê ìíîæåñòâà çàäàííîãî òèïà.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Èçâëå÷åíèå ïðèåìà óñìîòðåíèÿ âèäà ìíîæåñòâà ïî åãî êîîðäèíàòàì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûîä òåîðåìû

∀abcKP (¬(a2 + b2 = 0) & êîîðä(P, K) = setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî &
y− ÷èñëî) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & ñèñòêîîðä(K)→ Ïðÿìàÿ(P ))

èç òåîðåìû

∀ABCKP (ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C) & P ⊆ ïëîñêîñòü(ABC)→
Ïðÿìàÿ(P )↔ ∃abc(a− ÷èñëî &-

	
÷èñëî & c− ÷èñëî & ¬(a2 + b2 = 0) &

êîîðä(P, K) = setxy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & ax + by + c = 0)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñå-
êâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ11
ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ ñî ñïèñêîì êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì õ10. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöå-
äåíòû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ11, à êîíñåêâåíò - ïðîòèâîïîëîæíàÿ
÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðå-
ãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Èçâëå÷åíèå ïðèåìà óñìîòðåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcKP (êîîðä(P, K) = setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & Ïðÿìàÿ(P ) & ñèñòêîîðä(K)→ ¬(a2+b2 = 0))

èç òåîðåìû

∀ABCKP (ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C) & P ⊆ ïëîñêîñòü(ABC)→
Ïðÿìàÿ(P )↔ ∃abc(a− ÷èñëî &-

	
÷èñëî & c− ÷èñëî & ¬(a2 + b2 = 0) &

êîîðä(P, K) = setxy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & ax + by + c = 0)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîí-
ñåêâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé õ9 -
âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì õ10, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ.
Â ñïèñêå õ11 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ13 ñ îïèñàòåëåì "êëàññ" â ïðàâîé ÷àñòè. Â
íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "êîîðä(P, K) = setxy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & ax +
by+ c = 0)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé íà-
áîðà õ11. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäñïèñîê ñïèñêà õ14, îáðàçîâàííûé
óòâåðæäåíèÿìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. âûðàæåíèÿ õ13,
ïåðåìåííîé õ16 - îñòàëüíàÿ ÷àñòü ñïèñêà õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè óòâåð-
æäåíèé õ16 íåò ðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäå-
íèé íàáîðà õ16, èìåþùèõ ñâîèì çàãîëîâêîì îäèí èç ñèìâîëîâ "íå", "ìåíüøå",
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"ìåíüøåèëèðàâíî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ17 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ18 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "a, b, c".
Îïðåäåëÿåòñÿ ñïèñîê õ19 ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó, èìå-
þùèé òàêóþ æå äëèíó, êàê ñïèñîê õ18. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 - "d, e, f". Äàëåå
íà÷èíàåòñÿ öèêë ïðîñìîòðà óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ17, ïðè÷åì íåêîòîðûå èç íèõ
áóäóò ñîõðàíÿòüñÿ â íàêîïèòåëå õ20, èñïîëüçóåìîì äðóãèì ïðèåìîì âûâîäà
òåîðåì. Ýòîò ïðèåì áóäåò ðàññìîòðåí íèæå.

Â ñïèñêå õ17 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - "¬(a2 + b2 =
0)". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â îòðèöàíèè óòâåðæäåíèÿ
õ21 ïåðåìåííûõ õ18 íà ïåðåìåííûå õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "d2 + e2 = 0".
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííûõ õ18 íà
õ19 â óòâåðæäåíèÿõ íàáîðà õ15. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúíäèíåíèå
ñïèñêîâ õ12,õ23 è óòâåðæäåíèÿ õ22. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
çàìåíû ïåðåìåííûõ õ19 íà õ19 â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ13. Ïåðåìåííîé õ27
ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "íå(ñóùåñòâóåò(õ18 è(õ26)))". Ïðè ïîìîùè çàäà÷è
íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ27 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ24. Òîãäà
óòâåðæäåíèÿ õ21 çàíîñèòñÿ â íàêîïèòåëü õ20.

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ12, õ15, ïîäòåðìà õ9 è ðà-
âåíñòâà õ13. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ29 è êîíñåêâåíòîì
õ21. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

3. Èçâëå÷åíèå ïðèåìà óñìîòðåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìíîæåñòâà çàäàííîãî òèïà, èìå-
þùåãî çàäàííûå êîîðäèíàòû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcK(¬(a2 + b2 = 0) & a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & ñèñòêîîðä(K) →
∃P (êîîðä(P, K) = setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî & ÷èñëî) & Ïðÿìàÿ(P )))

èç òåîðåìû

∀ABCKP (ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C) & P ⊆ ïëîñêîñòü(ABC)→
Ïðÿìàÿ(P )↔ ∃abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & ¬(a2 + b2 = 0) &
êîîðä(P, K) = setxy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & ax + by + c = 0)))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîí-
ñåêâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé õ9
- âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâ-
íûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì õ10, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê àíòåöå-
äåíòîâ. Â ñïèñêå õ11 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ13 ñ îïèñàòåëåì "êëàññ" â ïðàâîé
÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "êîîðä(P, K) = setxy(x − ÷èñëî & y −
÷èñëî & ax + by + c = 0)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îñòàëüíûõ
óòâåðæäåíèé íàáîðà õ11. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ9. Â íàøåì
ïðèìåðå - "Ïðÿìàÿ(P )". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà òåðìà õ15 ðàâíà 2, ïðè÷åì åãî
êîðíåâîé îïåðàíä - íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ
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P . Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ12 è õ14. Ïåðåìåí-
íîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ17, êîòîðûå ñîäåðæàò
ïàðàìåòð õ16. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê íàáîðà õ17. Ïðè ïîìî-
ùè çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ18
ñóòü ñëåäñòâèÿ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ19, ïîïîëíåííîãî óòâåðïæäåíèÿìè õ15 è
õ13. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ñóùåñòâóåò(õ16 è(õ15 õ13))".
Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ19 è êîíñåêâåíòîì õ20. Îíà îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Ïåðåõîä ê èìïëèêàöèè, äàþùåé îáùèé âèä óðàâíåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCKP (K = (A, B, C) & P ⊆ ïëîñêîñòü(ABC) &Ïðÿìàÿ(P ) & ñèñòêîîðä(K)→
∃abc(¬(a2 + b2 = 0) & êîîðä(P, K) = setxy(c + ax + by = 0 & x − ÷èñëî & y −
÷èñëî) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî))

èç òåîðåìû

∀ABCKP (ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C) & P ⊆ ïëîñêîñòü(ABC)→ Ïðÿìàÿ(P )↔
∃abc(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & ¬(a2 + b2 = 0) & êîîðä(P, K) =
setxy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & ax + by + c = 0))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñå-
êâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé õ9 -
âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ
ïîäòåðìà õ9 ê ñïèñêó àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöå-
äåíòàìè õ11, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ïîäòåðì õ10. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Èñïîëüçîâàíèå ÿâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀efABCK(¬(e = f) & K = (A, B, C) & e ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
f ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & e− òî÷êà & f − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→
∃abc(¬(a2 + b2 = 0) & êîîðä(ïðÿìàÿ(ef), K) = setxy(c + ax + by = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî))

èç òåîðåìû

∀ABCKP (ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C) & P ⊆ ïëîñêîñòü(ABC)→
Ïðÿìàÿ(P )↔ ∃abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & ¬(a2 + b2 = 0) &
êîîðä(P, K) = setxy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & ax + by + c = 0)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀A(Ïðÿìàÿ(A)↔ ∃BC(B−òî÷êà & C−òî÷êà & ¬(B = C) & A = ïðÿìàÿ(BC)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîí-
ñåêâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé õ9
- âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ9. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò äëèíó 2. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê,



1136 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

ïåðåìåííîé õ13 - ïåðåìåííàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ åãî êîðíåâûì îïåðàíäîì. Â íàøåì
ïðèìåðå õ12 - ñèìâîë "Ïðÿìàÿ", õ13 - ïåðåìåííàÿ P . Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"ïàðàìîïèñàíèå" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â íåé ïåðå-
ìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ16
èìååò âèä:

∀d(Ïðÿìàÿ(d)↔ ∃ef (e− òî÷êà & f − òî÷êà & ¬(e = f) & d = ïðÿìàÿ(ef)))

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñå-
êâåíòå òåîðåìû õ16, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ12, ïåðåìåííîé õ19 - âõîæäåíèå
äðóãîé ÷àñòè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ20
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ18. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 -
ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì õ19. Â íåì íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ22 ñ ïåðåìåííîé
õ20 â îäíîé èç ñâîèõ ÷àñòåé. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü äàííî-
ãî ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 èìååò âèä "d = ïðÿìàÿ(ef)". Ïåðåìåííîé
õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ25 âìåñòî ïåðåìåííîé
õ20 â ïîäòåðì õ10. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðå-
ìû õ16. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðà-
æåíèÿ õ25 âìåñòî ïåðåìåííîé õ13 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ ñïèñêîâ õ27, õ28 è îòëè÷-
íûå îò õ22 óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ21. Êîíñåêâåíòîì ñëóæèò óòâåðæäåíèå õ26.
Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà. Åé ïåðåäàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè "îáùèé", "êîîðäèíàòû".

6. Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ìíîæåñòâà òî÷åê çàäàííîãî òèïà, ñîäåðæàùåãî òî÷êó ñ
çàäàííûìè êîîðäèíàòàìè è èìåþùåãî çàäàííîå óðàâíåíèå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdefK(¬(a2 + b2 = 0) & êîîðä(d,K) = (e, f) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & ñèñòêîîðä(K)→ ∃P (êîîðä(P, K) = setxy(c + ax + by = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & d ∈ P & Ïðÿìàÿ(P ))↔ c + ae + bf = 0)

èç òåîðåìû

∀ABCKP (ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C) & P ⊆ ïëîñêîñòü(ABC)→
Ïðÿìàÿ(P )↔ ∃abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & ¬(a2 + b2 = 0) &
êîîðä(P, K) = setxy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & ax + by + c = 0)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîí-
ñåêâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé õ9
- âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ9. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëåìåíòàðíûé è èìååò åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð õ13. Â íàøåì
ïðèìåðå õ13 - ïåðåìåííàÿ P . Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Â íåì íàõîäèòñÿ
ðàâåíñòâî õ15, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî îáîçíà÷åíèå êàêèõ-ëèáî
êîîðäèíàò, à â ïðàâîé - îïèñàòåëü "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, ïåðåìåííîé õ18 - âõîæäåíèå ïðàâîé ÷àñòè. Â
íàøåì ïðèìåðå õ17 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "êîîðä(P, K)". Ïåðåìåííîé õ16
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ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "êîîðä".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûì îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ17 ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ13.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ13 íå âõîäèò â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ14, îòëè÷-
íûå îò õ15. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ
õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - x, y.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ20, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îòëè÷íûõ îò õ20
è íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå
ñïèñêà õ19. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 - ïàðà e, f . Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ "õ16(õ20 Q)" âûðàæåíèþ "íàáîð(õ21)". Çäåñü Q - âòîðîé
îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 èìååò âèä "êîîðä(d,K) = (e, f)".
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû.

Ñïèñîê õ23 ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ24 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåí-
íóþ õ13, è ïîäñïèñîê õ25 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâà-
åòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ25 è õ14. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ24 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåð-
æäåíèé õ26. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííûõ õ19
íà ïåðåìåííûå õ21 â óòâåðæäåíèè ïîä îïèñàòåëåì õ18. Â íàøåì ïðèìåðå -
"e−÷èñëî & f −÷èñëî & ae+ bf + c = 0". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâè-
âàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèÿ "ñóùåñòâóåò(õ13 è(õ11 ïðèíàäëåæèò(õ20 õ13) õ15))"
óòâåðæäåíèþ õ28. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ25 ñî
ñïèñêîì îòëè÷íûõ îò õ15 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ14 è ñ óòâåðæäåíèåì õ22. Ñîçäà-
åòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ30 è êîíñåêâåíòîì õ29. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ îïöèÿ "êâàíòîðíàÿñâåðòêà",
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Èçâëå÷åíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ââîäÿùåé óðàâíåíèå ìíîæåñòâà òî÷åê â çàäà÷å
íà ïðåîáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀dABCK(ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C)→ ∃Pe(Ïðÿìàÿ(P ) & d(P, e))↔
∃Peabc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & êîîðä(P, K) = setxy(x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî & ax + by + c = 0) & Ïðÿìàÿ(P ) & d(P, e)))

èç òåîðåìû

∀ABCKP (ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C) & P ⊆ ïëîñêîñòü(ABC)→
Ïðÿìàÿ(P )↔ ∃abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & ¬(a2 + b2 = 0) &
êîîðä(P, K) = setxy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & ax + by + c = 0)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñå-
êâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé õ9 -
âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X, Y , íå âõîäÿùèå â èñõîä-
íóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå d, e. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ïîäòåðì õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - "Ïðÿìàÿ(P )". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó ïåðåìåííûõ òåðìà õ9 ïåðåìåííîé Y . Â íà-
øåì ïðèìåðå - ïàðà ïåðåìåííûõ P, e. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå
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"çíà÷åíèå(X, íàáîð(õ13))". Â íàøåì ïðèìåðå - "d(P, e)". Ïåðåìåííîé õ15 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì õ13
íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ12 è õ14. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì õ10. Â íåì íàõîäèòñÿ ðà-
âåíñòâî õ17, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî âûðàæåíèå äëÿ êîîðäèíàò. Â
íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä "êîîðä(P, K) = setxy(x−÷èñëî & y−÷èñëî & ax+
by+c = 0)". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ òàêèõ óòâåðæäåíèé íà-
áîðà õ16, êîòîðûå ëèáî íåîáõîäèìû äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
õ17 ïî î.ä.ç., ëèáî èìåþò ïàðàìåòð, íå ÿâëÿþùèéñÿ ïàðàìåòðîì ýòîé ÷àñòè. Â
íàøåì ïðèìåðå õ19 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "a−÷èñëî", "b−÷èñëî", "c−÷èñëî",
"êîîðä(P, K) = setxy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & ax + by + c = 0)".

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ19 óòâåðæäå-
íèé õ12 è õ14. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòî-
ðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì õ13 è ïåðåìåííûì ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè
êâàíòîðà õ10 íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ20. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Åñëè ñðåäè óòâåðæäåíèé õ22 èìååòñÿ
åäèñòâåííîå, ïàðàìåòðû êîòîðîãî ïåðåñåêàþòñÿ ñ ïàðàìåòðàìè òåðìà õ12, ïðè-
÷åì îíî èìååò âèä âêëþ÷åíèÿ â ïëîñêîñòü, òî òàêîå óòâåðæäåíèå èñêëþ÷àåòñÿ
èç ñïèñêà õ22, à ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåñÿ îäíîýëåìåíòûé ñïèñîê, îáðà-
çîâàííûé òåðìîì "ïîñûëêè(ïëàíèìåòðèÿ)". Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñïèñîê õ23
ïîëàãàåòñÿ ïóñòûì. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ22, êîíñåêâåíòîì
êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ15 è õ21. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêàìè ñïèñêà õ23 è õàðàêòåðèñòèêîé
"óðàâíïðèíàäëåæèò(âòîðîéòåðì)".

2. Èçâëå÷åíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîçâîëÿþùåé èñêëþ÷èòü íåñóùåñòâåííûå íåèç-
âåñòíûå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcK(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & ñèñòêîîðä(K) → ∃P (êîîðä(P, K) =
setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & Ïðÿìàÿ(P ))↔ ¬(a2 + b2 = 0))

èç òåîðåìû

∀ABCKP (ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C) & P ⊆ ïëîñêîñòü(ABC)→
Ïðÿìàÿ(P )↔ ∃abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & ¬(a2 + b2 = 0) &
êîîðä(P, K) = setxy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & ax + by + c = 0)))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû îäíîãî èç ïðåäû-
äóùèõ ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîí-
ñåêâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé õ9
- âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé õ12
- ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â ñïèñêå õ11 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ13, â ïðàâîé ÷à-
ñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåí îïèñàòåëü "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 èìååò âèä
"êîîðä(P, K) = setxy(x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & ax + by + c = 0)". Ïåðåìåííîé
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õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäñïèñîê ñïèñêà õ14, îáðàçîâàííûé óòâåðæäåíèÿìè, íåîá-
õîäèìûìè äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. ðàâåíñòâà õ13. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâà-
èâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñêà õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â íåì íåò ðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ16, èìåþùèõ ñâîèì çàãîëîâ-
êîì îäèí èç ñèìâîëîâ "íå", "ìåíüøå", "ìåíüøåèëèðàâíî". Â íàøåì ïðèìåðå
îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "¬(a2 + b2 = 0)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñïèñîê õ17 íåïóñò.

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà õ10. Â íàøåì
ïðèìåðå - "a, b, c". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â èñõîä-
íóþ òåîðåìó ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ18. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííûå "d, e, f". Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ20.

Ñ ýòîé òî÷êè íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ îò ïðèåìà, ðàññìîòðåííîãî ðàíåå. Òîò ïðè-
åì çàïîëíÿë íàêîïèòåëü õ20 óòâåðæäåíèÿìè ñïèñêà õ17, âûáðàííûìè â êà÷å-
ñòâå êîíñåêâåíòîâ íîâûõ òåîðåì. Ê ìîìåíòó ïðèìåíåíèÿ òåêóùåãî ïðèåìà ýòîò
íàêîïèòåëü óæå çàïîëíåí. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîäåðæèò åäèíñòâåííîå óòâåð-
æäåíèå "¬(a2 + b2 = 0)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ16 è õ20 èìåþò ðàâíûå
äëèíû. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ12 è õ15, ïåðå-
ìåííîé õ22 - ïîäòåðì õ9, ïåðåìåííîé õ23 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ22. Ïå-
ðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ21, èìåþùèõ îáùèé
ïàðàìåòð ñî ñïèñêîì õ23. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåð-
æäåíèÿ "P ⊆ ïëîñêîñòü(ABC)". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñêà
õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ24 ñóòü ñëåäñòâèÿ óòâåðæäåíèé
ñïèñêà õ25, ïîïîëíåííîãî óòâåðæäåíèÿìè õ22 è õ13.

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé "ñóùåñòâóåò(õ23
è(õ22 õ13))" è "è(õ20)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ25 è êîíñå-
êâåíòîì õ26. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêîé "ñâÿçêà".

3. Âûâîä òîæäåñòâà, èñêëþ÷àþùåãî âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð â çàäà÷å íà ïðå-
îáðàçîâàíèå, èìåþùåé öåëü "êëàññ".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdeghijK(¬(d = e) & ¬(a2 + b2 = 0) & c + ag + bh = 0 &
c + ai + bj = 0 & êîîðä(d,K) = (g, h) & êîîðä(e,K) = (i, j) & a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− òî÷êà & e− òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→
setf (∃xy(c + ax + by = 0 & êîîðä(f, K) = (x, y) & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
f − òî÷êà) = ïðÿìàÿ(de))

èç òåîðåìû

∀ABCKP (ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C) & P ⊆ ïëîñêîñòü(ABC)→
Ïðÿìàÿ(P )↔ ∃abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & ¬(a2 + b2 = 0) &
êîîðä(P, K) = setxy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & ax + by + c = 0)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABP (Ïðÿìàÿ(P ) & A − òî÷êà & B − òî÷êà & A ∈ P & B ∈ P & ¬(A = B) →
P = ïðÿìàÿ(AB))
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Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû îäíîãî èç ïðåäû-
äóùèõ ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîí-
ñåêâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé õ9
- âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ9. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëåìåíòàðíûé è èìååò åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð õ13. Â íàøåì
ïðèìåðå õ13 - ïåðåìåííàÿ P . Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Â íåì íàõîäèòñÿ
ðàâåíñòâî õ15, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî îáîçíà÷åíèå êàêèõ-ëèáî
êîîðäèíàò, à â ïðàâîé - îïèñàòåëü "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, ïåðåìåííîé õ18 - âõîæäåíèå ïðàâîé ÷àñòè. Â
íàøåì ïðèìåðå õ17 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "êîîðä(P, K)". Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "êîîðä".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûì îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ17 ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ13.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ13 íå âõîäèò â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ14, îòëè÷-
íûå îò õ15. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ
õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - x, y.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ11 èìååò äëèíó 2. Ñïðà-
âî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïàðàìåòðûâûâîäà" îïðåäåëÿåò ïî åãî çàãîëîâêó óêàçàí-
íóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåî-
ðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 èìååò âèä:

∀def (Ïðÿìàÿ(f) & d− òî÷êà & e− òî÷êà & d ∈ f & e ∈ f & ¬(d = e)→
f = ïðÿìàÿ(de))

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ22. Ïåðåìåííîé
õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ22, êîòîðàÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ïåðåìåííîé, ïåðåìåííîé õ28 - äðóãàÿ ÷àñòü. Â íàøåì ïðèìåðå õ27 -
ïåðåìåííàÿ f , õ28 - âûðàæåíèå "ïîäòåðì(de)". Â ñïèñêå õ23 âûáèðàåòñÿ óòâåð-
æäåíèå õ29, ñîäåðæàùåå ïåðåìåííóþ õ27 è èìåþùåå äëèíó 2. Â íàøåì ïðèìåðå
- óòâåðæäåíèå "Ïðÿìàÿ(f)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêè óòâåðæäåíèé õ29 è õ11
ñîâïàäàþò. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ28.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî èç ýòèõ ïàðàìåòðîâ â ñïèñêå õ23 èìååòñÿ îòíî-
øåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ñ ýòèì ïàðàìåòðîâ â ëåâîé ÷àñòè è ïåðåìåííîé õ27 â
ïðàâîé. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåð-
æäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì õ18. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðè-
ñòàâêà êâàíòîðà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b, c. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ31, èìåþùèõ ïàðàìåòð èç ñïèñêà õ32. Â íà-
øåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííîå óòâåðæäåíèå "ax + by + c = 0". Ïåðåìåííîé õ34
ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñêà õ31. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ34 íåïóñò. Â íàøåì
ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "x− ÷èñëî", "y − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ35
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ22. Ââîäÿòñÿ
ïóñòûå íàêîïèòåëè õ36 è õ37. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îòëè÷íûõ
îò õ15 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ14.

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ öèêë ïðîñìîòðà ïåðåìåííûõ õ39 ñïèñêà õ30. Äëÿ òåêóùåé
òàêîé ïåðåìåííîé âûáèðàåòñÿ ñïèñîê õ40 ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â íàáîð



3.127. Õàðàêòåðèñòèêà "óðàâíêðèâ" 1141

õ35 è èìåþùèé òàêóþ æå äëèíó, êàê ñïèñîê õ19. Ñðàçó æå ïåðåìåííûå õ40
äîáàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó õ35. Ê ñïèñêó õ36 äîáàâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî "õ16(õ39, T )
= íàáîð(õ40)", ãäå T - ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ17. Ê ñïèñêó õ37 äîáàâëÿåòñÿ
ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííûõ õ19 íà õ40 â óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ34.
Ê ñïèñêó õ38 äîáàâëÿåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííûõ õ19 íà õ40 â
óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ33.

Ïî çàâåðøåíèè öèêëà âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ39 ñíîâà îêàçûâàþòñÿ íå
îïðåäåëåíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ36 ñîäåðæèò ðàâåíñòâà "êîîðä(d,K) = (g, h)"
è "êîîðä(e,K) = (i, j)", ñïèñîê õ37 - óòâåðæäåíèÿ "g − ÷èñëî", "h − ÷èñëî",
"i − ÷èñëî", "j − ÷èñëî", ñïèñîê õ38 - óòâåðæäåíèÿ "a − ÷èñëî", "b − ÷èñëî",
"c− ÷èñëî", "¬(a2 + b2 = 0)", "ag + bh + c = 0", "ai + bj + c = 0".

Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïðèíàäëåæàùèõ íàáîðó õ23 óòâåðæäå-
íèé î ïðèíàäëåæíîñòè ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ30. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ
îñòàòîê ñïèñêà õ23. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû
ïåðåìåííîé õ27 íà õ13 â óòâåðæäåíèÿõ íàáîðà õ40. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâà-
èâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ñî ñïèñêàìè õ41,
õ36, õ37 è õ38. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè
âûðàæåíèÿ õ28 âìåñòî ïåðåìåííîé õ13 â óòâåðæäåíèÿ õ42.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ44, íå âõîäÿùàÿ â óòâåðæäåíèÿ õ43. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííàÿ f . Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò ñïèñêà
õ30. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííîé õ45 íà ïåðåìåííóþ õ44 â óòâåðæäåíèÿõ ñïèñ-
êà õ40, èìåþùèõ åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð õ45. Â íàøåì ïðèìåðå õ46 ñîñòîèò
èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "f − òî÷êà". Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííîé õ45 íà õ44 â ëåâîé ÷àñòè ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñïèñêà
õ36. Â íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä(f, K)". Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåí-
ñòâî âûðàæåíèé õ47 è "íàáîð(õ19)". Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì õ19 íà êîíúþíêöèþ
óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ31 è óòâåðæäåíèÿ õ48. Ïåðåìåííîé õ50 ïðèñâàèâàåòñÿ âû-
ðàæåíèå "êëàññ(õ44 è(õ46 õ49))", ïåðåìåííîé õ51 - ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ50 è
õ28. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ43 è êîíñåêâåíòîì õ51. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà
ñ õàðàêòåðèñòèêîé "âñïîìïàðàìåòð(âòîðîéòåðì)".

Âûâîä òåîðåìû ïóòåì äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû

1. Ïîïûòêà óñìîòðåíèÿ äâóìåðíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀E(ýëëèïñ(E)→ äâóìåðí(E))

èç òåîðåìû

∀E(ýëëèïñ(E)↔ E − set & ∃KabABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
K = (A, B, C) & ïðÿìêîîðä(K) & E ⊆ ïëîñêîñòü(ABC) & a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & 0 < b & 0 ≤ a− b & êîîðä(E, K) = setxy(x

2/a2 + y2/b2 = 1 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)))
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Óòâåðæäåíèå "äâóìåðí(X)" îçíà÷àåò, ÷òî X åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê òðåõìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà, íå ÿâëÿþùååñÿ ïîäìíîæåñòâîì ïðÿìîé.

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îäíîé èç ÷àñòåé
ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå òåîðåìû. Âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè ïðèñâàèâà-
åòñÿ ïåðåìåííîé õ9. Â ñïèñêå õ11 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ12 ñ çàãîëîâêîì
"ñóùåñòâóåò". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì õ12. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöå-
äåíòîâ òåîðåìû. Â ñïèñêå õ13 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ15, â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðî-
ãî ðàñïîëîæåí îïèñàòåëü "êëàññ", äëèíà ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè êîòîðîãî ðàâ-
íà 2, à çàãîëîâîê ëåâîé ÷àñòè - ñèìâîë "êîîðä". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ14 è õ13, ïåðåìåííîé õ19 - ïåðâûé îïåðàíä êîîðäèíàòíî-
ãî âûðàæåíèÿ â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 - ïåðåìåííàÿ
E. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå
"äâóìåðí(õ19)" - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ18. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ
îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ14 è ñïèñêà êîíúþíêèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ9. Ñî-
çäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ21 è êîíñåêâåíòîì "äâóìåðí(õ19)". Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Îòîæäåñòâëåíèå ïëîñêîñòåé, ñîäåðæàùèõ äâóìåðíîå ìíîæåñòâî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdefghE(¬(c = d) & ¬(f = g) & ¬(e ∈ ïðÿìàÿ(cd)) & ¬(h ∈ ïðÿìàÿ(fg)) &
E ⊆ ïëîñêîñòü(cde) & E ⊆ ïëîñêîñòü(fgh) & c− òî÷êà & d− òî÷êà &
e− òî÷êà & f − òî÷êà & g − òî÷êà & h− òî÷êà & ýëëèïñ(E)→
ïëîñêîñòü(cde) = ïëîñêîñòü(fgh))

èç òåîðåìû

∀E(ýëëèïñ(E)↔ E − set & ∃KabABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
K = (A, B, C) & ïðÿìêîîðä(K) & E ⊆ ïëîñêîñòü(ABC) & a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & 0 < b & 0 ≤ a− b & êîîðä(E, K) = setxy(x

2/a2 + y2/b2 = 1 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà, âêëþ÷àÿ ôîðìèðîâàíèå ñïèñêà õ21. Òàê êàê èñõîäíàÿ òåîðåìà òà æå ñàìàÿ,
ïîâòîðÿòü ýòó ïðîãðàììó íå áóäåì.

Äàëüøå, âìåñòî ñîçäàíèÿ èòîãîâîé òåîðåìû, âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííûåX1, X2, . . . ,
X6, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå c, d, e, f, g, h.
Ïåðåìåííûì õ23 è õ24 ïðèñâàèâàþòñÿ âûðàæåíèÿ "ïëîñêîñòü(X1X2X3)" è
"ïëîñêîñòü(X4X5X6)". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ21
ñ óòâåðæäåíèÿìè, ñîïðîâîæäàþùèìè âûðàæåíèÿ õ23 è õ24 ïî î.ä.ç. è ñ âêëþ÷å-
íèÿìè "ñîäåðæèòñÿ(õ19 õ23)", "ñîäåðæèòñÿ(õ19 õ24)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ25, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ23 è
õ24. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.
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Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

1. Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, âûðàæàþùåé ìíîæåñòâî òî÷åê ÷åðåç
îòäåëüíûå òî÷êè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀deghijK(¬(d = e) & êîîðä(d,K) = (g, h) & êîîðä(e,K) = (i, j) & d− òî÷êà & e−
òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→ êîîðä(ïðÿìàÿ(de), K) = setxy(hi+x(j−h)+ y(g− i)−
gj = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

èç òåîðåìû

∀ABCKP (ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C) & P ⊆ ïëîñêîñòü(ABC)→
Ïðÿìàÿ(P )↔ ∃abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & ¬(a2 + b2 = 0) &
êîîðä(P, K) = setxy(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & ax + by + c = 0)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABP (Ïðÿìàÿ(P ) & A − òî÷êà & B − òî÷êà & A ∈ P & B ∈ P & ¬(A = B) →
P = ïðÿìàÿ(AB))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû îäíîãî èç ïðåäû-
äóùèõ ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîí-
ñåêâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé õ9
- âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ9. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëåìåíòàðíûé è èìååò åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð õ13. Â íàøåì
ïðèìåðå õ13 - ïåðåìåííàÿ P . Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Â íåì íàõîäèòñÿ
ðàâåíñòâî õ15, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî îáîçíà÷åíèå êàêèõ-ëèáî
êîîðäèíàò, à â ïðàâîé - îïèñàòåëü "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, ïåðåìåííîé õ18 - âõîæäåíèå ïðàâîé ÷àñòè. Â
íàøåì ïðèìåðå õ17 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "êîîðä(P, K)". Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "êîîðä".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûì îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ17 ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ13.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ13 íå âõîäèò â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ14, îòëè÷-
íûå îò õ15. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ
õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - x, y.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ11 èìååò äëèíó 2. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïàðà-
ìåòðûâûâîäà" îïðåäåëÿåò ïî åãî çàãîëîâêó óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåí-
íûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ22
èìååò âèä:

∀def (Ïðÿìàÿ(f) & d− òî÷êà & e− òî÷êà & d ∈ f & e ∈ f & ¬(d = e)→
f = ïðÿìàÿ(de))

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ22. Ïåðåìåííîé
õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ22, êîòîðàÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ïåðåìåííîé, ïåðåìåííîé õ28 - äðóãàÿ ÷àñòü. Â íàøåì ïðèìåðå õ27 -
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ïåðåìåííàÿ f , õ28 - âûðàæåíèå "ïîäòåðì(de)". Â ñïèñêå õ23 âûáèðàåòñÿ óòâåð-
æäåíèå õ29, ñîäåðæàùåå ïåðåìåííóþ õ27 è èìåþùåå äëèíó 2. Â íàøåì ïðèìåðå
- óòâåðæäåíèå "Ïðÿìàÿ(f)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêè óòâåðæäåíèé õ29 è õ11
ñîâïàäàþò. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ28.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî èç ýòèõ ïàðàìåòðîâ â ñïèñêå õ23 èìååòñÿ îòíî-
øåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ñ ýòèì ïàðàìåòðîâ â ëåâîé ÷àñòè è ïåðåìåííîé õ27 â
ïðàâîé. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåð-
æäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì õ18. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðè-
ñòàâêà êâàíòîðà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b, c. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ31, èìåþùèõ ïàðàìåòð èç ñïèñêà õ32. Â íà-
øåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííîå óòâåðæäåíèå "ax + by + c = 0". Ïåðåìåííîé õ34
ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñêà õ31. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ34 íåïóñò. Â íàøåì
ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "x− ÷èñëî", "y − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ35
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ22. Ââîäÿòñÿ
ïóñòûå íàêîïèòåëè õ36 è õ37. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îòëè÷íûõ
îò õ15 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ14.

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ öèêë ïðîñìîòðà ïåðåìåííûõ õ39 ñïèñêà õ30. Äëÿ òåêóùåé
òàêîé ïåðåìåííîé âûáèðàåòñÿ ñïèñîê õ40 ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â íàáîð
õ35 è èìåþùèé òàêóþ æå äëèíó, êàê ñïèñîê õ19. Ñðàçó æå ïåðåìåííûå õ40
äîáàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó õ35. Ê ñïèñêó õ36 äîáàâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî "õ16(õ39, T )
= íàáîð(õ40)", ãäå T - ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ17. Ê ñïèñêó õ37 äîáàâëÿåòñÿ
ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííûõ õ19 íà õ40 â óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ34.
Ê ñïèñêó õ38 äîáàâëÿåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííûõ õ19 íà õ40 â
óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ33.

Ïî çàâåðøåíèè öèêëà âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ39 ñíîâà îêàçûâàþòñÿ íå
îïðåäåëåíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ36 ñîäåðæèò ðàâåíñòâà "êîîðä(d,K) = (g, h)"
è "êîîðä(e,K) = (i, j)", ñïèñîê õ37 - óòâåðæäåíèÿ "g − ÷èñëî", "h − ÷èñëî",
"i − ÷èñëî", "j − ÷èñëî", ñïèñîê õ38 - óòâåðæäåíèÿ "a − ÷èñëî", "b − ÷èñëî",
"c− ÷èñëî", "¬(a2 + b2 = 0)", "ag + bh + c = 0", "ai + bj + c = 0".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ37
è óñëîâèÿìè õ38. Öåëè çàäà÷è - "ïðÿìîéîòâåò", "ïðèìåð", "íåèçâåñòíûå õ32",
"óïðîñòèòü". Â íàøåì ïðèìåðå íåèçâåñòíûå ñóòü a, b, c. Ïåðåìåííîé õ40 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ îòâåò. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

(¬(i = g) & a = (j − h)/(g − i) & c = (gj − hi)/(i− g) ∨ a = 0 & c = −h &
i = g & j = h) & b = 1 ∨ a = 1 & b = 0 & c = −g & i = g

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ðåçóëüòàòà ïðèâåäåíèÿ îòâåòà õ40 ê âèäó
ä.í.ô. Â ýòîì ñïèñêå âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ42. Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåð-
æäåíèå "¬(i = g) & a = (j−h)/(g−i) & c = (gj−hi)/(i−g) & b = 1". Ïåðåìåííîé
õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ42. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî êàæäîå ðàâåíñòâî ñïèñêà õ43 èìååò â ñâîåé ëåâîé ÷àñòè ïåðåìåííóþ
ñïèñêà õ32, à â ïðàâîé ÷àñòè - âûðàæåíèå, íå ñîäåðæàùåå ïåðåìåííûõ õ32.
Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ íàáîðà õ32, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûì ñïèñêà õ32. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû ñïèñêîâ õ32 è
õ44 ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îòëè÷íûõ îò ðàâåíñòâ óòâåð-
æäåíèé íàáîðà õ43. Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ37 è
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õ45. Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæå-
íèé õ44 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ32 â óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ33.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ46 è óñëîâèÿìè õ47. Öåëè çàäà÷è
- "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ðåäàêöèÿ", "íåèçâåñòíûå õ19". Â íàøåì
ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "g−÷èñëî", "h−÷èñëî", "i−÷èñëî", "j−÷èñëî", "¬(i =
g)", óñëîâèå - (j − h)/(g − i)x + 1 · y + (gj − hi)/(i− g) = 0. Íåèçâåñòíûå - x, y.

Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ49. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"hi + x(j − h) + y(g − i) − gj = 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèì-
âîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ50 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñîäåðæàùèõñÿ â íàáîðå
õ23 óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè ñ ïåðåìåííîé ñïèñêà õ30 â ëåâîé ÷àñòè. Â íàøåì
ïðèìåðå - "d ∈ f" è "e ∈ f". Ïåðåìåííîé õ51 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñêà
õ23. Ïåðåìåííîé õ52 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííîé õ27
íà ïåðåìåííóþ õ13 â óòâåðæäåíèÿõ íàáîðà õ51, ïåðåìåííîé õ53 - îáúåäèíåíèå
ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ñî ñïèñêàìè õ52, õ36 è õ37. Ïåðåìåí-
íîé õ54 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ28 âìå-
ñòî ïåðåìåííîé õ13 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ53. Ïåðåìåííîé õ55 ïðèñâàèâàåòñÿ
âûðàæåíèå "êëàññ(õ19 è(õ34 õ49))". Ïåðåìåííîé õ56 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ28 âìåñòî ïåðåìåííîé õ13 â ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà
õ15. Ïåðåìåííîé õ57 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ56 è õ55. Ñîçäàåò-
ñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ54 è êîíñåêâåíòîì õ57. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ â çàäàíèè êëàññà äëÿ ïîëó÷åíèÿ åãî
ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdef (¬(d2 + e2 + f 2 = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
e− ÷èñëî & f − ÷èñëî→ setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî &
ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (x− a, y − b, z − c))) = setxyz(∃g(x = a + dg &
y = b + eg & z = c + fg & g − ÷èñëî)))

èç òåîðåìû

∀KP (P − set & ñèñòêîîðä(K) & Òðåõìåðí(K) & P ⊆ Òî÷êè → Ïðÿìàÿ(P ) ↔
∃abcdef (a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî &
f − ÷èñëî & ¬(d2 + e2 + f 2 = 0) & êîîðä(P, K) = setxyz(x− ÷èñëî & y− ÷èñëî &
z − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((x− a, y − b, z − c), (d, e, f)))))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abcdef (a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî & f −÷èñëî→
ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (d, e, f))↔ ∃uv(u− ÷èñëî & v − ÷èñëî &
¬(u2 + v2 = 0) & au + dv = 0 & bu + ev = 0 & cu + fv = 0))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîí-
ñåêâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé õ9
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- âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ9. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëåìåíòàðíûé è èìååò åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð õ13. Â íàøåì
ïðèìåðå õ13 - ïåðåìåííàÿ P . Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Â íåì íàõîäèòñÿ
ðàâåíñòâî õ15, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî îáîçíà÷åíèå êàêèõ-ëèáî
êîîðäèíàò, à â ïðàâîé - îïèñàòåëü "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, ïåðåìåííîé õ18 - âõîæäåíèå ïðàâîé ÷àñòè. Â
íàøåì ïðèìåðå õ17 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "êîîðä(P, K)". Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "êîîðä".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûì îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ17 ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ13.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ13 íå âõîäèò â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ14, îòëè÷-
íûå îò õ15. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ
õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - x, y, z.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà óòâåðæäåíèÿ õ11 ðàâ-
íà 2. Âíóòðè ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ18 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ20
íåîäíîýëåìåíòíîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëî-
âîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 - âõîæäåíèå óòâåðæäåíèÿ "ïðîïîðöíàáîðû((x −
a, y − b, z − c), (d, e, f))", õ21 - ñèìâîë "ïðîïîðöíàáîðû". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà
òåîðåì "îïðåäåëåíèå" íàõîäèò ïî õ21 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåî-
ðåìó. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â
êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ21, ïåðåìåí-
íîé õ26 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâî-
âàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåð-
æäåíèå "ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (d, e, f))". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ êîð-
íåâàÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå -
"a, b, c, d, e, f". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ
õ27. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîñòîèò èç òåõ æå ïåðåìåííûõ, ÷òî è ñïèñîê õ28.
Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ27 â
ïîäòåðì õ20.

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåî-
ðåìû ñ îòëè÷íûìè îò õ15 ýëåìåíòàìè ñïèñêà õ14. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì õ18. Ïå-
ðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê
àíòåöåäåíòàì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ñïèñîê õ33 ïîäðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïè-
ñîê õ34 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå õ19, è ïîäñïèñîê õ35 îñòàëüíûõ
óòâåðæäåíèé. Â íàøåì ïðèìåðå õ34 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "(x− a)− ÷èñëî",
"(y−b)−÷èñëî", "(z−c)−÷èñëî", õ35 - èç óòâåðæäåíèé "d−÷èñëî", "e−÷èñëî",
"f−÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè
S ê ïîäòåðìó õ26. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∃uv(u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & ¬(u2 + v2 = 0) & (x− a)u + dv = 0 &
(y − b)u + ev = 0 & (z − c)u + fv = 0)

Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ32 è õ34.

Â ñïèñêå õ32 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ38. Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèå
"ïðîïîðöíàáîðû((x − a, y − b, z − c), (d, e, f))". Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ âõîæäåíèå â íåî ïîäòåðìà õ20. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî êîðíåâîå âõîæäåíèå.
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Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ,
ïîëó÷àåìîãî èç óòâåðæäåíèÿ õ38 çàìåíîé âõîæäåíèÿ õ39 íà òåðì õ36. Ïåðå-
ìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ40 ñî ñïèñêîì îòëè÷íûõ îò
õ38 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ32 è ñî ñïèñêîì õ34. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ31 è õ35. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå
"êëàññ(õ19 è(õ37))". Â íàøåì ïðèìåðå - âûðàæåíèå "setxyz(x − ÷èñëî & y −
÷èñëî & z − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((x − a, y − b, z − c), (d, e, f)) & (x − a) −
÷èñëî & (y−b)−÷èñëî & (z−c)−÷èñëî)". Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ õ43 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ42 ïðè ïîìîùè çàäà÷è
íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåì ïðèìåðå - "setxyz(x − ÷èñëî & y − ÷èñëî & z −
÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (x− a, y − b, z − c)))".

Â ñïèñêå õ41 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ46 ñ çàãîëîâêîì "ñóùåñòâóåò". Â íàøåì
ïðèìåðå - "∃uv(u − ÷èñëî & v − ÷èñëî & ¬(u2 + v2 = 0) & (x − a)u + dv =
0 & (y − b)u + ev = 0 & (z − c)u + fv = 0))". Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì õ46, ïåðåìåííîé
õ48 - ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà ýòîãî êâàíòîðà. Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ
îáúåäèíåíèå ñïèñêà îòëè÷íûõ îò õ46 ýëåìåíòîâ íàáîðà õ41 ñî ñïèñêîì õ47. Ðå-
øàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ42 è óñëîâèÿìè õ49. Öåëè çàäà÷è -
"ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "ðàçäåëåíèå", "íåèçâåñòíûå
õ19". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ51. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"¬(u = 0) & x = a−dv/u & y = b−ev/u & z = c−fv/u & u−÷èñëî & v−÷èñëî".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", è ïåðåìåííîé õ52 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ïåðå-
ìåííîé ñïèñêà õ19 ñðåäè óòâåðæäåíèé õ52 èìååòñÿ ðàâåíñòâî ñ ýòîé ïåðåìåííîé
â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ53 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà
ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì õ48 íà óòâåðæäåíèå õ51. Ïåðåìåííîé õ55 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ53 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ42
ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Ïåðåìåííîé õ56 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåí-
ñòâî ïîäòåðìà õ18 âûðàæåíèþ "êëàññ(õ19 õ55)". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ42 è êîíñåêâåíòîì õ56. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà ðàññìîòðåòü êîîðäèíàòû ýëåìåíòà ìíîæåñòâà è èñêëþ÷èòü ñ èõ ïîìî-
ùüþ ÷àñòü ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ghijKP (êîîðä(g,K) = (h, i, j) & g ∈ P & Ïðÿìàÿ(P ) & Òðåõìåðí(K)→
∃def (¬(d2 + e2 + f 2 = 0) & êîîðä(P, K) = setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî &
z − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (x− h, y − i, z − j))) & d− ÷èñëî &
e− ÷èñëî & f − ÷èñëî))"

èç òåîðåìû

∀KP (P − set & ñèñòêîîðä(K) & Òðåõìåðí(K) & P ⊆ Òî÷êè → Ïðÿìàÿ(P ) ↔
∃abcdef (a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî &
f − ÷èñëî & ¬(d2 + e2 + f 2 = 0) & êîîðä(P, K) = setxyz(x− ÷èñëî & y− ÷èñëî &
z − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((x− a, y − b, z − c), (d, e, f)))))
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Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîí-
ñåêâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïåðåìåííîé õ9
- âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ9. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëåìåíòàðíûé è èìååò åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð õ13. Â íàøåì
ïðèìåðå õ13 - ïåðåìåííàÿ P . Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Â íåì íàõîäèòñÿ
ðàâåíñòâî õ15, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî îáîçíà÷åíèå êàêèõ-ëèáî
êîîðäèíàò, à â ïðàâîé - îïèñàòåëü "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, ïåðåìåííîé õ18 - âõîæäåíèå ïðàâîé ÷àñòè. Â
íàøåì ïðèìåðå õ17 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "êîîðä(P, K)". Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "êîîðä".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûì îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ17 ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ13.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ13 íå âõîäèò â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ14, îòëè÷-
íûå îò õ15. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ
õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - x, y, z.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ20, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðåìåííàÿ g. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îòëè÷íûõ îò õ20 è íå
âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà
õ19. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 - òðîéêà h, i, j. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåí-
ñòâî âûðàæåíèÿ "õ16(õ20 Q)" âûðàæåíèþ "íàáîð(õ21)". Çäåñü Q - âòîðîé îïå-
ðàíä âõîæäåíèÿ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 èìååò âèä "êîîðä(g,K) = (h, i, j)".
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðè-
ñòàâêà êâàíòîðà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "a, b, c, d, e, f". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâà-
èâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ23, õ14 è óòâåðæäåíèé õ11, "ïðèíàäëåæèò(õ20
õ13)", õ22. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ25. Öåëè åå - "èç-
âåñòíî", "íåèçâåñòíûå X", "èñêëþ÷ õ24", ãäå X - âñå ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé
õ25. Ïî îêîí÷àíèè ðåøåíèÿ â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ28
ñ âûðàæåíèåì õ17 â ëåâîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "êîîðä(P, K) =
setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (x− h, y −
i, z− j)))". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü äàííîãî ðàâåíñòâà, ïå-
ðåìåííîé õ30 - ïîäòåðì õ18. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêà
ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ29 ñî ñïèñêîì õ24, ïåðåìåííîé õ32 - ïåðåñå÷åíèå ñïèñ-
êà ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ30 ñî ñïèñêîì õ24. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ31
âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê õ32, íî êîðî÷å åãî. Â íàøåì ïðèìåðå õ31 - "d, e, f", õ32
- "a, b, c, d, e, f". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ñïèñêå õ14
ðàâåíñòâà õ15 íà ðàâåíñòâî õ28. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå
"ñóùåñòâóåò(õ24 è(õ33))". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëå-
íèÿ ê ñïèñêó õ23 óòâåðæäåíèé õ11, "ïðèíàäëåæèò(õ20 õ13)" è õ22. Ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ35 è êîíñåêâåíòîì õ34. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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3.128 Õàðàêòåðèñòèêà "óðàâíìíîæåñòâî"

Õàðàêòåðèñòèêîé "óðàâíìíîæåñòâî" ñîïðîâîæäàþòñÿ òîæäåñòâà ëèáî äèçúþíêöèè
òîæäåñòâ, îïðåäåëÿþùèõ êîîðäèíàòû çàäàííîãî ìíîæåñòâà îáúåêòîâ.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ââîä âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â óðàâ-
íåíèè ìíîæåñòâà îáúåêòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABK(¬(A = B) & êîîðä(A, K) = (a, b) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
ïðÿìêîîðä(K)→ ∃c(êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) =
setxy(c− 2ax− 2by + x2 + y2 = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & c− ÷èñëî))

èç òåîðåìû

∀abABK(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K) & ¬(A = B) &
êîîðä(A, K) = (a, b)→ êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) =
setxy((x− a)2 + (y − b)2 = l(AB)2 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîçíà÷åíèåì êàêèõ-ëèáî êîîðäèíàò, ïåðåìåííîé õ10 - âõî-
æäåíèå äðóãîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, èìåþùåé çàãîëîâîê "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ11
ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä". Ïåðå-
ìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ13 - ïîä-
òåðì õ10. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëî-
âûõ àòîìîâ òåðìà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííûé àòîì "l(AB)". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ14 íåïóñò, è ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå
âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñ-
êà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê âõîæäåíèé â òåðì õ13 ÷èñëîâûõ àòîìîâ ñïèñêà õ14. Ïåðåìåííîé õ17 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ íàáîðà õ15, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñëîâûì àòî-
ìàì íà âõîæäåíèÿõ õ16. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõî-
æäåíèÿ õ16 â òåðì õ13 íà ïåðåìåííûå õ17. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"setxy((x−a)2 +(y−b)2 = c2 & x−÷èñëî & y−÷èñëî)". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì õ15 íà
êîíúþíêöèþ âåâîçìîæíûõ óòâåðæäåíèé "÷èñëî(X)" äëÿ ïåðåìåííûõ X ñïèñêà
õ15 è ðàâåíñòâà ïîäòåðìà õ9 âûðàæåíèþ õ18. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöå-
äåíòàìè õ12 è êîíñåêâåíòîì õ19. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðå-
ìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêîé "êîîðäèíàòû".

2. Âûâîä òåîðåìû, óñìàòðèâàþùåé òèï ìíîæåñòâà òî÷åê ïî óðàâíåíèþ äëÿ åãî
êîîðäèíàò.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdeABK(¬(A = B) & êîîðä(e,K) = setxy(∃t(x = a + t(c− a) &
y = b + t(d− b) & t− ÷èñëî)) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) = e = ïðÿìàÿ(AB))



1150 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

èç òåîðåìû

∀ABKabcd(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b) &
êîîðä(B, K) = (c, d) & ¬(A = B)→ êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(∃t(t− ÷èñëî & x = (c− a)t + a & y = (d− b)t + b)))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîçíà÷åíèåì êàêèõ-ëèáî êîîðäèíàò, ïåðåìåííîé õ10 - âõî-
æäåíèå äðóãîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, èìåþùåé çàãîëîâîê "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ11
ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä". Ïåðåìåí-
íîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ13 - ïîäòåðì
õ10. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ òåðìà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå ñïèñîê õ14 ïóñò.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûé îïåðàíä âûðàæåíèÿ õ9 íåîäíîáóêâåííûé. Â íàøåì
ïðèìåðå îí èìååò âèä "ïðÿìàÿ(AB)". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
õ12, ïåðåìåííîé õ16 - âûðàæåíèå õ13. Åñëè ñïèñîê õ14 íåïóñò, òî äëÿ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ ýòîãî ñïèñêà âûáèðàþòñÿ èõ îáîçíà÷åíèÿ - íîâûå ïåðåìåííûå. Â òåðìå
õ16 âõîæäåíèÿ àòîìîâ õ14 çàìåíÿþòñÿ íà îáîçíà÷àþùèå èõ ïåðåìåííûå, à ê
ñïèñêó õ15 äîáàâëÿþòñÿ ðàâåíñòâà ÷èñëîâûõ àòîìîâ íàáîðà õ14 îáîçíà÷àþùèì
èõ ïåðåìåííûì. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 è õ16 íå èçìåíÿþòñÿ.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ17, íå âõîäÿùàÿ â òåðìû ñïèñêà õ15 è â òåðì õ15. Â íà-
øåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ e. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû
ïåðâîãî îïåðàíäà òåðìà õ9 íà ïåðåìåííóþ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 èìååò âèä
"êîîðä(e,K)". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó
õ15 ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ18 è õ16. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî
ïåðåìåííîé õ17 ïåðâîìó îïåðàíäó òåðìà õ9. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àí-
òåöåäåíòàìè õ19 è êîíñåêâåíòîì õ20. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "ôèêñ-
ïàðàì", "íîðìòåîðåìà" è "èñêëôèêñ", ïîñëå ÷åãî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âû-
âîäà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè "õàðàêò", "óðàâíäðîáü". Îïåðàòîðû "ôèêñïàðàì" è
"èñêëôèêñ" çàùèùàþò òåîðåìó îò èñêëþ÷åíèÿ ðàâåíñòâ â åå àíòåöåäåíòàõ ïðè
îáðàáîòêå îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".

3. Ïîëó÷åíèå èìïëèêàöèè, çàäàþùåé îáùèé âèä óðàâíåíèÿ ìíîæåñòâà îáúåêòîâ,
ïóòåì îòáðàñûâàíèÿ â àíòåöåäåíòàõ ðàâåíñòâ äëÿ êîîðäèíàò îáúåêòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABK(¬(A = B) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→
∃abcd(êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(∃t(x = a + t(c− a) & y = b + t(d− b) &
t− ÷èñëî)) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî))

èç òåîðåìû

∀ABKabcd(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b) &
êîîðä(B, K) = (c, d) & ¬(A = B)→ êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(∃t(t− ÷èñëî & x = (c− a)t + a & y = (d− b)t + b)))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîçíà÷åíèåì êàêèõ-ëèáî êîîðäèíàò, ïåðåìåííîé õ10 - âõî-
æäåíèå äðóãîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, èìåþùåé çàãîëîâîê "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ11
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ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä". Ïåðåìåí-
íîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ13 - ïîäòåðì
õ10. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ òåðìà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå ñïèñîê õ14 ïóñò.

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ðàâåíñòâà ñïèñêà õ12, ó êîòîðûõ â îäíîé èç ÷àñòåé ñòîèò êî-
îðäèíàòíîå âûðàæåíèå ñ ïåðåìåííîé â êà÷åñòâå ïåðâîãî îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé
õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð âñåõ òàêèõ ðàâåíñòâ, à ïåðåìåííîé õ16 - ñïèñîê ïàðà-
ìåòðîâ èõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷àñòåé. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 ñîñòîèò èç ðàâåíñòâ
"êîîðä(A, K) = (a, b)", "êîîðä(B, K) = (c, d)", à õ16 - èç ïåðåìåííûõ a, b, c, d.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ15 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
óòâåðæäåíèé íàáîðà õ12, íå âîøåäøèõ â íàáîð õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê
õ17 íåïóñò è íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå
ñïèñêà õ16 èìåþò ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì
õ13. Åñëè ñïèñîê õ14 íåïóñò, òî äëÿ ÷èñëîâûõ àòîìîâ ýòîãî ñïèñêà âûáèðàþòñÿ
èõ îáîçíà÷åíèÿ - íîâûå ïåðåìåííûå. Â òåðìå õ18 âõîæäåíèÿ àòîìîâ õ14 çàìåíÿ-
þòñÿ íà îáîçíà÷àþùèå èõ ïåðåìåííûå, à ê ñïèñêó õ17 äîáàâëÿþòñÿ ðàâåíñòâà
÷èñëîâûõ àòîìîâ íàáîðà õ14 îáîçíà÷àþùèì èõ ïåðåìåííûì. Â íàøåì ïðèìåðå
õ17 è õ18 íå èçìåíÿþòñÿ.

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâà-
íèÿ ïî ïåðåìåííûì õ16 íà êîíúþíêöèþ âåâîçìîæíûõ óòâåðæäåíèé "÷èñëî(X)"
äëÿ ïåðåìåííûõ X ñïèñêà õ16 è çàêëþ÷åííîãî ïîä îäíîìåñòíûé ñèìâîë "ôèêñ"
ðàâåíñòâà ïîäòåðìà õ9 âûðàæåíèþ õ18. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû ñïèñêà õ17 îòíîñèòåëüíî ïàðà-
ìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ19. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ20 è êîíñå-
êâåíòîì õ19. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "íîðìòåîðåìà", "èñêëôèêñ" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêîé "êîîðäèíàòû".

Âûâîä ñëåäñòâèÿ ïóòåì ðåøåíèÿ çàäà÷è íà îïèñàíèå

1. Óñìîòðåíèå çíà÷åíèé êîîðäèíàò îáúåêòîâ ëèáî ÷èñëîâûõ àòîìîâ èç óðàâíåíèÿ
äëÿ ìíîæåñòâà îáúåêòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcABK(¬(A = B) & êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) = setxy(−2ax− 2by − c2 + a2 +
b2 + x2 + y2 = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & 0 < c & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K)→ êîîðä(A, K) = (a, b))

èç òåîðåìû

∀abABK(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K) & ¬(A = B) & êîîðä(A, K) =
(a, b)→ êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) = setxy((x− a)2 + (y − b)2 = l(AB)2 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîçíà÷åíèåì êîîðäèíàò, ïåðåìåííîé õ10 - âõîæäåíèå äðóãîé
÷àñòè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé îïèñàòåëü "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ13 - ïîäòåðì õ10. Ïåðåìåííîé õ14 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ âûðàæåíèÿ õ13. Â íàøåì
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ïðèìåðå - åäèíñòâåííûé àòîì "l(AB)". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé
îïåðàíä âûðàæåíèÿ õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - âûðàæåíèå "îêðóæíîñòü(AB)". Ïå-
ðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ15. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - A, B. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà
äëèíå ñïèñêà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ c, d. Ïåðåìåí-
íîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ12, ïàðàìåòðû êîòîðûõ
âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ õ17 âìåñòî ïåðåìåííûõ
õ16 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ18. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé
æå ïîäñòàíîâêè â âûðàæåíèå õ15. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêîâ õ18 è õ19.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ21, åäèíñòâåííûì óñëîâèåì êîòî-
ðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ15 è õ20. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ïðÿ-
ìîéîòâåò", "ðåäàêöèÿ". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè çàäàè ñóòü "A − òî÷êà",
"B − òî÷êà", "¬(A = B)", "c − òî÷êà", "d − òî÷êà", "¬(c = d)". Óñëîâèå -
ðàâåíñòâî "îêðóæíîñòü(AB) = îêðóæíîñòü(cd)".

Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ23. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"l(cB) = l(cd) & A = c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç",
è ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïåðåìåí-
íîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ íàáîðà õ16, ÿâëÿþùèõñÿ ÷àñòÿìè
ðàâåíñòâ íàáîðà õ24, ïåðåìåííîé õ26 - ñïèñîê ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷àñòåé ýòèõ
ðàâåíñòâ. Â íàøåì ïðèìåðå ñïèñîê õ25 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé A,
ñïèñîê õ26 - èç ïåðåìåííîé c. Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ27.

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âûðàæåíèÿ õ28 ñïèñêà õ14. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ õ17 âìåñòî õ16 â âûðàæåíèå õ28, ïåðå-
ìåííîé õ30 - ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé õ26 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ25
â ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ28 è õ29. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé õ26 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ25 â óòâåðæäåíèå õ23. Åñ-
ëè ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" óòâåðæäåíèÿ õ30 âõîäèò â ñïèñîê
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ðåçóëüòàòà îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" óòâåðæäåíèÿ
õ31, òî âûðàæåíèå õ28 ðåãèñòðèðóåòñÿ â íàêîïèòåëå õ27.

Ïîñëå óêàçàííîãî öèêëà âñå ïåðåìåííûå, íà÷èíàÿ ñ õ28, ñíîâà îêàçûâàþòñÿ íå
îïðåäåëåíû. Â íàøåì ïðèìåðå íàêîïèòåëü õ27 ñîñòîèò èç âûðàæåíèÿ l(AB). Ïå-
ðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ èñõîäíàÿ òåîðåìà. Åñëè ñïèñîê õ14 íåïóñò, òî äëÿ
êàæäîãî ÷èñëîâîãî àòîìà ñïèñêà õ14 ââîäèòñÿ îáîçíà÷àþùàÿ åãî ïåðåìåííàÿ.
Ê ñïèñêó õ12 è ñïèñêó àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ28 äîáàâëÿþòñÿ ðàâåíñòâà ÷èñëî-
âûõ àòîìîâ íàáîðà õ14 îáîçíà÷àþùèì èõ ïåðåìåííûì. Îñòàëüíûå âõîæäåíèÿ
àòîìîâ õ14 â òåîðåìó õ28 çàìåíÿþòñÿ íà èõ îáîçíà÷åíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ28
ïðèîáðåòàåò âèä:

∀abcABK(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K) & ¬(A = B) & êîîðä(A, K) =
(a, b) & l(AB) = c→ êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) = setxy((x−a)2+(y−b)2 = c2 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ28. Ïåðåìåííîé
õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäñïèñîê ñïèñêà õ29, îáðàçîâàííûé óòâåðæäåíèÿìè, ñîäåð-
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æàùèìè ïàðàìåòð ñïèñêà õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ïîäñïèñîê íåïóñò. Ïåðå-
ìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñêà õ29. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ
ïîñûëêàìè õ31 è óñëîâèÿìè õ30. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîé-
îòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ16", "ïàðàìåòðû õ16". Â íàøåì ïðèìåðå
åäèíñòâåííàÿ ïîñûëêà - "ïðÿìêîîðä(K)", óñëîâèÿ - "A− òî÷êà", "B − òî÷êà",
"¬(A = B)", "êîîðä(A, K) = (a, b)", "l(AB) = c". Íåèçâåñòíûå - A, B, ïðè÷åì
îíè íåñóùåñòâåííûå. Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ33. Â íàøåì ïðèìåðå
îí èìååò âèä "b−÷èñëî & a−÷èñëî & 0 < c & c−÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îò-
âåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ34 ðàâåíñòâ íàáîðà õ29,
ó êîòîðûõ â îäíîé ÷àñòè ðàñïîëîæåíî ëèáî îáîçíà÷åíèå êîîðäèíàò, ïåðâûì
îïåðàíäîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ25, ëèáî âûðàæåíèå ñïèñêà
õ27. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò ñïèñîê ñîäåðæèò ðàâåíñòâà "êîîðä(A, K) = (a, b)"
è "l(AB) = c". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê íå âî-
øåäøèì â ñïèñîê õ34 óòâåðæäåíèÿì íàáîðà õ29 âñåõ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
óòâåðæäåíèÿ õ33 è êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ28. Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ36 ñïèñ-
êà õ34, è ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ35 è êîíñåêâåíòîì õ36. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Îïðåäåëåíèå ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ, çàäàííûõ îäíîòèïíûìè ïàðàìåòðè-
÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdefghijklmnpABK(¬(l = m) & ¬(A = B) & ¬(i = 0) & êîîðä(l,K) = (e, f) &
êîîðä(m, K) = (g, h) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) &
j ∈ ïðÿìàÿ(lm) & j ∈ ïðÿìàÿ(AB) & l − òî÷êà & m− òî÷êà & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) & i = n(a− c) + (b− d)p & k = an + bp + eh− fg &
n = f − h & p = g − e→ êîîðä(j, K) = (a + k(c− a)/i, b + k(d− b)/i))

èç òåîðåìû

∀ABKabcd(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b) &
êîîðä(B, K) = (c, d) & ¬(A = B)→ êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(∃t(t− ÷èñëî & x = (c− a)t + a & y = (d− b)t + b)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ëåâîé
÷àñòè ðàâåíñòâà - êîíñåêâåíòà òåîðåìû - ðàñïîëîæåíî îáîçíà÷åíèå íåêîòîðûõ
êîîðäèíàò. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ íàçâàíèå ýòèõ êîîðäèíàò. Â íàøåì
ïðèìåðå - ñèìâîë "êîîðä". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - âòîðîé
îïåðàíä ýòîãî îáîçíà÷åíèÿ êîîðäèíàò. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ K. Ïå-
ðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èñõîäíîé
òåîðåìû íà íîâûå ïåðåìåííûå. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 èìååò âèä:

∀lmnefgh(l − òî÷êà & m− òî÷êà & ñèñòêîîðä(n) & êîîðä(l, n) = (e, f) &
êîîðä(m, n) = (g, h) & ¬(l = m)→ êîîðä(ïðÿìàÿ(lm), n) = setjk(∃i(i− ÷èñëî &
j = (g − e)i + e & k = (h− f)i + f)))

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ13, ïåðåìåí-
íîé õ15 - âòîðîé îïåðàíä ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî
ïåðåìåííàÿ n. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïðàâîé ÷àñòè êîí-
ñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ÷àñòü - îïèñàòåëü "êëàññ",
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ïðè÷åì óòâåðæäåíèå ïîä îïèñàòåëåì èìååò çàãîëîâîê "ñóùåñòâóåò". Ïåðåìåí-
íîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ. Â íàøåì ïðèìåðå
- x, y. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà ïðàâîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - j, k. Ïåðåìåííîé õ20
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âìåñòî ïåðåìåííîé õ15 è ïåðåìåííûõ õ19
ïåðåìåííîé õ12 è ïåðåìåííûõ õ18 â òåîðåìó õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 èìååò
âèä:

∀lmKefgh(l − òî÷êà & m− òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) & êîîðä(l,K) = (e, f) &
êîîðä(m,K) = (g, h) & ¬(l = m)→ êîîðä(ïðÿìàÿ(lm), K) = setxy(∃i(i−÷èñëî &
x = (g − e)i + e & y = (h− f)i + f)))

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåí-
òå òåîðåìû õ20. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî îïåðàíäà
îïèñàòåëÿ õ17, ïåðåìåííîé õ24 - âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ22.
Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñâÿçûâàþùèõ ïðèñòàâîê êâàíòîðîâ
ñóùåñòâîâàíèÿ õ23 è õ24 ñî ñïèñêîì õ18. Â íàøåì ïðèìåðå- t, i, x, y. Ïåðåìåííîé
õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèé
ïîä êâàíòîðàìè õ23 è õ24. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñ-
êîâ àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ20. Ñïèñîê õ27 ðàçáèâàåòñÿ
íà ïîäñïèñîê õ28 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå ñïèñêà õ18, è ïîäñïè-
ñîê õ29 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêîâ õ28 è õ26.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ29 è óñëîâèÿìè õ30. Öåëè çàäà-
÷è - "äîïïîñûëêè", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ25",
"ïàðàìåòðû X", ãäå X - îáúåäèíåíèå ñâÿçûâàþùèé ïðèñòàâîê êâàíòîðîâ õ23 è
õ24. Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü: "A−òî÷êà", "B−òî÷êà", "ñèñòêîîðä(K)",
"êîîðä(A, K) = (a, b)", "êîîðä(B, K) = (c, d)", "¬(A = B)", "l − òî÷êà", "m −
òî÷êà", "êîîðä(l,K) = (e, f)", "êîîðä(m, K) = (g, h)", "¬(l = m)". Óñëîâèÿ ñóòü
"t− ÷èñëî", "x = (c− a)t + a", "y = (d− b)t + b", "i− ÷èñëî", "x = (g− e)i + e",
"y = (h− f)i + f". Íåèçâåñòíûå t, i, x, y; íåñóùåñòâåííûå íåèçâåñòíûå t, i.

Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ33. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

x = a+(c−a)(af +bg+eh−ah−be−fg)/(af +bg+ch+de−ah−be−cf−dg) & y =
b + (d− b)(af + bg + eh− ah− be− fg)/(af + bg + ch + de− ah− be− cf − dg)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", è ïåðåìåííîé õ34 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê ðàâåíñòâ íàáîðà õ34, äàþùèõ çíà÷åíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ18.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé òàêîå ðàâåíñòâî èìååòñÿ. Ïåðåìåí-
íîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïðàâûõ ÷àñòåé äàííûõ ðàâåíñòâ. Ïåðåìåííîé õ37
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ34, íå âîøåäøèõ â ñïèñîê õ35. Åñ-
ëè çàäà÷à íà îïèñàíèå èìåëà êîììåíòàðèè "äîïïîñûëêè", ñîäåðæàùèå íîâûå
ïîñûëêè, ââåäåííûå ïðè åå ðåøåíèè, òî ýòè ïîñûëêè äîáàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó õ37.
Â íàøåì ïðèìåðå õ37 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "¬(af + bg + ch +
de− ah− be− cf − dg = 0)".

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ38, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó è â òåîðåìó õ20.
Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ j. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî
"ðàâíî(õ10(õ38,õ12) íàáîð(õ36))". Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî:
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êîîðä(j, K) = (a+(c−a)(af +bg+eh−ah−be−fg)/(af +bg+ch+de−ah−be−
cf−dg), b+(d−b)(af +bg+eh−ah−be−fg)/(af +bg+ch+de−ah−be−cf−dg))

Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ27, õ37 è óòâåðæäåíèé
"ïðèíàäëåæèò(õ38 P )", "ïðèíàäëåæèò(õ38 Q)", ãäå P , Q - ïåðâûå îïåðàíäû êî-
îðäèíàòíûõ âûðàæåíèé â ëåâûõ ÷àñòÿõ êîíñåêâåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû è òåî-
ðåìû õ20. Â íàøåì ïðèìåðå ýòè îïåðàíäû ñóòü "ïðÿìàÿ(AB)" è "ïðÿìàÿ(lm)".
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ40 è êîíñåêâåíòîì õ39. Ïåðåìåííîé
õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè åå îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ýòîò ðå-
çóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå ñ öåëüþ "ñîêðàùåíèåòåðìà"
îòíîñèòåëüíî åäèíñòâåííîé ïîñûëêè "èñòèíà". Â íàøåì ïðèìåðå ýòî ïðèâîäèò
ê ðàçëè÷íûì ãðóïïèðîâêàì. Îòâåò äàëåå îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "ñîêðà-
ùòåðìà", îáîçíà÷àþùèì ïîâòîðÿþùèåñÿ âõîæäåíèÿ âûðàæåíèé íîâûìè ïåðå-
ìåííûìè è âûíîñÿùèì ýòè îáîçíà÷åíèÿ â àíòåöåäåíòû. Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðó-
åòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò ìíîæåñòâà, âûäåëåííîãî êâàçèïðîòîêîëîì "àêòèâ(. . .)".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdeK(K = (d, e, c) & ñèñòêîîðä(K)→ êîîðä(ïðÿìàÿ(de), K) = setxy(y = 0 &
x− ÷èñëî))

èç òåîðåìû

∀deghijK(¬(d = e) & êîîðä(d,K) = (g, h) & êîîðä(e,K) = (i, j) & d− òî÷êà &
e− òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→ êîîðä(ïðÿìàÿ(de), K) = setxy(hi + x(j − h) +
y(g − i)− gj = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

è êâàçèïðîòîêîëà

∀ABCK(K = (A, B, C)→ àêòèâ(ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîçíà÷åíèåì êîîðäèíàò, ïåðåìåííîé õ10 - âõîæäåíèå äðó-
ãîé ÷àñòè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé îïèñàòåëü "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä". Ïåðåìåííîé
õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - âûðà-
æåíèå "ïðÿìàÿ(de)". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåî-
ðåìû. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ12. Â ðàçäåëå, ê
êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ11, âûáèðàåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, êîíñå-
êâåíò êîòîðîé èìååò çàãîëîâîê "àêòèâ". Â íàøåì ïðèìåðå - óêàçàííûé âûøå
êâàçèïðîòîêîë. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà êâàçè-
ïðîòîêîëà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê åãî îïåðàíäà ðàâåí õ14. Ñðåäè õàðàê-
òåðèñòèê êâàçèïðîòîêîëà íàõîäèòñÿ òåðì âèäà "àêòèâ(êîíòðîëüâûâîäà(T ))".
Â íàøåì ïðèìåðå T èìååò âèä "êîîðä(a, K)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì T èìååò
çàãîëîâîê õ11. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïå-
ðåìåííûõ êâàçèïðîòîêîëà íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â
íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀abcf (f = (a, b, c)→ àêòèâ(ïðÿìàÿ(ab)))
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Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ22. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "ïðÿìàÿ(ab)". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
òåðìà õ23. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ24, ïåðåâîäÿùàÿ
òåðì õ23 â òåðì õ12. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ èñ-
õîäíîãî êâàçèïðîòîêîëà. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà R âìåñòî ïåðåìåííûõ õ26,
ïåðåâîäÿùàÿ åãî â òåîðåìó õ22. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé îïåðàíä
òåðìà T . Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ K. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ âû-
ðàæåíèå, â êîòîðóþ ïåðåìåííàÿ õ28 ïåðåâîäèòñÿ ïîäñòàíîâêîé R. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííàÿ f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ29 îäíîáóêâåííîå è îáðàçî-
âàíî ïåðåìåííîé. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - âòîðîé îïåðàíä
âõîæäåíèÿ õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ K. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäñòàíîâêà
S ′, ïîëó÷åííàÿ äîîïðåäåëåíèåì ïîäñòàíîâêè S, ïðè êîòîðîì âìåñòî ïåðåìåííîé
õ29 ïîäñòàâëÿåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ30. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðå-
çóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ′ ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ22. Ïåðåìåííîé
õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ33 è õ13. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê èìåþùèõñÿ â õ34 ðàâåíñòâ, çàãîëîâîê ëåâîé ÷àñòè êîòîðûõ ðàâåí
õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ35 íåïóñò. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç ðà-
âåíñòâ "êîîðä(d,K) = (g, h)" è "êîîðä(e,K) = (i, j)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðàâûå
÷àñòè ýòèõ ðàâåíñòâ èìåþò çàãîëîâîê "íàáîð", à ïàðàìåòðû ïåðâûõ îïåðàíäîâ
èõ ëåâûõ ÷àñòåé ñîäåðæàòñÿ â ñïèñêå ïàðàìåòðîâ òåðìà õ12.

Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â óòâåðæäåíèÿ õ34 ïåðå-
ìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ35. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ34, íå âîøåäøèõ â íàáîð õ35. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îí íåïóñò. Â íàøåì ïðèìåðå õ37 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "K = (d, e, c)",
"¬(d = e)", "d − òî÷êà", "e − òî÷êà", "ñèñòêîîðä(K)". Ïåðåìåííîé õ38 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ íàáîðà õ35 íà
ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå íàáîðà õ36. Â íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä(d,K) = a",
"êîîðä(e,K) = b". Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ÷èñëåííûõ ïàðà-
ìåòðîâ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ37. Â íàøåì ïðèìåðå îí ïóñò.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ37 è óñëîâèÿìè õ38. Öåëè çàäà÷è
- "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "èçâåñòíî õ39", "íåèçâåñò-
íûå õ36". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ41. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä "b = (1, 0) & a = (0, 0)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îò-
êàç", è ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïåðå-
ìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïðàâûõ ÷àñòåé èìåþùèõñÿ â õ42 ðàâåíñòâ ñ
ïåðåìåííûìè ñïèñêà õ36 â ëåâûõ ÷àñòÿõ. Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê ðàâåíñòâ ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ ñïèñêà õ35 ñîîòâåòñòâóþùèì âûðàæå-
íèÿì ñïèñêà õ43. Â íàøåì ïðèìåðå õ44 ñîñòîèò èç ðàâåíñòâ "(g, h) = (0, 0)"
è "(i, j) = (0, 0)". Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêàîâ õ37 è
õ44. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ45 è òåì æå êîíñåêâåíòîì, ÷òî ó
èñõîäíîé òåîðåìû. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà çàìåíèòü íåîäíîáóêâåííûå ïîäâûðàæåíèÿ óðàâíåíèÿ íà êîîðäèíàòû
âñïîìîãàòåëüíîãî îáúåêòà.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abefABK(¬(A = B) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (e, f) &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→ êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(∃t(x = a + et & y = b + ft & t− ÷èñëî)))

èç òåîðåìû

∀ABKabcd(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b) &
êîîðä(B, K) = (c, d) & ¬(A = B)→ êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(∃t(t− ÷èñëî & x = (c− a)t + a & y = (d− b)t + b)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - ïîäñïèñîê
ñïèñêà õ8, îáðàçîâàííûé ðàâåíñòâàìè, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðûõ íàõîäèòñÿ îáî-
çíà÷åíèå êîîðäèíàò. Â íàøåì ïðèìåðå õ9 èìååò äâà ýëåìåíòà "êîîðä(A, K) =
(a, b)", "êîîðä(B, K) = (c, d)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå õ9 íå ìåíåå äâóõ ýëå-
ìåíòîâ. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ8 è öåëÿìè "èçâåñòíî",
"íåèçâåñòíûå X", "ñèñòêîîðä". Çäåñü X - âñå ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé õ8. Öåëü
"ñèñòêîîðä" àêòèâèðóåò âûâîä êîîðäèíàò âñåâîçìîæíûõ îáúåêòîâ, âûðàçèìûõ
òîëüêî ÷åðåç òå îáúåêòû, êîîðäèíàòû êîòîðûõ èçíà÷àëüíî áûëè óêàçàíû â ïî-
ñûëêàõ.

Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è â åå ñïèñêå ïîñûëîê âûáèðàåòñÿ íå âõîäÿùåå â ñïèñîê õ9
ðàâåíñòâî õ11, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî îáîçíà÷åíèå äëÿ êîîðäèíàò.
Â íàøåì ïðèìåðå õ11 èìååò âèä "êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (c−a, d−b)". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ11 ðàñïîëîæåíî âûðàæåíèå ñ çàãîëîâêîì
"íàáîð", è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ýëåìåíòîâ ýòîãî íàáîðà. Â íà-
øåì ïðèìåðå - ñïèñîê "c − a", "d − b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âûðàæåíèå
ñïèñêà õ13 íåîäíîáóêâåííîå, ïðè÷åì ïàðàìåòðû ðàâåíñòâà õ11 âêëþ÷àþòñÿ â
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ8.

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îí âêëþ÷àåò âñå ïàðàìåòðû òåðìîâ ñïèñêà õ13, ïðè÷åì êàæäîå âûðàæåíèå ñïèñ-
êà õ13 âñòðå÷àåòñÿ âíóòðè óòâåðæäåíèÿ õ14. Â ñïèñêå õ9 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî
õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "êîîðä(B, K) = (c, d)". Ïåðåìåííîé õ16 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ15, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "íà-
áîð". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ýëåìåíòîâ ýòîãî íàáîðà. Â íàøåì
ïðèìåðå - ñïèñîê "c", "d". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû ñïèñêà õ17 ñóòü ðàç-
ëè÷íûå ïåðåìåííûå, èìåþùèå åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â óòâåðæäåíèè õ14 è
âõîäÿùèå â ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèé íàáîðà õ13.

Âûáèðàåòñÿ ñïèñîê õ19 ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó, äëèíà
êîòîðîãî ðàâíà äëèíå íàáîðà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - ñïèñîê e, f . Ïåðåìåííîé
õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â óòâåðæäåíèè õ14 âõîæäåíèé âûðàæåíèé
íàáîðà õ13 íà ïåðåìåííûå õ19. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 èìååò âèä:

êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxy(∃t(x = a + te & y = b + tf & t− ÷èñëî))

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ11 íà
"íàáîð(õ19)". Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (e, f)".
Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ñïèñêå õ8 ðàâåíñòâà õ15
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íà ðàâåíñòâî õ21. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñ-
êà õ22 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ
õ20. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ23 è êîíñåêâåíòîì õ20. Îíà îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü â àíòåöåäåíòàõ êîîðäèíàòû äðóãèõ îáúåêòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀adefghijK(¬(a = g) & êîîðä(g,K) = (h, i, j) & êîîðä(âåêòîð(ga), K) = (d, e, f) &
a− òî÷êà & g − òî÷êà & Òðåõìåðí(K)→ êîîðä(ïðÿìàÿ(ag), K) =
setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (x− h,
y − i, z − j))))

èç òåîðåìû

∀abcghijkK(¬(a = g) & êîîðä(a, K) = (b, c, k) & êîîðä(g,K) = (h, i, j) &
a− òî÷êà & g − òî÷êà & Òðåõìåðí(K)→ êîîðä(ïðÿìàÿ(ag), K) =
setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((b− h, c− i,
k − j), (x− h, y − i, z − j))))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê ïðà-
âûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ íàáîðà õ8, ó êîòîðûõ â ëåâîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ îáîçíà÷åíèå
êîîðäèíàò, à â ïðàâîé - âûðàæåíèå ñ çàãîëîâêîì "íàáîð". Â íàøåì ïðèìåðå õ9
ñîñòîèò èç äâóõ âûðàæåíèé "(b, c, k)", "(h, i, j)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ9
íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèé õ9. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ10 íåïóñò. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ
b, c, h, i, j, k. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû, ïå-
ðåìåííîé õ12 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 óòâåðæäåíèÿ õ11.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ12 è öåëÿìè "èçâåñòíî", "íåèç-
âåñòíûå õ10". Ïîñëå ðåøåíèÿ â åå ñïèñêå ïîñûëîê âûáèðàåòñÿ íå âõîäÿùåå â
ñïèñîê õ8 ðàâåíñòâî õ15 ñ çàãîëîâêîì "íàáîð" ñâîåé ïðàâîé ÷àñòè. Â íàøåì
ïðèìåðå ýòî ðàâåíñòâî èìååò âèä "êîîðä(âåêòîð(ga), K) = (b− h, c− i, k − j)".
Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ15. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàçâàíèå êîîðäèíàò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå
õ8 îòñóòñòâóåò ðàâåíñòâî äëÿ êîîðäèíàò òîãî æå îáúåêòà, áûòü ìîæåò, îòíîñè-
òåëüíî äðóãîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ðàâåí-
ñòâà õ15 âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ12. Ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ15, ïåðåìåííîé õ18 - ñïèñîê âõîæäåíèé
âûðàæåíèÿ õ17 â óòâåðæäåíèå õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ18 íåïóñò. Ïå-
ðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ýëåìåíòîâ íàáîðà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå -
"b− h", "c− i", "k − j".

Âûáèðàåòñÿ ñïèñîê õ20 ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó, äëèíà
êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - d, e, f . Ïåðåìåííîé õ21
ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "íàáîð(õ20)". Â íàøåì ïðèìåðå - "(d, e, f)". Ïåðåìåí-
íîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî, ïîëó÷åííîå èç õ15 çàìåíîé ïðàâîé ÷àñòè íà
õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä(âåêòîð(ga), K) = (d, e, f)". Ïåðåìåííîé õ23 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèé õ18 â óòâåðæäåíèå õ11 íà âûðàæåíèÿ
õ21. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 ðàâåíñòâà
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õ22. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ24 îïåðàòîðîì
"íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ23. Çàòåì ñîçäàåò-
ñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ25 è êîíñåêâåíòîì õ23. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òåîðåìå

1. Èñïîëüçîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ñòàíäàðòíîãî îáî-
çíà÷åíèÿ îáúåêòîâ äàííîãî òèïà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcefABK(¬(A = B) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (e, f) &
A ∈ c & B ∈ c & Ïðÿìàÿ(c) & ñèñòêîîðä(K)→ êîîðä(c, K) =
setxy(∃t(x = a + et & y = b + ft & t− ÷èñëî)))

èç òåîðåìû

∀abefABK(¬(A = B) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (e, f) &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→ êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(∃t(x = a + et & y = b + ft & t− ÷èñëî)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀A(Ïðÿìàÿ(A)↔ ∃BC(B−òî÷êà & C−òî÷êà & ¬(B = C) & A = ïðÿìàÿ(BC)))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîçíà÷åíèåì êîîðäèíàò, ïåðåìåííîé õ10 - âõîæäåíèå äðóãîé
÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ9. Â íàøåì
ïðèìåðå - "ïðÿìàÿ(AB)". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ
òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ12. Â íàøåì
ïðèìåðå - ñèìâîë "ïðÿìàÿ". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "íàçûâàòü" îïðåäåëÿåò
ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â
èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä:

∀c(Ïðÿìàÿ(c)↔ ∃dg(d− òî÷êà & g − òî÷êà & ¬(d = g) & c = ïðÿìàÿ(dg)))

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïðàâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîí-
ñåêâåíòå òåîðåìû õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåí ñèì-
âîë "ñóùåñòâóåò". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàí-
òîðà õ19, ïåðåìåííîé õ21 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä
êâàíòîðîì õ19. Â ýòîì ñïèñêå íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ22, çàãîëîâîê ïðàâîé ÷à-
ñòè êîòîðîãî - ñèìâîë õ14. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòà ïðàâàÿ ÷àñòü. Â
íàøåì ïðèìåðå õ23 èìååò âèä "ïðÿìàÿ(dg)". Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìå-
ñòî ïåðåìåííûõ õ20, óíèôèöèðóþùàÿ âûðàæåíèÿ õ23 è õ12. Ïåðåìåííîé õ25
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì
íàáîðà õ21.

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ17, ïåðåìåííîé
õ27 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê õ26 óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäå-
íèÿ êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ17 ïî î.ä.ç., à òàêæå ëåâîé ÷àñòè ýòîãî êîíñåêâåíòà.
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Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ27 è óñëîâèÿìè õ25. Öåëè çàäà÷è
- "ïîëíûé", "ïîïûòêàñïóñêà", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå X", ãäå X - ïàðà-
ìåòðû âûðàæåíèÿ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "c− set", "Ïðÿìàÿ(c)".
Óñëîâèÿ - "A− òî÷êà", "B− òî÷êà", "¬(A = B)", "c = ïðÿìàÿ(AB)". Íåèçâåñò-
íûå - A, B.

Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ29. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "B ∈
c & A− òî÷êà & B− òî÷êà & ¬(A = B) & A ∈ c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè-
÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ îòâåòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ãëóáèíà âõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ â óòâåðæäå-
íèÿ ñïèñêà õ30 ðàâíà 1 (áåç ó÷åòà âíåøíåãî îòðèöàíèÿ òàì, ãäå îíî åñòü). Ïåðå-
ìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ13 óòâåðæäåíèé õ30 è
ëåâîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ17. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
çàìåíû â êîíñåêâåíòå èñõîäíîé òåîðåìû ïåðâîãî îïåðàíäà T åãî ëåâîé ÷àñòè
íà ïåðâûé îïåðàíä R ëåâîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ17. Â íàøåì ïðèìåðå
T - âûðàæåíèå "ïðÿìàÿ(AB)", R - ïåðåìåííàÿ c. Óòâåðæäåíèå õ32 èìååò âèä:

êîîðä(c, K) = setxy(∃t(x = a + et & y = b + ft & t− ÷èñëî))

Òàêàÿ æå çàìåíà T íà R ïðåäïðèíèìàåòñÿ â óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ31. Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ31 è êîíñåêâåíòîì õ32. Îíà îáðàáàòû-
âàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàê-
òåðèñòèêîé "óðàâíìíîæåñòâî".

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Ðàçâÿçêà ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, ñ ïîìîùüþ äîïîë-
íèòåëüíîãî òîæäåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ghijABCDK(¬(A = B) & êîîðä(A, K) = (g, h) & êîîðä(B, K) = (i, j) &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
¬(C = D) & A ∈ ïðÿìàÿ(CD) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD)→ êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =
setxy(hi + x(j − h) + y(g − i)− gj = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

èç òåîðåìû

∀deghijK(¬(d = e) & êîîðä(d,K) = (g, h) & êîîðä(e,K) = (i, j) & d− òî÷êà &
e− òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→ êîîðä(ïðÿìàÿ(de), K) = setxy(hi + x(j − h) +
y(g − i)− gj = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(C = D) &
A ∈ ïðÿìàÿ(CD) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ¬(A = B)→ ïðÿìàÿ(AB) =
ïðÿìàÿ(CD))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîçíà÷åíèåì êîîðäèíàò, ïåðåìåííîé õ10 - âõîæäåíèå äðóãîé
÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ9. Â íàøåì
ïðèìåðå - "ïðÿìàÿ(de)". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ
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òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ12. Â íàøåì
ïðèìåðå - ñèìâîë "ïðÿìàÿ". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåò-
ðîâ âûðàæåíèÿ õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå õ13 èìååòñÿ ðàâåíñòâî, â îäíîé
÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî âûðàæåíèå ñ çàãîëîâêîì "íàáîð", à â äðóãîé - îáî-
çíà÷åíèå êîîðäèíàò íåêîòîðîãî îáúåêòà, ïàðàìåòðû êîòîðîãî ïåðåñåêàþòñÿ ñî
ñïèñêîì õ15. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàâíû" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ14
óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí âêëþ÷àåòñÿ âñå ïåðåìåííûå ýòîé
òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ
ñîïðîâîæäåíèÿ òåðìà õ18 ïî î.ä.ç. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðàÿ èìååò çà-
ãîëîâîê õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - ïðàâîé ÷àñòè "ïðÿìàÿ(CD)". Ïåðåìåííîé õ24
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ïîäòåðìà õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - C, D. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ýëåìåíòû ñïèñêà õ24 âõîäÿò â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ19, íå
ïðèíàäëåæàùèå íàáîðó õ21, òîëüêî âíóòðè ïîäòåðìîâ, ðàâíûõ õ22.

Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ26 ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðâîãî îïå-
ðàíäà ëåâîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû, ïðèìåíÿåìîé â òàêîì íàïðàâëåíèè, ÷òî âõîæäåíèå õ22 îêàçûâàåòñÿ
çàìåíÿþùèì. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ26,
ïåðåìåííîé õ28 - åå êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îá-
ðàáîòêè ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" ñïèñêà õ27 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ
òåðìà õ28. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ29 è êîíñåêâåíòîì
õ28, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêîé "óðàâíìíîæå-
ñòâî".

Ïîïûòêà èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ âàðüèðîâà-
íèÿ êîíñåêâåíòà

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðàçâÿçêè êîíñå-
êâåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcghijklmnK(¬(a = g) & ¬(l2 + m2 + n2 = 0) & êîîðä(a, K) = (b, c, k) &
êîîðä(g,K) = (h, i, j) & l − ÷èñëî & m− ÷èñëî & n− ÷èñëî & a− òî÷êà &
g − òî÷êà & ïðîïîðöíàáîðû((l,m, n), (b − h, c − i, k − j)) & Òðåõìåðí(K) →
êîîðä(ïðÿìàÿ(ag), K) = setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî &
ïðîïîðöíàáîðû((l,m, n), (x− h, y − i, z − j))))

èç òåîðåìû

∀abcghijkK(¬(a = g) & êîîðä(a, K) = (b, c, k) & êîîðä(g,K) = (h, i, j) &
a− òî÷êà & g − òî÷êà &Òðåõìåðí(K)→ êîîðä(ïðÿìàÿ(ag), K) =
setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((b− h, c− i,
k − j), (x− h, y − i, z − j))))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
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∀abcdefklm(¬(d2 + e2 + f 2 = 0) & ¬(a2 + b2 + c2 = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & k − ÷èñëî & l − ÷èñëî &
m− ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (d, e, f))→ ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f),
(k, l, m))↔ ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (k, l, m)))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîçíà÷åíèåì êîîðäèíàò, ïåðåìåííîé õ10 - âõîæäåíèå äðóãîé
÷àñòè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé îïèñàòåëü "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä". Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ". Â íàøåì ïðè-
ìåðå - óòâåðæäåíèÿ "ïðîïîðöíàáîðû((b − h, c − i, k − j), (x − h, y − i, z − j))".
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå
- ñèìâîë "ïðîïîðöíàáîðû". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ13
ðàâíî 2, è ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ýòèõ îïåðàíäîâ. Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ10. Â ñïèñêå õ15 âûáèðà-
åòñÿ âûðàæåíèå õ17, ïàðàìåòðû êîòîðîãî íå ïåðåñåêàþòñÿ ñî ñïèñêîì õ16. Â
íàøåì ïðèìåðå - âûðàæåíèå "(b−h, c−i, k−j)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - b, c, h, i, j, k. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî ñïèñîê õ18 íåïóñò, ïðè÷åì â ñïèñêå õ12 èìååòñÿ ðàâåíñòâî, â îäíîé èç
÷àñòåé êîòîðîãî èìååòñÿ ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ18, à â äðóãîé ÷àñòè íåò ïàðàìåò-
ðîâ ïîäòåðìà õ13. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïîäñòçàìåíà" îïðåäåëÿåò ïî õ14
óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò
ðåçóëüòàò õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ13 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïðè÷åì ýòîì îïåðàòîðó ïåðåäàåòñÿ îïöèÿ (ôèêñ õ16),
óêàçûâàþùàÿ íà ïåðåìåííûå õ16, âìåñòî êîòîðûõ ïîäñòàíîâêà íå âûïîëíÿåò-
ñÿ. Òåîðåìà õ21 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé èìïëèêàöèè

1. Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé èìïëèêàöèè äëÿ âàðüèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ óðàâ-
íåíèÿ è âûâîäà óñëîâèÿ íà íîâûå ïàðàìåòðû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcghijkpqrK(¬(a = g) & êîîðä(g,K) = (h, i, j) & êîîðä(ïðÿìàÿ(ag), K) =
setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((p, q, r),
(x−h, y− i, z− j))) & êîîðä(âåêòîð(ga), K) = (b, c, k) & p−÷èñëî & q−÷èñëî &
r − ÷èñëî & a− òî÷êà & g − òî÷êà & Òðåõìåðí(K)→ ïðîïîðöíàáîðû((b, c, k),
(p, q, r)))

èç òåîðåìû

∀adefghijK(¬(a = g) & êîîðä(g,K) = (h, i, j) & êîîðä(âåêòîð(ga), K) = (d, e, f) &
a− òî÷êà & g − òî÷êà & Òðåõìåðí(K)→ êîîðä(ïðÿìàÿ(ag), K) =
setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f),
(x− h, y − i, z − j))))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
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∀abcdefklm(¬(d2 + e2 + f 2 = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & k − ÷èñëî & l − ÷èñëî & m− ÷èñëî &
ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (d, e, f)) & ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (k, l, m))→
ïðîïîðöíàáîðû((a, b, c), (k, l, m)))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîçíà÷åíèåì êîîðäèíàò, ïåðåìåííîé õ10 - âõîæäåíèå äðóãîé
÷àñòè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé îïèñàòåëü "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - "êîîðä". Ïåðåìåííîé õ12 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ
ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ10, ïåðåìåííîé õ14 - óòâåðæäåíèå ïîä ýòèì îïèñàòåëåì.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè,
è ýòîò ïîäòåðì ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 èìååò âèä
"ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (x − h, y − i, z − j))". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ16 - ýëå-
ìåíò ýòîãî ñïèñêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ óòâåðæäåíèÿ
õ16 ðàâíî 2, è ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ýòèõ îïåðàíäîâ. Â íàøåì
ïðèìåðå - "(d, e, f)", "(x−h, y− i, z− j)". Â ñïèñêå õ19 âûáèðàåòñÿ ïîçèöèÿ õ20,
íà êîòîðîé ðàñïîëîæåíî âûðàæåíèå õ21, ïàðàìåòðû êîòîðîãî íå ïåðåñåêàþòñÿ
ñî ñïèñêîì õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "(d, e, f)". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ äðóãîé ýëåìåíò ñïèñêà õ19; ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî ïàðàìåòðû ïåðåñåêàþòñÿ
ñî ñïèñêîì õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 - "x − h, y − i, z − j". Ïåðåìåííîé õ23
ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïðîïîðöíà-
áîðû". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñâÿçêîîðä" îïðåäåëÿåò ïî õ23 óêàçàííóþ
âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðå-
îáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå
â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 èìååò âèä:

∀bcklmnpqr(¬(l2 +m2 +n2 = 0) & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & k− ÷èñëî & l− ÷èñëî &
m− ÷èñëî & n− ÷èñëî & p− ÷èñëî & q − ÷èñëî & r − ÷èñëî &
ïðîïîðöíàáîðû((b, c, k), (l,m, n)) & ïðîïîðöíàáîðû((l,m, n), (p, q, r))→
ïðîïîðöíàáîðû((b, c, k), (p, q, r)))

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ26, ïåðåìåííîé
õ28 - ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ27, èìåþùèõ çàãîëîâîê õ23. Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ28 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "ïðîïîðöíàáîðû((b, c, k), (l,m, n))" è "ïðîïîðö-
íàáîðû((l,m, n), (p, q, r))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ28 äâóõýëåìåíòíûé. Ïåðå-
ìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îïåðàíäîâ ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ28,
ïåðåìåííîé õ33 - ñïèñîê îïåðàíäîâ âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïåðåìåííûì õ34 è
õ36 ïðèñâàèâàþòñÿ ïîçèöèè ñïèñêîâ õ31 è õ33, íà êîòîðûõ ðàñïîëîæåíî îäíî
è òî æå âûðàæåíèå õ35. Â íàøåì ïðèìåðå - âûðàæåíèå "(l,m, n)". Åñëè îò-
íîøåíèå õ23 íåñèììåòðè÷íî, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íîìåðà ïîçèöèé õ20 è õ34
ðàçëè÷íû. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 ñèììåòðè÷íî. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ16 è õ30, íå âîøåäøèõ â ñïèñîê õ13. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ37 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ b, c, d, e, f, h, i, j, k, l, m, n. Ïåðåìåííîé
õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ31, îòëè÷íûé îò õ35. Â íàøåì ïðèìåðå -
"(b, c, k)".

Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ37, óíèôèöèðóþùàÿ îäíî-
âðåìåííî òåðìû õ21, õ38 è õ22, õ35. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðå-
çóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ,
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óòâåðæäåíèÿ õ40 íå ñîäåðæàò ïåðåìåííûõ õ13. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì ñïèñêà õ27, íå
âîøåäøèì â ñïèñîê õ28. Ñïèñîê õ41 ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ42 óòâåðæäå-
íèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå õ13, è ïîäñïèñîê õ43 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé.
Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå íàáîðîâ õ40 è õ43, ïåðåìåííîé õ45
- îáúåäèíåíèå íàáîðîâ õ17 è õ42. Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íà-
âåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì õ13 íà êîíúþíêöèþ óòâåð-
æäåíèé õ45. Â íàøåì ïðèìåðå õ46 èìååò âèä:

∃xyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (x− h,
y − i, z − j)) & ¬((x− h)2 + (y − i)2 + (z − j)2 = 0) & (x− h)− ÷èñëî &
(y − i)− ÷èñëî & (z − j)− ÷èñëî)

Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ46 - ñëåäñòâèå
óòâåðæäåíèé õ47. Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîä-
ñòàíîâêè S êî âòîðîìó ýëåìåíòó ñïèñêà õ28. Â êîíñåêâåíòå èñõîäíîé òåîðåìû
ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ50 òåðìà õ16. Ïåðåìåííîé õ51 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò çàìåíû â ýòîì êîíñåêâåíòå âõîæäåíèÿ õ50 íà óòâåðæäåíèå õ49. Ïåðå-
ìåííîé õ52 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê êîíñåêâåíòó
òåîðåìû õ26. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäå-
íèÿ õ47 è óòâåðæäåíèå õ51, à êîíñåêâåíòîì - óòâåðæäåíèå õ52. Îíà îáðàáàòû-
âàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.129 Õàðàêòåðèñòèêà "óñèëåíèå"

Õàðàêòåðèñòèêîé "óñèëåíèå(N)" ñíàáæàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, îáåñïå÷èâàþùèå óñè-
ëåíèå ýëåìåíòàðíîãî óòâåðæäåíèÿ. N - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿ-
åìîé ÷àñòè

1. Èñïîëüçîâàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, âûðàæàþùåé óñëîâèå äåêîìïîçèðóåìîñòè ÷èñ-
ëîâîãî àòîìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acd(a − set & c − set & d − set & a ⊆ c ∪ d & êîíå÷íîå(c) & êîíå÷íîå(d) →
card(c) + card(d) = card(a)↔ a = c ∪ d & íåïåðåñåê(c, d))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & a ⊆ b & êîíå÷íîå(b)→ card(a) = card(b)↔ a = b)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a − set & b − set & êîíå÷íîå(a) & êîíå÷íîå(b) → card(a ∪ b) = card(a) +
card(b)↔ íåïåðåñåê(a, b))

Õàðàêòåðèñòèêà - "óñèëåíèå(âòîðîéòåðì)".



3.129. Õàðàêòåðèñòèêà "óñèëåíèå" 1165

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ.
Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îäíîé èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà õ10, ïå-
ðåìåííîé õ13 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîä-
òåðì õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "card(b)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ14 èìååò
÷èñëåííîå çíà÷åíèå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîäÿùèé â õ14 íåâûðîæäåííûé ÷èñëî-
âîé àòîì õ16. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîâïàäàåò ñ õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ16 íå
âõîäèò â ïîäòåðì õ13. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ17, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèé âûðàæåíèÿ õ16 â òåðì õ14 íà ïåðåìåííóþ õ17. Â
íàøåì ïðèìåðå õ19 - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå
"îòîáðàæåíèå(õ17 ÷èñëî(õ17)õ19)". Â íàøåì ïðèìåðå - "λc(c, c − ÷èñëî)". Ïðè
ïîìîùè ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ õ20 íå óáûâàåò
íà ÷èñëîâîé îñè. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî ðàçíîñòü âûðàæåíèé õ14 è ïîäòåðìà
õ13 íåîòðèöàòåëüíà.

Äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìû ëèáî îïðåäåëÿåòÿ ñïðàâî÷íèêîì ïîèñêà òåîðåì "ýêâ-
òåðìû" ïî çàãîëîâêó òåðìà õ16, ëèáî âûáèðàåòñÿ â òåêóùåì ñïèñêå âûâîäà êàê
èìåþùàÿ õàðàêòåèèñòèêó ñ çàãîëîâêîì "÷èñëâûðàç". Â íàøåì ïðèìåðå èìååò
ìåñòî âòîðîé ñëó÷àé. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷å-
íèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîä-
íóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 èìååò âèä:

∀cd(c − set & d − set & êîíå÷íîå(c) & êîíå÷íîå(d) → card(c ∪ d) = card(c) +
card(d)↔ íåïåðåñåê(c, d))

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ íàïðàâëåíèå çàìåíû äëÿ òåîðåìû õ23 ñîãëàñíî
õàðàêòåðèñòèêå "÷èñëâûðàç". Â íàøåì ïðèìåðå - "ïåðâûéòåðì2. Ïåðåìåííîé
õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ23 ñîãëàñíî õ27. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "card(c ∪ d) = card(c) + card(d)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ29 èìååò çàãîëîâîê
"ðàâíî". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îäíîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ29,
ïåðåìåííîé õ31 - äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ32.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò òîò æå çàãîëîâîê, ÷òî è âûðàæåíèå õ16. Â íàøåì
ïðèìåðå õ32 - âûðàæåíèå "card(c ∪ d)". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íåâûðîæäåííûå ÷èñëîâûå àòîìû
ïîäòåðìà õ31 îáðàçóþò äåêîìïîçèöèþ âûðàæåíèÿ õ32 ïî åãî ïåðåìåííûì. Ïå-
ðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèé õ16 è õ32. Â íàøåì
ïðèìåðå - b, c, d. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ34, óíèôè-
öèðóþùàÿ âûðàæåíèÿ õ16 è õ32. Ïðè óíèôèêàöèè áëîêèðóåòñÿ ââåäåíèå íîâûõ
ïåðåìåííûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàçíîñòü âûðàæåíèé õ31 è õ32 íåîòðèöàòåëüíà.

Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S
ê óòâåðæäåíèÿì ñïèñêîâ õ11 è õ33. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
çàìåíû â òåðìå õ14 âûðàæåíèé õ16 íà ïîäòåðì õ31. Â íàøåì ïðèìåðå õ37 èìååò
âèä "card(b)" íà "card(c) + card(d)". Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî
âûðàæåíèÿ õ37 ïîäòåðìó õ13. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
ðàâåíñòâà õ38 êîíúþíêöèè çàìåíÿþùåé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû è çàìåíÿåìîé
÷àñòè òåîðåìû õ23. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê õ39
ïîäñòàíîâêè S. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ36 è êîíñåêâåíòîì
õ40. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.



1166 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

3.130 Õàðàêòåðèñòèêà "óñìãðóïïà"

Õàðàêòåðèñòèêîé "óñìãðóïïà(i N)" ñíàáæàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðåîáðàçóþùèå
îäíî óòâåðæäåíèå ñ ïîìîùüþ äðóãîãî òàêèì îáðàçîì, ÷òî íîâîå óòâåðæäåíèå ñîäåð-
æèò ïàðàìåòðû îáîèõ èñõîäíûõ óòâåðæäåíèé. i - íîìåð àíòåöåäåíòû, èäåíòèôèöè-
ðóåìîãî ñ äðóãèì óòâåðæäåíèåì, N - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Ïðèìåíåíèå äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìî-
ãî óòâåðæäåíèÿ

1. Ïîïûòêà óïðîñòèòü çàìåíÿåìóþ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè ïðè ïîìîùè ñòàíäàð-
òèçèðóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abef (a− ÷èñëî & b = a & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî→ f = e↔ a− f = b− e)

èç òåîðåìû

∀abcd(a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & d−÷èñëî & a = b→ c = d↔ a+c = b+d)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ −b = −a↔ b = a)

Õàðàêòåðèñòèêà - "óñìãðóïïà(5 âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ12
- ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ
õ11. Åñëè ýòîò ñèìâîë - "ðàâíî", òî ïåðåìåííîé õ13 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ òèï
çíà÷åíèé ÷àñòåé ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 ñòàíîâèòñÿ ðàâíî ñèìâîëó
"÷èñëî". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðîùýêâ" îïðåäåëÿåò ïî õ13 óêàçàííóþ
âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìû. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò
õ18 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû, ïðèìåíÿåìîé â íàïðàâëåíèè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Â íàøåì
ïðèìåðå - ñëåâà íàïðàâî.

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ18, ïåðåìåííîé
õ20 - åå êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè íàáî-
ðà õ19 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ
õ20. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ21 è êîíñåêâåíòîì õ20, êîòîðàÿ
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêîé "óñìãðóïïà".

Ñïåöèàëüíàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ òåîðåìû

1. Ãðóïïèðîâêà â ëåâûõ ÷àñòÿõ äâóìåñòíûõ îòíîøåíèé êîíñåêâåíòà âñåõ íåíóëå-
âûõ ÷ëåíîâ.

Â êà÷åñòâ ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî & a = b → c = d ↔
a + c− b− d = 0)
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èç òåîðåìû

∀abcd(a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & d−÷èñëî & a = b→ c = d↔ a+c = b+d)

Õàðàêòåðèñòèêà "óñìãðóïïà(5 âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ11 -
çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü åå êîíñåêâåíòà. Ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà "ïåðåãðóïïèðîâ-
êà" îïðåäåëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ãðóïïèðîâêè â ëåâûõ ÷àñòÿõ äâóìåñòíûõ îòíî-
øåíèé óòâåðæäåíèÿ õ11 âñåõ "íåíóëåâûõ" ÷ëåíîâ, è ðåçóëüòàò òàêîé ïåðåãðóï-
ïèðîâêè ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ11. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"a + c− b− d = 0". Ïîñëå ïðîâåðêè òîãî, ÷òî óòâåðæäåíèå õ11 áûëî èçìåíåíî,
ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû çàìåíÿþùåé ÷àñòè êîíñåêâåí-
òà òåîðåìû íà óòâåðæäåíèå õ11. Çàòåì òåîðåìà õ12 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêîé "óñìãðóïïà".

3.131 Õàðàêòåðèñòèêà "ôàêòîðèçàöèÿ"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ôàêòîðèçàöèÿ(P N)" ñíàáæàþòñÿ òåîðåìû, ïîëó÷åííûå â öèêëå
âûâîäà òîæäåñòâ ïðèâåäåíèÿ ê çàãîëîâêó P . N - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé
÷àñòè

1. Ïîïûòêà ñêëåèòü äâà ÷ëåíà ôàêòîðèçóåìîãî âûðàæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(b− ÷èñëî & a− ÷èñëî→ a2 − b2 = (a + b)(a− b))

èç òåîðåìû

∀abde(a−÷èñëî& b−÷èñëî& d−÷èñëî& e−÷èñëî→ ad+ae+bd+be = (a+b)(d+e))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ a− a = 0)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôàêòîðèçàöèÿ(óìíîæåíèå âòîðîéòåðì)".

Öèêë âûâîäà òîæäåñòâ äëÿ ïðèâåäåíèÿ ê çàãîëîâêó P èíèöèèðóåòñÿ ïðîòî-
êîëîì "ôàêòîðèçàöèÿ(P )". Â êà÷åñòâå îãðàíè÷èòåëÿ ââîäèòñÿ õàðàêòåðèñòè-
êà "÷èñëî(N)" äàííîãî ïðîòîêîëà, îáðûâàþùàÿ âûâîä ïðè ïîëó÷åíèè N òîæ-
äåñòâ. Ïîêà â ñèñòåìå èìååòñÿ åäèíñòâåííûé òàêîé ïðîòîêîë, ðàñïîëîæåííûé
â ðàçäåëå "Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà" - "Óìíîæåíèå" - "Ôîðìóëû ñîêðàùåííîãî
óìíîæåíèÿ" - "Âûâîä òîæäåñòâ äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè" îãëàâëåíèÿ
áàçû òåîðåì. Â íà÷àëå öèêàëà ñïèñîê âûâîäà çàïîëíÿåòñÿ íåñêîëüêèìè ñîîò-
íîøåíèÿìè äèñòðèáóòèâíîñòè - äëÿ ðàçëè÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ â êàæäîì èç
ñîìíîæèòåëåé. Â òîé æå ÿ÷åéêå âûâîäà, ÷òî è ïðîòîêîë, ðàñïîëîæåíû íåñêîëü-
êî òîæäåñòâ äëÿ "ñêëåéêè" ñëàãàåìûõ. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííîå òà-
êîå òîæäåñòâî äëÿ âçàèìíîãî èõ óíè÷òîæåíèÿ. Âûâîä çàêëþ÷àåòñÿ â ïîïûòêàõ
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ïðèìåíåíèÿ ñêëåèâàþùèõ òîæäåñòâ ê èñõîäíûì ñîîòíîøåíèÿì äèñòðèáóòèâíî-
ñòè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóë ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ. Ýòîò ïðîöåññ ïðèâîäèò
ê ïîëó÷åíèþ ôîðìóë äëÿ ðàçíîñòè êâàäðàòîâ ëèáî êóáîâ, äëÿ ñóììû êóáîâ, à
òàêæå íåêîòîðûõ äðóãèõ àíàëîãè÷íûõ ôîðìóë. Íàïðèìåð, âûâîäèòñÿ ôîðìóëà
"a5 + b5 +ab4 = (ab+a2 + b2)(a3 + b3−a2b)". Íà îñíîâå âûâîäèìûõ ôîðìóë ñðàçó
æå ñîçäàþòñÿ ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà "òåêíîðì", ïðîâåðÿþùåãî íîâûå ñîîòíî-
øåíèÿ íà íåèçáûòî÷íîñòü. Ýòîò íîðìàëèçàòîð ñîõðàíÿåòñÿ â áóôåðå áàçû ïðè-
åìîâ. Ïî çàâåðøåíèè öèêëà âûâîäà åãî ñëåäóåò óäàëÿòü âðó÷íóþ, ñáðàñûâàÿ
áóôåð íàæàòèåì "Î".

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ïðèåìà. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò (ôàêòîðè-
çàöèÿ À1 À2 À3) èç óñòàíîâêè íà öèêë âûâîäà. Çäåñü À1 - òðåáóåìûé çàãîëîâîê,
À2 - ïàðà (òåîðåìà - íàáîð õàðàêòåðèñòèê) äëÿ äèñòðèáóòèâíîé ðàçâåðòêè âû-
ðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì À1, À3 - íàáîð ïàð (òåîðåìà - íàáîð õàðàêòåðèñòèê) äëÿ
ñêëåèâàþùèõ òîæäåñòâ, èñïîëüçóåìûõ â öèêëå âûâîäà. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâà-
èâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà, ïåðåìåííîé õ12 - åå çàãîëîâîê. Â êà÷åñòâå
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû âûáèðàåòñÿ òîæäåñòâî èç íàáîðà À3. Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîãî òîæ-
äåñòâà íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ14
èìååò âèä:

∀c(c− ÷èñëî→ c− c = 0)

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåìû õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî åå çàãîëîâîê ðàâåí õ12, à ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé
õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå íåêîòîðîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà âûðàæåíèÿ õ11.
Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå ñëàãàåìîãî ad. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå íåêîòîðîãî îïåðàíäà, ðàñïîëîæåííîãî ïðàâåå îïåðàíäà õ18. Â íàøåì
ïðèìåðå - âõîæäåíèå ñëàãàåìîãî be. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ12 ïîäòåðìîâ õ18 è õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "ad + be".
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ20 è õ17.

Ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïîäñòàíîâêè S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ21, óíèôèöèðóþùèå òåð-
ìû õ20 è õ17. Ïåðå÷èñëåíèå îáðûâàåòñÿ, åñëè êîëè÷åñòâî âåðñèé ïîäñòàíîâêè
ïðåâûñèëî 600.

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ11 îïåðàíäîâ õ18 è
õ19 íà çàìåíÿþùóþ ÷àñòü òåîðåìû õ14. Çàòåì ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê õ24 ïîäñòàíîâêè S. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 èìååò âèä
"0 + aa + b(−b)". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòà-
íîâêè S ê çàìåíÿþùåé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä "(a + b)(a − b)". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ àí-
òåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ14. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì ñïèñêà õ27. Ïå-
ðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ25 è õ26, ïåðåìåííîé õ30 -
ðåçóëüòàò îáðàáîòêè íàáîðà õ28 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî
ïàðàìåòðîâ ðàâåíñòâà õ29. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè
ðàâåíñòâà õ29 íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó-
÷àåòñÿ "−b2+a2 = (a+b)(a−b)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ31 - ðàâåíñòâî ñ ðàçëè÷íûìè
ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿìè. Ê ñïèñêó õ30 äîáàâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå
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äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ðàâåíñòâà õ31 ïî î.ä.ç. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ31 ïðîöåäóðîé "òåêíîðì". Â íàøåì ïðèìåðå ýòà
ëåâàÿ ÷àñòü íå èçìåíÿåòñÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè îïåðàòîðîì
"ñòàíä" âûðàæåíèÿ õ31 è ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ31 ñîâïàäàþò. Ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ30 è êîíñåêâåíòîì õ31, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà. Åå õàðàêòåðèñòèêà ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòèêîé èñõîäíîé òåî-
ðåìû. Ïðè ðåãèñòðàöèè òåîðåìà ïîðîæäàåò ïðèåì íîðìàëèçàòîðà "òåêíîðì".
Ïðîâåðÿåòñÿ äîñòèæåíèå ëèìèòà êîëè÷åñòâà òåîðåì. Åñëè îí äîñòèãíóò, öèêë
âûâîäà çàâåðøàåòñÿ.

3.132 Õàðàêòåðèñòèêà "ôóíê"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ôóíê" ñíàáæàþòñÿ òåîðåìû, ïîëó÷åííûå èç îïðåäåëåíèÿ îòíîøå-
íèÿ ïóòåì ÿâíîãî âûðàæåíèÿ ôóíêöèè ÷åðåç ïðî÷èå ïàðàìåòðû.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ óïðîùåíèÿ êîíñåêâåíòà

1. Ïðèìåðêà òîæäåñòâ, óïðîùàþùèõ âûðàæåíèå ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ae(Dom(a) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & ïåðâîîáðàçíàÿ(a, e)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(−a(x), x ∈ Dom(e)), λc(−e(c), c ∈ Dom(e))))

èç òåîðåìû

∀g(∀x(x ∈ Dom(g)→ äèôôåðåíöèðóåìà(g, x)) & Dom(g) ⊆ R & Val(g) ⊆ R &
g −ôóíêöèÿ→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(ïðîèçâîäíàÿ(g, x), x ∈ Dom(g)), g))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ae(Dom(e) ⊆ R & Val(e) ⊆ R & a ∈ Dom(e) & e−ôóíêöèÿ &
äèôôåðåíöèðóåìà(e, a)→ ïðîèçâîäíàÿ(λc(−e(c), c ∈ Dom(e)), a) =
− ïðîèçâîäíàÿ(e, a))

Èñõîäíàÿ òåîðåìà ïîëó÷èëà õàðàêòåðèñòèêó "ôóíê" ïîñëå òîãî, êàê â ëåâóþ
÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé áûë ïîäñòàâëåí îïèñà-
òåëü "îòîáðàæåíèå", ïîäñêàçàííûé ïðàâîé ÷àñòüþ.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - âõîæäåíèå
êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ9,
èìåþùåãî çàãîëîâîê "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþ-
ùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòíàÿ, è ïåðåìåí-
íîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðåäïîñëåä-
íèé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ10 (îí îïðåäåëÿåò óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìóþ ïåðåìåí-
íóþ). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 - óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ïåðåìåííîé õ12 îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè, îáîçíà÷åííîé ïåðåìåííîé õ14. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ12 - ïåðåìåííàÿ x, õ14 - ïåðåìåííàÿ g. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïî-
ñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðîèçâîäíàÿ(g, x)". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ15 íåîäíîáóêâåííûé, è ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çà-
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ãîëîâîê. Äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà âûáèðàåòñÿ â òîì ðàçäåëå, ê êîòîðîìó îòíî-
ñèòñÿ ñèìâîë õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ñ õà-
ðàêòåðèñòèêîé "îïèñàòåëü(N)". Â íàøåì ïðèìåðå - "îïèñàòåëü(âòîðîéòåðì)".
Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ÷àñòü èìååò çàãîëîâîê õ16. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå,
íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 ñîâïàäàåò ñ äîïîë-
íèòåëüíîé òåîðåìîé. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òåîðåì
õ26. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðîèçâîäíàÿ(λc(−e(c), c ∈ Dom(e)), a)". Ïåðåìåííîé
õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîû âûðàæåíèé õ15 è õ28, îòëè÷íûõ îò õ12.
Â íàøåì ïðèìåðå - a, e, g. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ14 âõîäèò â ñïèñîê
õ29.

Íàõîäèòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29, óíèôèöèðóþùàÿ âûðàæåíèÿ
õ15 è õ28. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå, ïîäñòàâëÿåìîå ïîäñòà-
íîâêîé S âìåñòî ïåðåìåííîé õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "λc(−e(c), c ∈ Dom(e))".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ31 èìååò çàãîëîâîê "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ32
ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà, Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíò-
íà. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííîé õ12
íà ïåðåìåííóþ ñïèñêà õ32 â ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ12 ðåçóëüòàòàõ ïðèìåíå-
íèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ26. Â íàøåì ïðèìåðå õ33 ñîñòîèò
èç óòâåðæäåíèé "c ∈ Dom(e)" è "äèôôåðåíöèðóåìà(e, c)". Ïåðåìåííîé õ34 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïðåäïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ31 íà êîíú-
þíêöèþ ýòîãî îïåðàíëà ñ óòâåðæäåíèÿìè õ33. Ïîäñòàíîâêà S êîððåêòèðóåòñÿ
òàê, ÷òî âìåñòî âûðàæåíèÿ õ31 ïîäñòàâëÿåò âûðàæåíèå õ34.

Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííîé õ12 ðåçóëü-
òàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ26. Ïåðåìåííîé õ36
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíè-
ÿì íàáîðà õ8. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ35 è õ36.
Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê çàìåíÿþ-
ùåé ÷àñòè òåîðåìû õ26. Â íàøåì ïðèìåðå õ38 èìååò âèä "−ïðîèçâîäíàÿ(e, x)".
Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â êîíñåêâåíòå èñõîäíîé òåî-
ðåìû ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ10 íà âûðàæåíèå õ38 è îäíîâðåìåííîé
ïîäñòàíîâêè S âìåñòî ïðî÷èõ âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ37 è êîíñåêâåíòîì õ39. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò îáðàáîòêè ýòîé èìïëèêàöèè îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Â íàøåì ïðèìåðå
îí èìååò âèä:

∀e(Dom(e) ⊆ R & Val(e) ⊆ R & e−ôóíêöèÿ→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(−ïåðâîîáðàçíàÿ(e, x), x ∈ Dom(e) &
äèôôåðåíöèðóåìà(e, x)), λc(−e(c), c ∈ Dom(e) & äèôôåðåíöèðóåìà(e, c))))

Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà êîíñåêâåíòà òåîðåìû
õ40, íîìåð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì îïåðàíäà õ10 âõîæäåíèÿ õ9. Â íàøåì
ïðèìåðå õ42 - âõîæäåíèå ïåðâîãî îïåðàíäà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ42 - îïèñàòåëü
"îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòíà. Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ42, ïåðåìåííîé õ45 - íàáîð àíòåöåäåíòîâ
òåîðåìû õ40.



3.132. Õàðàêòåðèñòèêà "ôóíê" 1171

Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ46 òàêèõ ïàð (T, X), ÷òî â ñïèñêå õ45 èìååòñÿ óòâåðæäå-
íèå "ôóíêöèÿ(X)", âíóòðè õ44 âñòðå÷àåòñÿ âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ T , êîðíåâûì
îïåðàíëîì êîòîðîãî ñëóæèò X, ïðè÷åì çàãîëîâîê T îòëè÷åí îò ñèìâîëà "çíà-
÷åíèå", T ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ ñïèñêà õ43 è íå ñîäåðæèò òàêèõ îòëè÷íûõ îò
X ïåðåìåííûõ Y , äëÿ êîòîðûõ â õ45 èìååòñÿ óòâåðæäåíèå "ôóíêöèÿ(Y )". Â
íàøåì ïðèìåðå õ46 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïàðû "(ïðîèçâîäíàÿ(e, x), x)".

Åñëè ñïèñîê õ46 ïóñò, òî òåîðåìà õ40 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàê-
òåðèñòèêàìè "ôóíêïåðåõ i", "ôóíêïîëå", ãäå i - íîìåð îïåðàíäà õ10 âõîæäåíèÿ
õ9.

Åñëè ñïèñîê õ46 íåïóñò, òî ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ
â òåîðåìó õ40 ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ46. Â íàøåì
ïðèìåðå õ47 ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé a.

Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ48, â êîòîðûé ïåðâîí÷àëàüíî çàíîñÿòñÿ âñå àíòåöåäåíòû
òåîðåìû õ40. Çàòåì ïðåäïðèíèìàåòñÿ ñèíõðîííûé ïðîñìîòð ñïèñêîâ õ46 è õ47:
ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ òåêóùåå âõîæäåíèå â ñïèñîê õ46, ïåðåìåííîé õ50
- ñîîòâåòñòâóþùåå âõîæäåíèå â ñïèñîê õ47. Ïåðåìåííîé õ51 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà
(T,X) ïî âõîæäåíèþ õ49, ïåðåìåííîé õ52 - ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ T âûðàæåíèþ
"X(õ43)". Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "ïðîèçâîäíàÿ(e, x) = a(x)". Ïåðåìåí-
íîé õ53 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê, ñîñòîÿùèé èç óòâåðæäåíèé "äëÿëþáîãî(õ43 åñëè
Q òî õ52)", "ôóíêöèÿ(õ50)", "ôóíêöèÿ(X)", "ðàâíî(îáëàñòü(õ50) îáëàñòü(X))",
à òàêæå èç ðàâåíñòâ ñïèñêà õ45, ñîäåðæàùèõ ïîäòåðì "îáëàñòü(X)". Çäåñü Q -
ïðåäïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ õ42. Â íàøåì ïðèìåðå õ53 ñîñòîèò èç óòâåð-
æäåíèé "∀x(x ∈ Dom(e) & äèôôåðåíöèðóåìà(e, x)
→ ïðîèçâîäíàÿ(e, x) = a(x))", "a − ôóíêöèÿ", "e − ôóíêöèÿ", "Dom(a) =
Dom(e)". Ïåðåìåííîé õ54 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåí-
íîé X óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ45. Â íàøåì ïðèìåðå îí ïóñò. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à
íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ53 è óñëîâèÿìè õ53. Öåëè - "ïðÿìîéîòâåò", "íåèç-
âåñòíûå X", "ðàçäåëåíèå X". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ56. Â íàøåì
ïðèìåðå îí èìååò âèä "ïåðâîîáðàçíàÿ(a, e) & a−ôóíêöèÿ & Dom(e) = Dom(a)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç" (èíà÷å ïðèìåíåíèå ïðèåìà
îòìåíÿåòñÿ), è ñïèñîê åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó õ48.
Çàòåì - ïðîäîëæåíèå ïðîñìîòðà.

Ïî çàâåðøåíèè ïðîñìîòðà âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ49 ñòàíîâÿòñÿ ñíîâà íå
îïðåäåëåíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ48 áóäåò ñîñòîÿòü èç óòâåðæäåíèé "Dom(e) ⊆
R", "Val(e) ⊆ R", "e−ôóíêöèÿ", "ïåðâîîáðàçíàÿ(a, e)", "a−ôóíêöèÿ", "Dom(e) =
Dom(a)".

Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ44. Â íàøåì ïðèìåðå õ49 èìååò âèä
"−ïðîèçâîäíàÿ(e, x)". Ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàìåíà âõîæäåíèé â òåðì õ49 âûðà-
æåíèé T - ïåðâûõ ýëåìåíòîâ ïàð (T, X) íàáîðà õ46 íà âûðàæåíèÿ "X(õ43)".
Ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ52. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì "−a(x)". Ïå-
ðåìåííîé õ53 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ44 â óòâåðæäåíèå
õ41 íà òåðì õ52. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(−a(x), x ∈ Dom(e) & äèôôåðåíöèðóåìà(e, x)), λx(−e(c), c ∈
Dom(e) & äèôôåðåíöèðóåìà(e, c)))
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Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ48 è êîíñåêâåíòîì õ43. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ
õàðàêòåðèñòèêàìè "ôóíêïåðåõ(i)", "ôóíêïîëå", "îòîáðàæåíèå". Çäåñü i - íîìåð
îïåðàíäà õ10 âõîæäåíèÿ õ9.

3.133 Õàðàêòåðèñòèêà "ôóíêïåðåõ"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ôóíêïåðåõ(i)" ñíàáæàþòñÿ òåîðåìû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ÷àñò-
íûé ñëó÷àé îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè. i - íîìåð îïåðàíäà êîí-
ñåêâåíòà, íà êîòîðîì ðàñïîëîæåíà õàðàêòåðèçóåìàÿ ôóíêöèÿ.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îáîáùåíèå õàðàêòåðèçàöèè ôóíêöèè ïóòåì ââîäà áåñïîâòîðíîãî âíåøíåãî ïà-
ðàìåòðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abde(¬(e = 0) & Dom(a) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî &
ïåðâîîáðàçíàÿ(a, d)→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λf (ba(f)/e, f ∈ Dom(a)),
λc(bd(c)/e, c ∈ Dom(d))))

èç òåîðåìû

∀abd(Dom(a) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & b− ÷èñëî & ïåðâîîáðàçíàÿ(a, d)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(ba(x), x ∈ Dom(a)), λc(bd(c), c ∈ Dom(d))))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abe(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ e · (a/b) = ae/b)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïåðàíä õàðàêòåðèñòèêè. Â íàøåì ïðèìåðå -
ñèìâîë 1. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îíî èìååò ðîâíî äâà îïåðàíäà, è ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå îïåðàíäà ñ íîìåðîì õ8. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ10. Â
íàøåì ïðèìåðå - "λx(ba(x), x ∈ Dom(a))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 ñîäåðæèò ñèì-
âîë "çíà÷åíèå". Âíóòðè òåðìà õ11 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 íåîäíîáóêâåííîãî
ïîäòåðìà ñ äâóìÿ êîðíåâûìè îïåðàíäàìè; ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî
çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - âûðàæåíèå ba(x), õ13 - ñèìâîë "óìíîæåíèå".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" îïðåäåëÿåò ïî õ13 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåí-
òà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ19 - åå çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Â íàøåì
ïðèìåðå- "e·(a/b)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò çàãîëîâîê õ13. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
âõîæäåíèå õ20 êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ19, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé äâóìåñò-
íóþ îïåðàöèþ îò ïåðåìåííûõ õ22 è õ23. Íàõîäèòñÿ åäèíèöà E ýòîé îïåðàöèè.
Â íàøåì ïðèìåðå ïåðåìåííàÿ õ22 - a, ïåðåìåííàÿ õ23 - b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äðó-
ãîé êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ19 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ õ25. Â íàøåì
ïðèìåðå - e.
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Åñëè ñèìâîë õ13 êîììóòàòèâåí, òî ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîèçâîëü-
íûé êîðíåâîé îïåðàíä îïåðàöèè õ12, èíà÷å - îïåðàíä, èìåþùèé òîò æå íîìåð,
÷òî è îïåðàíä õ19 îïåðàöèè õ20. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 - âõîæäåíèå îïåðàíäà b.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ26 ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ27, èìåþùàÿ
åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ10. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå îòëè÷íîãî îò õ26 îïåðàíäà îïåðàöèè õ12. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ
òà èç ïåðåìåííûõ õ22, õ23, ïî êîòîðîé îïåðàöèÿ õ20 íå èìååò åäèíèöû, ïåðå-
ìåííîé õ30 - òà, ïî êîòîðîé îíà èìååò åäèíèöó. Â íàøåì ñëó÷àå õ29 - a, õ30
- b. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâîê îòëè÷åí îò ñèìâîëà õ13 è ÷òî ÷èñëî åãî
êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ðàâíî 2. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ32 òîãî êîðíåâîãî
îïåðàíäà òåðìà õ31, êîòîðûé èìååò çàãîëîâîê õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - òåðìà
"ae". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ32 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé
õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà îïåðàöèè õ32, ðàâíîãî ïåðåìåííîé õ25
(ò.å. e), ïåðåìåííîé õ34 - âõîæäåíèå îïåðàíäà, ðàâíîãî ïåðåìåííîé õ29 (ò.å. a).
Åñëè îïåðàöèÿ õ13 íåêîììóòàòèâíà, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàíä õ34 îïåðà-
öèè õ32 èìååò òîò æå íîìåð, ÷òî è îïåðàíä õ20 îïåðàöèè õ19. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
âõîæäåíèå õ35 êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ31, îòëè÷íîãî îò õ32. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî íà ýòîì âõîæäåíèè ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ30 (ò.å. b). Ïåðåìåííîé õ36
ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ31.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ37, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - "e". Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîäåäèíåíèÿ òåðìîâ õ12 è õ37
îïåðàöèåé õ36, ïðè÷åì íîìåð îïåðàíäà õ37 ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì îïåðàíäà õ35
îïåðàöèè õ31. Â íàøåì ïðèìåðå õ38 èìååò âèä ba(x)/e. Ïåðåìåííîé õ39 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ12 â òåðì õ11 íà õ38. Â íàøåì ñëó÷àå
- "λx(ba(x)/e, x ∈ Dom(a))". Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòà-
íîâêè òåðìîâ õ27 è õ37 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29 è õ30 â ïîäòåðì õ20. Â íàøåì
ïðèìåðå - "b/e". Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà êîíñåêâåí-
òà èñõîäíîé òåîðåìû, îòëè÷íîãî îò õ10. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì
õ41. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà õ40 âìåñòî ïå-
ðåìåííîé õ27 â òåðì õ42. Â íàøåì ñëó÷àå - "λc((b/e) · d(c), c ∈ Dom(d))". Ïåðå-
ìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé õ27, õ37 è
ïîäòåðìà õ28 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29, õ30 è õ25 â àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "¬(e = 0)", "b−÷èñëî", "e−÷èñëî", "a(x)−÷èñëî".
Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå íàáîðà õ45 ñ íàáîðîì ðåçóëüòàòîâ
ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ40 âìåñòî ïåðåìåííîé õ27 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé
òåîðåìû.

Äàëåå ïðåäïðèíèìàåòñÿ àíàëèç íåèçáûòî÷íîñòè äîáàâëåííîé ïåðåìåííîé õ37.
Âûðàæåíèå õ39 îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè è ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïåðåìåííàÿ õ37 íå îêàçàëàñü â îäíîé è òîé æå
àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè ñ äðóãîé áåñïîâòîðíîé ïåðåìåííîé.

Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ46, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðå-
çóëüòàò ñîåäèíåíèÿ çàãîëîâêîì òåðìà õ9 âûðàæåíèé õ39 è õ43, ïðè÷åì íîìåð
îïåðàíäà õ39 ðàâåí õ8. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåî-
ðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.



1174 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

2. Îáîáùåíèå õàðàêòåðèçàöèè ôóíêöèè ïóòåì ââîäà áåñïîâòîðíîãî äîïîëíèòåëü-
íîãî ïàðàìåòðà îïåðàíäà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcef (¬(f = 0) & ¬(b− 1 = 0) & 0 < b & (0,∞) ⊆ a & b− ÷èñëî &
f − ÷èñëî & ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(e(x)/x, x ∈ a), c)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(e(b

fx), x− ÷èñëî), λd(c(b
df )/(f ln b), d− ÷èñëî)))

èç òåîðåìû

∀abce(¬(b− 1 = 0) & 0 < b & (0,∞) ⊆ Dom(λx(e(x)/x, x ∈ Dom(a))) &
λx(e(x)/x, x ∈ Dom(a))−ôóíêöèÿ & b− ÷èñëî &
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(e(x)/x, x ∈ a), c)→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(e(b

x), x− ÷èñëî),
λd(c(b

d)/ ln b, d− ÷èñëî)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abe(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ e · (a/b) = ae/b)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ îïåðàíä õàðàêòåðèñòèêè. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèì-
âîë 1. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíî èìååò ðîâíî äâà îïåðàíäà, è ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïå-
ðàíäà ñ íîìåðîì õ8. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ10. Â íåì ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 äâóìåñòíîé îïåðàöèè õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðà-
öèè bx. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ13
óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ åå
çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò çàãîëîâîê õ13. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
âõîæäåíèå õ21 êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ20, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé äâóìåñò-
íóþ îïåðàöèþ îò ïåðåìåííûõ õ23 è õ24. Íàõîäèòñÿ åäèíèöà ýòîé îïåðàöèè. Â
íàøåì ïðèìåðå õ20 - "(ab)c"; ïåðåìåííàÿ õ23 - a, ïåðåìåííàÿ õ24 - b. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî äðóãîé êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ19 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ
õ26. Â íàøåì ïðèìåðå - c.

Åñëè ñèìâîë õ13 êîììóòàòèâåí, òî ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîèçâîëü-
íûé êîðíåâîé îïåðàíä îïåðàöèè õ12, èíà÷å - îïåðàíä, èìåþùèé òîò æå íîìåð,
÷òî è îïåðàíä õ21 îïåðàöèè õ20. Â íàøåì ïðèìåðå õ27 - âõîæäåíèå îïåðàíäà
b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ27 ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ28, èìåþùàÿ
åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ11 è íå ñâÿçàííàÿ â õ11 êâàíòîðàìè è îïèñà-
òåëÿìè. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îòëè÷íîãî îò õ27 îïåðàíäà
îïåðàöèè õ12. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ òà èç ïåðåìåííûõ õ23, õ24, ïî
êîòîðîé îïåðàöèÿ õ21 íå èìååò åäèíèöû, ïåðåìåííîé õ31 - òà, ïî êîòîðîé îíà
èìååò åäèíèöó. Â íàøåì ñëó÷àå õ30 - a, õ31 - b. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàìåíÿþùèé òåðì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì òåðìà õ32 ñëóæèò ñèìâîë õ13. Â íàøåì ïðèìåðå
õ32 - "abc". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ òîò êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ32,
êîòîðûé ðàñïîëîæåí òàê æå, êàê îïåðàíä õ21 îïåðàöèè õ20. Â íàøåì ñëó÷àå
- a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ33 ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ30. Ïåðå-
ìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà îïåðàöèè õ32, îòè÷íîãî îò õ33.
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Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ34. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí
êîììóòàòèâåí. Åñëè õ29 - âõîæäåíèå îïåðàöèè õ35, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî íå
èìååò îïåðàíäà - áåñïîâòîðíîé â òåðìå õ11 ïåðåìåííîé.

Âûáèðàåòñÿ íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííàÿ õ36. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - f . Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ35
ïåðåìåííîé õ36 è ïîäòåðìà õ29. Â íàøåì ïðèìåðå - "fx". Ïåðåìåííîé õ38 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåðìå õ11 âõîæäåíèÿ õ29 íà òåðì õ37. Â íàøåì
ñëó÷àå - "λx(e(b

fx), x− ÷èñëî)". Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîä-
ñòàíîâêè òåðìîâ õ28 è õ36 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ30 è õ31 â ïîäòåðì õ21. Â íàøåì
ïðèìåðå - "bf". Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà
õ39 âìåñòî ïåðåìåííîé õ28 â îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ9, îòëè÷íûé îò õ10. Â íàøåì
ïðèìåðå - "λd(c((b

f )d)/ ln(bf ), d−÷èñëî)". Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ28, õ36 è ïîäòåðìà õ29 âìåñòî ïåðåìåííûõ
õ30, õ31 è õ26 â àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ45 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ44 ñ íàáîðîì ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìà
õ39 âìåñòî ïåðåìåííîé õ28 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû.

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ àíàëèç íåèçáûòî÷íîñòè äîáàâëåííîé ïåðåìåííîé õ36. Âû-
ðàæåíèå õ37 îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè è ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïåðåìåííàÿ õ36 íå îêàçàëàñü â îäíîé è òîé æå
àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè ñ äðóãîé áåñïîâòîðíîé ïåðåìåííîé.

Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ45, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðå-
çóëüòàò ñîåäèíåíèÿ çàãîëîâêîì òåðìà õ9 âûðàæåíèé õ42 è õ38, ïðè÷åì íîìåð
îïåðàíäà õ42 ðàâåí õ8. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåî-
ðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

3. Îáîáùåíèå õàðàêòåðèçàöèè ôóíêöèè ïóòåì ââîäà íîâîãî ïàðàìåòðà âìåñòî
íåîäíîáóêâåííîãî âûðàæåíèÿ ñ åäèíñòâåííûì áåñïîâòîðíûì ñòàðûì ïàðàìåò-
ðîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀b(¬(b + 1 = 0) & b− ÷èñëî→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λf (f
b, 0 < f & f − ÷èñëî),

λc(c
b+1/(b + 1), 0 < c & c− ÷èñëî)))

èç òåîðåìû

∀a(¬(a = 0) & a− ÷èñëî→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λf (f
a−1, 0 < f & f − ÷èñëî),

λc(c
a/a, 0 < c & c− ÷èñëî)))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà èç õàðàêòåðèñòèêè. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - 1. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà êîíñåêâåíòà ñ íî-
ìåðîì õ8. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ10, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê
åãî ïàðàìåòðîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - "λf (f

a−1, 0 < f & f − ÷èñëî)", õ12 -
åäèíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ12 íåïóñò. Âíóòðè òåðìà
õ11 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà õ14. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - âûðàæåíèÿ a− 1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî âûðàæåíèå èìååò åäèíñòâåííûé
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ïàðàìåòð õ16, ïðè÷åì îí âõîäèò â ñïèñîê õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ
õ16 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê ïàðà-
ìåòðîâ íåïîñðåäñòâåííîãî íàäòåðìà âõîæäåíèÿ õ13 ñîäåðæèò îòëè÷íóþ îò õ16
ïåðåìåííóþ.

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ2. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Îïðåäåëÿåòñÿ òèï õ19 çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ õ14. Â íàøåì
ïðèìåðå - ñèìâîë "÷èñëî". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ20, íå âõîäÿùàÿ â èñõîä-
íóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ b. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå
ñ ïîñûëêàìè õ17, óñëîâèÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "ðàâíî(õ20 õ14)"
è "õ19(õ20)". Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü",
"íåèçâåñòíûå õ16". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "¬(a = 0)", "a − ÷èñëî";
óñëîâèÿ - "a − 1 = b" è "b − ÷èñëî". Íåèçâåñòíàÿ - a. Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ23. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "a = b+1 & b−÷èñëî". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", è ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Â ýòîì ñïèñêå íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ25 ñ
ïåðåìåííîé õ16 â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü.

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè
âûðàæåíèÿ õ26 âìåñòî ïåðåìåííîé õ16 â óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ17 ñ îòëè÷íûìè
îò õ25 óòâåðæäåíèÿìè ñïèñêà õ24. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ26 âìåñòî ïåðåìåííîé õ16 â êîíñåêâåíò òåîðåìû. Ñî-
çäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ27 è êîíñåêâåíòîì õ28. Îíà îáðàáàòûâà-
åòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ îïöèÿ "ñòåïåíüìíîæ",
èíèöèèðóþùàÿ ãðóïïèðîâêè ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå". Ðåçóëüòàò ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

4. Îáîáùåíèå ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé â ïðîèçâåäåíèè äî äðîáíîãî âèäà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcej(¬(j = 0) & b− ÷èñëî & j − ÷èñëî & ïåðâîîáðàçíàÿ(λl(a(l)lb−1/e(l),
l − ÷èñëî), c)→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(xj)xbj−1/e(xj, x− ÷èñëî),
λd(c(d

j)/j, d− ÷èñëî)))

èç òåîðåìû

∀abcj(¬(j = 0) & b−÷èñëî& j−÷èñëî& ïåðâîîáðàçíàÿ(λl(a(l)lb−1, l−÷èñëî), c)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(xj)xbj−1, x− ÷èñëî), λd(c(d

j)/j, d− ÷èñëî)))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà èç õàðàêòåðèñòèêè. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - 1. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11
- âõîæäåíèå îïåðàíäà êîíñåêâåíòà ñ íîìåðîì õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 - îïè-
ñàòåëü "îòîáðàæåíèå", è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðè-
ñòàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé õ13. Â íàøåì
ïðèìåðå - èç ïåðåìåííîé x. Âíóòðè ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ11 âûáè-
ðàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 ñèìâîëà "çíà÷åíèå", ïåðâûì îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò
íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - âõîæäåíèå òåðìà "a(xj)", õ15
- ïåðåìåííàÿ a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ15 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäå-
íèå â îïèñàòåëå õ11 è ÷òî ñðåäè àíòåöåäåíòîâ íåò óòâåðæäåíèÿ "ôóíêöèÿ(õ15)".
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Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ14. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - âûðàæåíèå "xj". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííîé õ13 âõîäèò â òåðì õ16. Ïåðå-
ìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå, îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò âõîæäåíèå
õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "a(xj)xbj−1". Åñëè ïî âõîæäåíþ
õ17 ðàñïîëîæåí ñèìâîë "óìíîæåíèå", òî ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñàìî
âõîæäåíèå õ17. Èíà÷å - ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ17 ðàñïîëîæåí ñèìâîë
"äðîáü", ïðè÷åì õ14 - âõîæäåíèå ÷èñëèòåëü ýòîé äðîáè. Ïðè ýòîì ïåðåìåííîé
õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 ñîâïàäàåò ñ õ17.

Ïðîâåðÿåòñÿ íåèçáûòî÷íîñòü îáîáùåíèÿ: õ18 íå ÿâëÿåòñÿ âõîæäåíèåì çíàìå-
íàòåëÿ äðîáè ëèáî âõîæäåíèåì ÷èñëèòåëÿ òàêîé äðîáè, çíàìåíàòåëü êîòîðîé
èìååò ñîìíîæèòåëü âèäà F (õ16), ãäå F - ïåðåìåííàÿ, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå
âõîæäåíèå â ïîäòåðì õ11.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ19, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðåìåííàÿ e. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "îòîáðàæåíèå(õ13
÷èñëî(õ13) äðîáü(çíà÷åíèå(õ15 õ13) çíà÷åíèå(õ19 õ13)))". Â íàøåì ïðèìåðå -
"λx(a(x)/e(x), x − ÷èñëî)". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ
ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ20 âìåñòî ïåðåìåííîé õ15 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé
òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ22 - ñïèñîê òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â êîíñåêâåíò. Ñîçäà-
åòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ21 è êîíñåêâåíòîì õ22. Îíà îáðàáàòûâà-
åòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ îïöèÿ "ñòåïåíüìíîæ".
Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

5. Óñìîòðåíèå âîçìîæíîñòè âûðàçèòü âíåøíèå îïåðàöèè íàä âàðüèðóåìîé ïåðå-
ìåííîé ÷åðåç àðãóìåíò ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ach(ïåðâîîáðàçíàÿ(λe(a(e)/((1 + e2)h(e)), e− ÷èñëî), c)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(ctg x)/h(ctg x), x− ÷èñëî), λd(−c(ctg d), d− ÷èñëî)))

èç òåîðåìû

∀abc(ïåðâîîáðàçíàÿ(λe(a(e)/b(e), e− ÷èñëî), c)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(ctg x)/(b(ctg x)(sin x)2), x−÷èñëî), λd(−c(ctg d), d−÷èñëî)))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå õàðàêòåðèñòèêè "óïðîùèíòåãðàë". Ïåðåìåííîé õ8 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà èç òåêóùåé õàðàêòåðèñòèêè "ôóíêïåðåõ". Â íàøåì
ïðèìåðå - 1. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé
õ11 - âõîæäåíèå îïåðàíäà êîíñåêâåíòà ñ íîìåðîì õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 -
îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå", è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ
ïðèñòàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé õ13. Â
íàøåì ïðèìåðå - èç ïåðåìåííîé x. Âíóòðè ïîñëåäíåãî îïåðàíäà ïîñëåäíåãî îïå-
ðàíäà îïèñàòåëÿ õ11 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ15 ñèìâîëà "çíà÷åíèå", ïåðâûì
îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ15
- âõîæäåíèå òåðìà "b(ctg x)", õ16 - ïåðåìåííàÿ b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ16 âñòðå-
÷àåòñÿ ñðåäè ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé
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îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "ctg x". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæå-
íèå õ17 íåîäíîáóêâåííîå è ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ õ13. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå õ18, ðàñïîëîæåííîå âíóòðè ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ11 è ñîäåðæà-
ùåå âíóòðè ñåáÿ âõîæäåíèå õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ
"b(ctg x)(sin x)2". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ18 áîëüøå 1.
Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â íåì èìååòñÿ
åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå ñèìâîëà "çíà÷åíèå", ïðè÷åì íåêîòîðîå âõîæäåíèå â
õ20 ïåðåìåííîé õ13 íå ðàñïîëîæåííî âíóòðè ïîäòåðìà õ17.

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ íîðìàëèçàòîðà "èçâëå-
÷åíèå" ê âûðàæåíèþ õ20 ñ îïöèåé (íîâàðãóìåíò õ17 õ13). Íîðìàëèçàòîð ïðåä-
ïðèíèìàåò ïîïûòêó òàê ïðåîáðàçîâàòü âûðàæåíèå, ÷òîáû âñå âõîæäåíèÿ ïå-
ðåìåííîé õ13 îêàçàëèñü ðàñïîëîæåíû òîëüêî âíóòðè ïîäòåðìîâ, ðàâíûõ õ17.
Â íàøåì ïðèìåðå õ21 èìååò âèä "b(ctg x) · 1/((ctg x)2 + 1)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
óêàçàííîå òðåáîâàíèå íà âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé õ13 äëÿ òåðìà õ21 âûïîëíåíî.

Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X,Y, Z, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííûå f, g, h. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ23 ñèìâîëà "çíà÷å-
íèå" â òåðì õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî ïåðâûé îïåðàíä ðàâåí õ16. Ïåðåìåííîé
õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ23 íà ïåðåìåííóþ X. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ24 èìååò âèä "f · 1/((ctg x)2 + 1)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ24
ñîäåðæèò âõîæäåíèÿ ïîäòåðìîâ, ðàâíûõ õ17, è ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû âñåõ ýòèõ âõîæäåíèé íà ïåðåìåííóþ Y . Â íàøåì ïðèìåðå õ26
èìååò âèä "f · 1/(g2 + 1)". Îïðåäåëÿåòñÿ òèï T òèï çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ õ20. Â
íàøåì ïðèìåðå - "÷èñëî".

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà óòâåðæäåíèé "ðàâíî(õ26 Z)", "T (Z)". Îïðå-
äåëÿåòñÿ òèï P çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "÷èñëî". Ïåðåìåí-
íîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû
óòâåðæäåíèÿ "P (Y )". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ30 è óñëîâè-
ÿìè õ28. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "îäç",
"íåèçâåñòíûåX". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "ïåðâîîáðàçíàÿ(λe(a(e)/b(e), e−
÷èñëî), c)", "g−÷èñëî", óñëîâèÿ - "f ·1/(g2 +1) = h", "h−÷èñëî". Íåèçâåñòíûå
- f .

Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ32. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "f =
h(1 + g2) & h − ÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç",
è ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Â ýòîì
ñïèñêå íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ34 ñ ïåðåìåííîé X â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ35
ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò ïîäñòàíîâêè â òåðì õ35 âûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(Z, Y )" âìåñòî ïåðåìåííîé Z.
Â íàøåì ïðèìåðå õ36 èìååò âèä "h(g)(1 + g2)".

Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "îòîáðàæåíèå(Y , P (Y ), õ36)". Â íà-
øåì ïðèìåðå - "λg(h(g)(1 + g2), g− ÷èñëî)". Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò çàìåíû â êîíñåêâåíòå òåîðåìû âõîæäåíèÿ õ18 íà òåðì "çíà÷åíèå(Z,
õ17)". Â íàøåì ïðèìåðå õ38 èìååò âèä "ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(ctg x)/h(ctg x), x−
÷èñëî), λd(−c(ctg d), d − ÷èñëî)))". Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðå-
çóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû òåîðåìû âûðàæåíèÿ õ37 âìåñòî ïåðåìåí-
íîé õ16. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ39 è êîíñåêâåíòîì õ38.
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Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âû-
âîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

6. Îáîáùàþùàÿ ïîäñòàíîâêà åäèíèöû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bh(¬(b = 0) & b− ÷èñëî & h− ÷èñëî→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(1/(h + bx), x− ÷èñëî), λd(ln |h + bd|/b, d− ÷èñëî)))

èç òåîðåìû

∀bgh(¬(b = 0) & ¬(g = 0) & b− ÷èñëî & g − ÷èñëî & h− ÷èñëî→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(1/(gh + bx), x− ÷èñëî), λd(ln |(gh + bd)/g|/b, d− ÷èñëî)))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà èç õàðàêòåðèñòèêè "ôóíêïåðåõ".
Â íàøåì ïðèìåðå - 1. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà êîí-
ñåêâåíòà ñ íîìåðîì õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðå-
ìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "(λx(1/(gh+bx), x−
÷èñëî)". Ñðåäè ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ11 âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ12, èìåþ-
ùàÿ â ýòîì âûðàæåíèè åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåí-
íàÿ g. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ12 â îïèñàòåëü
õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ðàñïîëîæåíî âíóòðè ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ.
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå, îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò õ13. Â
íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "gh". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæåíèå". Îïðåäåëÿåòñÿ åäè-
íèöà E îïåðàöèè õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ èìååò åäèíèöó èìåííî ïî
îïåðàíäó õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ14 èìååòñÿ îòëè÷-
íûé îò õ13 îïåðàíä - ïåðåìåííàÿ, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðìå
õ11.

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà êîíñåêâåíòà, îòëè÷íîå îò
õ10, ïåðåìåííîé õ18 - ïîäòåðì õ17. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 èìååò âèä "λd(ln |(gh+
bd)/g|/b, d − ÷èñëî)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âíóòðè òåðìà õ18 èìååòñÿ âõîæäåíèå
îïåðàöèè ñ îïåðàíäîì õ12, èìåþùåé äëÿ äàííîãî îïåðàíäà åäèíèöó E. Ïåðå-
ìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó àíòåöåäåíòîâ òåîðå-
ìû óòâåðæäåíèÿ "ðàâíî(õ12 E)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ19,
êîíñåêâåíò êîòîðîé - òîò æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðà-
áàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê
îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

7. Îáîáùåíèå õàðàêòåðèçàöèè ôóíêöèè: âûäåëåíèå íåâûðîæäåííîãî ïîäâûðàæå-
íèÿ áåç âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé è çàìåíà åãî íà íîâûé ïàðàìåòð.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(c < 0 & 0 < a2 − 4bc & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(

√
1/(b + ax + cx2), x− ÷èñëî),

λd(− arcsin((a + 2cd)/
√

a2 − 4bc)/
√
−c, d− ÷èñëî)))

èç òåîðåìû
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∀acg(¬(g = 0) & c < 0 & a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & g − ÷èñëî→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(

√
1/(ax + cx2 + a2/(4c) + g2), x− ÷èñëî),

λd(g · arcsin(−a/(2g
√
−c) + d

√
−c/g)/(|g|

√
−c), d− ÷èñëî)))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ó òåîðåìû õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêîì "åäí". Ïåðåìåí-
íîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà èç òåêóùåé õàðàêòåðèñòèêè "ôóíêïå-
ðåõ". Â íàøåì ïðèìåðå - 1. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàí-
äà êîíñåêâåíòà ñ íîìåðîì õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå".
Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ10. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò ïîäòåðì
èìååò âèä "λx(

√
1/(ax + cx2 + a2/(4c) + g2), x − ÷èñëî)". Ïåðåìåííîé õ12 ïðè-

ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Â íàøåì
ïðèìåðå - ñïèñîê a, c, g. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò è íå ñîäåðæèò óòâåðæäåíèÿ ñ òåì æå çàãîëîâêîì,
÷òî êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ14 ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèñâàèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ 1,2
è 3. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 ðàâíî 3.

Âíóòðè ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ10 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ15 íåîä-
íîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò ïîäòåðì. Â íàøåì
ïðèìåðå - "ax+cx2+a2/(4c)+g2". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ 0, ïåðåìåííîé
õ18 - âõîæäåíèå õ15.

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà êîððåêöèè çíà÷åíèé õ16, õ17 è õ18. Ïðåæäå âñåãî,
ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå -
a, c, g, x. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ19 íåïóñò, èíà÷å - îòêàò ê âûáîðó î÷åðåäíîãî
âõîæäåíèÿ õ15.

Åñëè ñïèñîê õ19 âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê õ12, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 - îïåðàíä
íåàññîöèàòèâíîé ëèáî íåêîììóòàòèâíîé îïåðàöèè, ïàðàìåòðû êîòîðîé íå âêëþ-
÷àþòñÿ â ñïèñîê õ12. Åñëè ýòî íå òàê, òî îòêàò ê âûáîðó î÷åðåäíîãî âõîæäåíèÿ
õ15.

Åñëè ñïèñîê õ19 íå âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê õ12, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì
òåðìà õ16 ñëóæèò àññîöèàòèâíàÿ è êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ õ20. Ïåðåìåííîé
õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îïåðàíäîâ îïåðàöèè õ15. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ïîäñïèñîê ñïèñêà õ21, îáðàçîâàííûé âûðàæåíèÿìè, ïàðàìåòðû êîòîðûõ
âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äàííûé ïîäñïèñîê íåïóñò, è ïå-
ðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ20 âûðàæåíèé
õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - "a2/(4c) + g2". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ïàðàìåòðîâ òåðìà õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ16
ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå õ23, ïåðåìåííîé õ17 - ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ21 è õ22.
Â íàøåì ïðèìåðå - "ax", "cx2". Åñëè õ15 - îïåðàíä îäíîìåñòíîé îïåðàöèè õ26,
ïðè÷åì ñïðàâî÷íèê "çàìåíàçíàêà" äîïóñêàåò åå ïåðåíåñåíèå âãëóáü îïåðàöèè
õ20, òî çíàê âûðàæåíèÿ õ16 ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì èçìåíÿåòñÿ. Ïðè ýòîì
ïåðåìåííîé õ18 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàöèè õ26.

Ïîñëå óêàçàííûõ äåéñòâèé, åñëè íå ïðîèçîøåë îòêàò ê âûáîðó íîâîãî çíà÷å-
íèÿ õ15, ïåðåìåííîé õ16 îêàçûâàåòñÿ ïðèñâîåíî âûðàæåíèå, ñ íåïóñòûì ñïèñîê
ïàðàìåòðîâ, âêëþ÷àþùèìñÿ â ñïèñîê õ12. Ýòî âûðàæåíèå ìîãëî áûòü ñãðóï-
ïèðîâàíî êàê ÷àñòü îïåðàíäîâ àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè, ïðè÷åì
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â òàêîì ñëó÷àå õ17 - ñïèñîê îñòàëüíûõ îïåðàíäîâ. Êðîìå òîãî, ïðè íàëè÷èè
âíåøíåé îïåðàöèè òèïà "ìèíóñ" åå âõîæäåíèå ñòàíîâèòñÿ çíà÷åíèåì ïåðåìåí-
íîé õ18. Ïî îêîí÷àíèè äàííûõ äåéñòâèé âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ19 ñíîâà
îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ16 íåîäíîáóêâåííîå, è âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ
õ19 èç åãî ñïèñêà ïàðàìåòðîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ g. Ïðîâåðÿåòñÿ
îòñóòñòâèå õàðàêòåðèñòèêè òåîðåìû ñ çàãîëîâêîì "ôèêñâûð", ñîäåðæàùåé ïå-
ðåìåííóþ õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ19 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ16.
Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ20, íå âñòðå÷àþùàÿñÿ â òåîðåìå. Â íàøåì ïðèìåðå -
ïåðåìåííàÿ b. Îïðåäåëÿåòñÿ òèï T çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå
- "÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà óòâåðæäåíèé "ðàâíî(õ16 õ20)",
"T (õ20)".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ13 è óñëîâèÿìè õ22. Öåëè çàäà÷è -
"ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ðàâíî", "èëè", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå
õ19". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "¬(g = 0)", "c < 0", "a − ÷èñëî", "c −
÷èñëî", "g− ÷èñëî. Óñëîâèÿ ñóòü "a2/(4c) + g2 = b", "b− ÷èñëî". Íåèçâåñòíàÿ -
g. Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ24. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

(g = −
√

4b− a2/c/2 ∨ g =
√

4b− a2/c/2) & b− ÷èñëî & 4bc− a2 ≤ 0

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ðåçóëüòàòà ïðèâåäåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ24
ê âèäó ä.í.ô. Âýòîì ñïèñêå âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ27. Â íàøåì ïðèìåðå -
"g =

√
4b− a2/c/2 & b − ÷èñëî & 4bc − a2 ≤ 0". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåò-

ñÿ ñïèñîê êîíúþíêòâèíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ27. Â ýòîì ñïèñêå âûáèðàåòñÿ
ðàâåíñòâî õ29 ñ ïåðåìåííîé õ19 â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè ýëåìåíòâî ñïèñêà õ26 íåò òà-
êîãî, êîòîðûé äàâàë áû áîëåå êîðîòêîå âûðàæåíèÿ õ30. Â íàøåì ïðèìåðå õ30
èìååò âèä "

√
4b− a2/c/2". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ

èç ñïèñêà õ28 ðàâåíñòâà õ29. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî õ14 ðàâíî 3, ëèáî õ14 ðàâíî
2, à âûðàæåíèå õ30 èìååò åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð, ëèáî ñïèñîê õ31 èìååò íå
áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà.

Åñëè õ17 ðàâíî 0, òî ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ îäíîáóêâåííîå âûðàæåíèå
õ20, èíà÷å - ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé ïî âõîæäåíèþ õ15 ïåðåìåííîé õ20
è âûðàæåíèé ñïèñêà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå õ32 èìååò âèä "b + ax + cx2". Ïåðå-
ìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ18 â êîíñåêâåíòå õ9 íà
âûðàæåíèå õ32. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæå-
íèÿ õ30 âìåñòî ïåðåìåííîé õ19 â óòâåðæäåíèå õ33. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâà-
åòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ31 ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ
õ30 âìåñòî ïåðåìåííîé õ19 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ13.

Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ35 è êîíñåêâåíòîì õ34. Îíà îáðàáà-
òûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ îïöèÿ "ïåðâîîáðàç-
íàÿ", è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû. Åé
ïåðåäàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè èñõîäíîé òåîðåìû, èìåþùèå çàãîëîâîê "åäí" ëèáî
"ôèêñâûð", è ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà "ôèêñâûð(õ20)". Äî-
ïóñêàåòñÿ òàêæå ñîçäàíèå õàðàêòåðèñòèê ñ çàãîëîâêîì "ôóíêïåðåõ".
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8. Îáîáùåíèå ïóòåì ïîãëîùåíèÿ âíåøíåé îïåðàöèè ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

"∀abce(¬(b− 1 = 0) &0 < b & (0,∞) ⊆ Dom(λx(e(x)/x, x ∈ Dom(a))) &
λx(e(x)/x, x ∈ Dom(a))−ôóíêöèÿ & b− ÷èñëî &
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(e(x)/x, x ∈ Dom(a)), c)→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(e(b

x), x−÷èñëî),
λd(c(b

d)/ ln b, d− ÷èñëî)))"

èç òåîðåìû

"∀abc(¬(b− 1 = 0) &0 < b & (0,∞) ⊆ Dom(a) & a−ôóíêöèÿ & b− ÷èñëî &
ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c)→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(bx)bx, x− ÷èñëî),
λd(c(b

d)/ ln b, d− ÷èñëî)))".

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ó òåîðåìû õàðàêòåðèñòèêè "óïðîùèíòåãðàë". Ïåðåìåí-
íîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà èç òåêóùåé õàðàêòåðèñòèêè "ôóíêïå-
ðåõ". Â íàøåì ïðèìåðå - 1. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàí-
äà êîíñåêâåíòà ñ íîìåðîì õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå".
Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ10. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé õ12. Â íàøåì ïðèìåðå -
ïåðåìåííàÿ x. Âíóòðè îïèñàòåëÿ õ10 ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 ñèìâîëà
"çíà÷åíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûì îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ13 ñëóæèò íåêî-
òîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 èìååò âèä "a(bx)", õ14 - ïåðåìåí-
íàÿ a. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ13. Â íàøåì
ïðèìåðå - "bx". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå, îïåðàíäîì êîòîðîãî
ñëóæèò õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "a(bx)bx". Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ16 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå îïåðàíäà, îòëè÷íîîò îò õ13. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì
õ17, ïåðåìåííîé õ19 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ õ15 â òåðì õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âñå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ â òåðì õ18 ðàñïîëîæåíû òîëüêî âíóòðè âõîæäåíèÿ
õ19.

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåí-
íàÿ õ14 èìååò â íåì åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå. Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X, Y , íå
âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå e, f . Ïåðåìåííîé
õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "X(õ15)", ïåðåìåííîé õ25 - ðàâåíñòâî ðåçóëüòà-
òà çàìåíû âõîæäåíèÿ õ13 â ïîäòåðìå õ16 íà ïåðåìåííóþ Y âûðàæåíèþ õ24.
Â íàøåì ïðèìåðå õ24 èìååò âèä "e(bx)", õ25 - âèä "f · bx = e(bx)". Ïåðåìåí-
íîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Îïðåäåëÿåòñÿ
òèï T çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ28
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ26 òåðìà "T (õ24)".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ28 è åäèíñòâåííûì óñëîâèåì õ25.
Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "îäç", "íåèçâåñòíûå õ23".
Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ30. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "f =
e(bx)/bx". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ30 - ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ23 â ëåâîé ÷àñòè. Ïå-
ðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå
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âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ12 â òåðì õ31 ðàñïîëîæåíî âíóòðè ïîäòåðìà, ðàâíî-
ãî õ15. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèé âûðàæå-
íèÿ õ15 â òåðì õ31 íà ïåðåìåííóþ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "e(x)/x". Ïåðå-
ìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "îòîáðàæåíèå(õ12 ïðèíàäëåæèò(õ12 îá-
ëàñòü(õ14))õ33)". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâ-
êè âûðàæåíèÿ õ34 âìåñòî ïåðåìåííîé õ14 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ26. Ïåðåìåí-
íîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ16 â êîíñåêâåíò òåîðåìû
íà âûðàæåíèå õ24. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ35 è êîíñåêâåíòîì
õ36. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòêèêàìè "óïðîùèíòå-
ãðàë" è "ôóíêïåðåõ" êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì

1. Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì äëÿ ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âõîäíîé ôóíêöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

ïåðâîîáðàçíàÿ(λf (1/f,¬(f = 0) & f − ÷èñëî), λf (ln |f |, f − ÷èñëî))

èç òåîðåìû

ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(1/x, x < 0 & x− ÷èñëî), λd(ln(−d), d− ÷èñëî))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

ïåðâîîáðàçíàÿ(λf (1/f, 0 < f & f − ÷èñëî), λc(ln c, c− ÷èñëî))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêîì "óïðîùèíòåãðàë". Ïåðå-
ìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà èç òåêóùåé õàðàêòåðèñòèêè "ôóíêïå-
ðåõ". Â íàøåì ïðèìåðå - 1. Åñëè òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, òî ïåðåìåí-
íîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà, èíà÷å - åå êîðíåâîå âõîæäå-
íèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ9 ðàâíî 2, è ïåðåìåííîé
õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà ñ íîìåðîì õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10
- îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ
ïðèñòàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòíàÿ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïðåäïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ (îí
îïðåäåëÿåò óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìóþ ïåðåìåííóþ), ïåðåìåííîé õ14 - ïîñëåäíèé
îïåðàíä îïèñàòåëÿ (îí îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè). Â íàøåì ïðèìåðå õ13
ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "x < 0" è "x− ÷èñëî", õ14 èìååò âèä "1/x". Ïåðåìåí-
íîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ
õ14 ïî î.ä.ç. Â íàøåì ïðèìåðå - "¬(x = 0)", "x − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ13 è õ15. Â íàøåì ïðèìåðå îíà ñîñòîèò èç
åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "x < 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ16 íåïóñò. Ïå-
ðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ9. Äëÿ óïðîùåíèÿ ïðèåìà,
ïîêà îí ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà õ17 - ñèìâîë "ïåðâîîáðàçíàÿ".
Åñëè òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêè åå àí-
òåöåäåíòîâ îòëè÷íû îò ýòîãî ñèìâîëà.

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû òîãî ðàçäåëà, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ17. Â
êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ íåêîòîðàÿ òåîðåìà ñ
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õàðàêòåðèñòèêîé "ôóíêïåðåõ(N)", íå èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòèê ñ çàãîëîâêàìè
"åäí" è "óïðîùèíòåãðàë" è îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé òåîðåìû. Åñëè äîïîëíèòåëü-
íàÿ òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, òî ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ó íåå àíòåöå-
äåíòà ñ çàãîëîâêîì õ17. Åñëè äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêà-
öèÿ, òî ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà, èíà÷å - êîð-
íåâîå âõîæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ25 ðàñïîëîæåí ñèìâîë õ17.
Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ25, èìåþùå-
ãî íîìåð N . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ26 - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ27
ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíò-
íàÿ, è ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë f .
Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïðåäïîñëåäíåãî
îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ26. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "0 < f"
è "f − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ
õ26. Â íàøåì ïðèìåðå - "1/f".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû âûðàæåíèé õ30 è õ14 ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ31 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ õ30 ïî î.ä.ç.
Â íàøåì ïðèìåðå - "¬(f = 0)", "f − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ29 è õ31. Â íàøåì ïðèìåðå îíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî
óòâåðæäåíèÿ "0 < f". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ32 íåïóñò.

Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ14, ïåðåìåííîé õ34 -
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ30. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû ýòèõ ñïèñêîâ ðàâíû. Â
íàøåì ïðèìåðå õ33 ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé x, õ34 - èç ïåðåìåííîé f . Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû è òåðìà õ14 ñîäåðæàòñÿ
â ñïèñêå õ33, à ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû è òåðìà õ30
- â ñïèñêå õ34. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ33, ïåðåâîäÿ-
ùàÿ òåðì õ14 â õ30. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðè-
ìåíåíèÿ S ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû (åñëè èõ íåò, òî ïóñòîé ñïèñîê).
Åñëè äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, òî ê õ36 äîáàâëÿþòñÿ
åå àíòåöåäåíòû. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì íàáîðà õ13, ïåðåìåííîé õ38 - äèçúþíêöèÿ êîíú-
þíêöèè óòâåðæäåíèé õ37 è êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ29. Â íàøåì ïðèìåðå
õ38 èìååò âèä "f < 0 & f − ÷èñëî ∨ 0 < f & f − ÷èñëî".

Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ38 îòíî-
ñèòåëüíî ïîñûëîê õ36 âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåì
ïðèìåðå õ39 èìååò âèä "¬(f = 0) & f − ÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ39 íå ñîäåð-
æèò ñèìâîëà "èëè". Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà âõî-
æäåíèÿ õ9, îòëè÷íîãî îò õ19, ïåðåìåííîé õ42 - âõîæäåíèå îïåðàíäà âõîæäåíèÿ
õ25, îòëè÷íîãî îò õ26. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ41, ïåðåìåííîé
õ44 - ïîäòåðì õ42. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáà âûðàæåíèÿ õ43 è õ44 ñóòü îïèñàòå-
ëè "îòîáðàæåíèå". Â íàøåì ïðèìåðå õ43 èìååò âèä "λd(ln(−d), d − ÷èñëî)",
õ44 - âèä "λc(ln c, c − ÷èñëî)". Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðè-
ìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê âûðàæåíèþ õ43. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"λd(ln(−d), d− ÷èñëî)".

Â âûðàæåíèè õ44 åãî ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ ïåðåìåííàÿ õ46 çàìåíÿåòñÿ íà ïå-
ðåìåííóþ õ28. Â ðåçóëüòàòå õ44 ïðèîáðåòàåò âèä "λf (ln f, f−÷èñëî)". Òî÷íî òàê
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æå, â âûðàæåíèè õ45 åãî ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ çàìåíÿåòñÿ íà õ28. Â ðåçóëüòàòå
îíî ïðèîáðåòàåò âèä "λf (ln(−f), f − ÷èñëî)".

Ïðîâåðÿåòñÿ ðàâåíñòâî ïðåäïîñëåäíèõ îïåðàíäîâ îïèñàòåëåé õ44 è õ45. Ïåðå-
ìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ37 è õ29, à ïåðåìåííîé õ47 - ðàç-
íîñòü ñïèñêîâ õ29 è õ37. Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ36
ñî ñïèñêîì êîíúþíêêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ39 è ñî ñïèñêîì õ46. Ïðè ïî-
ìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòðèöàíèå êîíúþíêöèè óòâåð-
æäåíèé õ47 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ48. Ïåðåìåííîé õ50 ïðèñâàèâàåòñÿ âû-
ðàæåíèå "âàðèàíò(è(õ47) A B)", ãäå A, B - ïîñëåäíèå îïåðàíäû îïèñàòåëåé õ44
è õ45 . Â íàøåì ïðèìåðå õ50 èìååò âèä "(ln f ïðè 0 < f, èíà÷å ln(−f))". Ïåðå-
ìåííîé õ51 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ36 ñî ñïèñêîì êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ39. Ïåðåìåííîé õ52 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ
âûðàæåíèÿ õ50 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ51. Â íàøåì ïðèìåðå - "ln |f |". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ52 íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "âàðèàíò". Ïåðåìåííîé õ54
ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "îòîáðàæåíèå(õ28 P õ52)", ãäå P - ïðåäïîñëåäíèé
îïåðàíä îïèñàòåëÿ õ45. Ïåðåìåííîé õ55 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "îòîáðàæå-
íèå(õ28 õ30 õ30)". Åñëè õ8 ðàâíî 1, òî ïåðåìåííîé õ56 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæå-
íèå "õ17(õ55 õ54)", èíà÷å - âûðàæåíèå "õ17(õ54 õ55)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ36 è êîíñåêâåíòîì õ56. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

2. Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì äëÿ îäèíàêîâûõ âõîäíûõ äàííûõ è àëüòåðíàòèâíûõ àí-
òåöåäåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(0 < 4bc− a2 & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(1/(b + ax + cx2), x− ÷èñëî),
λx(2 arctg((a + 2cx)/

√
4bc− a2)/

√
4bc− a2, x− ÷èñëî)))

èç òåîðåìû

∀abc(0 < c & 0 < 4bc− a2 & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(1/(b + ax + cx2), x− ÷èñëî),
λd(2 arctg((a + 2cd)/

√
4bc− a2)/

√
4bc− a2, d− ÷èñëî)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abd(b < 0 & 0 < 4ab− d2 & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(1/(a + dx + bx2), x− ÷èñëî),
λc(2 arctg((d + 2bc)/

√
4ab− d2)/

√
4ab− d2, c− ÷èñëî)))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà èç õàðàêòåðèñòèêè "ôóíêïåðåõ".
Â íàøåì ïðèìåðå - 1. Åñëè òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, òî ïåðåìåííîé
õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà, èíà÷å - åå êîðíåâîå âõîæäåíèå.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ9 ðàâíî 2, è ïåðåìåííîé õ10
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà ñ íîìåðîì õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 - îïè-
ñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ10, ïåðåìåííîé
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õ12 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àíòåöåäåíòû íå èìåþò ñâÿçàííûõ
ïåðåìåííûõ.

Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé òåî-
ðåìû è èìåþùàÿ òó æå ñàìóþ õàðàêòåðèñòèêó "ôóíêïåðåõ", ÷òî èñõîäíàÿ òåî-
ðåìà. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò òó æå äëèíó, ÷òî ñïèñîê õ12. Ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî çàãîëîâêè êîíñåêâåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé è èñõîäíîé òåîðåìû ðàâíû, ïðè-
÷åì ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ17 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ17, èìåþùèé íîìåð õ8. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïîäòåðì õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû òåðìîâ õ11 è õ19 ðàâíû, à ñïèñîê ïàðà-
ìåòðîâ àíòåöåäåíòîâ õ16 âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ19. Ïåðåìåí-
íîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ20
èìååò âèä:

∀efh(f < 0 & 0 < 4ef − h2 & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & h− ÷èñëî→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λi(1/(e + hi + fi2), i− ÷èñëî),
λg(2 arctg((h + 2fg)/

√
4ef − h2/

√
4ef − h2, g − ÷èñëî))))

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ20, ïåðåìåí-
íîé õ22 - âõîæäåíèå îïåðàíäà êîíñåêâåíòà, èìåþùåãî íîìåð õ8. Ïåðåìåííîé õ23
ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ22, ïåðåìåííîé õ24 - ñïèñîê åãî ïåðåìåííûõ. Â íàøåì
ïðèìåðå õ23 èìååò âèä "λi(1/(e+hi+fi2), i−÷èñëî", õ24 - ñïèñîê e, f, h, i. Îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ24, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ23 â òåðì
õ11. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä"
ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ20. Ïåðåìåí-
íîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä" àíòåöåäåíòîâ
èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ26 è õ27,
ïåðåìåííîé õ29 - ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ27 è õ26. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáå ýòè ðàç-
íîñòè îäíîýëåìåíòíû. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ õ26
è õ27. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ ýëåìåíòîâ ýòèõ ñïèñêîâ. Â
íàøåì ïðèìåðå îíà èìååò âèä "c < 0 ∨ 0 < c". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ31 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ30 ïðè ïîìîùè
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåì ïðèìåðå, ñ ó÷åòîì èìåþùåãîñÿ â ñïèñêå
õ30 íåðàâåíñòâà "0 < 4bc − a2", òåðì õ32 îêàçûâàåòñÿ ëîãè÷åñêîé êîíñòàíòîé
"èñòèíà".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ32 ýëåìåíòàðíî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå
õ23 - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ
ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòíà. Ïåðåìåííîé õ35
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà êîíñåêâåíòà õ21, îòëè÷íîå îò õ22. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî õ35 - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî
ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòàÿ. Ïåðåìåííîé õ37
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ïîäòåðìå õ35 ïåðåìåííîé õ36 íà ïåðåìåííóþ
õ34. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê òåðìó õ37 ïîäñòà-
íîâêè S. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ îïåðàíä êîíñåêâåíòà õ9, îòëè÷íûé îò
õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îïåðàíä - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ41
ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà, ïåðåìåííîé õ42 - ðåçóëüòàò çàìåíû
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â ïîäòåðìå õ39 ïåðåìåííîé õ41 íà ïåðåìåííóþ õ34. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâà-
èâàåòñÿ âûðàæåíèå "âàðèàíò(P õ42 õ38)", ãäå P - óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ29.
Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ39 â èñõîäíóþ
òåîðåìó íà âûðàæåíèå õ43. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü
óòâåðæäåíèÿ õ30 è óòâåðæäåíèå õ32, à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò êîíñåêâåíò èìïëè-
êàöèè õ44. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû. Çàìåòèì, ÷òî â íàøåì ïðèìåðå
óñëîâíîå âûðàæåíèå â êîíñåêâåíòå ïðîïàäàåò, ââèäó ðàâåíñòâà àëüòåðíàòèâíûõ
âûðàæåíèé.

Âûâîä òåîðåìû ïóòåì äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû

1. Ïåðåõîä ê îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ èñõîäíûõ ôóíêöèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ae(Dom(a) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & ïåðâîîáðàçíàÿ(a, e)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(−a(x), x ∈ Dom(a)), λc(−e(c), c ∈ Dom(e))))

èç òåîðåìû

∀ae(Dom(a) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & ïåðâîîáðàçíàÿ(a, e)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(−a(x), x ∈ Dom(e)), λc(−e(c), c ∈ Dom(e))))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà èç õàðàêòåðèñòèêè "ôóíêïåðåõ".
Â íàøåì ïðèìåðå - 1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ. Ïå-
ðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ10 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà ñ íîìåðîì õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 - îïèñà-
òåëü "îòîáðàæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðåäïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ õ10
(îí çàäàåò óñëîâèå íà âàðèðóåìóþ ïåðåìåííóþ) èìååò âèä "ïðèíàäëåæèò(õ12
îáëàñòü(õ14))", ãäå õ12, õ14 - íåêîòîðûå ïåðåìåííûå. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðå-
ìåííûå x, e. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ (îí
îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè). Â íàøåì ïðèìåðå - "−a(x)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïåðåìåííàÿ õ14 íå âõîäèò â âûðàæåíèå õ15. Âíóòðè òåðìà õ15 ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ âõîæäåíèå õ16 ñèìâîëà "çíà÷åíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî ïåðâûé îïåðàíä
- íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ17. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöå-
äåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ðàâ-
íî(îáëàñòü(õ17)îáëàñòü(õ14))". Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ, ÷òî õ19 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ18. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû â ïðåäïîñëåäíåì îïåðàíäå îïèñàòåëÿ õ10 ïåðåìåííîé õ14 íà
õ17. Ýòîò ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé
òåîðåìû.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ óñèëåíèÿ îñíîâíîé

1. Ïîïûòêà îòáðîñèòü âíåøíþþ îäíîìåñòíóþ îïåðàöèþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(1/(sin x)2,¬(sin x = 0) & x− ÷èñëî), λc(− ctg c,¬(sin c = 0) &
c− ÷èñëî))

èç òåîðåìû

ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(−1/(sin x)2,¬(sin x = 0) & x− ÷èñëî), λy(ctg y,¬(sin y = 0) &
y − ÷èñëî))

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀b(b− ÷èñëî→ −− b = b)

∀ae(Dom(a) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & ïåðâîîáðàçíàÿ(a, e)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(−a(x), x ∈ Dom(a)), λc(−e(c), c ∈ Dom(e))))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà èç õàðàêòåðèñòèêè "ôóíêïåðåõ".
Â íàøåì ïðèìåðå - 1. Åñëè òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, òî ïåðåìåííîé
õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà, èíà÷å - åå êîðíåâîå âõîæäåíèå.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ9 ðàâíî 2, è ïåðåìåííîé õ10
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà ñ íîìåðîì õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 - îïè-
ñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî
îïåðàíäà îïèñàòåëÿ (îí îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè). Ïåðåìåííîé õ12 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "ìèíóñ". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ11 èìååò åäèíñòâåííûé îïåðàíä, çàãîëîâîê êîòîðîãî îòëè÷åí îò ñèìâîëà
"çíà÷åíèå". Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò îïåðàíä èìååò âèä "1/(sin x)2". Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "îáðàùåíèå" îïðåäåëÿåò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå ïåðâóþ äîïîë-
íèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ðàâåíñòâà - êîí-
ñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
òîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ15, ïî êîòîðîìó ðàñïîëîæåí íåêîòîðûé ëîãè÷åñêèé
ñèìâîë õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ìèíóñ".

Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ âòîðàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, èìåþùàÿ õàðàêòå-
ðèñòèêó "ôóíêïåðåõ(N)" è íå ïîìå÷àííàÿ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå". Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò âòîðîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû èìååò òîò æå çàãîëîâîê, ÷òî
è ïîäòåðì õ9. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà êîíñåêâåíòà
âòîðîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, èìåþùåãî íîìåð N . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ24 -
îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåñÿ âõîæäåíèå ïîñëåäíå-
ãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ24. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåí
ñèìâîë õ18. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "−a(x)". Ïåðåìåí-
íîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ25. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò
îïåðàíä èìååò âèä "çíà÷åíèå(õ27 õ28)", ãäå õ27 è õ28 - íåêîòîðûå ïåðåìåííûå.
Â íàøåì ïðèìåðå - a, x. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðåäïîñëåäíèé îïåðàíä âõîæäåíèÿ
õ24 èìååò âèä "ïðèíàäëåæèò(õ28 îáëàñòü(õ27))".

Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ10. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò ïîäòåðì
èìååò âèä "λx(−1/(sin x)2,¬(sin x = 0) & x − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ âòîðîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â ýòîì ñïèñêå
íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ32, çàãîëîâîê êîòîðîãî ðàâåí çàãîëîâêó ïîäòåðì õ9. Â
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íàøåì ïðèìåðå õ32 èìååò âèä "ïåðâîîáðàçíàÿ(a, e)". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàè-
âàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä óòâåðæäåíèÿ õ32, èìåþùèé íîìåð õ8. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòèì îïåðàíäîì ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ27. Ïåðåìåííîé
õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà óòâåðæäåíèÿ õ32.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòèì îïåðàíäîì ñëóæèò íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ35. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ e. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ9,
îòëè÷íûé îò õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "λy(ctg y,¬(sin y = 0) & y − ÷èñëî)".

Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåî-
ðåìû ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé õ30 è õ37 âìåñòî ïåðå-
ìåííûõ õ27 è õ35 â îòëè÷íûå îò õ32 óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ31. Ïåðåìåííîé õ39
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â êîíñåêâåíò âòîðîé äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ38 è êîíñåêâåíòîì
õ39. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

2. Ïîïûòêà îòáðîñèòü êîíñòàíòíûå îïåðàíäû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(¬(a− 1 = 0) & 0 < a & a− ÷èñëî→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λf (a
f , f − ÷èñëî),

λc(a
c/ ln a, c− ÷èñëî)))

èç òåîðåìû

∀a(¬(a− 1 = 0) & 0 < a & a− ÷èñëî→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a
x · ln a, x− ÷èñëî),

λc(a
c, c− ÷èñëî)))

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀ae(¬(e = 0) & a− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ ae/e = a)

∀abde(¬(e = 0) & Dom(a) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî &
ïåðâîîáðàçíàÿ(a, d)→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λf (ba(f)/e, f ∈ Dom(a)),
λc(bd(c)/e, c ∈ Dom(d))))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà èç õàðàêòåðèñòèêè "ôóíêïåðåõ".
Â íàøåì ïðèìåðå - 1. Åñëè òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, òî ïåðåìåííîé
õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà, èíà÷å - åå êîðíåâîå âõîæäåíèå.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ9 ðàâíî 2, è ïåðåìåííîé õ10
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà ñ íîìåðîì õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 - îïè-
ñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî
îïåðàíäà îïèñàòåëÿ (îí îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè). Ïåðåìåííîé õ12 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæåíèå". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî õ11 èìååò áîëüøå îäíîãî îïåðàíäà, è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïîäòåðì õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 èìååò âèä "ax · ln a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì
õ13 íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "çíà÷åíèå". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçû-
âàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ10. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñîêðàùäðîáè"
îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå ïåðâóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðå-
ìó. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "ae/e". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïå-
ðåìåííûå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû âñòðå÷àþòñÿ ñðåäè ïàðàìåòðîâ òåðìà õ20 è
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÷òî ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìà õ20 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâà-
åòñÿ âõîæäåíèå òîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ20, çàãîëîâîê êîòîðîãî ðàâåí
õ12, ïåðåìåííîé õ21 - âõîæäåíèå äðóãîãî îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ïîäòåðì õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - "ae". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ23, ïåðåìåííîé õ25 - ïîäòåðì õ21, ïåðåìåííîé õ26 -
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ïîäòåðìà õ25. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 - ïåðåìåííàÿ e. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ26 âêëþ÷àåòñÿ â õ24. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ24, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ23 â õ13. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê òåðìó õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - "ln a".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû òåðìà õ28 íå ïåðåñåêàþòñÿ ñî ñïèñêîì õ14.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ29, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - b. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ22 â òåðì
õ20 íà âûðàæåíèå "çíà÷åíèå(õ29 õ14)" è ïîñëåäóþùåãî ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâ-
êè S. Â íàøåì ïðèìåðå õ30 èìååò âèä "b(x)/ ln a".

Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ âòîðàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, èìåþùàÿ õàðàêòå-
ðèñòèêó "ôóíêïåðåõ(N)" è íå ïîìå÷àííàÿ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò âòîðîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû èìååò òîò æå çàãîëîâîê,
÷òî è ïîäòåðì õ9. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà êîíñå-
êâåíòà âòîðîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, èìåþùåãî íîìåð N . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ36 - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåñÿ âõîæäåíèå ïî-
ñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ36. Ïóñòü P - çàãîëîâîê òåðìà õ20. Â íàøåì
ïðèìåðå - ñèìâîë "äðîáü". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî ïî âõîæäåíèþ õ37 ðàñïîëî-
æåí ñèìâîë P , ëèáî õ37 èìååò ðîâíî äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà, îäèí èç êîòî-
ðûõ èìååò çàãîëîâîê P , à äðóãîé ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ37
- âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "ba(f)/e". Ïåðåìåííîé Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïîäòåðì õ37. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðâûõ îïåðàíäîâ ïîäòåð-
ìîâ "çíà÷åíèå(. . .)" òåðìà õ38. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê îäíîýëåìåíòíûé,
è ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a.
Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ36. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòíàÿ, è ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ42 â
òåðì õ38 åäèíñòâåííîå, ïðè÷åì õ38 èìååò ïîäòåðì "çíà÷åíèå(. . .)" ñî âòîðûì
îïåðàíäîì õ42. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðåäïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ õ36 èìååò
âèä "ïðèíàäëåæèò(õ42 îáëàñòü(õ40))".

Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ38, ïåðåìåííîé õ45
- ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ30. Â íàøåì ïðèìåðå õ44 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ
"a, b, e, f", õ45 - èç ïåðåìåííûõ "a, b, x". Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê íå âõîäÿùèõ â õ44 ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ45. Â
íàøåì ïðèìåðå õ46 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ "c, d, g". Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííûõ õ45 è õ46 â òåðìå õ30. Â íàøåì ïðèìåðå
- "d(g)/ ln c". Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà R âìåñòî ïåðåìåííûõ õ44, óíèôèöè-
ðóþùàÿ òåðìû õ38 è õ47. Ïðè óíèôèêàöèè äîïóñêàåòñÿ ïîäñòàíîâêà åäèíèö
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ44. Â òåðìàõ, êîòîðûå ïîäñòàíîâêà R ïîäñòàâëÿåò âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ44, âûïîëíÿåòñÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ õ46 íà õ45. Ýòî äàåò íîâóþ
ïîäñòàíîâêó R′.

Ïåðåìåííîé õ50 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåî-
ðåìû, îòëè÷íîãî îò õ10. Ïåðåìåííîé õ51 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ50. Â íà-
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øåì ïðèìåðå - "λc(a
c, c − ÷èñëî)". Ïåðåìåííîé õ52 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò

èñêëþ÷åíèÿ èç ñïèñêà õ44 ïåðåìåííûõ õ40 è õ42. Â íàøåì ïðèìåðå - "b, e".
Ïåðåìåííîé õ53 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òåðìîâ, ïîäñòàâëÿåìûõ ïîäñòàíîâêîé R′

âìåñòî ïåðåìåííûõ õ52. Ïåðåìåííîé õ54 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ
âòîðîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â ýòîì ñïèñêå íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ55
ñ òåì æå çàãîëîâêîì, ÷òî êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå -
"ïåðâîîáðàçíàÿ(a, d)". Ïåðåìåííîé õ56 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà
õ55, èìåþùèé íîìåð õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îïåðàíä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïåðåìåííóþ õ40. Ïåðåìåííîé õ57 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ55,
îòëè÷íûé îò õ56. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ïåðåìåí-
íóþ õ58. Â íàøåì ïðèìåðå - d. Ïåðåìåííîé õ59 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ10,
ïåðåìåííîé õ60 - îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ52 ñ ïåðåìåííûìè õ40 è õ58. Â íàøåì
ïðèìåðå õ60 èìååò âèä "b, e, a, d". Ïåðåìåííîé õ61 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêà õ53 ñ âûðàæåíèÿìè õ59 è õ51. Ïåðåìåííîé õ62 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíå-
íèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè
âûðàæåíèé õ61 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ60 â îòëè÷íûå îò õ55 ýëåìåíòû ñïèñêà õ54.
Ïåðåìåííîé õ63 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ òàêîé æå ïîäñòàíîâêè ê
êîíñåêâåíòó âòîðîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ62 è êîíñåêâåíòîì õ63. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

3. Ïîïûòêà îòáðîñèòü âíåøíþþ îäíîìåñòíóþ îïåðàöèþ â àíòåöåäåíòå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acdeh(Dom(a) = Dom(e) & Dom(e) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & e−ôóíêöèÿ &
ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c) & ïåðâîîáðàçíàÿ(e, d) & ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(c(x)e(x),
x ∈ Dom(e)), h)→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λk(a(k)d(k), k ∈ Dom(e)), λg(c(g)d(g)− h(g),
g ∈ Dom(e))))

èç òåîðåìû

∀acdei(Dom(a) = Dom(e) & Dom(e) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & e−ôóíêöèÿ &
ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c) & ïåðâîîáðàçíàÿ(e, d) & ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(−c(x)e(x),
x ∈ Dom(e)), i)→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λk(a(k)d(k), k ∈ Dom(a)), λg(c(g)d(g) + i(g),
g ∈ Dom(e))))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ae(Dom(a) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & ïåðâîîáðàçíàÿ(a, e)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(−a(x), x ∈ Dom(a)), λc(−e(c), c ∈ Dom(e))))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà èç õàðàêòåðèñòèêè "ôóíêïåðåõ".
Â íàøåì ïðèìåðå - 1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, è ïå-
ðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî
îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ9 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àí-
òåöåäåíòîâ. Â íåì âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ11 ñ òåì æå çàãîëîâêîì, ÷òî ó
êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(−c(x)e(x), x ∈ Dom(e)), i)".
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ11 ñ íî-
ìåðîì õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ13 - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ14
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ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ (îí îïðåäåëÿåò çíà-
÷åíèå ôóíêöèè). Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ14. Â
íàøåì ïðèìåðå - "ìèíóñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 èìååò åäèíñòâåííûé îïåðàíä,
çàãîëîâîê êîòîðîãî îòëè÷åí îò ñèìâîëà "çíà÷åíèå". Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò îïå-
ðàíä èìååò âèä "c(x)e(x)".

Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà õ18, èìåþùàÿ õàðàêòåðè-
ñòèêó "ôóíêïåðåõ(N)" è íå ïîìå÷åííàÿ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòà òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà êîòîðîé òà-
êîé æå, êàê ó êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå îïåðàíäà êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, èìåþùåãî íîìåð N .
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ22 - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåñÿ
âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ22. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îïåðàíä
èìååò çàãîëîâîê õ15.

Ïåðåìåííîé õ18 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Ïåðå-
ìåííîé õ20 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ18, ïåðåìåííîé
õ22 - âõîæäåíèå îïåðàíäà êîíñåêâåíòà, èìåþùåãî íîìåð N , ïåðåìåííîé õ23 -
âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ22. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 - âõîæäå-
íèå òåðìà "−b(j)". Ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ õ18 ïðèîáðåòàåò âèä:

∀bh(Dom(b) ⊆ R & b−ôóíêöèÿ & ïåðâîîáðàçíàÿ(b, h)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λj(−b(j), j ∈ Dom(b)), λf (−h(f), f ∈ Dom(h))))

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðâîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ23.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ24 èìååò âèä "çíà÷åíèå(õ25 õ26)", ãäå õ25 è õ26 - íåêîòîðûå
ïåðåìåííûå. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 - b, õ26 - j. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðåäïîñëåäíèé
îïåðàíä îïèñàòåëÿ õ22 èìååò âèä "ïðèíàäëåæèò(õ26 îáëàñòü(õ25))". Ïåðåìåí-
íîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ îïåðàíä êîíñåêâåíòà õ20, îòëè÷íûé îò õ22. Â íàøåì
ïðèìåðå - "λf (−h(f), f ∈ Dom(h)))). Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ11, îòëè÷íîå îò õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó
âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåíà íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ31. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðå-
ìåííàÿ i.

Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ14 â îïèñàòåëü
õ13 íà ïåðâûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ14. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé õ32 è õ29 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ25 è õ31
â àíòåöåäåíòû òåîðåìû õ18, à òàêæå â îòëè÷íûå îò õ11 ýëåìåíòû ñïèñêà õ10.
Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â êîíñåêâåíò
èñõîäíîé òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ33 è êîíñåêâåíòîì
õ34. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

4. Óñìîòðåíèå ÿâíîé âûðàçèìîñòè ïàðàìåòðîâ äðóã ÷åðåç äðóãà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abch(∀f (f ∈ Dom(b)→ äèôôåðåíöèðóåìà(b, f)) & Dom(a) = Dom(b) &
Dom(b) ⊆ R & Val(b) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & b−ôóíêöèÿ & ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c)
& ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(c(x)ïðîèçâîäíàÿ(b, x), x ∈ Dom(b)), h)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λk(a(k)b(k), k ∈ Dom(b)), λg(b(g)c(g)− h(g), g ∈ Dom(b))))
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èç òåîðåìû

∀acdeh(Dom(a) = Dom(e) & Dom(e) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & e−ôóíêöèÿ &
ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c) & ïåðâîîáðàçíàÿ(e, d) & ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(c(x)e(x),
x ∈ Dom(e)), h)→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λk(a(k)d(k), k ∈ Dom(a)), λg(c(g)d(g)− h(g),
g ∈ Dom(e))))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀g(∀x(x ∈ Dom(g)→ äèôôåðåíöèðóåìà(g, x)) & Dom(g) ⊆ R & Val(g) ⊆ R &
g −ôóíêöèÿ→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(ïðîèçâîäíàÿ(g, x), x ∈ Dom(g)), g))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà èç õàðàêòåðèñòèêè "ôóíêïåðåõ".
Â íàøåì ïðèìåðå - 1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, è ïå-
ðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî
îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ9 ðàâíî 2, è ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
îïåðàíäà ñ íîìåðîì õ8. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ10, ïåðåìåííîé
õ12 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê êîíñåêâåí-
òà. Â íàøåì ñëó÷àå - ñèìâîë "ïåðâîîáðàçíàÿ". Ñðåäè àíòåöåäåíòîâ íàõîäèòñÿ
óòâåðæäåíèå õ14 ñ çàãîëîâêîì õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïåðâîîáðàçíàÿ(e, d)".
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ16 - êîðíåâîé îïåðàíä óòâåðæäåíèÿ õ14, âõîäÿ-
ùèé â ïàðàìåòðû òåðìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ d. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî íîìåð êîðíåâîãî îïåðàíäà õ14 íå ðàâåí õ8.

Â ñïèñêå âûâîäà âûáèðàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà ñ õàðàêòåðèñòèêîé "ôóíê"/
è çàãîëîâêîì êîíñåêâåíòà õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ êîíñåêâåíòà
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
òîãî îïåðàíäà, íîìåð êîòîðîãî ðàâåí õ8, ïåðåìåííîé õ21 - âõîæäåíèå äðóãîãî
îïåðàíäà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ21 ðàñïîëîæåíà íåêîòîðàÿ ïåðå-
ìåííàÿ õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ g. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå â èñõîäíóþ òåîðåìó àíòåöåäåíòà õ14. Ïðîöåäóðà "âûâîäïîñûëêè"
îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ24 ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé è èñ-
õîäíîé òåîðåì ïðè óíèôèêàöèè àíòåöåäåíòà õ23 èñõîäíîé òåîðåìû ñ êîíñå-
êâåíòîì äîïîëíèòåëüíîé. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè
èìïëèêàöèè õ24 îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ýòîò ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

5. Ïîïûòêà èñêëþ÷èòü îäèí èç îïåðàíäîâ äëÿ âûäåëåíèÿ íîâîé äâóìåñòíîé îïå-
ðàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acdei(Dom(a) = Dom(e) & Dom(e) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & e−ôóíêöèÿ &
ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c) & ïåðâîîáðàçíàÿ(e, d) & ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(−c(x)e(x),
x ∈ Dom(e)), i)→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λk(a(k)d(k), k ∈ Dom(a)), λg(c(g)d(g) + i(g),
g ∈ Dom(e))))

èç òåîðåìû

∀acde(Dom(a) = Dom(e) & Dom(e) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & e−ôóíêöèÿ &
ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c) & ïåðâîîáðàçíàÿ(e, d)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(x)d(x) + c(x)e(x), x ∈ Dom(e)), λb(c(b)d(b), b ∈ Dom(e))))
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è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀acde(Dom(a) = Dom(e) & Dom(e) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & e−ôóíêöèÿ &
ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c) & ïåðâîîáðàçíàÿ(e, d)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(x) + e(x), x ∈ Dom(e)), λb(c(b) + d(b), b ∈ Dom(e))))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà èç õàðàêòåðèñòèêè "ôóíêïåðåõ".
Â íàøåì ïðèìåðå - 1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, è
ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ10 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà ñ íîìåðîì õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 - îïèñà-
òåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îí ñîäåðæèò ñèìâîë "çíà÷åíèå". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå ïîäòåðìà
"a(x)d(x) + c(x)e(x)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ12 ðàâíî
2. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå -
ñèìâîë "ïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí àññîöèàòèâíûé è êîììóàòèâíûé. Ïåðåìåí-
íîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå íåîäíîáóêâåííîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ12.
Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðàíäà "a(x)d(x)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âõîæäåíèå õ13 èìååò
ðîâíî äâà îïåðàíäà, è ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî ýòîìó âõîæäå-
íèþ. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáà îïåðàíäà
âõîæäåíèÿ õ13 èìåþò çàãîëîâîê "çíà÷åíèå".

Â ñïèñêå âûâîäà âûáèðàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà õ18 ñ õàðàêòåðèñòèêîé
"ôóíêïåðåõ(N)". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî çàãîëîâîê òîò æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé
õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ22, èìåþùåãî íîìåð N .
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ23 - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâà-
åòñÿ âõîæäåíèå åãî ïîñëåäíåãî îïåðàíäà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ24
ðàñïîëîæåí ñèìâîë õ15.

Ïåðåìåííîé õ18 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ18 èìååò âèä:

∀fhij(Dom(f) = Dom(j) & Dom(j) ⊆ R & f −ôóíêöèÿ & j −ôóíêöèÿ &
ïåðâîîáðàçíàÿ(f, h) & ïåðâîîáðàçíàÿ(j, i)→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λk(f(k) + j(k),
k ∈ Dom(j)), λg(h(g) + i(g), g ∈ Dom(j))))

Ñîîòâåòñòâåííî êîððåêòèðóþòñÿ çíà÷åíèÿ õ22, õ23 è õ24. Ïî âõîæäåíèþ õ24
îêàçûâàåòñÿ ðàñïîëîæåíî âûðàæåíèå "f(k) + j(k)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî
îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ24 ðàâíî 2, ïðè÷åì êàæäûé èç ýòèõ îïåðàíäîâ èìååò
âèä "çíà÷åíèå(F, X)", ãäå X - ïåðåìåííàÿ èç ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè îïèñàòå-
ëÿ õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îäíîýëåìåíòíàÿ. Ïåðå-
ìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðâûõ îïåðàíäîâ òåðìîâ "çíà÷åíèå(. . .)". Â
íàøåì ïðèìåðå - "f, j". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè îïåðàíäû ñóòü ðàçëè÷íûå ïåðå-
ìåííûå.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ26, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðåìåííàÿ f . Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ðàâíî(õ15(õ12,
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õ26) õ13)". Â íàøåì ïðèìåðå - "a(x)d(x) + c(x)e(x) + f = a(x)d(x)". Ïåðå-
ìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé
õ29 - îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ28 ñ íàáîðîì êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïðåäïîñëåä-
íåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ10. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ29
è åäèíñòâåííûì óñëîâèåì õ27. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéî-
òâåò", "íåèçâåñòíûå õ26", "îäç", óïðîñòèòüâ", "ðàâíî". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ31. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "f = −c(x)e(x)". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî õ31 - ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ26 â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ32
ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìå-
íû âõîæäåíèÿ õ12 â îïèñàòåëü õ10 íà âûðàæåíèå õ32. Â íàøåì ïðèìåðå -
"λx(−c(x)e(x), x ∈ Dom(e))".

Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ18. Â íåì íà-
õîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ35 ñ òåì æå çàãîëîâêîì, ÷òî ó êîíñåêâåíòà èñõîäíîé
òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïåðâîîáðàçíàÿ(f, h)". Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâà-
èâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ35, èìåþùåãî íîìåð õ8. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ - ïåðâûé ýëåìåíò
ñïèñêà õ25. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîé êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ35
- íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â ñïèñîê õ25. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ïåðåìåííîé õ38 ê ñïèñêó õ25. Ïåðåìåííîé õ40
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû, îòëè÷íîãî
îò õ10. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ òðîéêà, ñîñòîÿùàÿ èç âûðàæåíèé õ11,
õ33 è ïîäòåðìà õ40. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê
àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ41 âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ39 â îòëè÷íûå îò õ35 óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ34. Ïåðåìåííîé õ43
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â êîíñåêâåíò òåîðåìû õ18. Ñî-
çäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ42 è êîíñåêâåíòîì õ43, êîòîðàÿ îáðà-
áàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê
îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

6. Ïîïûòêà ñãðóïïèðîâàòü ñ âíåøíèì îïåðàíäîì ôóíêöèþ îò îáîáùåííîãî àðãó-
ìåíòà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïðàâî÷íèêà "âêëþ÷".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acjk(¬(j = 0) & (0,∞) ⊆ Dom(a) & a−ôóíêöèÿ & j − ÷èñëî & k − ÷èñëî &
ïåðâîîáðàçíàÿ(λl(a(l)lk, l ∈ Dom(a)), c)→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(xj)xj(k+1)−1,
0 < x & x− ÷èñëî), λd(c(d

j)/j, 0 < d & d− ÷èñëî)))

èç òåîðåìû

∀abc(¬(b = 0) & (0,∞) ⊆ Dom(a) & a−ôóíêöèÿ & b− ÷èñëî &
ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c)→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(xb)xb−1, 0 < x & x− ÷èñëî),
λd(c(d

b)/b, 0 < d & d− ÷èñëî)))

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 < a→ abac = ab+c)

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ a→ (ab)c = abc)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà èç õàðàêòåðèñòèêè "ôóíêïåðåõ".
Â íàøåì ïðèìåðå - 1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, è
ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ9
èìååò ðîâíî äâà îïåðàíäà, è ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà
ñ íîìåðîì õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ11
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà
îïèñàòåëÿ õ10 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - èç
ïåðåìåííîé x. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî îïåðàíäà
îïèñàòåëÿ õ10. Âíóòðè íåãî íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ15 ñèìââîëà "çíà÷åíèå". Â
íàøåì ïðèìåðå - "a(xb)". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé îïåðàíä âõî-
æäåíèÿ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "xb". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ
õ13 è íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "çíà÷åíèå". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåí-
íàÿ - ïåðâûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Ïðîâåðÿåòñÿ íà-
ëè÷èå àíòåöåäåíòà "ôóíêöèÿ(õ17)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå,
îïåðàíäîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ õ15, ïåðåìåííîé õ19 - ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ18.
Â íàøåì ïðèìåðå õ18 èìååò âèä "a(xb)xb−1", õ19 - ñèìâîë "óìíîæåíèå". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ñèìâîë õ19 àññîöèàòèâíûé è êîììóòàòèâíûé, à ÷èñëî îïåðàíäîâ
âõîæäåíèÿ õ18 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îïåðàíä ýòîãî âõîæäå-
íèÿ, îòëè÷íûé îò õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "xb−1". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå
õ21 ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ õ13 è íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "çíà÷åíèå". Ïåðåìåí-
íîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë
"ñòåïåíü".

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ23, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðåìåííàÿ e. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "õ19(õ23, õ21)".
Â íàøåì ïðèìåðå - "e · xb−1".

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñâåðòêè" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ19 óêàçàííóþ
âûøå ïåðâóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ
òåîðåìó è â òåðì õ24. Â íàøåì ïðèìåðå õ29 èìååò âèä:

∀fgh(f − ÷èñëî & g − ÷èñëî & h− ÷èñëî & 0 < f → f gfh = f g+h)

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåî-
ðåìû õ29. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò çàãîëîâîê õ19, ïðè÷åì ÷èñëî åå êîð-
íåâûõ îïåðàíäîâ ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
âûðàæåíèÿ õ24 è õ31, îòëè÷íûõ îò ïåðåìåííîé õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - ñïèñîê
b, e, f, g, h. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ31,
èìåþùèõ â ýòîì âûðàæåíèè ëèøü îäíî âõîæäåíèå. Â íàøåì ïðèìåðå - ñïèñîê
g, h.

Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ34, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû
õ24 è õ31. Ïðè îïðåäåëåíèè óíèôèêàöèè ðàçðåøàåòñÿ ïîäñòàíîâêà åäèíèö âìå-
ñòî ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ35. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå, ïîä-
ñòàâëÿåìîå ïîäñòàíîâêîé S âìåñòî ïåðåìåííîé õ23. Â íàøåì ïðèìåðå - "xh".

Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, ÿâëÿþùèéñÿ çàãîëîâêîì
âûðàæåíèÿ õ37. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ñòåïåíü". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ38
- çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ16. Ñïðàâî÷èíê ïîèñêà òåîðåì "âêëþ÷" îïðåäåëÿåò
ïî ñèìâîëó õ38 óêàçàííóþ âûøå âòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé
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õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿ-
ùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó, òåîðåìó õ29 è â òåðì õ24. Â íàøåì ïðèìåðå õ41 èìååò
âèä:

∀ijk(i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & k − ÷èñëî & 0 ≤ i→ (ij)k = ijk)

Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîí-
ñåêâåíòå òåîðåìû õ41. Âíóòðè ýòîãî âõîæäåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ îòëè÷íîå îò
õ45 âõîæäåíèå õ46 ñèìâîëà õ38. Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ46. Â
íàøåì ïðèìåðå - "ij". Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü êîí-
ñåêâåíòà òåîðåìû õ41. Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îòëè÷íûõ îò õ13
ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ47, õ16, õ37, õ48. Â íàøåì ïðèìåðå - ñïèñîê "b, h, i, j, k".
Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà R âìåñòî ïåðåìåííûõ õ49, óíèôèöèðóþùàÿ òåðì
õ16 ñ òåðìîì õ47 è îäíîâðåìåííî - òåðì õ48 ñ òåðìîì õ37.

Ïåðåìåííîé õ51 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R ê âûðàæå-
íèþ õ37. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "xjk". Ïåðåìåííîé õ52 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ41.
Ïåðåìåííîé õ53 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìå-
íåíèÿ ïîäñòàíîâîê S è R ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ29. Ïåðåìåííîé õ54 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâîê S è
R ê óòâåðæäåíèÿì íàáîðà õ11. Ïåðåìåííîé õ55 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ñî-
äåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ13 óòâåðæäåíèé íàáîðîâ õ52 è õ53. Â íàøåì ïðèìåðå
- "x− ÷èñëî", "0 ≤ x", "0 < x".

Ïåðåìåííîé õ56 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ54 ñî âñåìè íå ñîäåðæà-
ùèìè ïåðåìåííîé õ13 óòâåðæäåíèÿìè ñïèñêîâ õ52 è õ53. Ïåðåìåííîé õ57 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïðåäïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ
õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 < x" è "x− ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ58 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâîê S è R ê óòâåð-
æäåíèÿì ñïèñêà õ57. Ïåðåìåííîé õ59 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ56 è
õ58. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ55 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé
õ59.

Ïåðåìåííîé õ61 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ïîä-
ñòàíîâîê S è R ê âûðàæåíèþ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "xj". Ïåðåìåííîé õ63
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâîê S è R ê
êîíñåêâåíòó èñõîäíîé òåîðåìû.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ64, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó è â òåðìû õ29,
õ41, õ24. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ l. Ïåðåìåííîé õ65 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò çàìåíû íà ýòó ïåðåìåííóþ âõîæäåíèÿ õ46 â ïîäòåðì õ45. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "lk". Ïåðåìåííîé õ67 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðè-
ìåíåíèÿ ïîäñòàíîâîê S è R ê òåðìó õ65. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîâïàäàåò ñ õ65.
Ïåðåìåííîé õ68 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "îòîáðàæåíèå(õ64 ïðèíàäëåæèò(õ64
îáëàñòü(õ17)) õ19(õ17(õ64), õ67))". Â íàøåì ïðèìåðå - "λl(a(l)l(k), l ∈ Dom(a))".
Ïåðåìåííîé õ69 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ68 âìåñòî
ïåðåìåííîé õ17 â óòâåðæäåíèå õ63. Ïåðåìåííîé õ70 ïðèñâàèâàåòñÿ cïèñîê ðå-
çóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ68 âìåñòî ïåðåìåííîé õ17 â óòâåðæäåíèÿ
íàáîðà õ56, äîïîëíåííûé óòâåðæäåíèåì "ôóíêöèÿ(õ17)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ70 è êîíñåêâåíòîì õ69. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
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"Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ îïöèÿ "ñòåïåíüìíîæ", ïîñëå ÷åãî ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Äîïóñêàþòñÿ òîëüêî õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêà-
ìè "ôóíêïåðåõ", "óïðîùèíòåãðàë".

7. Ïîïûòêà ñãðóïïèðîâàòü ñ âíåøíèì îïåðàíäîì ôóíêöèþ îò îáîáùåííîãî àðãó-
ìåíòà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïðàâî÷íèêà "âàðïàðàì".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aci(¬(çíàìåíàòåëü(i)− even & [−1, 1] ⊆ Dom(a) & a−ôóíêöèÿ & i− rational &
ïåðâîîáðàçíàÿ(λj(a(j)(−j2 + 1), j ∈ Dom(a)), c)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(sin x)(cos x)2i+1, x− ÷èñëî), λd(c(sin d), d− ÷èñëî)))

èç òåîðåìû

∀ac([−1, 1] ⊆ Dom(a) & a−ôóíêöèÿ & ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(sin x) cos x, x− ÷èñëî), λd(c(sin d), d− ÷èñëî)))

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & b− rational & c− rational &
¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(c)− even)→ abac = ab+c)

∀an(a− ÷èñëî & n− rational & ¬(çíàìåíàòåëü(n)− even)→
(cos a)2n = (1− (sin a)2)n)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð
îïåðàíäà èç õàðàêòåðèñòèêè "ôóíêïåðåõ". Â íàøåì ïðèìåðå - 1. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, è ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå åå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ9 èìååò ðîâíî äâà îïåðàíäà, è ïåðåìåí-
íîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà ñ íîìåðîì õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ10 - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòå-
öåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ10 ñîñòîèò èç
åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - èç ïåðåìåííîé x. Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ10. Âíóòðè íåãî
íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ15 ñèìââîëà "çíà÷åíèå". Â íàøåì ïðèìåðå - "a(sin x)".
Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ15. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "sin x". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ õ13 è íå ñîäåðæèò
ñèìâîëà "çíà÷åíèå". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - ïåðâûé îïå-
ðàíä âõîæäåíèÿ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå àíòåöåäåíòà
"ôóíêöèÿ(õ17)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå, îïåðàíäîì êîòîðî-
ãî ÿâëÿåòñÿ õ15, ïåðåìåííîé õ19 - ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ18. Â íàøåì ïðèìåðå
õ18 èìååò âèä "a(sin x) cos x", õ19 - ñèìâîë "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèì-
âîë õ19 àññîöèàòèâíûé è êîììóòàòèâíûé, à ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ18
ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îïåðàíä ýòîãî âõîæäåíèÿ, îòëè÷íûé
îò õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "cos x". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ21 ñîäåðæèò
ïåðåìåííóþ õ13 è íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "çíà÷åíèå". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàè-
âàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ñòåïåíü".
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Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ23, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðåìåííàÿ e. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "õ19(õ23, õ21)".
Â íàøåì ïðèìåðå - "b cos x".

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñâåðòêè" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ19 óêàçàííóþ
âûøå ïåðâóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ
òåîðåìó è â òåðì õ24. Â íàøåì ïðèìåðå õ29 èìååò âèä:

∀efg(e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî & f − rational & g − rational &
¬(çíàìåíàòåëü(f)− even) & ¬(çíàìåíàòåëü(g)− even)→ efeg = ef+g)

Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåî-
ðåìû õ29. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò çàãîëîâîê õ19, ïðè÷åì ÷èñëî åå êîðíåâûõ
îïåðàíäîâ ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæå-
íèÿ õ24 è õ31, îòëè÷íûõ îò ïåðåìåííîé õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - ñïèñîê b, e, f, g.
Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ31, èìåþùèõ â
ýòîì âûðàæåíèè ëèøü îäíî âõîæäåíèå. Â íàøåì ïðèìåðå - ñïèñîê f, g.

Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ34, óíèôèöèðóþùàÿ òåð-
ìû õ24 è õ31. Ïðè îïðåäåëåíèè óíèôèêàöèè ðàçðåøàåòñÿ ïîäñòàíîâêà åäè-
íèö âìåñòî ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ35. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæå-
íèå, ïîäñòàâëÿåìîå ïîäñòàíîâêîé S âìåñòî ïåðåìåííîé õ23. Â íàøåì ïðèìåðå
- "(cos x)f".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ37 èìååò åäèíñòâåííûé
ïîäòåðì ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè, è ýòîò ïîäòåðì ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ39. Â íàøåì ïðèìåðå - "cos x". Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåð-
ìà õ39. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "êîñèíóñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ16 èìååò
åäèíñòâåííûé ïîäòåðìà ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè, è ýòîò ïîäòåðì ñîâïàäàåò ñ
òåðìîì õ16. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ16. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ñèìâîë "ñèíóñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèìâîëû õ40 è õ43 ðàçëè÷íû. Ñïðà-
âî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "âàðïàðàì" îïðåäåëÿåò ïî õ40 óêàçàííóþ âûøå âòîðóþ
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ñîäåðæèò ñèìâîë õ43. Ïåðå-
ìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ âî âòîðîé äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó, â
òåîðåìó õ29 è â òåðì õ24. Â íàøåì ïðèìåðå õ46 èìååò âèä:

∀hi(h−÷èñëî & i−rational & ¬(çíàìåíàòåëü(i)−even)→ (cos h)2i = (1−(sin h)2)i)

Ïåðåìåííîé õ50 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé ñîãëàñíî õàðàêòåðèñòè-
êå "âàðïàðàì" ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ46. Â íàøåì ïðèìåðå -
ïðàâîé ÷àñòè. Âíóòðè ýòîãî âõîæäåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ îòëè÷íîå îò õ50 âõî-
æäåíèå õ51 ñèìâîëà õ43. Ïåðåìåííîé õ52 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ51. Â íàøåì
ïðèìåðå - "sin h". Ïåðåìåííîé õ53 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü êîíñåêâåíòà
òåîðåìû õ46. Ïåðåìåííîé õ54 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îòëè÷íûõ îò õ13 ïàðàìåò-
ðîâ òåðìîâ õ52, õ42, õ37, õ53. Â íàøåì ïðèìåðå - ñïèñîê "f, h, i". Îïðåäåëÿåòñÿ
ïîäñòàíîâêà R âìåñòî ïåðåìåííûõ õ54, óíèôèöèðóþùàÿ òåðì õ42 ñ òåðìîì õ52
è îäíîâðåìåííî - òåðì õ53 ñ òåðìîì õ37.

Ïåðåìåííîé õ56 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R ê âûðà-
æåíèþ õ37. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "(cos x)2i". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì
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õ56 èìååò ïàðàìåòð, îòëè÷íûé îò õ13. Ïåðåìåííîé õ57 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ46. Ïåðåìåí-
íîé õ58 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ïîä-
ñòàíîâîê S è R ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ29. Ïåðåìåííîé õ59 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâîê S è R ê óòâåð-
æäåíèÿì íàáîðà õ11. Ïåðåìåííîé õ60 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ñîäåðæàùèõ
ïåðåìåííóþ õ13 óòâåðæäåíèé íàáîðîâ õ57 è õ58. Â íàøåì ïðèìåðå - "x−÷èñëî",
"cos x− ÷èñëî".

Ïåðåìåííîé õ61 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ59 ñî âñåìè íå ñîäåðæà-
ùèìè ïåðåìåííîé õ13 óòâåðæäåíèÿìè ñïèñêîâ õ57 è õ58. Ïåðåìåííîé õ62 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïðåäïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ
õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "x − ÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ63 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ðåçóëüòàòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâîê S è R ê óòâåðæäåíè-
ÿì ñïèñêà õ62. Ïåðåìåííîé õ64 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ61 è õ63.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ60 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ64.

Ïåðåìåííîé õ66 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ïîä-
ñòàíîâîê S è R ê âûðàæåíèþ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "sin x". Ïåðåìåííîé õ68
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâîê S è R ê
êîíñåêâåíòó èñõîäíîé òåîðåìû.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ69, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó è â òåðìû õ29,
õ46, õ24. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ j. Ïåðåìåííîé õ70 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû íà ýòó ïåðåìåííóþ âõîæäåíèÿ õ51 â ïîäòåðì õ50. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "(1 − j2)i". Ïåðåìåííîé õ72 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîñëå-
äîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâîê S è R ê òåðìó õ70. Â íàøåì ïðèìå-
ðå îí ñîâïàäàåò ñ õ70. Ïåðåìåííîé õ73 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "îòîáðàæå-
íèå(õ69 ïðèíàäëåæèò(õ69 îáëàñòü(õ17)) õ19(õ17(õ69), õ72))". Â íàøåì ïðèìå-
ðå - "λj(a(j)(1 − j2)i, j ∈ Dom(a))". Ïåðåìåííîé õ74 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ73 âìåñòî ïåðåìåííîé õ17 â óòâåðæäåíèå õ68. Ïå-
ðåìåííîé õ75 ïðèñâàèâàåòñÿ cïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ73
âìåñòî ïåðåìåííîé õ17 â óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ61, äîïîëíåííûé óòâåðæäåíèåì
"ôóíêöèÿ(õ17)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ75 è êîíñåêâåíòîì
õ74. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ îï-
öèÿ "ñòåïåíüìíîæ", ïîñëå ÷åãî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Äîïóñêàþòñÿ
òîëüêî õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêàìè "ôóíêïåðåõ", "óïðîùèíòåãðàë".

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ âàðüèðîâàíèÿ îñíîâíîé

1. Ïîïûòêà ðàçâÿçêè êîíñåêâåíòà ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà "óïðîùòåðì".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ace(∀f (f ∈ Dom(e)→ äèôôåðåíöèðóåìà(e, f)) & Dom(a) ⊆ R &
Dom(e) ⊆ R & Val(e) ⊆ Dom(a) & a−ôóíêöèÿ & e−ôóíêöèÿ &
ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c)→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(e(x))ïðîèçâîäíàÿ(e, x), x ∈ Dom(e)),
λd(c(e(d)), d ∈ Dom(e))))

èç òåîðåìû
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∀ce(∀f (f ∈ Dom(e)→ äèôôåðåíöèðóåìà(e, f)) & ∀x(x ∈ Dom(e) &
äèôôåðåíöèðóåìà(c, e(x))→ äèôôåðåíöèðóåìà(λd(c(e(d)), d ∈ Dom(e) &
äèôôåðåíöèðóåìà(c, e(d))), x)) & Dom(c) ⊆ R & Dom(e) ⊆ R & Val(c) ⊆ R &
Val(e) ⊆ Dom(c) & c−ôóíêöèÿ & e−ôóíêöèÿ→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(ïðîèçâîäíàÿ(c, e(x))ïðîèçâîäíàÿ(e, x), x ∈ Dom(e) &
äèôôåðåíöèðóåìà(c, e(x))), λd(c(e(d)), d ∈ Dom(e) & äèôôåðåíöèðóåìà(c, e(d)))))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀fgx(Dom(f) ⊆ R & x ∈ Dom(g) & f − ôóíêöèÿ & ïåðâîîáðàçíàÿ(f, g) →
ïðîèçâîäíàÿ(g, x) = f(x))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà èç õàðàêòåðèñòèêè "ôóíêïåðåõ".
Â íàøåì ïðèìåðå - 1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, è
ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ10 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà êîíñåêâåíòà ñ íîìåðîì õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10
- îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîñëåäíèé îïåðàíä
ýòîãî îïèñàòåëÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðîèçâîäíàÿ(c, e(x))ïðîèçâîäíàÿ(e, x)".
Âíóòðè âõîæäåíèÿ â òåîðåìó òåðìà õ12 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 íåîäíî-
áóêâåííîãî ïîäòåðìà. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì
ïðèìåðå õ13 - âõîæäåíèå òåðìà "ïðîèçâîäíàÿ(c, e(x))", õ14 - ñèìâîë "ïðîèç-
âîäíàÿ". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðîùåäèíèöà" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó
õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ïîäòåðìà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "c, e, x". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õîòÿ áû îäèí èç íèõ èìååò â òåðìå õ12 ëèøü îäíî âõîæäåíèå. Ïåðåìåí-
íîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðå-
ìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïîäòåðìîâ ýòèõ àíòåöåäåíòîâ, èìåþùèõ íàè-
áîëüøóþ îöåíêó ñëîæíîñòè. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî
òåðìà "ïåðâîîáðàçíàÿ(f, g)". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê çàãîëîâêîâ
òåõ òåðìîâ íàáîðà õ19, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ñïèñêó õ18. Â íàøåì ïðèìåðå -
åäèíñòâåííûé çàãîëîâîê "ïåðâîîáðàçíàÿ".

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè íèõ íåò àíòåöåäåíòà ñ çàãîëîâêîì èç íàáîðà õ20, ïàðàìåòðû
êîòîðîãî ïåðåñåêàþòñÿ ñî ñïèñêîì õ17. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ13 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû, ïðè÷åì íàïðàâëåíèå çàìåíû îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû "óïðîùòåðì(. . .)". Òåîðåìà õ24 îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Åé ïåðåäàåòñÿ åäèí-
ñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà "ôóíêïåðåõ(õ8)".

2. Ïîïûòêà èñêëþ÷åíèÿ ñëîæíîé ïîäîïåðàöèè â îïðåäåëåíèè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ach(∀f (f ∈ h→ Êâàçèâíóòð(f, h)) & h− set & h ⊆ Dom(a) & a−ôóíêöèÿ &
ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c)→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(x), x ∈ h), λd(c(d), d ∈ h)))

èç òåîðåìû
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∀ace(∀f (f ∈ Dom(e)→ äèôôåðåíöèðóåìà(e, f)) & Dom(a) ⊆ R &
Dom(e) ⊆ R & Val(e) ⊆ Dom(a) & a−ôóíêöèÿ & e−ôóíêöèÿ &
ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c)→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(e(x))ïðîèçâîäíàÿ(e, x),
x ∈ Dom(e)), λd(c(e(d)), d ∈ Dom(e))))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀aA(A− set & Êâàçèâíóòð(a, A) & A ⊆ R→ ïðîèçâîäíàÿ(λx(x, x ∈ A), a) = 1)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà èç õàðàêòåðèñòèêè "ôóíêïå-
ðåõ". Â íàøåì ïðèìåðå - 1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëè-
êàöèÿ, è ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé
õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà êîíñåêâåíòà ñ íîìåðîì õ8. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî õ10 - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîñëåä-
íèé îïåðàíä ýòîãî îïèñàòåëÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - "a(e(x))ïðîèçâîäíàÿ(e, x)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ12 èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì ìàêñèìàëüíîé
ñëîæíîñòè, è ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò ïîäòåðì. Â íàøåì ïðèìåðå -
"ïðîèçâîäíàÿ(e, x)". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ14,
ïåðåìåííîé õ16 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ýòîãî âûðàæåíèÿ.

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ10, ïåðå-
ìåííîé õ18 - ñïèñîê åãî àíòåöåäåíòîâ. Â ñïèñêå õ16 âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ
õ19, íå âõîäÿùàÿ â ñïèñîê õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ e. Ïðîâåðÿåòñÿ
íàëè÷èå àíòåöåäåíòà "ôóíêöèÿ(õ19)".

Â ðàçäåëå, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë, âûáèðàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà
ñ õàðàêòåðèñòèêàìè "îïèñàòåëü(. . .)" è "íîðìàëèçàöèÿ(N)". Â íàøåì ïðèìåðå
ýòà òåîðåìà óêàçàíà âûøå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â çàìåíÿþùåé ÷àñòè êîíñåêâåíòà
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íå âñòðå÷àåòñÿ ñèìâîë õ15.

Âíóòðè êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ28 ïîäòåðìà
õ14. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ29 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäå-
íèÿ õ28 ïîñðåäñòâîì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïðèìåíÿåìîé â íàïðàâëåíèè N .
Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ29 îïåðàòîðîì
"Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ îïöèÿ "óïðîùèíòåãðàë". Ñðåäè êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ30 âûáèðàåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ õ31, çà-
ãîëîâîê êîíñåêâåíòà êîòîðîé òàêîé æå, êàê ó èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îíà èìååò àíòåöåäåíò ñ ýòèì çàãîëîâêîì. Çàòåì õ31 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

3. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ âàðüèðîâàíèÿ òåîðåìû,
èìåþùåé ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bdf (0 < f & 0 < 4df − b2 & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî & f − ÷èñëî→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(1/(−d− bx + (−f)x2), x− ÷èñëî),
λc(−2 arctg((b + 2cf)/

√
4df − b2)/

√
4df − b2, c− ÷èñëî)))

èç òåîðåìû
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∀abc(0 < c & 0 < 4bc− a2 & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(1/(b + ax + cx2), x− ÷èñëî),
λd(2 arctg((a + 2cd)/

√
4bc− a2)/

√
4bc− a2, d− ÷èñëî)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ae(Dom(a) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & ïåðâîîáðàçíàÿ(a, e)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(−a(x), x ∈ Dom(a)), λc(−e(c), c ∈ Dom(e))))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà èç õàðàêòåðèñòèêè "ôóíêïåðåõ".
Â íàøåì ïðèìåðå - 1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, è ïå-
ðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâà-
èâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà êîíñåêâåíòà ñ íîìåðîì õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 -
îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ,
ïåðåìåííîé õ12 - çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïåðâîîá-
ðàçíàÿ". Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå àíòåöåäåíòà ñ çàãîëîâêîì õ12. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ êîí-
ñåêâåíòà ïî î.ä.ç. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 < 4bc − a2", "c − ÷èñëî", "a− ÷èñëî",
"b − ÷èñëî". Â ñïèñêå õ11 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ14, íå âõîäÿùåå â ñïèñîê
õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 < c". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåð-
æäåíèé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. îñòàëüíûõ àíòåöåäåíòîâ.
Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèå "a − ÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 íå âõîäèò
â ñïèñîê õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî íå âûâîäèò õ14 èç
îáúåäèíåíèÿ ñïèñêîâ õ13 è õ15.

Â ðàçäåëå, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ12, íàõîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðå-
ìà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè "ôóíêïåðåõ(N)" è "óïðîùèíòåãðàë". Â íàøåì ïðèìåðå
ýòà òåîðåìà ïðèâåäåíà âûøå. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòå-
öåäåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, èìåþùåãî çàãîëîâîê õ12. Â íàøåì ïðèìåðå
- âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà "ïåðâîîáðàçíàÿ(a, e)". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå îïåðàíäà äàííîãî àíòåöåäåíòà, èìåþùåãî íîìåð õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòîò îïåðàíä - íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ23. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåí-
íàÿ a. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò çàãîëîâîê õ12. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàè-
âàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ24, èìåþùåãî íîìåð õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòîò îïåðàíä - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"λx(−a(x), x ∈ Dom(a))".

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ25. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòíà. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïî-
ñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðàíäà "−a(x)". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îïåðàíä íåîäíîáóêâåííûé, à ÷èñëî åãî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ
ðàâíî 1. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ27. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "a(x)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ28 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ âèäà "çíà-
÷åíèå(õ23 T )". Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ29 ïîñëåäî-
âàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ èñõîäíîé è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ïðè óíèôèêàöèè
àíòåöåäåíòà õ21 äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñ êîíñåêâåíòîì èñõîäíîé òåîðåìû.
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Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ29, ïåðåìåííîé õ31 - ðå-
çóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðå-
ìû õ29 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ30. Êîðíåâûå îïåðàíäû òåðìà õ30
ñîåäèíÿþòñÿ ñèìâîëîì "íàáîð", è âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå
óïðîùàåò äàííûé íàáîð îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ31. Ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ33. Â íàøåì ïðèìåðå õ33 èìååò âèä "(λx(−1/(d + bx + fx2), x −
÷èñëî), λc(−2 arctg((b+2cf)/

√
4df − b2)/

√
4df − b2, c−÷èñëî))". Ïåðåìåííîé õ35

ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä âûðàæåíèÿ õ33, èìåþùèé íîìåð õ8. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðâûé îïåðàíä. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ35 - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå".
Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ õ35. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "−1/(d + bx + fx2)".

Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðî-
âîæäåíèÿ òåðìà õ33 ïî î.ä.ç. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 < 4df − b2", "f − ÷èñëî",
"b − ÷èñëî", "d − ÷èñëî". Â ñïèñêå õ31 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ38, íå âõî-
äÿùåå â ñïèñîê õ37 è â ñïèñîê õ39 óòâåðæäåíèé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ñîïðîâî-
æäåíèÿ ïî î.ä.ç. îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ31. Â íàøåì ïðèìåðå õ38
èìååò âèä "0 < f". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî íå óñìàòðèâà-
åò âûâîäèìîñòü õ38 èç îáúåäèíåíèÿ ñïèñêîâ õ37 è õ39. Ïåðåìåííîé õ40 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ38. Â íàøåì ïðèìåðå - f . Îïå-
ðàòîð "ñïóñêîïåð" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ41 ïåðåìåùåíèÿ êîðíåâîé îäíîìåñò-
íîé îïåðàöèè âûðàæåíèÿ õ36 âãëóá òåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå õ41 èìååò âèä
"1/(−d − bx + (−f)x2)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàêàÿ-ëèáî ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ40
âñòðå÷àåòñÿ â òåðìå õ41 ïîä îäíîìåñòíîé îïåðàöèåé. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ïàðå õ33 âûðàæåíèÿ ïîä ïåðâûì îïèñàòåëåì "îòîáðà-
æåíèå" íà õ41. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ ñèìâîëîì
õ12 äâóõ êîðíåâûõ îïåðàíäîâ íàáîðà õ42. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåí-
òàìè õ31 è êîíñåêâåíòîì õ43, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàê-
òåðèñòèêîé "ôóíêïåðåõ". Åñëè èñõîäíàÿ òåîðåìà èìåëà õàðàêòåðèñòèêó "åäí",
òî îíà ïåðåäàåòñÿ íîâîé òåîðåìå.

Ïîïûòêà ðåàëèçàöèè àíòåöåäåíòà

1. Ïîïûòêà ðåàëèçàöèè àíòåöåäåíòà ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, îïðå-
äåëÿþùåé õàðàêòåðèñòèêó êîíñòàíòíîé ôóíêöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bf (f−set& f ⊆ R & b−÷èñëî& êâàçèîáëàñòü(f)→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(b, x ∈ f),
λc(bc, c ∈ f)))

èç òåîðåìû

∀abd(Dom(a) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & b− ÷èñëî & ïåðâîîáðàçíàÿ(a, d)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(ba(x), x ∈ Dom(a)), λc(bd(c), c ∈ Dom(d))))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀c(c− set & c ⊆ R & êâàçèîáëàñòü(c)→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(1, x ∈ c),
λb(b, b ∈ c)))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".
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Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå õàðàêòåðèñòèêè "ôóíêïîëå". Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâà-
åòñÿ íîìåð îïåðàíäà èç õàðàêòåðèñòèêè "ôóíêïåðåõ". Â íàøåì ïðèìåðå - 1.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, è ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâà-
èâàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
îïåðàíäà êîíñåêâåíòà ñ íîìåðîì õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 - îïèñàòåëü "îòîá-
ðàæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè âíóòðè ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ10
âñòðå÷àåòñÿ âûðàæåíèå âèäà "çíà÷åíèå(X,T )", òî X - ïåðåìåííàÿ, ïðè÷åì èìå-
åòñÿ àíòåöåäåíò ñ òåì æå çàãîëîâêîì, ÷òî ó êîíñåêâåíòà, ó êîòîðîãî îïåðàíäîì
ñ íîìåðîì õ8 ñëóæèò ïåðåìåííàÿ X.

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà, çàãîëîâîê êîòîðîãî ðà-
âåí çàãîëîâêó êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå - àíòåöåäåíòà "ïåðâîîáðàçíàÿ(a, d)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáà êîðíåâûõ îïåðàíäà àíòåöåäåíòà õ11 ñóòü ïåðåìåííûå. Â
ñïèñêå âûâîäà âûáèðàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ,
çàãîëîâîê êîíñåâêåíòà êîòîðîé òàêîé æå, êàê ó êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû.
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû, ïåðåìåííîé õ15 - âõîæäåíèå åãî îïåðàíäà, èìåþùåãî íîìåð õ8. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî õ15 - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî
ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà, ïåðåìåííîé õ17 - ïîñëåäíèé îïåðàíä. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ17 íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ16, à ïðåäïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñà-
òåëÿ õ15 íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "çíà÷åíèå".

Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ18 ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðè-
ìåíåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé è èñõîäíîé òåîðåì, ïðè êîòîðîì àíòåöåäåíò õ11 èñ-
õîäíîé òåîðåìû èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíñåêâåíòîì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ18 îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà". Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì:

∀bf (f − set & f ⊆ R & b− ÷èñëî & êâàçèîáëàñòü(f)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(b, x ∈ f), λc(bc, c ∈ f)))

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöå-
äåíòû" ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ19 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ åå êîíñå-
êâåíòà. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ20 è êîíñåêâåíòîì òåîðåìû
õ19, è ðåçóëüòàò îáðàáîòêè åå îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" ïðèñâàèâàåòñÿ ïå-
ðåìåííîé õ21. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 ñîâïàäàåò ñ õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ21 -
êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà êîòîðîé òàêîé æå, êàê ó èñ-
õîäíîé òåîðåìû, à õ8-é îïåðàíä ýòîãî êîíñåêâåíòà - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ õ23 íå ïîëó÷àåòñÿ èç ïîñëåä-
íåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ10 ïîäñòàíîâêîé âìåñòî åãî ôóíêöèîíàëüíîé ïåðå-
ìåííîé. Â íàøåì ïðèìåðå - ÷òî b íå ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé âìåñòî a â òåðì
ba. Çàòåì òåîðåìà õ21 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ òîé æå õàðàêòåðèñòè-
êîé "ôóíêïåðåõ", ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû. Äîïóñêàþòñÿ òàêæå õàðàêòåðèñòèêè
"îòîáðàæåíèå", "ôóíêïîëå".

2. Ïîïûòêà ðåàëèçàöèè àíòåöåäåíòà è âàðüèðîâàíèÿ îãðàíè÷åíèÿ íà àðãóìåíò èñ-
õîäíîé ôóíêöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(1/x, x < 0 & x− ÷èñëî), λd(ln(−d), d < 0 & d− ÷èñëî))
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èç òåîðåìû

∀ace(∀f (f ∈ Dom(e)→ äèôôåðåíöèðóåìà(e, f)) & Dom(a) ⊆ R &
Dom(e) ⊆ R & Val(e) ⊆ Dom(a) & a−ôóíêöèÿ & e−ôóíêöèÿ &
ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c)→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(e(x))ïðîèçâîäíàÿ(e, x),
x ∈ Dom(e)), λd(c(e(d)), d ∈ Dom(e))))

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

ïåðâîîáðàçíàÿ(λf (1/f, 0 < f & f − ÷èñëî), λc(ln c, c− ÷èñëî))

∀a(a− ÷èñëî→ 0 < −a↔ a < 0)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå õàðàêòåðèñòèêè "óïðîùèíòåãðàë". Ïåðåìåííîé õ8 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà èç õàðàêòåðèñòèêè "ôóíêïåðåõ". Â íàøåì ïðèìåðå
- 1. Åñëè òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, òî ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà, èíà÷å - åå êîðíåâîå âõîæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñ-
ëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ9 ðàâíî 2, è ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå îïåðàíäà ñ íîìåðîì õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå".
Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ (îí
îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè). Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ
"a(e(x))ïðîèçâîäíàÿ(e, x)". Âíóòðè âõîæäåíèÿ õ11 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12
ïîäòåðìà ñ çàãîëîâêîì "çíà÷åíèå". Â íàøåì ïðèìåðå - "a(e(x))". Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä òåðìà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå- ïåðåìåííàÿ a.

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû. Â íà-
øåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïåðâîîáðàçíàÿ". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå àíòåöåäåíòà ñ çàãîëîâêîì õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - àíòåöåäåíòà "ïåðâî-
îáðàçíàÿ(a, c)". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà àíòåöåäåí-
òà õ14, èìåþùåãî íîìåð õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îïåðàíä - ïåðåìåííàÿ õ13.
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå âòîðîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ12.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îïåðàíä èìååò çàãîëîâîê "çíà÷åíèå".

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ10. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòíàÿ, è ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò.
Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ x. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âòîðîé îïåðàíä âõîæäåíèÿ
õ17 ðàâåí õ19. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - ïåðâûé îïåðàíä âõî-
æäåíèÿ õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ïåðåìåííàÿ - e. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ
õ20 âõîäèò â ïàðàìåòðû îïèñàòåëÿ õ10.

Â ðàçäåëå, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ14, íàõîäèòñÿ ïåðâàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ
òåîðåìà. Îíà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "ôóíêïåðåõ(N)" è íå èìååò õàðàêòåðèñòèê
"åäí", "óïðîùèíòåãðàë". Êðîìå òîãî, îíà íåèìååò àíòåöåäåíòà ñ çàãîëîâêîì
õ14, à åå êîíñåêâåíò èìååò çàãîëîâîê õ14. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå ýòîãî êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà
âõîæäåíèÿ õ29, èìåþùåãî íîìåð N . Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå îïåðàíäà
"λf (1/f, 0 < f & f − ÷èñëî)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ30 - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå".
Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îíà îäíîýëåìåíòíàÿ, è ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò ýëåìåíò. Ïåðåìåí-
íîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïðåäïîñëåäíåãî îïåðàíäà
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îïèñàòåëÿ õ30, ïåðåìåííîé õ34 - åãî ïîñëåäíèé îïåðàíä. Ïåðåìåííîé õ35 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ âûðàæåíèÿ
õ34 ïî î.ä.ç. Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèÿ "¬(f = 0)" è "f − ÷èñëî".

Â ñïèñêå õ33 âûáèðàåòñÿ íå âõîäÿùåå â ñïèñîê õ35 óòâåðæäåíèå õ36, äëèíà êîòî-
ðîãî áîëüøå 2. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 < f". Åñëè õ36 - óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè
ñ ïåðâûì îïåðàíäîì õ32, òî âòîðîé îïåðàíä äîëæåí áûòü íåîäíîáóêâåííûì è
íå èìåòü çàãîëîâêà "îáëàñòü". Åñëè çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ36 - ñèìâîë "íå",
òî ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ïåðâûé îïåðàíä, èíà÷å - ñàìî óòâåðæäå-
íèå õ36. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ36. Â íàøåì
ïðèìåðå - ñèìâîë "ìåíüøå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óïðîùýêâ" îïðåäå-
ëÿåò ïî õ38 óêàçàííóþ âûøå âòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îíà èìååò õàðàêòåðèñòèêó "îáùíîðì(M)". Ïåðåìíííîé õ43 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ âòîðîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà
ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ43 èìååò âèä:

∀b(b− ÷èñëî→ 0 < −b↔ b < 0)

Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåí-
òå òåîðåìû õ43. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 < −b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ44 ñîäåð-
æèò âñå ïåðåìåííûå òåîðåìû õ43. Åñëè çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ44 - ñèìâîë
"íå", òî ïåðåìåííîé õ44 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä äàííîãî óòâåðæäå-
íèÿ. Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòà äîáàâëåíèÿ ê ïàðàìåòðàì òåðìà
õ44 ïåðåìåííîé õ32. Â íàøåì ïðèìåðå õ45 èìååò âèä "f, b". Îïðåäåëÿåòñÿ ïîä-
ñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ45, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ36 è õ44. Ïåðå-
ìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àí-
òåöåäåíòàì òåîðåìû õ43. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåð-
æäåíèÿ "b−÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå, ïîäñòàâëÿåìîå
ïîäñòàíîâêîé S âìåñòî ïåðåìåííîé õ32. Â íàøåì ïðèìåðå - "−b". Ïåðåìåííîé
õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ48. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îäíîýëå-
ìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ50 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - b.
Ñïèñîê õ47 ïîäðàçáèâàåòÿ íà ïîäñïèñîê õ51 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðå-
ìåííóþ õ50, è ïîäñïèñîê õ52 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Â íàøåì ïðèìåðå õ52
ïóñò. Ïåðåìåííîé õ53 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîä-
íîé òåîðåìû ñî ñïèñêîì õ52.

Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ54 óïðîùåíèÿ çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå êîíúþíê-
öèè óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ51 è ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííîé õ32 íà õ50 â
óòâåðæäåíèÿõ íàáîðà õ33. Ïîñûëêàìè çàäà÷è ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ53.
Â íàøåì ïðèìåðå õ54 èìååò âèä "b < 0 & b−÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ56 ïðèñâàèâà-
åòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ñî ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêîé õ32, àíòåöåäåíòàìè
õ33 è åäèíñòâåííûì êîíñåêâåíòîì "ñóùåñòâóåò(õ50 è(ðàâíî(õ32 õ48)õ54))". Â
íàøåì ïðèìåðå õ56 èìååò âèä:

∀f (0 < f & f − ÷èñëî→ ∃b(f = −b & b < 0 & b− ÷èñëî))

Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ56 - ñëåäñòâèå ïî-
ñûëîê õ53. Ïåðåìåííîé õ58 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "îòîáðàæåíèå(õ50 õ54
õ48)". Â íàøåì ïðèìåðå - "λb(−b, b < 0 & b − ÷èñëî)". Ïðîöåäóðà "âûâîäïî-
ñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ59 ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ïåðâîé äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìû è èñõîäíîé òåîðåìû ïðè óíèôèêàöèè àíòåöåäåíòà õ15
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èñõîäíîé òåîðåìû ñ êîíñåêâåíòîì ïåðâîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåí-
íîé õ60 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæå-
íèÿ õ58 âìåñòî ïåðåìåííîé õ20 â àíòåöåäåíòû òåîðåìû õ59 ñî ñïèñêîì õ52.
Ïåðåìåííîé õ61 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â êîíñåêâåíò
òåîðåìû õ59. Çàòå ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ60 è êîíñåêâåíòîì
õ61. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà ñ òîé æå õàðàêòåðèñòèêîé "ôóíêïåðåõ", ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû.

3. Ïîïûòêà ðåàëèçàöèè àíòåöåäåíòà ïóòåì ïîäáîðà ïðèìåðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abce(b− öåëîå & ïåðâîîáðàçíàÿ(λl(a(l)lb−2/e(l), l − ÷èñëî), c)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(x−1)/(e(x−1)xb), x− ÷èñëî), λd(−c(d−1), d− ÷èñëî)))

èç òåîðåìû

∀abcej(¬(j = 0) & j| − b + 1 & b− öåëîå & j − öåëîå &
ïåðâîîáðàçíàÿ(λl(a(l)l−1+(−b+1)/j/e(l), l − ÷èñëî), c)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(xj)/(e(xj)xb), x− ÷èñëî), λd(c(d

j)/j, d− ÷èñëî)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀n(n− öåëîå→ −1|n)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå õàðàêòåðèñòèêè "óïðîùèíòåãðàë". Ïåðåìåííîé õ8 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà èç õàðàêòåðèñòèêè "ôóíêïåðåõ". Â íàøåì ïðèìåðå
- 1. Åñëè òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, òî ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà, èíà÷å - åå êîðíåâîå âõîæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñ-
ëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ9 ðàâíî 2 Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
íåêîòîðîãî ñóùåñòâåííîãî àíòåöåäåíòà òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå- "j|− b+1".
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå -
ñèìâîë "äåëèò". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
óòâåðæäåíèå õ14 ýëåìåíòàðíî è èìååò íå ìåíåå äâóõ ïàðàìåòðîâ. Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "ïðèìåð" îïðåäåëÿåò ïî õ13 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ17 ïîñëåäîâàòåëüíî-
ãî ïðèìåíåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû è èñõîäíîé òåîðåìû ïðè óíèôèêàöèè
àíòåöåäåíòà õ12 èñõîäíîé òåîðåìû ñ êîíñåêâåíòîì äîïîëíèòåëüíîé. Ýòîò ðå-
çóëüòàò îáðàáàòûâààåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà. Äîïóñêàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêàìè "ôóíêïåðåõ", "óïðîùèí-
òåãðàë".

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Çàãðóáëåíèå ôîðìóëû íàõîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ íîðìàëèçàòîðà "íîð-
ìÈíòåãðàë" - ñëó÷àé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcj(¬(j = 0) & b−÷èñëî& j−÷èñëî& ïåðâîîáðàçíàÿ(λl(a(l)lb−1, l−÷èñëî), c)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(xj)xbj−1, x− ÷èñëî), λd(c(d

j)/j, d− ÷èñëî)))
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èç òåîðåìû

∀abcj(¬(j = 0) & (0,∞) ⊆ Dom(a) & a−ôóíêöèÿ & b− ÷èñëî & j − ÷èñëî &
ïåðâîîáðàçíàÿ(λl(a(l)lb−1, l ∈ Dom(a)), c)→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(xj)xbj−1,
0 < x & x− ÷èñëî), λd(c(d

j)/j, 0 < d & d− ÷èñëî)))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå õàðàêòåðèñòèêè "óïðîùèíòåãðàë". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåî-
ðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ ñ ñèìâîëîì "ïåðâîîáðàçíàÿ"
â êîíñåêâåíòå. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè èñõîäíîé
òåîðåìû îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ïåðåäàþòñÿ îïöèè "íîðìèíò" è
"ñòåïåíüìíîæ". Ýòè îïöèè âêëþ÷àþò ïðèåìû çàãðóáëåíèÿ òåîðåìû, îðèåíòè-
ðîâàííîãî íà ñîçäàíèå ïî íåé ïðèåìîâ íîðìàëèçàòîðà âû÷èñëåíèÿ ïåðâîîáðàç-
íîé "íîðìÈíòåãðàë". Â ÷àñòíîñòè, îòáðàñûâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå
äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà õ10 êîðî÷å èñõîäíîé
òåîðåìû. Ïîñëå ýòîãî îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñ-
õîäíîé òåîðåìû, ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ ñîçäàíèå õàðàêòåðèñòèê ñ çàãîëîâêàìè
"ôóíêïåðåõ", "îáîáùïîäñò", "óïðîùèíòåãðàë".

2. Çàãðóáëåíèå ôîðìóëû íàõîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ íîðìàëèçàòîðà "íîð-
ìÈíòåãðàë" - ñëó÷àé ïðîñòîãî îòíîøåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

ïåðâîîáðàçíàÿ(λf (1/f, f − ÷èñëî), λf (ln |f |, f − ÷èñëî))

èç òåîðåìû

ïåðâîîáðàçíàÿ(λf (1/f,¬(f = 0) & f − ÷èñëî), λf (ln |f |, f − ÷èñëî))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà èìååò çàãîëîâîê "ïåðâîîáðàçíàÿ". Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè èñõîäíîé òåîðåìû îïåðàòîðîì "Íîðìòåî-
ðåìà", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ îïöèÿ "íîðìèíò". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà õ9
êîðî÷å èñõîäíîé òåîðåìû. Ïîñëå ýòîãî îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê
îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

3. Èñêëþ÷åíèå íå ñîäåðæàùèõ âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé ïîäòåðìîâ ñ ïîìîùüþ
ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî áåñïîâòîðíîé ïåðåìåííîé è ðàññìîòðåíèå èõ êàê êîí-
ñòàíòíûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acefj(¬(j = 0) & j|(f + 1) & f − öåëîå & j − öåëîå &
ïåðâîîáðàçíàÿ(λl(a(l)l−1+(f+1)/j/e(l), l − ÷èñëî), c)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(xj)xf/e(xj), x− ÷èñëî), λd(c(d

j)/j, d− ÷èñëî)))

èç òåîðåìû

∀abcej(¬(j = 0) & b− ÷èñëî & j − ÷èñëî &
ïåðâîîáðàçíàÿ(λl(a(l)lb−1/e(l), l − ÷èñëî), c)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(xj)xbj−1/e(xj), x− ÷èñëî), λd(c(d

j)/j, d− ÷èñëî)))
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è ïðîòîêîëà "êîíñòíîðì(ab, b - öåëîå)".

Ïðîòîêîë "êîíñòíîðì(f(x1 . . . xn)A)", ãäå A - óñëîâèå íà çíà÷åíèå íåêîòîðîãî
îïåðàíäà xi, óêàçûâàåò íàèáîëåå "òèïè÷íóþ" ñèòóàöèþ äëÿ âûðàæåíèé ñ çàãî-
ëîâêîì f , ó êîòîðûõ äàííûé îïåðàíä - êîíñòàíòíûé.

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå õàðàêòåðèñòèêè "óïðîùèíòåãðàë". Ïåðåìåííîé õ8 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà èç õàðàêòåðèñòèêè "ôóíêïåðåõ". Â íàøåì ïðèìåðå
- 1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, è ïåðåìåííîé õ9 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå îïåðàíäà êîíñåêâåíòà ñ íîìåðîì
õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâà-
èâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòíàÿ, è
ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ x.

Âíóòðè ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ11 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 ñèìâî-
ëà õ13. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå, îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò
õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "xbj−1". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ15 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ15, îòëè÷íîãî îò õ14, è ïåðåìåííîé õ17 - ïîäòåðì
õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä "bj−1". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ13
íå âõîäèò â òåðì õ17 è ÷òî ýòîò òåðì íåîäíîáóêâåííûé. Ïåðåìåííîé õ18 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ17. Â ýòîì ñïèñêå âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ
õ19, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â îïèñàòåëü õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ïå-
ðåìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ15. Â íàøåì
ïðèìåðå - ñèìâîë "ñòåïåíü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "êîíñòýêâ" îïðåäåëÿåò
ïî ñèìâîëó õ20 óêàçàííûé âûøå ïðîòîêîë. Ïðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåð-
âûé îïåðàíä ïðîòîêîëà. Â íàøåì ïðèìåðå - "ab". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ23.

Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ25. Äëÿ åãî çàïîëíåíèÿ ïðîñìàòðèâàþòñÿ âõî-
æäåíèÿ õ26 ñèìâîëà õ20 â èñõîäíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïîäòåðì õ26. Åñëè õ27 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè â òåðì
õ23 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ24, òî ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðè-
ìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòàíîâêè êî âòîðîìó îïåðàíäó ïðîòîêîëà. Åñëè ïàðàìåòðû
óòâåðæäåíèÿ õ29 âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ18, òî êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ äîáàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó õ25.

Ïî çàâåðøåíèè çàïîëíåíèÿ ñïèñêà õ25 âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ26 ñíîâà
îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèå
"(b− 1)− öåëîå", "j-öåëîå", "(bj − 1)− öåëîå".

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ26, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííàÿ f . Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê
ñïèñêó õ25 óòâåðæäåíèÿ "ðàâíî(õ26 õ17)". Ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåî-
ðåìû ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ28 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ19,
è ïîäñïèñîê õ29 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ê ñïèñêó õ27 äîáàâëÿþòñÿ âñå óòâåð-
æäåíèÿ íàáîðà õ28, çàãîëîâîê êîòîðûõ îòëè÷åí îò çàãîëîâêà êîíñåêâåíòà èñõîä-
íîé òåîðåìû. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ29 è óñëîâèÿìè õ27.
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Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ19", "óïðî-
ñòèòü", "ðàâíî". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "¬(j = 0)", "j−÷èñëî". Óñëî-
âèÿ ñóòü "f = bj−1", "(b−1)−öåëîå", "j−öåëîå", "(bj−1)−öåëîå". Íåèçâåñòíàÿ
- b.

Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ32. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "b =
(f + 1)/j & j|(f + 1) & j − öåëîå & f − öåëîå". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ32. Â íåì âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî
õ34 ñ ïåðåìåííîé õ19 â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ
÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå - "(f + 1)/j". Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ35 âìåñòî ïåðåìåííîé õ19 â
àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé
æå ïîäñòàíîâêè â åå êîíñåêâåíò. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòî-
ðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ36 è îòëè÷íûå îò õ34 ýëåìåíòû ñïèñêà õ33.
Êîíñåêâåíò èìïëèêàöèè - óòâåðæäåíèå õ37. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà"ñ îïöèåé "ñòåïåíüìíîæ" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêîé "óïðîùèíòåãðàë". Äîïóñêàåòñÿ òàêæå õàðàêòåðèñòè-
êà "ôóíêïåðåõ"

4. Ïîïûòêà óïðîùåíèÿ íå çàêëþ÷åííîãî ïîä ñèìâîëîì "çíà÷åíèå" ïîäâûðàæåíèÿ
îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcej(¬(j = 0) & j|(−b + 1) & b− öåëîå & j − öåëîå &
ïåðâîîáðàçíàÿ(λl(a(l)l−1+(−b+1)/j/e(l), l − ÷èñëî), c)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(xj)/(e(xj)xb), x− ÷èñëî), λd(c(d

j)/j, d− ÷èñëî)))

èç òåîðåìû

∀acefj(¬(j = 0) & j|(f + 1) & f − öåëîå & j − öåëîå &
ïåðâîîáðàçíàÿ(λl(a(l)l−1+(f+1)/j/e(l), l − ÷èñëî), c)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(xj)xf/e(xj), x− ÷èñëî), λd(c(d

j)/j, d− ÷èñëî)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & ¬(b = 0)→ b−a = 1/ba)

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå õàðàêòåðèñòèêè "óïðîùèíòåãðàë". Ïåðåìåííîé õ8 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà èç õàðàêòåðèñòèêè "ôóíêïåðåõ". Â íàøåì ïðèìåðå
- 1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, è ïåðåìåííîé õ9 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå îïåðàíäà êîíñåêâåíòà ñ íîìåðîì
õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 - îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâà-
èâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòíàÿ, è
ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ x.
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Âíóòðè ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ11 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 ñèìâîëà
õ13. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå, îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò
õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "xbj−1". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ15 ðàâíî 2. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - âõîæäåíèå
ïîäòåðìà "xf". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà âõîæäåíèÿ
õ15, îòëè÷íîãî îò õ14.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ16 ðàñïîëîæåíà
íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ17, îòëè÷íàÿ îò õ13 è èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå âõîæäå-
íèå â îïèñàòåëü õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âõîæäåíèå õ14 íå ðàñïîëîæåíî âíóò-
ðè ïîäòåðìà ñ çàãîëîâêîì "çíà÷åíèå". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë
ïî âõîæäåíèþ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "ñòåïåíü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"óïðîùñòàíä" îïðåäåëÿåò ïî õ18 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.

Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ23 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ15 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîìó îïåðàòî-
ðó ïåðåäàâàëèñü îïöèè "óïðîùèíòåãðàë" è "ôèêñ õ13". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîð-
íåâàÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà òåîðåìû õ23 íå êîðî÷å, ÷åì ó èñõîäíîé òåîðå-
ìû. Òåîðåìà õ23 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà" ñ îïöèåé "ñòåïå-
íüìíîæ" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêîé "óïðîùèíòå-
ãðàë". Äîïóñêàåòñÿ ïåðåäà÷à åé õàðàêòåðèñòèêè "ôóíêïåðåõ", îïðåäåëÿåìîé
õàðàêòåðèçàòîðîì.

Èñïîëüçîâàíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå

1. Ïîïûòêà çàìåíû ñ ïðîñòûì ðàçðåøåíèåì îòíîñèòåëüíî çàìåíÿåìîé ïåðåìåí-
íîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acg(¬(g−1 = 0) & 0 < g & g−÷èñëî& ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(b(g
x)gx, x−÷èñëî), c)→

ïåðâîîáðàçíàÿ(b, λd(c(logg d) ln g, d− ÷èñëî)))

èç òåîðåìû

∀acg(¬(g − 1 = 0) & 0 < g & g − ÷èñëî & ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(logg x)/x, x− ÷èñëî), λd(c(logg d) ln g, d− ÷èñëî)))

Õàðàêòåðèñòèêà - "ôóíêïåðåõ(1)".

Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå õàðàêòåðèñòèêè "óïðîùèíòåãðàë". Ïåðåìåííîé õ8 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà èç õàðàêòåðèñòèêè "ôóíêïåðåõ". Â íàøåì ïðèìåðå
- 1. Åñëè òåîðåìà - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, òî ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå åå êîíñåêâåíòà, èíà÷å - åå êîðíåâîå âõîæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ9 ðàâíî 2 Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ9, èìåþùåå íîìåð õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 - îïèñà-
òåëü "îòîáðàæåíèå", è ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå åãî ïîñëåäíåãî
îïåðàíäà. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "a(logg x)/x". Âíóòðè âõî-
æäåíèÿ õ11 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 ñèìâîëà "çíà÷åíèå", èìåþùåå ñâîèì
ïåðâûì îïåðàíäîì íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííóþ
a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äðóãèõ âõîæäåíèé ñèìâîëà "çíà÷åíèå"âíóòðè âõîæäåíèÿ
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õ11 íåò. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé îïåðàíä ïîäòåðìà õ12. Â íàøåì
ïðèìåðå - "logg x".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ10 îäíîýëåìåíòíàÿ, è
ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ x.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ16 èìååò ðîâíî îäíî âõîæäåíèå â òåðì õ14. Âû-
áèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ17, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå
- ïåðåìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ õ14.
Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ îäíîýëå-
ìåíòíûé íàáîð, îáðàçîâàííûé ðàâåíñòâîì âûðàæåíèé õ14 è õ17. Ïåðåìåííîé
õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ22 -
ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ21 óòâåðæäåíèÿ "õ19(õ17)". Â íàøåì ïðèìåðå
- óòâåðæäåíèÿ "b− ÷èñëî".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ22 è óñëîâèÿìè õ20. Öåëè çà-
äà÷è - "ïîëíûé", "îäç", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå
õ16". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "¬(g − 1 = 0)", "0 < g", "g − ÷èñëî",
"ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c)", "b− ÷èñëî". Óñëîâèå - "logg x = b". Íåèçâåñòíàÿ - x. Îò-
âåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ24. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "x = gb".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", è ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Â ýòîì ñïèñêå íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî
õ26 ñ ïåðåìåííîé õ16 â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ
÷àñòü ðàâåíñòâà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè âûðàæåíèÿ õ27 ìåíüøå
îöåíêè ñëîæíîñòè âûðàæåíèÿ õ14.

Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X, Y , íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííûå b, e. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "çíà÷åíèå(X,
õ16)", ïåðåìåííîé õ32 - ðàâåíñòâî ðåçóëüòàòà çàìåíû âõîæäåíèÿ õ12 â ïîä-
òåðì õ11 íà ïåðåìåííóþ Y âûðàæåíèþ õ31. Â íàøåì ïðèìåðå õ32 èìååò âèä
"e/x = b(x)". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ11. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "äðîáü". Îïðåäåëÿåòñÿ òèï T çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì
õ33. Â íàøåì ïðèìåðå - "÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äî-
áàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ21 óòâåðæäåíèÿ "T (õ31)". Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèÿ
"b(x)− ÷èñëî".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ35 è åäèíñòâåííûì óñëîâèåì õ32.
Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "îäç", "óïðîñòèòü", "íåèç-
âåñòíûå Y ". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü ¬(g−1 = 0)", "0 < g", "g−÷èñëî",
"ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c)", "b(x)− ÷èñëî". Óñëîâèå - "e/x = b(x)". Íåèçâåñòíàÿ - e.
Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ37. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"¬(x = 0) & x−÷èñëî & e = xb(x)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà
"îòêàç". Ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ýòîãî îòâåòà íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ38 ñ
ïåðåìåííîé Y â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî
ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå - "xb(x)". Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ16 âìåñòî ïåðåìåííîé õ17 â òåðì õ27. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - "gx". Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ40
âìåñòî ïåðåìåííîé õ16 â òåðì õ39. Â íàøåì ïðèìåðå - "gxb(gx)". Ïåðåìåííîé
õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ õ41 â åãî î.ä.ç. Â íàøåì
ïðèìåðå îí ñîâïàäàåò ñ õ41. Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "îòîá-
ðàæåíèå(õ16 õ19(õ16) õ42)". Â íàøåì ïðèìåðå - "λx(b(g

x)gx, x − ÷èñëî)". Ïå-
ðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ10 â ïîäòåðì õ9 íà
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ïåðåìåííóþ X. Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè
âûðàæåíèÿ õ44 âìåñòî ïåðåìåííîé õ13 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ21. Ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ46 è êîíñåêâåíòîì õ45. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêîé
"êîíòðîëüâûâîäà(X, õ16, õ14)". Äîïóñêàåòñÿ ïåðåäà÷à åé òàêæå õàðàêòåðèñòèê
ñ çàãîëîâêàìè "ôóíêïåðåõ" è "óïðîùèíòåãðàë".

3.134 Õàðàêòåðèñòèêà "ôóíêïîëå"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ôóíêïîëå" ñíàáæàþòñÿ òåîðåìû, ó êîòîðûõ çàãîëîâêè ñàìûõ ñëîæ-
íûõ ïîäòåðìîâ àíòåöåäåíòà è êîíñåêâåíòà ñîâïàäàþò. Êîíñåêâåíò èìååò åäèíñòâåí-
íûé ñàìûé ñëîæíûé ïîäòåðì, ïðè÷åì ýòîò ïîäòåðì ñîäåðæèò îïèñàòåëü "îòîáðàæå-
íèå". Àíòåöåäåíòû íå ñîäåðæàò îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå".

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Ïîïûòêà ïåðåõîäà ê íîâîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé äëÿ óïðîùåíèÿ îïèñà-
òåëÿ "îòîáðàæåíèå" â êîíñåêâåíòå. Ñëó÷àé óïðîùåíèÿ àíòåöåäåíòà, óêàçûâàþ-
ùåãî òèï çíà÷åíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀adfi(Dom(d) = Dom(f) & ïðåäåë(f, i, a) = íåîïðåä & Dom(f) ⊆ R &
Val(d) ⊆ R & Val(f) ⊆ R & d−ôóíêöèÿ & f −ôóíêöèÿ &
ïðåäåë(d, i, a)− ÷èñëî & ×èñëî(a) & òèïïðåäåëà(i) & Ëîêîïðåä(d, a, i) &
Ëîêîïðåä(f, a, i)→ limb→a\i(d(b) + f(b)) = íåîïðåä)

èç òåîðåìû

∀aefi(Dom(e) = Dom(f) & ïðåäåë(f, i, a) = íåîïðåä & Dom(f) ⊆ R &
Val(e) ⊆ R & Val(f) ⊆ R & e−ôóíêöèÿ & f −ôóíêöèÿ &
ïðåäåë(e, i, a)− ÷èñëî & ×èñëî(a) & òèïïðåäåëà(i) & Ëîêîïðåä(e, a, i) &
Ëîêîïðåä(f, a, i)→ limb→a\i(−e(b) + f(b)) = íåîïðåä)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abghi(Dom(h) = g & g ⊆ R & Val(h) ⊆ R & h−ôóíêöèÿ & ×èñëî(a) &
òèïïðåäåëà(i) & Ëîêîïðåä(h, a, i) & b− ÷èñëî & ïðåäåë(h, i, a) = b→
lime→a\i(−h(e)) = −b)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïîäòåðìîâ êîíñåêâåíòà, èìåþùèõ ìàê-
ñèìàëüíóþ îöåíêó ñëîæíîñòè. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò
ýòîãî ñïèñêà. Â íàøåì ïðèìåðå - "limb→a\i(−e(b) + f(b)). Âíóòðè òåðìà õ11 âû-
áèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 ñèìâîëà "îòîáðàæåíèå". Â íàøåì ïðèìåðå ïîäòåðì
õ12 èìååò âèä "λb(−e(b) + f(b), b ∈ Dom(f))". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå ïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïèñàòåëÿ õ12, Ïåðåìåííîé õ14 - åãî ñâÿçû-
âàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà îäíîýëåìåíòíàÿ, è ïåðåìåííîé õ15
ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - ïåðåìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé
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õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ íåîäíîáóêâåííûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ13, íå èìåþùèé çà-
ãîëîâêà "çíà÷åíèå". Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðàíä "−e(b)". Âíóòðè âõîæäåíèÿ õ16
ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ17 ñèìâîëà "çíà÷åíèå". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ïåðâûì îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ17. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ e. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âòîðûì îïåðàíäîì ñëóæèò ïåðåìåí-
íàÿ õ15 è ÷òî ïåðåìåííàÿ õ18 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â êîíñåêâåíòå
õ9.

Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X, Y , íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííûå c, d. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõî-
æäåíèÿ õ17 â ïîäòåðì õ16 íà ïåðåìåííóþ X, ïåðåìåííîé õ23 - ðàâåíñòâî ïåðå-
ìåííîé Y âûðàæåíèþ õ22. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 èìååò âèä "d = −c". Îïðåäå-
ëÿåòñÿ òèï T çíà÷åíèÿ ïîäòåðìà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "÷èñëî". Ïåðåìåííîé
õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "T (Y )". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûë-
êàìè õ8 è óñëîâèÿìè õ23, õ25. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò",
"ðàâíî", "íåèçâåñòíûå X", "îäç", "óïðîñòèòü". Â íàøåì ïðèìåðå óñëîâèÿ ñóòü
"d = −c", "d−÷èñëî". Íåèçâåñòíàÿ - c. Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ27. Â
íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "c = −d & d−÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè-
÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê äèçúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ ðåçóëüòàòà ïðèâåäåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ27 ê âèäó ä.í.ô. Â ýòîì ñïèñêå
âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ29. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîâïàëàåòñ îòâåòîì õ27. Ïåðå-
ìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ29. Â
íåì âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ31 ñ ïåðåìåííîé X â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ32
ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "Y (õ15)", ïåðåìåííîé õ33 - ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè
âûðàæåíèÿ õ32 âìåñòî ïåðåìåííîé õ19 â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ31. Â íàøåì
ïðèìåðå õ33 èìååò âèä "−d(b)".

Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðåäïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ õ12. Â íàøåì
ïðèìåðå - "b ∈ Dom(f)". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâ-
êè ïåðåìåííîé Y âìåñòî ïåðåìåííîé õ18 â òåðì õ34. Â íàøåì ïðèìåðå õ35
ñîâïàäàåò ñ õ34. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "îòîáðàæåíèå(õ15
õ35 õ33)". Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ37 ïîäòåðìà õ16 â êîíñåêâåíò õ9, è ïå-
ðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ýòîãî âõîæäåíèÿ íà âûðàæåíèå
õ32. Â íàøåì ïðèìåðå õ38 èìååò âèä "limb→a\i(d(b)+f(b)) = íåîïðåä". Ïåðåìåí-
íîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè
âûðàæåíèÿ õ36 âìåñòî ïåðåìåííîé õ18 â óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ8 óòâåðæäåíèé
"ôóíêöèÿ(Y )", "ðàâíî(îáëàñòü(Y ) êëàññ(õ15 õ35))".

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ õ40 ñïèñêà õ30, íå ñîäåðæàùèå ïåðåìåííîé X.
Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ41 ïîäñòàíîâêè â õ40 âûðàæåíèÿ õ32 âìåñòî ïåðåìåí-
íîé Y , è ê ñïèñêó õ39 äîáàâëÿåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ "äëÿëþáîãî(õ15
åñëè õ35 òî õ41)".

Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà ñïèñêà õ30 âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ40 ñíîâà îêà-
çûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè
íàáîðà õ39 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåð-
æäåíèÿ õ38. Â ñïèñêå õ40 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ41, ñîäåðæàùåå îïèñàòåëü
"îòîáðàæåíèå". Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèå "limb→a\i(−d(b))−÷èñëî". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ñïèñêà õ40 íå ñîäåðæàò ñèìâîëà "îòîáðà-
æåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ41 èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì ìàê-
ñèìàëüíîé ñëîæíîñòè, è ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòîò ïîäòåðì. Â íàøåì
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ïðèìåðå - ïîäòåðì "limb→a\i(−d(b))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ43 ñîäåðæèò ñèìâîë
"îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ 0.

Åñëè çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ41 - íàçâàíèå òèïà îáúåêòîâ, ïðè÷åì õ43 - åãî
êîðíåâîé îïåðàíä, òî ïåðåìåííîé õ44 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäå-
íèÿ õ41.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ44 íå ðàâíî 0. Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåð-
ìà õ43. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïðåäåë". Â ðàçäåëå, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ
ñèìâîë õ45, íàõîäèòñÿ òàêàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà ñ õàðàêòåðèñòèêîé "îòîá-
ðàæåíèå", êîíñåêâåíò õ50 êîòîðîé ñîäåðæèò ñèìâîë õ45. Â íàøåì ïðèìåðå äî-
ïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà óêàçàíà âûøå.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåí-
íîé õ51 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, çàãîëîâîê êîòîðîé ðà-
âåí õ45, ïåðåìåííîé õ52 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ïîäòåðì õ52 èìååò òèï çíà÷åíèÿ õ44. Ïåðåìåííîé õ54 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîä-
òåðì õ51. Â íàøåì ïðèìåðå - "lime→a\i(−h(e))". Ïåðåìåííîé õ55 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïåðåìåííûõ òåðìà õ54. Â íàøåì ïðèìåðå - "a, e, g, h, i". Îïðåäåëÿåòñÿ
ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ55, ïåðåâîäÿùàÿ õ54 â êîðíåâîé îïåðàíä
óòâåðæäåíèÿ õ41. Ïåðåìåííîé õ57 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíå-
íèÿ ýòîé ïîäñòàíîâêè ê àíòåöåäåíòàì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé
õ58 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ57 è õ40. Ïåðåìåííîé õ59 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðàçíîñòü ñïèñêà ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ58 è ñïèñêà ïàðàìåòðîâ òåð-
ìà õ41. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ59 íåïóñò. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç
ïåðåìåííîé b.

Ïåðåìåííîé õ60 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ñóùåñòâóåò(õ59 è(õ58))". Ïåðå-
ìåííîé õ62 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ60 îòíîñèòåëü-
íî ïîñûëîê õ40 çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"ïðåäåë(d, i, a)−÷èñëî & Ëîêîïðåä(d, a, i)". Ïåðåìåííîé õ63 ïðèñâàèâàåòñÿ îáú-
åäèíåíèå ñïèñêà îòëè÷íûõ îò õ41 ýëåìåíòîâ íàáîðà õ40 ñî ñïèñêîì êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ62. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ63 è êîíñåêâåíòîì õ38. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðå-
ãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

2. Ïîïûòêà ïåðåõîäà ê íîâîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé äëÿ óïðîùåíèÿ îïèñà-
òåëÿ "îòîáðàæåíèå" â êîíñåêâåíòå. Îáùèé ñëó÷àé óïðîùàåìîãî àíòåöåäåíòà.

3.135 Õàðàêòåðèñòèêà "ôóíêöèè"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ôóíêöèè" ñíàáæàþòñÿ òåîðåìû, èìåþùèå áîëåå îäíîãî àíòåöå-
äåíòà âèäà "ôóíêöèÿ(f)", ïðè÷åì â òåîðåìå âñòðå÷àåòñÿ òåðì âèäà "çíà÷åíèå(f t)".

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïîäñòàíîâêà òîæäåñòâåííîé ôóíêöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀abh(∀c(c ∈ (a, b)→ äèôôåðåíöèðóåìà(h, c)) & 0 < b− a & Dom(h) ⊆ R &
[a, b] ⊆ Dom(h) & Val(h) ⊆ R & h−ôóíêöèÿ & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
íåïðåðûâíî(h, [a, b])→ ∃c(ïðîèçâîäíàÿ(h, c) = (−h(b)+h(a))/(a−b) & c ∈ (a, b)))

èç òåîðåìû

∀abhi(∀c(c ∈ (a, b)→ ¬(mbox(i, c) = 0)) & ∀c(c ∈ (a, b)→ äèôôåðåíöèðóåìà(h, c))
& ∀c(c ∈ (a, b)→ äèôôåðåíöèðóåìà(i, c)) & Dom(h) = Dom(i) & a < b &
Dom(i) ⊆ R & [a, b] ⊆ Dom(i) & Val(h) ⊆ R & Val(i) ⊆ R & h−ôóíêöèÿ &
i−ôóíêöèÿ & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & íåïðåðûâíî(h, [a, b]) &
íåïðåðûâíî(i, [a, b])→ ∃c(ïðîèçâîäíàÿ(h, c)/ïðîèçâîäíàÿ(i, c) =
(−h(b) + h(a))/(−i(b) + i(a)) & c ∈ (a, b)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà ñ çàãîëîâêîì "ôóíêöèÿ",
îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ9. Â íàøåì ïðèìåðå õ9 -
ïåðåìåííàÿ i. Îïåðàòîð "ïîäñòòîæä" ïðèñâàèâàåò ïåðåìåííîé õ10 ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè â èñõîäíóþ òåîðåìó âìåñòî f òîæäåñòâåííîé ôóíêöèè. Ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè õ10 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû"
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ åå êîíñåêâåíòà, ïîñëå ÷åãî ïåðåìåííîé õ10 ïåðåïðè-
ñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ èçìåíåííûìè àíòåöåäåíòàìè. Äàëåå òåîðåìà õ10 îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
äëÿ óïðîùåíèé óæå èìåþùèåñÿ â ñïèñêå âûâîäà òåîðåìû. Ïîñëå óïðîùåíèÿ
êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû ðåçóëüòàòà ðåãèñòðèðóþòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîäñòàíîâêà êîíñòàíòíîé ôóíêöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀beA(A− set & A ⊆ Dom(e) & Val(e) ⊆ R & e−ôóíêöèÿ & b− ÷èñëî &
îãðàíè÷åíà(e, A)→ îãðàíè÷åíà(λa(b + e(a), a ∈ Dom(e)), A))

èç òåîðåìû

∀cdeA(Dom(d) = c & Dom(e) = c & A− set & Val(d) ⊆ R & Val(e) ⊆ R &
d−ôóíêöèÿ & e−ôóíêöèÿ & îãðàíè÷åíà(d,A) & îãðàíè÷åíà(e, A)→
îãðàíè÷åíà(λa(d(a) + e(a), a ∈ c), A))

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèåìó, íî âìåñòî ïåðåìåííîé õ9 îïåðàòîðîì "ïîäñò-
êîíñò" ïîäñòàâëÿåòñÿ êîíñòàíòíàÿ ôóíêöèÿ.

3.136 Õàðàêòåðèñòèêà "÷èñëàòîì"

Õàðàêòåðèñòèêîé "÷èñëàòîì" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà, âàûðàæàþùèå ñëîæíûé ÷èñ-
ëîâîé àòîì ÷åðåç áîëåå ïðîñòûå.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïåðåõîä îò îáúåäèíåíèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ ê îáúåäèíåíèþ êëàññîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀def (∀c(d(c) & f(c)→ ¬e(c)) & êîíå÷íîå(setc(d(c) & f(c))) &
êîíå÷íîå(setc(e(c) & f(c)))→ card(setc((d(c) ∨ e(c)) & f(c))) =
card(setc(d(c) & f(c))) + card(setc(e(c) & f(c))))

èç òåîðåìû

∀ab(a−set & b−set & íåïåðåñåê(a, b) & êîíå÷íîå(a) & êîíå÷íîå(b)→ card(a∪b) =
card(a) + card(b))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - âõîæäå-
íèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé
àòîì õ13. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè ðàâåíñòâà.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè àòîìà õ13 ðàâíà îöåíêå ñëîæíîñòè êîí-
ñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - "card(a ∪ b)". Âíóòðè òåðìà õ13 âûáèðàåòñÿ
âõîæäåíèå õ14 ñèìâîëà "îáúåäèíåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõî-
æäåíèÿ õ14 ðàâíî 2, ïðè÷åì ýòè îïåðàíäû ñóòü íåêîòîðûå ïåðåìåííûå õ15 è
õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, b.

Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå A, B, C,D, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íà-
øåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå c, d, e, f . Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæå-
íèå "êëàññ(A è(èëè(B(A) C(A))D(A)))". Â íàøåì ïðèìåðå ýòî âûðàæåíèå èìå-
åò âèä "setc((d(c) ∨ e(c)) & f(c))". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæå-
íèå "êëàññ(A è(B(A) D(A)))", ïåðåìåííîé õ20 - âûðàæåíèå "êëàññ(A è(C(A)
D(A)))". Â íàøåì ïðèìåðå âûðàæåíèÿ õ19 è õ20 èìåþò âèä "setc(d(c) & f(c))",
"setc(e(c) & f(c))". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â êîíñå-
êâåíòå èñõîäíîé òåîðåìû ïîäòåðìà õ14 íà âûðàæåíèå õ22. Ïåðåìåííîé õ24
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå õ23 âûðàæåíèé õ19 è õ20
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ15 è õ16. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëü-
òàòîâ ïðèìåíåíèÿ òàêîé æå ïîäñòàíîâêè ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû. Ïåðåìåííîé
õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ25 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöå-
äåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîû óòâåðæäåíèÿ õ24. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ26 è êîíñåêâåíòîì õ24. Îíà ðåãèñòðèóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ
åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "óïðîùýêâ(N)", ãäå N - íàïðàâëåíèå çàìåíû,
ïðè êîòîðîì îïåðàíä õ10 ÿâëÿåòñÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòüþ.

2. Ïåðåõîä îò îáúåäèíåíèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ ê êîíå÷íîìó ñïèñêó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀efg(∀d(e(f(d), d)→ ¬(f(d) ∈ {; g(d)})) & êîíå÷íîå(setcd(c ∈ {; g(d)} & e(c, d))) &
êîíå÷íîå(setd(e(f(d), d)))→ card(setcd(c ∈ {f(d); g(d)} & e(c, d))) =
card(setcd(c ∈ {; g(d)} & e(c, d))) + card(setd(e(f(d), d))))

èç òåîðåìû

∀ab(a−set & b−set & íåïåðåñåê(a, b) & êîíå÷íîå(a) & êîíå÷íîå(b)→ card(a∪b) =
card(a) + card(b))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - âõîæäå-
íèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé
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àòîì õ13. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè ðàâåíñòâà.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè àòîìà õ13 ðàâíà îöåíêå ñëîæíîñòè êîí-
ñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - "card(a ∪ b)". Âíóòðè òåðìà õ13 âûáèðàåòñÿ
âõîæäåíèå õ14 ñèìâîëà "îáúåäèíåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõî-
æäåíèÿ õ14 ðàâíî 2, ïðè÷åì ýòè îïåðàíäû ñóòü íåêîòîðûå ïåðåìåííûå õ15 è
õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, b.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå A, B, C,D, E, íå âõîäÿ-
ùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå c, d, e, f, g. Ïåðåìåí-
íîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "êëàññ(AB è(ïðèíàäëåæèò(A ïåðå÷åíü(ïðå-
ôèêñ(D(B) E(B))))C(A, B)))", ïåðåìåííîé õ19 - âûðàæåíèå "êëàññ(AB è(ðàâ-
íî(A D(B)) C(A, B)))", ïåðåìåííîé õ20 - âûðàæåíèå "êëàññ(AB è(ïðèíàäëå-
æèò(A ïåðå÷åíü(E(B))) C(A, B)))". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
çàìåíû â êîíñåêâåíòå òåîðåìû âõîæäåíèÿ ïîäòåðìà õ14 íà òåðì õ18. Ïåðåìåí-
íîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå õ23 âûðàæåíèé
õ19 è õ20 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ15 è õ16. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ òàêîé æå ïîäñòàíîâêè ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû. Ñîçäà-
åòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ25 è êîíñåêâåíòîì õ24. Îíà îáðàáàòûâàåò-
ñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé
õàðàêòåðèñòèêîé "óïðîùýêâ(N)", ãäå N - íàïðàâëåíèå çàìåíû, ïðè êîòîðîì
îïåðàíä õ10 ÿâëÿåòñÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòüþ.

3. Èñïîëüçîâàíèå öèêëè÷åñêîé ñèììåòðèè ÷èñëîâîãî àòîìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABCDEF (a ∈ ïðÿìàÿ(CD) & b ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & a− òî÷êà & b− òî÷êà &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(ab) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(EF )→
l(AD)l(EF ) = l(ab)l(AB))

èç òåîðåìû

∀ABCDEF (A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
F − òî÷êà & ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) &
E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AD)→ S(ôèãóðà(ABCD)) = l(AD)l(EF ))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - âõîæäåíèå
êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òàêîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
â êîíñåêâåíòå, îöåíêà ñëîæíîñòè êîòîðîé ðàâíà îöåíêå ñëîæíîñòè âñåãî êîíñå-
êâåíòà, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "S(ôèãóðà(ABCD))". Ïåðåìåí-
íîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì, ñîäåðæàùèéñÿ â òåðìå
õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 ñîâïàäàåò ñ õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå âõîæäåíèÿ ïå-
ðåìåííûõ â òåðì õ12 çàêëþ÷åíû âíóòðè íåêîòîðîãî âõîæäåíèÿ ïîäòåðìà õ13.
Âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 â òåðì õ12 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà, ïåðåìåííîé
õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî ïîäòåðì õ14 èìååò âèä
"ôèãóðà(íàáîð(. . .))", è òîãäà ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îïåðàí-
äîâ äàííîãî íàáîðà, ëèáî ñïðàâî÷íèê "öèêëóïîðÿäî÷åíèå" óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî
îïåðàíäû âõîæäåíèÿ õ14 äîïóñêàþò ïðîèçâîëüíûå öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè
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áåç èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ ïîäòåðìà õ14, è òîãäà ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - âõîæäåíèå òåðìà
"ôèãóðà(íàáîð(ABCD))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ16 - ñïèñîê ðàçëè÷íûõ ïåðåìåí-
íûõ. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê, ïîëó÷åííûé ïåðåíåñåíèåì ïîñëåä-
íåãî òåðìà íàáîðà õ16 â íà÷àëî. Â íàøåì ïðèìåðå - "B, C, D,A". Ïåðåìåííîé
õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ - çàãîëîâêîâ òåðìîâ ñïèñêà õ16. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "A, B, C,D". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
àíòåöåäåíòîâ, íå âîøåäøèõ â ñïèñîê õ18. Â íàøåì ïðèåìå "E, F". Ïåðåìåííûå
ñïèñêà õ19 äîáàâëÿþòñÿ ê êîíöó ñïèñêà õ18. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì ñïè-
ñîê "A, B, C,D,E, F". Åñëè ñïèñîê õ19 íåïóñò, òî âûáèðàþòñÿ íå âõîäÿùèå â
èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííûå, ÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî ÷èñëó ïåðåìåííûõ ñïèñêà
õ19, è îíè äîáàâëÿþòñÿ â êîíåö ñïèñêà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 ïðèîáðåòàåò
âèä "B, C, D,A, a, b".

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè òåðìîâ õ17 âìå-
ñòî ïåðåìåííûõ õ18 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ8, ïåðåìåííîé õ21 - îáúåäèíåíèå
ñïèñêîâ õ8 è õ20. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåð-
ìîâ õ17 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ18 â ïîäòåðì õ11. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðàâåíñòâî ïîäòåðìà õ11 âûðàæåíèþ õ22. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòå-
öåäåíòàìè õ21 è êîíñåêâåíòîì õ23, êîòîðàÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Âûâîä èìïëèêàöèè, óñìàòðèâàþùåé èç ðàâåíñòâà íå÷èñëîâûõ îáúåêòîâ ðàâåí-
ñòâî èõ ÷èñëåííûõ õàðàêòåðèñòèê.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(a−÷èñëî & Âåêòîð(b) & c−÷èñëî & Âåêòîð(d) & ab = cd→ |a|äëèíà(b) =
|c|äëèíà(d))

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & Âåêòîð(b)→ äëèíà(ab) = |a|äëèíà(b))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî, è ïåðåìåííîé õ10 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïàðà åãî ÷àñòåé. Â ýòîé ïàðå âûáèðàåòñÿ âûðàæåíèå õ11, ïðåäñòàâ-
ëÿþùåå ñîáîé ÷èñëîâîé àòîì. Â íàøåì ïðèìåðå - "äëèíà(ab)". Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîé ýëåìåíò ïàðû õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "|a|äëèíà(b)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà íå èìååò ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ, ïðè÷åì ÷èñ-
ëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ âûðàæåíèÿ õ11 ðàâíî 1, à âûðàæåíèå õ13 áåñïîâòîðíî.
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëîâûõ àòîìîâ òåðìà õ13. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a è âûðàæåíèå "äëèíà(b)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ14
èìååò õîòÿ áû äâà ýëåìåíòà, ïðè÷åì êàæäûé åãî ýëåìåíò èìååò ðîâíî îäèí ïà-
ðàìåòð. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ
èñõîäíîé òåîðåìû íà íîâûå ïåðåìåííûå. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 èìååò âèä:

∀cd(c− ÷èñëî & Âåêòîð(d)→ äëèíà(cd) = |c|äëèíà(d))

Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ15, ïåðåìåííîé
õ18 - ïàðà ÷àñòåé ðàâåíñòâà â åå êîíñåêâåíòå. Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ19 ýòîé
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ïàðû, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ÷èñëîâîé àòîì. Â íàøåì ïðèìåðå - "äëèíà(cd)".
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîé ýëåìåíò ïàðû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ,
àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ ñïèñêîâ õ9 è õ16, à òàêæå ðàâåíñòâî
êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìîâ õ11 è õ19. Êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðà-
æåíèé õ13 è õ21. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Óïðîùåíèå ÷èñëîâîãî àòîìà ïðè îòðèöàíèè åäèíñòâåííîãî ñóùåñòâåííîãî àí-
òåöåäåíòà è âûâîä òîæäåñòâà ñ óñëîâíûì âûðàæåíèåì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bc(b−öåëîå & c−öåëîå→ card({b, . . . , c}) = (c−b+1 ïðè 0 ≤ c−b+1, èíà÷å 0))

èç òåîðåìû

∀bc(b− öåëîå & c− öåëîå & 0 ≤ c− b + 1→ card({b, . . . , c}) = c− b + 1)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà èìååò åäèíñòâåííûé ñóùåñòâåííûé àí-
òåöåäåíò õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 ≤ c − b + 1". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ïîäòåðì õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 íå âõîäèò â î.ä.ç. óòâåðæäåíèÿ õ13,
ïðè÷åì ýòî óòâåðæäåíèå ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ òåðìà õ13. Ïðîâåðÿåñòÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê îä-
íîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå
õ15 - âûðàæåíèå "card({b, . . . , c})". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ8, êîòîðàÿ ðàâíà õ15, ïåðåìåííîé õ17 - âõîæäåíèå äðóãîé
÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ñïèñêå õ9 óòâåðæäå-
íèÿ õ12 íà åãî îòðèöàíèå. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ
âûðàæåíèÿ õ15 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - 0. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ20 îòëè÷íî îò ñèìâîëà "îòêàç", ýëåìåíòàðíî è íå ñîäåðæèò íåâûðîæäåí-
íûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "âàðèàíò(õ12
õ17 õ20)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü îòëè÷íûå îò õ12
óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ9, à êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ15 è õ21. Îíà
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

6. Óñìîòðåíèå íåðàâåíñòâà äëÿ äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ èç âûðàæåíèÿ äëÿ èõ ðàç-
íîñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & a ⊆ b & êîíå÷íîå(b)→ card(a) ≤ card(b))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & êîíå÷íîå(b) & a ⊆ b→ card(b \ a) = card(b)− card(a))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåíòà. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî èõ ðîâíî 3. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà õ9, çàãîëîâêîì êîòîðîé ñëóæèò ñèìâîë "ïëþñ", ïåðåìåííîé õ11 -
âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 - ðàçíîñòü ÷èñëîâûç àòîìîâ õ15
è õ16 ñïèñêà õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ11 íåîòðèöàòåëüíî. Ñîçäàåòñÿ
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èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ8 è êîíñåêâåíòîì "ìåíüøåèëèðàâíî(õ16 õ15)".
Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âû-
âîäà.

Ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòîâ

1. Ïîïûòêà ðåàëèçàöèè àíòåöåäåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cd(c − set & d − set & êîíå÷íîå(c) & êîíå÷íîå(d) → card(c ∪ d) = card(c) +
card(d \ c))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & êîíå÷íîå(b) & a ⊆ b→ card(b \ a) = card(b)− card(a))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bc(b− set & c− set→ b ⊆ b ∪ c)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå íåêîòîðîãî ñóùåñòâåííîãî àíòåöå-
äåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå - àíòåöåäåíòà "a ⊆ b". Åñëè çàãîëîâîê äàííîãî àí-
òåöåäåíòà - ñèìâîë "íå", òî ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðâîãî
îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ12, èíà÷å - ñàìî âõîæäåíèå õ12. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ñîäåðæèòñÿ".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïðèìåð" îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äî-
ïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ17
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé è èñõîäíîé òåîðåì ïðè óíè-
ôèêàöèè âõîæäåíèÿ õ12 â êîíñåêâåíòîì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì
ïðèìåðå õ17 èìååò âèä:

∀cd(c− set & (c∪d)− set & êîíå÷íîå(c∪d) & c− set & d− set→ card((c∪d)\ c) =
card(c ∪ d)− card(c))

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ17 îïåðàòîðîì
"Ñïóñêîïåðàíäîâ". Â íàøåì ïðèìåðå õ18 ñîâïàäàåò ñ õ17. Ïåðåìåííîé õ19 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëåìåíòàðåí. Ïåðå-
ìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ18, ïåðåìåííîé õ21 -
ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ýòîãî ñïèñêà îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëü-
íî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ21 íåïóñò è íå ñîäåðæèò
ðàâåíñòâà, ïðè÷åì âñå åãî ïàðàìåòðû ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè òåðìà õ19. Ïåðå-
ìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè óòâåðæäåíèÿ õ19 íîðìàëèçàòî-
ðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ21. Â íàøåì ïðèìåðå õ22
èìååò âèä "card(d\c) = −card(c)+card(c∪d)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ22 - ðàâåíñòâî
ñ ðàçëè÷íûìè ÷àñòÿìè. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ òåðìà õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - òðè ðàçëè÷íûõ âûðàæåíèÿ äëÿ
ìîùíîñòè ìíîæåñòâà. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ îöåíêà ñëîæíîñòè òåðìà
õ22. Âñïèñêå õ23 âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ25, îöåíêà ñëîæíîñòè êîòîðîãî ðàâíà
õ24. Â íàøåì ïðèìåðå - "card(c ∪ d)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïàðàìåòðû ðàâåí-
ñòâà õ22 âñòðå÷àþòñÿ â âûðàæåíèè õ25.
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Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ26, íå âõîäÿùàÿ â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ21 è â ðà-
âåíñòâî õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ
íà ïåðåìåííóþ õ26 âñåõ âõîæäåíèé àòîìà õ25 â òåðì õ22. Â íàøåì ïðèìåðå
- "card(d \ c) = −card(c) + a". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ21
è óñëîâèÿìè "÷èñëî(õ26)", õ28. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéî-
òâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ26". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ30.
Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "a = card(c) + card(d \ c)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè â òåðì õ30 âûðàæåíèÿ õ25 âìåñòî ïåðåìåííîé õ26. Ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ21 è êîíñåêâåíòîì õ31. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðà-
òîðîì "Íîðìòåîðåìà" ñ îïöèåé "×èñëàòîì" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà
ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "×èñëâûðàç".

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ çàìåíÿå-
ìîãî âûðàæåíèÿ

1. Ïîïûòêà ñâåðòêè çàìåíÿåìîãî âûðàæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cd(c− set & d− set & êîíå÷íîå(c \ d) & êîíå÷íîå(d \ c)→ card(c4 d) =
card(c \ d) + card(d \ c))

èç òåîðåìû

∀ab(a−set & b−set & íåïåðåñåê(a, b) & êîíå÷íîå(a) & êîíå÷íîå(b)→ card(a∪b) =
card(a) + card(b))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set→ a4 b = a \ b ∪ b \ a)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ òàêàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé àòîì ñ îöåíêîé ñëîæíîñòè ðàâíîé îöåíêå ñëîæíî-
ñòè êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - "card(a∪ b)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðàñïîëîæåííîå âíóòðè ýòîé ÷àñòè ðàâåíñòâà âõîæäåíèå íåîäíîáóêâåí-
íîãî ïîäòåðìà, ïåðåìåííîé õ15 - çàãîëîâîê ýòîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå
õ14 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "a∪b". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñâåðòêè" îïðåäå-
ëÿåò ïî õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä"
íàõîäèò ðåçóëüòàò õ20 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ14 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè
ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îá-
ðàáîòêè òåîðåìû õ20 îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîðíåâàÿ
ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà òåîðåìû õ21 èìååò íå áîëåå òðåõ ïåðåìåííûõ, ïîñëå
÷åãî ýòà òåîðåìà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàíèÿ ïðåôèêñíîé ðåêóðñèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cd(¬(c = ïóñòîåñëîâî) & {; c} ⊆ R & d− ÷èñëî & c− ñëîâî→
inf({d; c}) = min(d, inf({; c})))
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èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & îãðñíèçó(a) & îãðñíèçó(b) & a ⊆ R & b ⊆ R &
¬(a = ∅) & ¬(b = ∅)→ inf(a ∪ b) = min(inf(a), inf(b)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀cd(c− ñëîâî→ {; c} ∪ {d} = {d; c})

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ òà-
êàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé àòîì
ñ îöåíêîé ñëîæíîñòè ðàâíîé îöåíêå ñëîæíîñòè êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå
õ12 - "inf(a ∪ b)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàñïîëîæåííîå âíóòðè ýòîé
÷àñòè ðàâåíñòâà âõîæäåíèå íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà, ïåðåìåííîé õ15 - çà-
ãîëîâîê ýòîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "a ∪ b".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" îïðå-
äåëÿåò ïî õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâû-
âîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ20 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ14 â èñõîäíóþ òåîðåìó
ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Òåîðåìû õ20 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòî-
ðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïîïûòêà ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ ïîäâûðàæåíèÿ óïðîùàåìîãî àòîìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abd(Âåêòîð(a) & Âåêòîð(b) & Âåêòîð(d)→ ñêàëóìíîæ(b, d− a) =
− ñêàëóìíîæ(b, a− d))

èç òåîðåìû

∀bc(Âåêòîð(b) & Âåêòîð(c)→ ñêàëóìíîæ(b,−c) = −ñêàëóìíîæ(b, c))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(Âåêòîð(a) & Âåêòîð(b)→ −(a− b) = b− a)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ. Â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ8 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 ñîáñòâåí-
íîãî íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòî-
ãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "−c", õ12 - ñèì-
âîë "ìèíóñâåêò". Ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì "Ñîêðàùåíèå", "ïåðåñòàíîâêè"
îïðåäåëÿþò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
åå õàðàêòåðèñòèêà "íîðìàëèçàöèÿ(N)". Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå õàðàêòåðèñòèê
ñ çàãîëîâêàìè "îáîáùìíîæèòåëü", "îáîáùñëàãàåìîå". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä"
îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ17 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 â èñõîäíóþ òåîðåìó
ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòî-
ðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ óïðîùåíèé óæå
èìåþùèåñÿ â ñïèñêå âûâîäà òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé àíòåöåäåíò,
óêàçûâàþùèé òèï çíà÷åíèÿ, èìååò ñâîèì îïåðàíäîì ïåðåìåííóþ, è äàëåå ïî-
ëó÷åííàÿ òåîðåìà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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4. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü óïðîùàþùåå òîæäåñòâî, âûâåäåííîå â òîì æå öèêëå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cde(¬(d = 0) & d− ÷èñëî & Âåêòîð(c) & Âåêòîð(e) & îäíîíàïðàâëåíû(c, de)→
ñêàëóìíîæ(c, e) = äëèíà(c)äëèíà(e)sg(d))

èç òåîðåìû

∀ab(Âåêòîð(a) & Âåêòîð(b) & îäíîíàïðàâëåíû(a, b)→ ñêàëóìíîæ(a, b) =
äëèíà(a)äëèíà(b))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bcd(c−÷èñëî& Âåêòîð(b) & Âåêòîð(d)→ ñêàëóìíîæ(b, cd) = c·ñêàëóìíîæ(b, d))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - íåïóñòîé
ñïèñîê ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííûé àíòåöå-
äåíò "îäíîíàïðàâëåíû(a, b)". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷à-
ñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðûé íåâûðîæ-
äåííûé ÷èñëîâîé àòîì õ14. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîé
÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê àòîìà õ14. Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ14 èìååò âèä "ñêàëóìíîæ(a, b)", õ16 - ñèìâîë "ñêàëóìíîæ". Ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "äëèíà(a)äëèíà(b)". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî åãî îöåíêà ñëîæíîñòè ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè òåðìà õ14. Â
òåêóùåì ñïèñêå âûâîäà âûáèðàåòñÿ òåîðåìà ñ õàðàêòåðèñòèêîé "÷èñëàòîì". Â
íàøåì ïðèìåðå - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ20
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ24
- òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, çàãîëîâîê êîòîðîé
ðàâåí õ16. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îíà òîæå ñîäåðæèò ñèìâîë õ16. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ12 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû, ïðèìåíÿåìîé â íàïðàâëåíèè îò ÷àñòè õ24 ê ÷àñòè õ25. Â íàøåì
ïðèìåðå õ26 èìååò âèä:

∀cde(Âåêòîð(c) & Âåêòîð(de) & îäíîíàïðàâëåíû(c, de) & d−÷èñëî& Âåêòîð(e)→
d ·mbox(c, e) = äëèíà(c)äëèíà(de))

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòà îáðàáîòêè òåîðåìû õ26 îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà". Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀cde(d− ÷èñëî & Âåêòîð(c) & Âåêòîð(e) & îäíîíàïðàâëåíû(c, de)→
d · ñêàëóìíîæ(c, e) = |d|äëèíà(c)äëèíà(e))

Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ27, ïåðåìåííîé
õ30 - ïàðà ÷àñòåé ðàâåíñòâà â åå êîíñåêâåíòå. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ
ýëåìåíò ïàðû õ30, ñîäåðæàèé ñèìâîë õ16, ïåðåìåííîé õ32 - äðóãîé ýëåìåíò ýòîé
ïàðû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ32 íå ñîäåðæèò ñèìâîëà õ16. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ31 - âûðàæåíèå "d ·ñêàëóìíîæ(c, e)", õ32 - "|d|äëèíà(c)äëèíà(e))". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè òåðìà õ32 ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè òåðìà õ31,
ïðè÷åì çàãîëîâîê òåðìà õ31 îòëè÷åí îò ñèìâîëà õ16. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ
õ35, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó õ27. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé



1226 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ ïîäòåðìà õ34 ñ çàãîëîâêîì õ16
â òåðì õ31 íà ïåðåìåííóþ õ35. Â íàøåì ïðèìåðå õ36 èìååò âèä "da". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ36 íå ñîäåðæèò ñèìâîëà õ16.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ28 è óñëîâèÿìè "ðàâíî(õ36 õ32)",
"÷èñëî(õ35)". Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå
õ35", "óïðîñòèòü". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "d − ÷èñëî", "Âåêòîð(c)",
"Âåêòîð(e)", "îäíîíàïðàâëåíû(c, de)", óñëîâèÿ - "da = |d|äëèíà(c)äëèíà(e)",
"a − ÷èñëî". Íåèçâåñòíàÿ - a. Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ39. Â
íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "(¬(d = 0) & a = äëèíà(c)äëèíà(e)sg(d) ∨ d =
0) & a− ÷èñëî".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", è ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â òåðì õ39 âûðàæåíèÿ õ34 âìåñòî ïåðåìåííîé
õ35. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ28 è êîíñåêâåíòîì õ40. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ çàìåíÿþ-
ùåãî âûðàæåíèÿ

1. Ïîïûòêà ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ ïîäâûðàæåíèÿ çàìåíÿþùåé ÷àñòè - íàëè÷èå â
íåé ÷èñëîâîãî àòîìà, âêëþ÷àþùåãî âñå ïàðàìåòðû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀deC(¬(âåðîÿòíîñòü(d, C) = 0) & d− set & e− set & d ∈ ñîáûòèÿ(C) &
e ∈ ñîáûòèÿ(C) & íåïåðåñåê(d, e) & âåðïðîñòðàíñòâî(C)→
óñëâåðîÿòí(e, d, C) = 0)

èç òåîðåìû

∀ABC(A− set & B − set & ¬(âåðîÿòíîñòü(A, C) = 0) & B − ñîáûòèÿ &
A− ñîáûòèÿ & âåðïðîñòðàíñòâî(C)→ óñëâåðîÿòí(B, A, C) =
âåðîÿòíîñòü(A ∩B, C)/âåðîÿòíîñòü(A, C))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀de(d− set & e− set & íåïåðåñåê(d, e)→ d ∩ e = ∅)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 èìååò òà-
êîé ÷èñëîâîé àòîì, êîòîðûé ñîäåðæèò âñå ïàðàìåòðû ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà.
Âíóòðè ïðàâîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 íåîäíîáóêâåííîãî
ïîäòåðìà, îòëè÷íîãî îò âñåé ýòîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãî-
ëîâîê ýòîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "A ∩ B".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïîãëîùàåò" îïðåäåëÿåò ïî õ13 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" ïîëó÷àåò ðåçóëüòàò õ15 ïðå-
îáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ14 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðìòåîðåìà" è ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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2. Ïîïûòêà ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ ïîäâûðàæåíèÿ çàìåíÿþùåé ÷àñòè - îòñòóòñòâèå
â íåé ÷èñëîâîãî àòîìà, âêëþ÷àþùåãî âñå ïàðàìåòðû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàñìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀af (f − êîìïëåêñíîå & a− ÷èñëî→ Re(af) = aRe(f))

èç òåîðåìû

∀cf (c− êîìïëåêñíîå & f − êîìïëåêñíîå→ Re(cf) = Re(c)Re(f)− Im(c)Im(f))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ Re(a) = a)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 íå èìååò
òàêîãî ÷èñëîâîãî àòîìà, êîòîðûé ñîäåðæàë áû âñå ïàðàìåòðû ëåâîé ÷àñòè ðà-
âåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ òåðìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "Re(c)", "Re(f)", "Im(c)", "Im(f))". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà ñïèñêà õ12 íå ìåíüøå 2.

Â ïðàâîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà òåîðåìû âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ13 îòëè÷íîãî îò
ýòîé ÷àñòè íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çà-
ãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "Im(c)". Ñïðàâî÷íèêè
ïîèñêà òåîðåì "èñêëòåðì", "÷èñëàòîì" îïðåäåëÿþò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ19 ïðå-
îáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ13 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 èìååò âèä:

∀af (a− êîìïëåêñíîå & f − êîìïëåêñíîå & a− ÷èñëî→ Re(af) =
Re(a)Re(f)− 0 · Im(f))

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ19, ïåðåìåííîé
õ21 - åå êîíñåêâåíò, èìåþùèé çàãîëîâîê "ðàâíî". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ21 íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé
ñòàíäàðòèçàöèè îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ20. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 èìååò âèä
"Re(af)". Äàëüøå ðàññìàðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ:

(a) õ22 - ÷èñëîâîé àòîì. Â íàøåì ïðèìåðå èìååò ìåñòî ýòîò ñëó÷àé. Ïåðå-
ìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ21, ïåðåìåííîé õ25 -
ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" ñïèñêà õ20 îòíîñè-
òåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ22 è õ24. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ õ24 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ20. Â íàøåì
ïðèìåðå - "aRe(f)". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåí-
íûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ âûðàæåíèÿ õ27. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà ñïèñêà õ28
ìåíüøå, ÷åì óìåíüøåííàÿ íà 2 äëèíà ñïèñêà õ12. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ25 è êîíñåêâåíòîì "ðàâíî(õ22 õ27)", êîòîðàÿ
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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(b) Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ22 èìååò ðîâíî äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà, îäèí èç êîòî-
ðûõ - ÷èñëîâîé àòîì, à äðóãîé - íåêîòîðàÿ ïåðìåííàÿ õ27. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êîðíåâàÿ îïåðàöèÿ âûðàæåíèÿ õ22 èìååò åäèíèöó E ïî ïåðåìåííîé õ27.
Ê ñïèñêó õ20 äîáàâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ27 åäèíèöå E. Ïåðåìåí-
íîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ21
îòíîñèòåüíî ïîñûëîê õ20. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæ-
äåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ âûðàæåíèÿ õ31. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà ñïèñêà
õ32 ìåíüøå, ÷åì óìåíüøåííàÿ íà 2 äëèíà ñïèñêà õ12. Çàòåì ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ20 è êîíñåêâåíòîì "ðàâíî(õ22 õ31)". Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âû-
âîäà.

3. Ðàññìîòðåíèå âûðîæäåííîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëîâîãî àòîìà â çàìåíÿþùåé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(¬(a = b) & a − òî÷êà & b − òî÷êà → ñêàëóìíîæ(âåêòîð(ba), âåêòîð(ba)) =
(l(ab))2)

èç òåîðåìû

∀BCD(¬(B = C) & ¬(C = D) & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà →
ñêàëóìíîæ(âåêòîð(CB), âåêòîð(CD)) = cos(∠(BCD))l(BC)l(CD))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ¬(A = B)→ ∠(ABA) = 0)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ12 - òà ÷àñòü
ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâûì àòîìîì, ïðè÷åì
îöåíêà ñëîæíîñòè åãî ðàâíà îöåíêå ñëîæíîñòè êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå
õ12 èìååò âèä "ñêàëóìíîæ(âåêòîð(CB), âåêòîð(CD))". Ïåðåìåííîé õ14 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ îòëè÷íàÿ îò õ12 ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Ïåðåìåííîé õ15
ïðèñâàèâàåòñÿ íåêîòîðûé íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì âûðàæåíèÿ õ14, ïå-
ðåìåííîé õ16 - åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 èìååò âèä "∠(BCD)".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "÷èñëàòîì" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ16 óêàçàííóþ
âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé
÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, çàãîëîâîê êîòîðîé ðà-
âåí õ16, ïåðåìåííîé õ22 - äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 - âõî-
æäåíèå âûðàæåíèÿ "∠(ABA)", õ22 - 0. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ22 íå
èìååò ïåðåìåííûõ, à äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà íå èìååò ñóùåñòâåííûõ àíòåöå-
äåíòîâ. Âíóòðè ðàâíîé õ14 ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå èñõîäíîé òåîðåìû
âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ23 âûðàæåíèÿ õ15. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò
ðåçóëüòàò õ24 ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòîãî âõîæäåíèÿ ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Òåîðåìà õ24 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Ïîïûòêà ñâåðíóòü âûðàæåíèå ñ ÷èñëîâûì àòîìîì â çàìåíÿåìîé ÷àñòè â âèäå
îäíîãî ÷èñëîâîãî àòîìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀abc(a− set & a ∈ ñîáûòèÿ(c) & íåçàâñîáûòèÿ((b, a), c) & b− set &
b ∈ ñîáûòèÿ(c) & âåðïðîñòðàíñòâî(c)→
âåðîÿòíîñòü(a ∩ (ýëåìñîáûòèÿ(c) \ b), c) =
âåðîÿòíîñòü(ýëåìñîáûòèÿ(c) \ b, c)âåðîÿòíîñòü(a, c))

èç òåîðåìû

∀abc(a− set & b− set & a ∈ ñîáûòèÿ(c) & b ∈ ñîáûòèÿ(c) &
âåðïðîñòðàíñòâî(c) & íåçàâñîáûòèÿ((b, a), c)→ âåðîÿòíîñòü(a \ b, c) =
(−âåðîÿòíîñòü+ 1)âåðîÿòíîñòü(a, c))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀AB(A− set & A ∈ ñîáûòèÿ(B) & âåðïðîñòðàíñòâî(B)→
âåðîÿòíîñòü(ýëåìñîáûòèÿ(B) \ A, B) = 1− âåðîÿòíîñòü(A, B))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - ïàðà ÷à-
ñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ òîò ýëåìåíò ïà-
ðû õ10, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé àòîì, ïåðåìåííîé õ13 - äðó-
ãîé ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - âûðàæåíèå "âåðîÿòíîñòü(a \ b, c)", õ13
- "(−âåðîÿòíîñòü + 1)âåðîÿòíîñòü(a, c))". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê ÷èñëîâûõ àòîìîâ âûðàæåíèÿ õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè íåâûðîæäåí-
íûå. Â íàøåì ïðèìåðå ñïèñîê õ14 ñîñòîèò èç âûðàæåíèé "âåðîÿòíîñòü(b, c)",
"âåðîÿòíîñòü(a, c)".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà ñïèñêà õ14 íå ìåíåå 2. Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ15 ñïèñêà
õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåðîÿòíîñòü(b, c)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ15 èìååò
åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â âûðàæåíèå õ13, è ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòî
âõîæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ17 - îïåðàíä òàêîãî âõîæäåíèÿ, âíóòðè êîòîðîãî
íå ðàñïîëîæåíû äðóãèå ïîäòåðìû ñïèñêà õ14. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåðîÿòíîñòü". Â òîì ðàçäåëå,
ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ18, íàõîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà ñ õàðàê-
òåðèñòèêîé "÷èñëàòîì". Â íàøåì ïðèìåðå îíà óêàçàíà âûøå. Ïåðåìåííîé õ25
ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Âûáèðàåòñÿ òà ÷àñòü õ26, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ñèìâîë õ18, íî èìååò çàãîëîâîê,
îòëè÷íûé îò õ18. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 - "1−âåðîÿòíîñòü(A, B)". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî âñå ïåðåìåííûå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñóòü ïàðàìåòðû òåðìà õ26. Ïåðå-
ìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ26. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë
"ïëþñ". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå íàäòåðìà âõîæäåíèÿ õ17,
èìåþùåãî çàãîëîâîê õ27. Â íàøåì ïðèìåðå - íàäòåðìà "−âåðîÿòíîñòü(b, c)+1".
Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñàì ýòîò íàäòåðì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ29 íå ñî-
äåðæèò îòëè÷íûõ îò õ15 ïîäâûðàæåíèé ñïèñêà õ14.

Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ26. Â íàøåì ïðèìåðå
- "A, B". Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ30, ïåðåâîäÿùàÿ
òåðì õ26 â òåðì õ29. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ32, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - "d". Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ïàðû
õ25, îòëè÷íûé îò õ26. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê
õ33 ïîäñòàíîâêè S. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåðîÿòíîñòü(ýëåìñîáûòèÿ(c) \ b, c)".
Îïðåäåëÿþòñÿ òàêèå âõîæäåíèÿ õ35 è õ36 íàèìåíüøèõ ïîäòåðìîâ òåðìîâ õ15 è
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õ34, ÷òî îíè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî âíóòðè ýòèõ âõîæäåíèé. Â íàøåì ïðèìåðå õ35
- âõîæäåíèå ïåðåìåííîé b, õ36 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "ýëåìñîáûòèÿ(c) \ b".

Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ35. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ýòîò ñèìâîë - ïåðåìåííàÿ. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ36. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îí íåîäíîáóêâåííûé è ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ õ37. Ïåðåìåííîé õ39
ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ32 è õ38. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ
òèï çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ õ38. Â íàøåì ïðèìåðå - "ìíîæåñòâî". Ïåðåìåííîé
õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê íàáîðó õ9 óòâåðæäåíèÿ "õ41(õ32)".
Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèÿ "d−ìíîæåñòâî". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå
ñ ïîñûëêàìè õ42 è åäèíñòâåííûì óñëîâèåì õ39. Öåëè çàäà÷è - "ïðèìåð", "ïðÿ-
ìîéîòâåò", "ðàâíî", "íåèçâåñòíûå õ37". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè çàäà÷è ñóòü
"a − set", "b − set", "a ∈ ñîáûòèÿ(c)", "b ∈ ñîáûòèÿ(c)", "âåðïðîñòðàíñòâî(c)",
"íåçàâñîáûòèÿ((b, a), c)",
"d− ìíîæåñòâî". Óñëîâèå - "d = ýëåìñîáûòèÿ(c) \ b". Íåèçâåñòíàÿ - b.

Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ44. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "b =
ýëåìñîáûòèÿ(c) \ d & d ⊆ ýëåìñîáûòèÿ(c)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò
ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
ýòîãî îòâåòà. Â íåì âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ46 ñ ïåðåìåííîé õ37 â ëåâîé ÷àñòè.
Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà.

Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ9 ñî ñïèñêîì îòëè÷íûõ
îò õ46 ýëåìåíòâî íàáîðà õ45. Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòà-
íîâêè âûðàæåíèÿ õ47 âìåñòî ïåðåìåííîé õ37 â âûðàæåíèå õ11. Ïåðåìåííîé
õ50 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ õ49 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ48. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "âåðîÿòíîñòü(a ∩ d, c)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ50 áåñïî-
âòîðíî. Ïåðåìåííîé õ52 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â õ50 âûðàæå-
íèÿ õ38 âìåñòî ïåðåìåííîé õ32. Ïåðåìåííîé õ53 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêà õ9 ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ54 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ
ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ38 âìåñòî ïåðåìåííîé õ32 â óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ53.
Ïåðåìåííîé õ55 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ28 â òåðì õ13 íà
âûðàæåíèå õ34. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ õ52 è õ55 ðàçëè÷íû, è ïåðåìåííîé
õ56 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ýòèõ âûðàæåíèé. Ïåðåìåííîé õ57 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû ñïèñêà õ54 îòíîñèòåëüíî
ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ56. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ57 è êîíñåêâåíòîì õ56, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîé òåîðåìû

1. Ïðèìåíåíèå îïåðàöèè ê îïåðàíäó èñõîäíîãî ÷èñëîâîãî àòîìà, ïðåîáðàçóþùåé
çàäàííûì îáðàçîì îäèí èç çàìåíÿþùèõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bc(Âåêòîð(b) & Âåêòîð(c)→ ñêàëóìíîæ(b,−c) = −ñêàëóìíîæ(b, c))

èç òåîðåìû

∀ab(Âåêòîð(a) & Âåêòîð(b)→ ñêàëóìíîæ(a, b) =
cos(óãîëìåæäó(a, b))äëèíà(a)äëèíà(b))
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è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(Âåêòîð(a)→ äëèíà(−a) = äëèíà(a))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñòàðòîâàÿ òåîðåìà ñïèñêà âûâîäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïðå-
äåëåíèå. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 -
ïàðà ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ òîò ýëå-
ìåíò ïàðû õ10, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé àòîì, ïåðåìåííîé õ13 -
äðóãîé ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 åñòü âûðàæåíèå "ñêàëóìíîæ(a, b)", õ13
- "cos(óãîëìåæäó(a, b))äëèíà(a)äëèíà(b)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ âûðàæåíèÿ õ13. Â ýòîì ñïèñêå âûáèðà-
åòñÿ âûðàæåíèå õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "äëèíà(a)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæå-
íèå õ15 èìååò åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - a. Ïåðåìåííîé
õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà âûðàæåíèÿ õ11, ðàâíîãî õ17.
Ïðîâåÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ11 áåñïîâòîðíî. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ çà-
ãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ15, è ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "÷èñëàòîì" îïðåäåëÿåò ïî
õ19 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåí-
íûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ22 èìååò âèä:

∀c(Âåêòîð(c)→ äëèíà(−c) = äëèíà(c))

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ îäíà èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðå-
ìû õ22, ïåðåìåííîé õ26 - äðóãàÿ ÷àñòü. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 - ëåâàÿ ÷àñòü,
õ26 - ïðàâàÿ. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ22.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ25 - ÷èñëîâîé àòîì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ26 èìå-
åò åäèíñòâåííûé íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì õ30, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç
ïîäòåðìà òåðìà õ25 óäàëåíèåì ÷àñòè îïåðàíäîâ íåêîòîðûõ îïåðàöèé èëè çàìå-
íîé îïåðàöèè íà åå îïåðàíä. Â íàøåì ïðèìåðå õ30 - "äëèíà(c)". Îïðåäåëÿåòñÿ
ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííîé õ17, ïåðåâîäÿùàÿ âûðàæåíèå õ15 â õ25. Ïå-
ðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîä-
ñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì íàáîðà õ9 ñî ñïèñêîì õ27. Ïåðåìåííîé õ33 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê âûðàæåíèþ õ13. Â íàøåì
ïðèìåðå - "cos(óãîëìåæäó(−c, b))äëèíà(−c)äëèíà(b)". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèé â òåðì õ33 âûðàæåíèÿ õ25 íà âûðàæåíèå
õ26. Â íàøåì ïðèìåðå - "cos(óãîëìåæäó(−c, b))äëèíà(c)äëèíà(b)".

Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X,Y , íå âõîäÿùèå â óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ32. Â íà-
øåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, d. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà R âìåñòî ïåðåìåí-
íîé õ17, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ15 â òåðì õ30. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R ê âûðàæåíèþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå -
"cos(óãîëìåæäó(c, b))äëèíà(c)äëèíà(b)".

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R â óòâåðæäåíèÿ íàáî-
ðà õ9. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ðåçóëüòàòà, íå ïðèíàäëåæàùåãî ñïèñêó õ32, ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèåé õ32.

Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ32 ðàâåíñòâà
ïåðåìåííîé X âûðàæåíèþ õ38. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ39
è åäèíñòâåííûì óñëîâèåì "ðàâíî(Y õ35)". Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå",
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"ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå Y ", "èçâåñòíî Z", ãäå Z - âñå ïàðàìåòðû âûðàæå-
íèÿ õ25, íå âõîäÿùèå â òåðì õ30, à òàêæå ïåðåìåííàÿ X. Â íàøåì ïðèìåðå ïî-
ñûëêè ñóòü "Âåêòîð(−c)", "Âåêòîð(b)", "Âåêòîð(c)", "a = cos(óãîëìåæäó(c, b)) ·
äëèíà(c)äëèíà(b)". Óñëîâèå - "d = cos(óãîëìåæäó(−c, b))äëèíà(c)äëèíà(b)". Íå-
èçâåñòíàÿ - d, èçâåñòíûå ïàðàìåòðû - a.

Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ41. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"d = −a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé
Y â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ïðàâàÿ ÷àñòü. Ïåðåìåííîé
õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê âûðàæåíèþ õ11, ïå-
ðåìåííîé õ44 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R ê òîìó æå âûðàæåíèþ.
Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ44 âìåñòî
ïåðåìåííîé X â âûðàæåíèå õ42. Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âû-
ðàæåíèé õ43 è õ45. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ32 è êîíñå-
êâåíòîì õ46. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà íàéòè óñëîâèå ðàâåíñòâà ÷èñëîâîãî àòîìà íóëþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀c(Âåêòîð(c)→ ñêàëóìíîæ(c, c) = 0↔ c = âåêòîð0)

èç òåîðåìû

∀c(Âåêòîð(c)→ ñêàëóìíîæ(c, c) = (äëèíà(c))2)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - ïàðà ÷à-
ñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ òîò ýëåìåíò ïà-
ðû õ10, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé àòîì, ïåðåìåííîé õ13 - äðóãîé
ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - "ñêàëóìíîæ(c, c)", õ13 - "(äëèíà(c))2". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæ-
íîñòè âûðàæåíèÿ õ13 ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè âûðàæåíèÿ õ11. Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò
ñïèñîê âêëþ÷àåò âñå ïåðåìåííûå èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ9 ðàâåíñòâà âûðàæåíèÿ õ13 íóëþ. Ðå-
øàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ åäèíñòâåííîé ïîñûëêîé "èñòèíà" è óñëîâèÿìè õ15.
Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò", "ïîïûòêàñïóñêà", "íåèçâåñòíûå õ14".
Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ17. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"c = âåêòîð0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç" è íå èìååò
ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ17 íå ñîäåðæèò ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò èñêëþ÷åíèÿ óòâåðæäåíèé íà-
áîðà õ9 èç ñïèñêà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ17. Ïåðåìåííîé õ19
ïðèñâàèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâà íóëþ âûðàæåíèÿ õ11 êîíúþíêöèè
óòâåðæäåíèé õ18. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ9 è êîíñåêâåíòîì
õ19. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

3. Ïîïûòêà âûâåñòè íåðàâåíñòâî äëÿ ñðàâíåíèÿ ÷èñëîâîãî àòîìà ñî ñïåöèàëüíûì
êîíñòàíòíûì çíà÷åíèåì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀ABC(¬(A = B) & ¬(B = C) & l(AC) = l(BC) & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà→ ∠(ABC) < π/2)

èç òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & B − òî÷êà & C − òî÷êà & A− òî÷êà & ¬(B = C) &
l(AC) = l(BC)→ ∠(ABC) = arccos(l(AB)/(2l(AC))))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - ïàðà ÷à-
ñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ òîò ýëåìåíò ïàðû
õ10, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé àòîì, ïåðåìåííîé õ13 - äðóãîé ýëå-
ìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå õ11- "∠(ABC)", õ13 - "arccos(l(AB)/(2l(AC)))". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ13 èìååò íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ. Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ11. Ñïðàâî÷íèê "ñðàâíòåðìîâ" îïðåäåëÿ-
åò ïî ñèìâîëó õ14 ñïèñîê õ15 êîíñòàíòíûõ òåðìîâ, äëÿ êîòîðûõ öåëåñîîáðàçíî
ïîëó÷åíèå òåîðåì, ñðàâíèâàþùèõ èõ ñ àòîìîì õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 ñî-
äåðæèò åäèíñòâåííîå âûðàæåíèå "π/2". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò
ñïèñêà õ15. Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷åòûðå ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ ïå-
ðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ìåíüøå(õ13 õ17)", à ïåðåìåííîé õ19
- óòâåðæäåíèå "ìåíüøå(õ11 õ17)". Âî âòîðîì áåðåòñÿ ïàðà óòâåðæäåíèé "ìåíü-
øå(õ17 õ13)" è "ìåíüøå(õ17 õ11)", â òðåòüåì - ïàðà óòâåðæäåíèé "ìåíüøåèëè-
ðàâíî(õ17 õ13)" è "ìåíüøåèëèðàâíî(õ17 õ11)", â ÷åòâåðòîì - "ìåíüøåèëèðàâ-
íî(õ17 õ13)" è "ìåíüøåèëèðàâíî(õ17 õ11)". Â íàøåì ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ
ïåðâûé ñëó÷àé. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ9 è åäèíñòâåííûì
óñëîâèåì õ18. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ïðÿìîéîòâåò", "ïîïûòêàñïóñêà", "ðå-
äàêöèÿ", "íåèçâåñòíûå X", ãäå X - ïàðàìåòðû òåðìà õ13. Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ21. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò îòâåò - êîíñòàíòà "èñòèíà". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ïîñëå îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" òåðìû õ21 è õ18 ðàçëè÷àþòñÿ.
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ9
è óòâåðæäåíèå õ21, à êîíñåêâåíòîì - óòâåðæäåíèå õ19. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òåîðåìå

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ àòîìàðíûõ ïîäâûðàæå-
íèé ñ çàäàííûì çàãîëîâêîì - ñëó÷àé åäèíñòâåííîãî ïîäâûðàæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & Âåêòîð(b)→ äëèíà(ab) = |a|äëèíà(b))

èç òåîðåìû

∀aAB(a− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà→
äëèíà(aâåêòîð(AB)) = |a|äëèíà(âåêòîð(AB)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(Âåêòîð(a)↔ ∃AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & a = âåêòîð(AB)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàè-
âàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé
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àòîì. Â íàøåì ïðèìåðå - "äëèíà(a · âåêòîð(AB))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà
ñëîæíîñòè ýòîé ÷àñòè ðàâíà îöåíêå ñëîæíîñòè êîíñåêâåíòà. Âíóòðè âûðàæå-
íèÿ õ12 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà õ15. Â íàøåì
ïðèìåðå - "âåêòîð(AB)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ15 àòîìàðíîå (òèï åãî
çíà÷åíèÿ îòëè÷åí îò òèïà çíà÷åíèÿ õîòÿ áû îäíîãî îïåðàíäà), è ïåðåìåííîé
õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ15. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííûå ñïèñêà õ16 âñòðå÷àþòñÿ
â êîíñåêâåíòå òåîðåìû è åå ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòàõ òîëüêî âíóòðè âõîæäå-
íèé òåðìà õ15. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ15. Â íàøåì
ïðèìåðå - "âåêòîð". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ
õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "Âåêòîð". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïàðàìîïèñà-
íèå" îïðåäåëÿåò ïî õ20 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé
õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå
âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

∀b(Âåêòîð(b)↔ ∃cd(c− òî÷êà & d− òî÷êà & b = âåêòîð(cd)))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû õ23 - ýêâèâàëåíòíîñòü, çàãîëîâîê ëåâîé
÷àñòè êîòîðîé - ñèìâîë õ20, à ïðàâîé - êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé
õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì
ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, êîðíåâîé îïåðàíä
ëåâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ b. Â ñïèñêå õ26
íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ28 ñ ïåðåìåííîé õ27 â ëåâîé ÷àñòè è çàãîëîâêîì õ18 ïðà-
âîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòà ïðàâàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ30 -
ñïèñîê åå ïàðàìåòðîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ29 - "âåêòîð(cd)", õ30 - "c, d". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ30 âêëþ÷àåòñÿ â ñâÿçûâàþùóþ ïðèñòàâêó êâàíòîðà ñóùå-
ñòâîâàíèÿ. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ30, ïåðåâîäÿùàÿ
âåðàæåíèå õ29 â õ15. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðè-
ìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îòëè÷íûì îò õ28 ýëåìåíòàì ñïèñêà õ26.

Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ8, ñîäåðæà-
ùèõ âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ16, íå ðàñïîëîæåííûå âíóðè ïîäòåðìîâ,
ðàâíûõ õ15. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñêà õ8. Â óòâåðæäåíè-
ÿõ ñïèñêà õ34 âñå âõîæäåíèÿ ïîäòåðìà õ15 çàìåíÿþòñÿ íà ïåðåìåííóþ õ27.
Â íàøåì ïðèìåðå õ34 íå èçìåíÿåòñÿ. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèþ õ28. Â íàøåì ïðèìåðå - "b =
âåêòîð(AB)". Óòâåðæäåíèå õ35 äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó õ33.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ34 è óñëîâèÿìè õ33. Öåëè çàäà÷è -
"ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ16", "ïàðàìåòðû õ16", "èñ-
êëþ÷". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ37. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"Âåêòîð(b)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", è ïåðåìåííîé
õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ34 ñî ñïèñêîì êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
óòâåðæäåíèÿ õ37. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèé
òåðìà õ15 â êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííóþ õ27. Ñîçäàåòñÿ èìïëè-
êàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ38 è êîíñåêâåíòîì õ40. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ àòîìàðíûõ ïîäâûðàæå-
íèé ñ çàäàííûì çàãîëîâêîì - ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ïîäâûðàæåíèé.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀de(¬(d = âåêòîð0) & ¬(e = âåêòîð0) & Âåêòîð(d) & Âåêòîð(e) &
îäíîíàïðàâëåíû(d, e)→ óãîëìåæäó(d, e) = 0)

èç òåîðåìû

∀abc(¬(a = b) & ¬(a = c) & a−òî÷êà& b−òî÷êà& c−òî÷êà& òî÷êàëó÷à(a, b, c)→
óãîëìåæäó(âåêòîð(ab), âåêòîð(ac)) = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(Âåêòîð(a)↔ ∃AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & a = âåêòîð(AB)))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåí-
òå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé àòîì. Â íàøåì ïðèìåðå - "äëèíà(a ·
âåêòîð(AB))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè ýòîé ÷àñòè ðàâíà îöåíêå
ñëîæíîñòè êîíñåêâåíòà. Âíóòðè âûðàæåíèÿ õ12 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 íåîä-
íîáóêâåííîãî ïîäòåðìà õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(AB)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âûðàæåíèå õ15 àòîìàðíîå (òèï åãî çíà÷åíèÿ îòëè÷åí îò òèïà çíà÷åíèÿ õîòÿ áû
îäíîãî îïåðàíäà), è ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà
õ15. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ïåðåìåííàÿ ñïèñ-
êà õ16, âñòðå÷àþùàÿñÿ â êîíñåêâåíòå òåîðåìû ëèáî â íåêîòðîì ñóùåñòâåííîì
àíòåöåäåíòå òîëüêî âíóòðè âõîæäåíèé òåðìà õ15. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâà-
åòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ15. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï çíà÷åíèé âûðà-
æåíèÿ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "Âåêòîð". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê àòîìàðíûõ ïîäòåðìîâ òåðìà õ12, èìåþùèõ òèï õ20. Â íàøåì ïðèìåðå -
"âåêòîð(ab)" è "âåêòîð(ac)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ21 íåïóñò, è ïåðåìåííîé
õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ ýòîãî ñïèñêà. Â íàøåì ïðèìåðå -
"a, b, c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ22 âñòðå÷àåòñÿ â êîíñå-
êâåíòå òåîðåìû òîëüêî âíóòðè âõîæäåíèÿ êàêîãî-ëèáî òåðìà ñïèñêà õ21.

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïàðàìîïèñàíèå" îïðåäåëÿåò ïî õ20 óêàçàííóþ âû-
øå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû - ýêâèâàëåíòíîñòü, çàãîëîâîê ëåâîé ÷àñòè êîòîðîé - ñèìâîë õ20, à ïðàâîé -
êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, êîðíåâîé îïåðàíä ëåâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Â ñïèñêå õ27 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ29 ñ ïåðåìåííîé
õ28 â ëåâîé ÷àñòè è çàãîëîâêîì õ18 ïðàâîé ÷àñòè.

Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðå-
ìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - "d, e". Ïå-
ðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèé òåðìîâ ñïèñêà õ21
â òåðì õ17 íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå íàáîðà õ30. Â íàøåì ïðèìåðå -
"óãîëìåæäó(d, e)=0". Ïåðìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà
õ33. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà óòâåðæäåíèé íàáîðà



1236 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

õ8, ïàðàìåòðû êîòîðûõ âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ34, ñî ñïèñêîì óòâåðæäåíèé
âèäà "õ20(X)" äëÿ ïåðåìåííûõ X ñïèñêà õ30. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ
îáúåäèíåíèå ñïèñêà óòâåðæäåíèé íàáîð õ8, ïàðàìåòðû êîòîðûõ íå âêëþ÷àþòñÿ
â ñïèñîê õ34, ñî ñïèñêîì ðàâåíñòâ âûðàæåíèé íàáîðà õ21 ñîîòâåòñòâóþùèì ïå-
ðåìåííûì íàáîðà õ30. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåð-
æäåíèé õ36, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïàðàìåòðàìè óòâåðæäåíèé õ33.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ35 è óñëîâèÿìè õ36. Öåëè çàäà-
÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ37", "ïàðàìåòðû õ37",
"èñêëþ÷". Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ39. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò âèä "¬(e = âåêòîð0) & ¬(d = âåêòîð0) & îäíîíàïðàâëåíû(d, e)". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ
îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ35 ñî ñïèñêîì êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ39.
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ40 è êîíñåêâåíòîì õ33. Îíà îáðàáà-
òûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòà ïðàâàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ30 - ñïèñîê åå
ïàðàìåòðîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ29 - "âåêòîð(cd)", õ30 - "c, d". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñïèñîê õ30 âêëþ÷àåòñÿ â ñâÿçûâàþùóþ ïðèñòàâêó êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ.
Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ30, ïåðåâîäÿùàÿ âåðàæåíèå
õ29 â õ15. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîä-
ñòàíîâêè S ê îòëè÷íûì îò õ28 ýëåìåíòàì ñïèñêà õ26.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Ïîïûòêà îòáðîñèòü èçáûòî÷íîå îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé â àíòåöåäåí-
òàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aAB(a− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & 0 ≤ a→
äëèíà(a · âåêòîð(AB)) = a · äëèíà(âåêòîð(AB)))

èç òåîðåìû

∀aAB(a− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & ¬(A = B) & 0 ≤ a→
äëèíà(a · âåêòîð(AB)) = a · äëèíà(âåêòîð(AB)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê
óòâåðïæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ êîíñåêâåíòà ïî î.ä.ç. Â ñïèñêå
õ8 íàõîäèòñÿ îòðèàöíèå ðàâåíñòâà õ10, íå âõîäÿùåå â ñïèñîê õ9. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî â îäíî ÷àñòè ðàâåíñòâà ðàñïîëàãàåòñÿ íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ13, à â äðóãîé
- âûðàæåíèå õ14, íå ñîäåðæàùåå ïåðåìåííîé õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 - óòâåð-
æäåíèå "¬(A = B)", õ13 - ïåðåìåííàÿ A. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ10 íå
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. îñòàëüíûõ àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé
õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê îòëè÷íûì îò õ10 óòâåðæäåíèÿì íà-
áîðà õ8 óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ èõ ïî î.ä.ç. Ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê õ16 ðàâåíñòâà - êîðíåâîãî îïåðàí-
äà óòâåðæäåíèÿ õ10. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ,
÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ17. Çàäà÷å ïåðåäàþòñÿ êîì-
ìåíòàðèè "ëîæü", "òåîðâûâîä" è ññûëêà íà ñïèñîê âûâîäà, ÷òîáû îíà ìîãëà
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ïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìàìè ýòîãî ñïèñêà. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ïåðåïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óñëîâèé íà î.ä.ç. ïðî÷èõ àíòå-
öåäåíòîâ è êîíñåêâåíòà. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé
òåîðåìû îòáðàñûâàíèåì àíòåöåäåíòà õ10. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâî-
äà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû. Èñõîäíàÿ òåîðåìà ïîìå÷àåòñÿ ñèìâîëîì
"èñêëþ÷åíèå".

2. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà ïåðåõîäà ê áîëåå ïðîñòûì ÷èñëîâûì àòîìàì ïóòåì ââîäà
áåñïîâòîðíîãî äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà îïåðàíäà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(¬(a = 0) & ¬(b = 0) & b − êîìïëåêñíîå & c − êîìïëåêñíîå & a − ÷èñëî →
Re(c/(ab)) = Re(c/b)/a)

èç òåîðåìû

∀ac(¬(a = 0) & c− êîìïëåêñíîå & a− ÷èñëî→ Re(c/a) = Re(c)/a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− êîìïëåêñíîå & b− êîìïëåêñíîå & c− êîìïëåêñíîå & ¬(b = 0) &
¬(c = 0)→ (a/b)/c = a/(bc))

Ïðîãðàììà ïðèåìà ïî÷òè äîñëîâíî âîñïðîèçâîäèò ïðîãðàììû àíàëîãè÷íûõ
ïðèåìîâ, ðàññìîòðåííûå ðàíåå. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åå.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà òåîðåìû íå áîëåå 60 è ÷òî îíà íå èìååò õàðàêòåðèñòèê
ñ çàãîëîâêàìè "îáîáùñëàãàåìîå", "×èñëïàðàì". Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ëåâàÿ ÷àñòü êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé õ10 - ïðàâàÿ. Âíóòðè âûðàæåíèÿ õ9
âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà, èìåþùåãî ðîâíî äâà
êîðíåâûõ îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ11.
Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - âûðàæåíèå "c/a", õ12 - ñèìâîë "Äðîáü".

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàí-
íóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò õàðàêòåðèñòè-
êó "íîðìàëèçàöèÿ(N)". Â íàøåì ïðèìåðå N - "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííîé õ18
ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îíî èìååò çàãîëîâîê õ12. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä õ19 âûðàæå-
íèÿ õ18, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé äâóìåñòíóþ îïåðàöèþ îò ïåðåìåííûõ. Â íàøåì
ñëó÷àå - "a/b". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ èìååò åäèíèöó ïî íåêîòîðîìó
ñâîåìó îïåðàíäó. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä îïåðàöèè õ19,
ïåðåìåííîé õ22 - âòîðîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ21, õ22 - ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå.
Â íàøåì ñëó÷àå õ21 - a, õ22 - b. Íàõîäèòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä âûðàæåíèÿ õ18,
ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïåðåìåííóþ õ24. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííóþ c. Ïåðå-
ìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà îïåðàöèè õ11, ðàñïîëîæåííîãî
òàê æå, êàê õ19 â õ18. Â êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå áåðåòñÿ ëþáîé îïåðàíä. Äëÿ
íàøåãî ïðèìåðà õ25 - âõîæäåíèå ïåðåìåííîé c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ
õ25 ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ, è ýòà ïåðåìåííàÿ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ26.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â õ9.
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Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîé îïåðàíä îïåðàöèè õ11. Â íàøåì ïðèìåðå
- a. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ òà èç ïåðåìåííûõ õ21, õ22, ïî êîòîðîé îïå-
ðàöèÿ õ19 èìååò åäèíèöó, ïåðåìåííîé õ29 - äðóãàÿ èç íèõ. Â íàøåì ïðèìåðå õ28
- a, õ29 - b. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò çàãîëîâîê õ12. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàè-
âàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà âûðàæåíèÿ õ30, ðàñïîëîæåííîãî òàê æå,
êàê îïåðàíä õ19 îïåðàöèè õ18. Â íàøåì ïðèìåðå õ31 - âõîæäåíèå ïåðåìåííîé a.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ31 ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ28. Ïåðåìåííîé
õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà âûðàæåíèÿ õ30, îòëè÷íîå îò
õ31. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îïåðàíä íåîäíîáóêâåííûé è åãî çàãîëîâêîì ñëóæèò
êîììóòàòèâíûé ñèìâîë õ33. Â íàøåì ïðèìåðå õ32 èìååò âèä bc, õ33 - ñèìâîë
"Óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè ïîäòåðì õ27 èìååò çàãîëîâîê õ33, òî îí
íå èìååò ñâîèì êîðíåâûì îïåðàíäîì ïåðåìåííóþ, áåñïîâòîðíóþ â òåðìå õ9.

Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ34. Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ïåðåìåííîé õ35 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ33 òåðìîâ õ34, õ27. Ïåðåìåííîé
õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ27 â òåðì õ9 íà òåðì õ35. Â
íàøåì ñëó÷àå îí èìååò âèä "Re(c/(ba))". Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ37 ïîäñòàíîâêè
â òåðì õ19 ïåðåìåííûõ õ26 è õ34 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ28 è õ29. Â íàøåì ñëó÷àå
- c/b. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà õ37 âìåñòî
ïåðåìåííîé õ26 â âûðàæåíèå õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "Re(c/b)/a". Ïåðåìåííîé
õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû âûðàæåíèé õ26, õ34, õ27 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ28, õ29, õ24. Â íà-
øåì ïðèìåðå èìååì íàáîð óòâåðæäåíèé "c− êîìïëåêñíîå", "b− êîìïëåêñíîå",
"a− êîìïëåêñíîå", "¬(b = 0)", "¬(a = 0)".

Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ40 ñ ðåçóëüòàòàìè ïîäñòà-
íîâêè â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû òåðìà õ37 âìåñòî ïåðåìåííîé õ26. Â
íàøåì ïðèìåðå ê óêàçàííûì âûøå óòâåðæäåíèÿì äîáàâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ
"(c/b− êîìïëåêñíîå", "a− ÷èñëî".

Åñëè õ27 - íå ïåðåìåííàÿ è èìååò ñâîèì çàãîëîâêîì ñèìâîë, îòëè÷íûé îò õ33,
òî íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò õ42 îáðàáîòêè òåðìà õ35 îïåðàòîðîì "íîðì" îòíîñè-
òåëüíî ïîñûëîê õ41. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ34 â òåðìå õ42 íå ÿâëÿ-
åòñÿ îïåðàíäîì àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè, óæå èìåþùåé ñðåäè
ñâîèõ îïåðàíäîâ è äðóãóþ áåñïîâòîðíóþ ïåðåìåííóþ. Çàòåì ôîðìèðóåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ41 è ðàâåíñòâîì òåðìîâ õ36, õ38 â êîíñåêâåíòå.
Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íîâàÿ òåî-
ðåìà èìååò áîëüøóþ äëèíó ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè, ÷åì èñõîäíàÿ, ïðè÷åì â
íåé îòñóòñòâóþò "ñäâîåííûå" ïåðåìåííûå, äîïóñêàþùèå çàìåíó íà îäíó íîâóþ
ïåðåìåííóþ. Âûâåäåííàÿ òåîðåìà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ ïîìåòêîé
"îáîáùåíèå".

3. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà ïåðåõîäà ê áîëåå ïðîñòûì ÷èñëîâûì àòîìàì ïóòåì ââîäà
áåñïîâòîðíîãî âíåøíåãî ïàðàìåòðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abf (¬(b = 0) & b− êîìïëåêñíîå & f − êîìïëåêñíîå & a− ÷èñëî→ Re(af/b) =
aRe(f/b))
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èç òåîðåìû

∀af (f − êîìïëåñêíîå & a− ÷èñëî→ Re(af) = aRe(f))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− êîìïëåêñíîå & b− êîìïëåêñíîå & c− êîìïëåêñíîå & ¬(c = 0)→
a(b/c) = (ab)/c)

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà âîñïðîèçâîäèò íà÷àëî ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà òåîðåìû íå áîëåå 60 è ÷òî îíà íå èìååò õàðàêòåðèñòèê
ñ çàãîëîâêàìè "îáîáùñëàãàåìîå", "×èñëïàðàì". Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ëåâàÿ ÷àñòü êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé õ10 - ïðàâàÿ. Âíóòðè âûðàæåíèÿ õ9
âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà, èìåþùåãî ðîâíî äâà
êîðíåâûõ îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ11.
Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - âûðàæåíèå "af", õ12 - ñèìâîë "Óìíîæåíèå".

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàí-
íóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò õàðàêòåðèñòè-
êó "íîðìàëèçàöèÿ(N)". Â íàøåì ïðèìåðå N - "âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííîé õ18
ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îíî èìååò çàãîëîâîê õ12. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä õ19 âûðàæå-
íèÿ õ18, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé äâóìåñòíóþ îïåðàöèþ îò ïåðåìåííûõ. Â íàøåì
ñëó÷àå - "b/c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ èìååò åäèíèöó ïî íåêîòîðîìó ñâî-
åìó îïåðàíäó. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä îïåðàöèè õ19,
ïåðåìåííîé õ22 - âòîðîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ21, õ22 - ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå.
Â íàøåì ñëó÷àå õ21 - b, õ22 - c. Íàõîäèòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä âûðàæåíèÿ õ18,
ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïåðåìåííóþ õ24. Â íàøåì ñëó÷àå - ïåðåìåííóþ c. Ïåðå-
ìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà îïåðàöèè õ11, ðàñïîëîæåííîãî
òàê æå, êàê õ19 â õ18. Â êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå áåðåòñÿ ëþáîé îïåðàíä. Äëÿ
íàøåãî ïðèìåðà õ25 - âõîæäåíèå ïåðåìåííîé f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäå-
íèþ õ25 ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ, è ýòà ïåðåìåííàÿ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ26. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â õ9.

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîé îïåðàíä îïåðàöèè õ11. Â íàøåì ïðèìåðå
- a. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ òà èç ïåðåìåííûõ õ21, õ22, ïî êîòîðîé îïå-
ðàöèÿ õ19 èìååò åäèíèöó, ïåðåìåííîé õ29 - äðóãàÿ èç íèõ. Â íàøåì ïðèìåðå õ28
- b, õ29 - c. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùèé òåðì äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "(ab)/c.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê òåðìà õ30 îòëè÷åí îò
õ12, ïðè÷åì ÷èñëî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ðàâíî 2.Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ
òîò êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà õ30, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàöèþ õ12 îò
äâóõ ïåðåìåííûõ. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ab. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îäíà èç ïåðåìåí-
íûõ - õ28, ïðè÷åì â ñëó÷àå íåêîììóòàòèâíîãî õ12 îíà ðàñïîëîæåíà ïîä òåì
æå íîìåðîì, ÷òî îïåðàíä õ19 îïåðàöèè õ18. Äðóãàÿ ïåðåìåííàÿ äîëæíà áûòü
ðàâíà õ24. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàâøèéñÿ êîðíåâîé îïåðàíä òåðìà
õ30. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ õ29. Ïåðåìåííîé õ35
ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ30. Â íàøåì ñëó÷àå - "Äðîáü".
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Äàëåå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîâåðêà íåèçáûòî÷íîñòè íîâîãî ïàðàìåòðà. Â íàøåì
ñëó÷àå - ïðîâåðêà òîãî, ÷òî âõîæäåíèå õ11 íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëèòåëåì äðîáè, çíà-
ìåíàòåëåì êîòîðîé ñëóæèò ïåðåìåííàÿ, íå èìåþùàÿ äðóãèõ âõîæäåíèé â òåðì
õ9.

Ïîñëå ïðîâåðêè íåèçáûòî÷íîñòè âûáèðàåòñÿ íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó
ïåðåìåííàÿ õ36 (â íàøåì ñëó÷àå - b). Ôîðìèðóåòñÿ òåðì õ37, ïîëó÷åííûé ñî-
åäèíåíèåì ïðè ïîìîùè îïåðàöèè õ35 ïîäòåðìà õ11 è íîâîé ïåðåìåííîé õ36.
Íîìåð îïåðàíäà õ36 - òîò æå, ÷òî íîìåð îïåðàíäà õ34 â îïåðàöèè õ30. Äëÿ
íàøåãî ïðèìåðà èìååì òåðì (af)/b. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
çàìåíû âõîæäåíèÿ õ11 â òåðì õ90 íà òåðì õ37. Ïîëó÷àåòñÿ òåðì Re((af)/b).
Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ39 ïîäñòàíîâêè â ïîäòåðì õ19 ïåðåìåííûõ õ26, õ36
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ28, õ29. Ïîëó÷àåòñÿ òåðì f/b. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â òåðì õ10 âûðàæåíèÿ õ39 âìåñòî ïåðåìåííîé
õ26. Ïîëó÷àåòñÿ òåðì aRe(f/b). Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ðåçóëü-
òàòîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ïåðåìåííûõ õ26,
õ36 è ïîäòåðìà õ27 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ28, õ29, õ24. Ïîëó÷àþòñÿ óòâåðæäåíèÿ
"a − êîìïëåêñíîå", "f − êîìïëåêñíîå", "b − êîìïëåêñíîå", "¬(b = 0)". Ïåðå-
ìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ42 ñ ðåçóëüòàòàìè ïîäñòàíîâêè
âûðàæåíèÿ õ39 âìåñòî ïåðåìåííîé õ26 â àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû.

Äàëåå âûðàæåíèå õ38 îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé ñòàíäàðòèçà-
öèè îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ43, ÷òîáû ñíîâà ïðîâåðèòü íåèçáûòî÷íîñòü íîâîãî
ïàðàìåòðà: îí íå äîëæåí îêàçàòüñÿ îïåðàíäîì àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé
îïåðàöèè, èìåþùåé äðóãóþ áåñïîâòîðíóþ ïåðåìåííóþ ñâîèì îïåðàíäîì.

Íàêîíåö, ôîðìèðóåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ43, êîíñåêâåíòîì êîòî-
ðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ38 è õ40. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííàÿ òåîðåìà íå èìååò àíòåöåäåíòîâ
âèäà "P (t)", ãäå t - íåîäíîáóêâåííîå âûðàæåíèå. Çàòåì îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

4. Ïîäñòàíîâêà åäèíèöû âìåñòî äóáëèðóþùåãî ïàðàìåòðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀c(c− êîìïëåêñíîå→ Im(ci) = Re(c))

èç òåîðåìû

∀ac(c− êîìïëåêñíîå & a− ÷èñëî→ Im(aci) = aRe(c))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ9 -
âõîæäåíèå ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Âíóòðè ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà âûáèðàåò-
ñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ
åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 èìååò âèä "aci", õ12 - ñèìâîë "Óìíîæå-
íèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèìâîë õ12 àññîöèàòèâåí è êîììóòàòèâåí, ïðè÷åì ÷èñ-
ëî îïåðàíäî âõîæäåíèÿ õ11 áîëüøå 2. Âûáèðàþòñÿ äâà îïåðàíäà âõîæäåíèÿ
õ11, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ðàçëè÷íûå õ14 è õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðå-
ìåííûå a, c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ õ14, õ16 âñòðå÷àåòñÿ â
åäèíñòâåííîì àíòåöåäåíòå è èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â ëåâîé ÷àñòè ðà-
âåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ àíòåöåäåíò, ñîäåðæàùèé ïåðåìåííóþ
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õ14, ïåðåìåííîé õ21 - àíòåöåäåíò, ñîäåðæàùèé ïåðåìåííóþ õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îáà ýòè àíòåöåäåíòà èìåþò äëèíó 2. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãî-
ëîâîê àíòåöåäåíòà õ20, ïåðåìåííîé õ23 - çàãîëîâîê àíòåöåäåíòà õ21. Â íàøåì
ïðèìåðå õ22 - ñèìâîë "÷èñëî", õ23 - ñèìâîë "êîìïëåêñíîå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ22 è õ23 - íàçâàíèÿ òèïîâ îáúåêòîâ, ïðè÷åì ëèáî õ22 ðàâíî õ23, ëèáî òèï õ22
ÿâëÿåòñÿ ïîäòèïîì òèïà õ23. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ åäèíèöà îïåðàöèè
õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - 1. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëå-
íèÿ ê ñïèñêó õ8 ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé õ14 ñèìâîëó õ26. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ
ñ àíòåöåäåíòàìè õ27 è òåì æå êîíñåêâåíòîì, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðå-
ìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè åå îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õàðàêòåðèçàòîð âûäàåò õàðàêòåðèñòèêó "÷èñëàòîì" òåîðåìû
õ28, ïîñëå ÷åãî îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèé èñõîíîé
òåîðåìû. Èñõîäíàÿ òåîðåìà ïîìå÷àåòñÿ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå".

Ñêëåéêà òåîðåì

1. Ñêëåéêà äâóõ òîæäåñòâ, îòëè÷àþùèõñÿ àëüòåðíàòèâíûìè àíòåöåäåíòàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aAB(a− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà→ äëèíà(a · âåêòîð(AB)) =
|a|äëèíà(âåêòîð(AB)))

èç òåîðåìû

∀aAB(a − ÷èñëî & A − òî÷êà & B − òî÷êà & 0 ≤ a → äëèíà(a · âåêòîð(AB)) =
aäëèíà(âåêòîð(AB)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀aAB(a − ÷èñëî & A − òî÷êà & B − òî÷êà & a ≤ 0 → äëèíà(a · âåêòîð(AB)) =
−aäëèíà(âåêòîð(AB)))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê
åå àíòåöåäåíòîâ. Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà õ12, îò-
ëè÷íàÿ îò òåêóùåé, ó êîòîðîé íàáîð àíòåöåäåíòîâ õ14, êîíñåêâåíò õ15 è ñâÿ-
çûâàþùàÿ ïðèñòàâêà õ17 èìåþò òàêóþ æå äëèíó, êàê ó òåêóùåé òåîðåìû. Â
íàøåì ñëó÷àå ýòà òåîðåìà óêàçàíà âûøå. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿ-
çûâàþùàÿ ïðèñòàâêà èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ëåâàÿ
÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "äëèíà(a ·
âåêòîð(AB))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ÷àñòü - ÷èñëîâîé àòîì. Ïåðåìåííîé õ19
ïðèñâàèâàåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðè-
ìåðå îíà ñîâïàäàåò ñ õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû òåðìà õ18 âêëþ÷àþò
âñå ïåðåìåííûå ñïèñêà õ16, à ïàðàìåòðû òåðìà õ19 - âñå ïåðåìåííûå ñïèñêà
õ17. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ17, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì
õ19 â òåðì õ18. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì õ14, ïåðåìåííîé õ22 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè S ê ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ15.

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ21 è õ10, ïåðåìåííîé õ25
- ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ10 è õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè ðàçíîñòè îäíîýëåìåíò-
íûå, è ïåðåìåííûì õ24, õ26 ïðèñâàèâàþòñÿ èõ ýëåìåíòû. Â íàøåì ïðèìåðå
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õ24 èìååò âèä "a ≤ 0", õ26 - âèä "0 ≤ a". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ äèçúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ24 è õ26. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ïå-
ðåñå÷åíèå ñïèñêîâ õ10 è õ21. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðî-
àáîòêè óòâåðæäåíèÿ õ27 íîðìàëèçàòîðîì "íîðìèëè" îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê
õ28. Â íàøåì ïðèìåðå õ29 èìååò âèä "a − ÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåð-
æäåíèå õ29 ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ
åãî ê ñïèñêó õ28. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "âàðèàíò(õ26 T
õ22)", ãäå T - ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ8. Â íàøåì ïðèìåðå õ31 èìååò âèä
"(aäëèíà(âåêòîð(AB)) ïðè 0 ≤ a, èíà÷åaäëèíà(âåêòîð(AB)))".

Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ õ31 îòíîñè-
òåëüíî ïîñûëîê õ30 âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "|a|äëèíà(âåêòîð(AB))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ33 íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "âà-
ðèàíò". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ30 è ðàâåíñòâîì âûðàæåíèé
õ18, õ33 â êîíñåêâåíòå. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå
èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðè ýòîì èñõîäíàÿ è äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìû ïîìå÷àþòñÿ
ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå".

2. Ñêëåéêà òîæäåñòâà, èìåþùåãî ñóùåñòâåííûå ïîñûëêè, ñ íåñêîëüêèìè òîæäå-
ñòâàìè äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀adC(¬(a = C) & ¬(d = C) & a− òî÷êà & d− òî÷êà & C − òî÷êà→
óãîëìåæäó(âåêòîð(aC), âåêòîð(dC)) = ∠(aCd))

èç òåîðåìû

∀adC(¬(a = d) & ¬(a = C) & ¬(ïðÿìàÿ(ad) = ïðÿìàÿ(aC)) & a− òî÷êà &
d− òî÷êà & C − òî÷êà→ óãîëìåæäó(âåêòîð(aC), âåêòîð(dC)) = ∠(aCd))

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀acA(¬(a = c) & l(aA) = l(cA) & A ∈ îòðåçîê(ac) & a− òî÷êà & c− òî÷êà &
A− òî÷êà→ óãîëìåæäó(âåêòîð(ca), âåêòîð(Aa)) = 0)

∀aAB(¬(a = A) & ¬(A = B) & a ∈ îòðåçîê(AB) & a− òî÷êà & A− òî÷êà &
B − òî÷êà→ óãîëìåæäó(âåêòîð(aA), âåêòîð(BA)) = 0)

∀acB(¬(a = B) & ¬(c = B) & B ∈ îòðåçîê(ac) & a− òî÷êà & c− òî÷êà &
B − òî÷êà→ óãîëìåæäó(âåêòîð(aB), âåêòîð(cB)) = π)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ9 èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè, è
ýòîò ïîäòåðì ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 èìååò âèä
"óãîëìåæäó(âåêòîð(aC), âåêòîð(dC))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 - ÷èñëîâîé àòîì,
ÿâëÿþùèéñÿ îäíîé èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâà-
èâàåòñÿ âõîæäåíèå ýòîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ13 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïå-
ðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îí ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïîäòåðì õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(aCd)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê
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ïàðàìåòðîâ òåðìà õ15 ðàâåí õ14. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íîìå-
ðîâ ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû.

Äëÿ îòáîðà äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì è ñâÿçàííûõ ñ íèìè äàííûõ ââîäèòñÿ ïó-
ñòîé íàêîïèòåëü õ17. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ÷åòâåðêè õ18 ñïèñêà âûâîäà, òåîðåìà
õ19 êîòîðûõ èìååò õàðàêòåðèñòèêó "÷èñëàòîì" è îòëè÷íà îò èñõîäíîé òåîðåìû.
Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ19. Ïåðåìåííîé õ23 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà õ20, çàãîëîâîê êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ çàãîëîâêîì
âûðàæåíèÿ õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû âûðàæåíèé õ11 è õ23 ñîâïàäàþò. Ïå-
ðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî åãî äëèíà ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ14, ïðè÷åì â íåãî âõîäÿò âñå ïåðåìåííûå
òåîðåìû õ19.

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ òåîðå-
ìû õ19 íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ26 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ25, ïåðåìåííîé õ28 - òà ÷àñòü ðàâåíñòâà õ26,
êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà òàê æå, êàê ÷àñòü õ23 ðàâåíñòâî õ20. Ïåðåìåííîé õ29
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ26. Ïåðåìåííîé õ30 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ28. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ30, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ28 è õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäñòà-
íîâêà S ëèøü ïåðåîáîçíà÷àåò ïåðåìåííûå, íå îòîæäåñòâëÿÿ èõ. Ïåðåìåííîé õ32
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì
òåîðåìû õ25. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâ-
êè S ê ïîäòåðìó õ29. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ,
÷òî ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ33 è õ15 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ32. Óòâåðæäåíèÿ
ñïèñêà õ32 îáðàáàòûâàþòñÿ îïåðàòîðîì "ñòàíä". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â íàêîïèòå-
ëå õ17 íåò ïàðû, âòîðîé ýëåìåíò êîòîðîé âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê õ32. Âñå ïàðû
ñïèñêà õ17, âòîðûå ýëåìåíòû êîòîðûõ âêëþ÷àþò ñïèñîê õ32, óäàëÿþòñÿ èç íà-
êîïèòåëÿ õ17. Çàòåì â íàêîïèòåëü õ17 çàíîñèòñÿ ïàðà (õ18, õ32).

Ïî çàâåðøåíèè ïðîñìîòðà ñïèñêà âûâîäà âñå ïåðåìåííûå, íà÷èíàÿ ñ õ18, ñíîâà
îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îáðàáîòàí-
íûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä" óòâåðæäåíèé íàáîðà õ8. Åñëè â ñïèñêå õ17 èìååòñÿ
ïàðà, âòîðîé ýëåìåíò êîòîðîé âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê õ18, òî èñõîäíàÿ òåîðåìà
ïîìåí÷àåòñÿ ýëåìåíòîì "èñêëþ÷åíèå", è ïðèìåíåíèå ïðèåìà îáðûâàåòñÿ. Èíà-
÷å - ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ17 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê òåîðåì, èçâëåêàåìûõ èç ïåðâûõ ýëåìåíòîâ ïàð íàáîðà õ17. Íàïîìíèì, ÷òî
ýòè ýëåìåíòû ñóòü ÷åòâåðêè ñïèñêà âûâîäà. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 - óêàçàííûå
âûøå äîïîëíèòåëüíûå òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ
êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ18 è êîíúþíêöèé íàáîðîâ óòâåðæäåíèé, îáðàçó-
þùèõ âòîðûå ýëåìåíòû ïàð íàáîðîâ õ17. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò îáðàáîòêè íîðìàëèçàòîðîì "íîðìèëè" óòâåðæäåíèÿ õ20 îòíîñèòåëüíî
óòâåðæäåíèé, çàäàþùèõ î.ä.ç. êîíñåêâåíòà õ9. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 èìååò âèä
"¬(a = C) & ¬(d = C) & a− òî÷êà & d− òî÷êà & C − òî÷êà". Ïåðåìåííîé õ22
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî âñå îíè ýëåìåíòàðíû. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ22 è
êîíñåêâåíòîì õ9. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè åå îïå-
ðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Âñå òåîðåìû ñïèñêà âûâîäà, ïðåäñòàâëåííûå â íàáîðå
õ17, ïîìå÷àþòñÿ ýëåìåíòîì "èñêëþ÷åíèå". Çàòåì òåîðåìà õ23 ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.
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Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî òèïà ñîêðàùåíèÿ äëÿ ñîåäèíåíèÿ äâóõ
òîæäåñòâ òèïà "÷èñëàòîì"

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcfC(¬(âåðîÿòíîñòü(b, C) = 0) & b− set & c− set & f − set & b ⊆ f &
c ⊆ b & b ∈ ñîáûòèÿ(C) & c ∈ ñîáûòèÿ(C) & f ∈ ñîáûòèÿ(C) & âåðïðîñòðàíñòâî(C)→
óñëâåðîÿòí(b, f, C)óñëâåðîÿòí(c, b, C) = óñëâåðîÿòí(c, f, C))

èç òåîðåìû

∀bcC(¬(âåðîÿòíîñòü(b, C) = 0) & b− set & c− set & c ⊆ b & b ∈ ñîáûòèÿ(C) &
c ∈ ñîáûòèÿ(C) & âåðïðîñòðàíñòâî(C)→ óñëâåðîÿòí(c, b, C) =
âåðîÿòíîñòü(c, C)/âåðîÿòíîñòü(b, C))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & ¬(c = 0) & ¬(b = 0)→ a/b · b/c = a/c)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - ïàðà ÷àñòåé ðà-
âåíñòâà â êîíñòåêâåíòå. Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ11 ïàðû õ10, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé
÷èñëîâîé àòîì. Ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîé ýëåìåíò ïàðû. Â íàøåì ïðèìåðå
õ11 - "óñëâåðîÿòí(c, b, C)", õ13 - "âåðîÿòíîñòü(c, C)/âåðîÿòíîñòü(b, C)". Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "äðîáü".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñîêðàùäðîáè" îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äî-
ïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåî-
ðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä:

∀ade(a− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & ¬(e = 0) & ¬(d = 0)→ a/d · d/e = a/e)

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû
õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî åå êîðíåâûõ îïåðàíäîâ ðàâíî 2, è ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïàðà ýòèõ îïåðàíäîâ. Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ23 äàííîé ïàðû, èìåþùèé çàãî-
ëîâîê õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "a/d". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîé ýëåìåíò
ïàðû, ïåðåìåííîé õ25 - åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ24 - "d/e", õ25 - "äðîáü".
Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ òåîðåìà õ27 ñ õàðàêòåðèñòèêîé "÷èñëàòîì", ñîäåðæàùàÿ
ñèìâîë õ25 â ñâîåì êîíñåêâåíòå. Â íàøåì ïðèìåðå îíà ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé òåîðåìîé.
Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ òåîðåìû õ27
íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó è â òåîðåìó õ17. Â íàøåì ïðèìåðå
õ28 èìååò âèä:

∀fgh(¬(âåðîÿòíîñòü(f, h) = 0) & f − set & g − set & g ⊆ f & f ∈ ñîáûòèÿ(h) &
g ∈ ñîáûòèÿ(h) & âåðïðîñòðàíñòâî(h)→ óñëâåðîÿòí(g, f, h) =
âåðîÿòíîñòü(g, h)/âåðîÿòíîñòü(f, h))

Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ28, êîòî-
ðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåðîÿòíîñòü(g, h)/âåðîÿòíîñòü(f, h))".
Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ13, õ21 è õ32. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ33, óíèôèöèðóþùàÿ òåðì õ13 ñ òåðìîì õ23 è îäíîâðåìåííî - òåðì õ32
ñ òåðìîì õ24. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòà-
íîâêè S ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåì õ17, õ28. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê çàìåíÿþùåìó âûðàæåíèþ òåîðåìû
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õ17. Â íàøåì ïðèìåðå õ36 èìååò âèä "âåðîÿòíîñòü(c, C)/âåðîÿòíîñòü(f, C)". Îïðå-
äåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ38 óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ õ36 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ35 ïðè
ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåì ïðèìåðå - "óñëâåðîÿòí(c, f, C)". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî õ38 - ÷èñëîâîé àòîì. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæå-
íèÿ õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæåíèå". Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ40 âûðàæåíèé õ11 è ïîäòåðìà õ31, ïðè êîòîðîì îïåðàíä õ11
èìååò òîò æå íîìåð, ÷òî ýëåìåíò õ23 ïàðû õ22. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê õ41 ïîäñòàíîâêè S. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ35, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ42 è õ38. Îíà îáðàáàòû-
âàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå òåêóùåãî òîæäåñòâà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû

1. Ïîïûòêà âûâåñòè èç äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè èìïëèêàöèþ áåç ÷èñëî-
âûõ àòîìîâ â êîíñåêâåíòå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcde(¬(a = e) & ¬(b = d) & ¬(c = e) & a ∈ îêðóæíîñòü(bd) & b ∈ îòðåçîê(ac) &
c ∈ îêðóæíîñòü(bd) & e ∈ îêðóæíîñòü(bd) & a− òî÷êà & b− òî÷êà &
c− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà→ ïðÿìàÿ(ae) ⊥ ïðÿìàÿ(ce))

èç òåîðåìû

∀abcBE(c− òî÷êà & a− òî÷êà & ¬(b = B) & B − òî÷êà & b− òî÷êà &
¬(a = E) & ¬(c = E) & a ∈ îêðóæíîñòü(bB) & b ∈ îòðåçîê(ac) &
c ∈ îêðóæíîñòü(bB) & E ∈ îêðóæíîñòü(bB) & E − òî÷êà→ ∠(aEc) = π/2)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(B = C) & ¬(A = B)→
∠(ABC) = π/2↔ ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ12 - òà ÷àñòü
ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé àòîì. Â íàøåì
ïðèìåðå - "∠(aEc)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ12.
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ýêâòåðìû" îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äî-
ïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ðàññìàòðèâà-
åòñÿ âõîæäåíèå õ19 ñèìâîëà õ14. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò
õ20 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ19 ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòîò ðå-
çóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

2. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà ÷èñëîâîãî àòîìà êîíñòàíòå äëÿ óïðîùåíèÿ òåîðåì,
îòíîñÿùèõñÿ ê íàäêëàññó îïðåäåëÿåìîãî êëàññà îáúåêòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDEK(K = (A, B, C,D) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) & òî÷êàëó÷à(A, D, E) &
ïðÿìêîîðä(K)→ êîîðä(E, K) = (0, 0, l(AE)))
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èç òåîðåìû

∀ABCDK(K = (A, B, C,D) & ïðÿìêîîðä(K)→ l(AD) = 1)

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀ABCDEK(ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C,D)→ ïðÿìêîîðä(K)↔
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & l(AB) = 1 & l(AC) = 1 & l(AD) = 1)

∀ABCDEK(ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C,D) & E ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
òî÷êàëó÷à(A, D, E)→ êîîðä(E, K) = (0, 0, l(AE)/l(AD)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ12 - òà ÷àñòü
ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé àòîì. Ïåðåìåí-
íîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - "l(AD)", õ14 -
1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ14 íå èìååò ïåðåìåííûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñòàðòîâàÿ òåîðåìà öèêëà âûâîäà - îïðåäåëåíèå íåêîòîðîãî òåðìà õ18. Â íàøåì
ñëó÷àå - òåðìà "ïðÿìêîîðä(K)". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåð-
ìà õ18. Â ñïèñêå õ8 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ20 ñ çàãîëîâêîì õ19. Â íàøåì
ïðèìåðå - "ïðÿìêîîðä(K)". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñòàðòîâàÿ òåîðåìà
öèêëà âûâîäà. Â íàøåì ïðèìåðå - óêàçàííàÿ âûøå ïåðâàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåî-
ðåìà.

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èñõîä-
íîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â òåîðåìó õ21. Â íàøåì ïðèìåðå õ22
èìååò âèä:

∀abcde(e = (a, b, c, d) & ïðÿìêîîðä(e)→ l(ad) = 1)

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ21, ïåðåìåííîé
õ25 - âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ21, êîòîðàÿ
ðàâíà õ18. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ
õ18 ê ñïèñêó õ23. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäå-
íèé õ8. Îïåðàòîð "ïîäáîðçíà÷åíèé" îïðåäåëÿåò ïîäñòàíîâêó S âìåñòî ïåðå-
ìåííûõ õ27, ïåðåâîäÿùóþ òåðìû íàáîðà õ8 â òåðìû íàáîðà õ26, ñ òî÷íîñòüþ
äî èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà îïåðàíäîâ â àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèÿõ.
Ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ ñïèñîê õ29 ôàêòè÷åñêè èñïîëüçîâàííûõ òåðìîâ íàáîðà
õ26. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðìû õ29 ñîäåðæàò âñå ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé ñïèñêà
õ23. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ26 è õ29. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ30 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "ñèñòêîîðä(K)". Ïåðåìåííîé
õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê âûðàæåíèþ õ12. Â
íàøåì ïðèìåðå îí ñîâïàäàåò ñ õ12. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïà-
ðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ23. Â ñïèñêå õ30 âûáèðàåòñÿ òåðì õ33. Â íàøåì
ïðèìåðå - "ñèñòêîîðä(K)". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ33.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îòëè÷åí îò ñèìâîëà "íå". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàçâàíèå ðàçäåëà, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ34. Â íàøåì ïðèìåðå - "ñè-
ñòåìûêîîðäèíàò".

Â ðàçäåëå õ35 íàõîäèòñÿ òåîðåìà, ñîäåðæàùàÿ ñèìâîë õ34 è çàãîëîâîê òåð-
ìà õ31. Â íàøåì ïðèìåðå - óêàçàííàÿ âûøå âòîðàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðå-
ìà. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Îïåðàòîð "ïîäáîð"
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îïðåäåëÿåò ïîäñòàíîâêó R âìåñòî ïåðåìåííûõ õ32, ïåðåâîäÿùóþ òåðìû íàáî-
ðà õ23 â òåðìû íàáîðà õ40, ñ òî÷íîñòüþ äî èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà îïåðàíäîâ â
àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèÿõ. Ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ ñïèñîê õ42
ôàêòè÷åñêè èñïîëüçîâàííûõ òåðìîâ íàáîðà õ40. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R ê âûðàæåíèþ õ31. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - "l(AD)". Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âõîæäåíèé îáðàáîòàííîãî
îïåðàòîðîì "ñòàíä" âûðàæåíèÿ õ43 âî âòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê íåïóñò, ïðè÷åì âñå åãî ýëåìåíòû ñóòü âõîæäåíèÿ â
êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèé õ44
âî âòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó íà òåðì õ14. Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R ê óòâåðæäåíèÿì íàáîðà
õ30. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ46 - ïîäñïèñîê ñïèñêà õ40. Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R ê òåðìó õ18. Â íàøåì ïðèìåðå îí
ñîâïàäàåò ñ õ18. Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ñïèñêå õ40
óòâåðæäåíèÿ õ46 íà õ47. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ48, êîíñå-
êâåíò êîòîðîé òîò æå, ÷òî ó èìïëèêàöèè õ45. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ, êîãäà ðàâåíñòâî ÷èñëîâîãî àòîìà êîíñòàíòå äîïóñêàåò
ïðîñòóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & a ⊆ b & 0 ≤ −card(b) + card(a) & êîíå÷íîå(b)→ a = b)

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & êîíå÷íîå(b) & a ⊆ b→ card(b \ a) = card(b)− card(a))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− set→ card(a) = 0↔ a = ∅)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ12 - òà ÷àñòü
ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé àòîì. Ïåðåìåí-
íîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïðîòèâîïîëîæíîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îöåíêà ñëîæíîñòè âûðàæåíèÿ õ12 ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé ñëîæíîñòè êîíñåêâåí-
òà. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê àòîìà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ12
èìååò âèä "card(b \ a)". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "÷èñë" îïðåäåëÿåò ïî õ14
óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîä-
íóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä:

∀c(c− set→ card(c) = 0↔ c = ∅)

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåí-
òå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû îòíîñèòåëüíî åå õàðàêòåðèñòèêè "óïðîùäí". Â íà-
øåì ïðèìåðå - ëåâàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ21 - ðàâåíñòâî íåêîòîðîãî âûðà-
æåíèÿ õ24 êîíñòàíòíîìó âûðàæåíèþ Q. Â íàøåì ïðèìåðå õ24 - "card(c)". Ïåðå-
ìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ17, ïåðåìåííîé õ26 -
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ24. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïàðàìåòðû óòâåðæäå-
íèé õ25 âõîäÿò â ñïèñîê õ26. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ
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õ26, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ24 â òåðì õ12. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì õ25. Ïåðåìåííîé
õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê çàìåíÿþùåé ÷àñòè
êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "b \ a = ∅". Ïåðåìåííîé õ30 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ8, õ28 è ðàâåíñòâà ïîäòåðìà õ11 âûðàæåíèþ
Q. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìòåî-
ðåìà" èìïëèêàöèè ñ àíòåöåäåíòàìè õ30 è êîíñåêâåíòîì õ29. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
â òåîðåìå õ31 âñòðå÷àþòñÿ íåâûðîæäåííûå ÷èñëîâûå àòîìû. Çàòåì îíà ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî, äåêîìïîçèðóþùåå ÷èñëîâîé àòîì, äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ äðóãîãî òîæäåñòâà, äåêîìïîçèðóþùåãî ÷èñëîâîé àòîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(a− set & b− set & a ∈ ñîáûòèÿ(c) & b ∈ ñîáûòèÿ(c) & âåðïðîñòðàíñòâî(c) &
íåçàâñîáûòèÿ((b, a), c)→ âåðîÿòíîñòü(a \ b, c) =
(−âåðîÿòíîñòü(b, c) + 1)âåðîÿòíîñòü(a, c))

èç òåîðåìû

∀abc(a− set & b− set & a ∈ ñîáûòèÿ(c) & b ∈ ñîáûòèÿ(c) & âåðïðîñòðàíñòâî(c) &
íåçàâñîáûòèÿ((b, a), c)→ âåðîÿòíîñòü(a ∩ b, c) =
âåðîÿòíîñòü(a, c)âåðîÿòíîñòü(b, c))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A− set & B − set & A ∈ ñîáûòèÿ(C) & B ∈ ñîáûòèÿ(C) &
âåðïðîñòðàíñòâî(C)→ âåðîÿòíîñòü(A \B, C) =
âåðîÿòíîñòü(A, C)− âåðîÿòíîñòü(A ∩B, C))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - ïàðà ÷à-
ñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ òà èç íèõ, êîòîðàÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé àòîì, ïåðåìåííîé õ13 - äðóãàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå
õ11 - "âåðîÿòíîñòü(a∩b, c)", ïåðåìåííàÿ õ13 - "âåðîÿòíîñòü(a, c)âåðîÿòíîñòü(b, c))".
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëîâûõ àòîìîâ âûðàæåíèÿ õ13. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "âåðîÿòíîñòü(a, c)", "âåðîÿòíîñòü(b, c))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àòî-
ìû õ14 íåâûðîæäåííûå, ïðè÷åì ñïèñîê èõ ïàðàìåòðîâ ñîâïàäàåò ñî ñïèñêîì
ïàðàìåòðîâ àòîìà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àòîìû õ14 îáðàçóþò äåêîìïîçèöèþ
ïî ïåðåìåííûì àòîìà õ11. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå íåîäíî-
áóêâåííîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà âûðàæåíèÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðàíäà
"a∩ b". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ15. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îí èìååò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íè îäèí èç àòîìîâ
õ14 íå ñîäåðæèò âñåõ ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ16. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàãîëîâîê ïîäòåðìà õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïåðåñå÷åíèå". Â ðàçäåëå, ê êîòî-
ðîìó îòíîñèòñÿ çàãîëîâîê P àòîìà õ11, íàõîäèòñÿ òåîðåìà ñ õàðàêòåðèñòèêîé
"÷èñëàòîì" èëè "÷èñëçíà÷". Â íàøåì ïðèìåðå - óêàçàííàÿ âûøå äîïîëíèòåëü-
íàÿ òåîðåìà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì îäíîé èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñå-
êâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñëóæèò ñèìâîë P , ïðè÷åì ýòîò ñèìâîë âõîäèò
òàêæå â äðóãóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà, íå èìåþùóþ çàãîëîâêà P . Ïåðåìåííîé õ24
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ÷àñòè ñ çàãîëîâêîì P , ïåðåìåííîé õ25 - âõîæäåíèå
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äðóãîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ26 - âõîæäåíèå ñèìâîëà P â äðóãóþ ÷àñòü. Â íàøåì
ïðèìåðå õ26 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "âåðîÿòíîñòü(A∩B, C)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âõîæäåíèå õ26 èìååò îïåðàíä ñ çàãîëîâêîì õ17.

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû,
ïåðåìåííîé õ28 - ïîäòåðì õ26. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëîâûõ
àòîìîâ ïîäòåðìà õ25, îòëè÷íûõ îò õ28. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê íåïóñò è
âñå åãî àòîìû íåâûðîæäåííûå. Â íàøåì ïðèìåðå õ29 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî
àòîìà "âåðîÿòíîñòü(A, C)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå âûðàæåíèÿ ñïèñêà õ29 áåñïî-
âòîðíû, ïðè÷åì ñïèñîê ïàðàìåòðîâ êàæäîãî èç íèõ - ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî
ïàðàìåòðîâ àòîìà õ28. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ30 ïðå-
îáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ26 â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè èñõîäíîé
òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà" ñ îïöèåé
"÷èñëçíà÷" ïîñëå ÷åãî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà, óìåíüøàþùåãî îöåíêó ñëîæíîñòè, äëÿ óïðîùåíèÿ
çàìåíÿåìîé ÷àñòè òîæäåñòâà, óìåíüøàþùåãî êîëè÷åñòâî íåâûðîæäåííûõ ÷èñ-
ëîâûõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcB(¬(âåðîÿòíîñòü(a∩b, c) = 0) & a−set & b−set & B−set & a ∈ ñîáûòèÿ(c) &
b ∈ ñîáûòèÿ(c) & B ∈ ñîáûòèÿ(c) & âåðïðîñòðàíñòâî(c) &
íåçàâñîáûòèÿ((a, b), c)→ âåðîÿòíîñòü(a, c)óñëâåðîÿòí(B, a ∩ b, c) =
óñëâåðîÿòí(a ∩B, b, c))

èç òåîðåìû

∀ABC(¬(âåðîÿòíîñòü(B, C) = 0) & A− set & B − set & A ∈ ñîáûòèÿ(C) &
B ∈ ñîáûòèÿ(C) & âåðïðîñòðàíñòâî(C) & íåçàâñîáûòèÿ((A, B), C)→
óñëâåðîÿòí(A, B, C) = âåðîÿòíîñòü(A, C))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀deBC(¬(âåðîÿòíîñòü(d∩e, C) = 0) & d−set& e−set& B−set& d ∈ ñîáûòèÿ(C) &
e ∈ ñîáûòèÿ(c) & B ∈ ñîáûòèÿ(c) & âåðïðîñòðàíñòâî(C)→
óñëâåðîÿòí(e, d, C)óñëâåðîÿòí(B, d ∩ e, c) = óñëâåðîÿòí(e ∩B, d, c))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ9 èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè, è
ýòîò ïîäòåðì ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ11. Â íàøåì ïðèìåðå ïîäòåðì õ11
èìååò âèä "óñëâåðîÿòí(A, B, C)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 - ÷èñëîâîé àòîì, ïðåä-
ñòàâëÿþùèé ñîáîé îäíó èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà áåñïîâòîðíà è
èìååò íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëî-
âîê àòîìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "óñëâåðîÿòí". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñòàðòîâîé
òåîðåìîé ñïèñêà âûâîäà íå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ñèìâîëà õ14.

Â ðàçäåëå, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ14, íàõîäèòñÿ óêàçàííàÿ âûøå äî-
ïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà ñ õàðàêòåðèñòèêîé "óìåíüøñëîæí(N)". Â çàìåíÿåìîé
÷àñòè ðàâåíñòâà - êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå
õ24 ñèìâîëà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "óñëâåðîÿòí(e, d, C)".
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Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ26 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ24 â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

6. Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ òåîðåì, ñîäåðæàùèõ çàãîëîâîê
óïðîùàåìîãî ÷èñëîâîãî àòîìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcABCDEF (¬(a = 0) & E ∈ ïðÿìàÿ(BC) & F ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & A− òî÷êà & B− òî÷êà & C − òî÷êà & D− òî÷êà &
E−òî÷êà & F −òî÷êà & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(EF )→ c = b+al(CD)l(EF )↔
S(ôèãóðà(ABCD)) = (c− b)/a)

èç òåîðåìû

∀ABCDEF (A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
F − òî÷êà & ïàðàëëåëîãðàìì(ABCD) & ïðÿìàÿ(EF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) &
F ∈ ïðÿìàÿ(AD)→ S(ôèãóðà(ABCD)) = l(AD)l(EF ))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abcd(¬(a = 0)→ aS(d) + b = c↔ S(d) = (c− b)/a)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ9 èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè, è
ýòîò ïîäòåðì ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ11. Â íàøåì ïðèìåðå ïîäòåðì õ11
èìååò âèä "S(ôèãóðà(ABCD))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 - ÷èñëîâîé àòîì, ïðåä-
ñòàâëÿþùèé ñîáîé îäíó èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà áåñïîâòîðíà è
èìååò íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëî-
âîê àòîìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïëîùàäü". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñòàðòîâîé òåî-
ðåìîé ñïèñêà âûâîäà íå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ñèìâîëà õ14.

Â ðàçäåëå, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ14, íàõîäèòñÿ óêàçàííàÿ âûøå äî-
ïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, íå èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòèê ñ çàãîëîâêàìè "÷èñëàòîì",
"îáùíîðì", "ãðóïïèðîâêè". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû ñèìâîë õ14 âñòðå÷àåòñÿ îäèí ëèáî äâà ðàçà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äîïîë-
íèòåëüíàÿ òåîðåìà íå èìååò ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ äëèíû áîëåå 4, íå èñ-
ïîëüçóåìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê ààíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè íèõ íåò
ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé âûðàæåíèþ, íå ñîäåðæàùåìó ýòîé ïåðåìåííîé. Ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ22 ñèìâîëà õ14 â êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ23 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ22
â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ñîçäàíèå ïðîòîêîëà äëÿ ðàçáîðà ñëó÷àåâ ïðè óïðîùåíèè ñëîæíîãî ÷èñ-
ëîâîãî àòîìà

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïîëó÷åíèå ïðîòîêîëà
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"ïîäñëó÷àè(óïðîùåíèå(card{d; c}), d ∈ {; c} ∨ ¬(d ∈ {; c}))"
èç òåîðåìû

∀cd(¬(d ∈ {; c}) & c− ñëîâî→ card{d; c} = 1 + card{; c})
Íàïîìíèì, ÷òî ïðîòîêîë "ïîäñëó÷àè(A1A2A3)" îïðåäåëÿåò ðàçáîð ñëó÷àåâ ïî äèçú-
þíêöèè A2 äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè A1. A3 - ñïèñîê ôèëüòðîâ, óòî÷íÿþùèõ êîíòåêñò.
Â êà÷åñòâå A1 â íàøåì ïðèìåðå èñïîëüçóåòñÿ òåðì âèäà "óïðîùåíèå(T )", çàäàþùèé
öåëü óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ T .

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - ïàðà ÷àñòåé
ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ òà èç íèõ, êîòîðàÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé àòîì, ïåðåìåííîé õ13 - äðóãàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 -
"card{d; c}", ïåðåìåííàÿ õ13 - "1 + card{; c}". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
âñåõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ òåðìà õ13, îöåíêà ñëîæíîñòè êîòîðûõ ðàâíà îöåíêå ñëîæíîñòè
òåðìà õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâà-
èâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - âûðàæåíèå "card{; c}". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
çàãîëîâêè òåðìîâ õ17 è õ11 ðàâíû, ïðè÷åì òåðì õ17 êîðî÷å òåðìà õ11. Ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ýëåìåíòàðíûé ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - "¬(d ∈ {; c}".
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî îòðèöàíèå, ïåðåìåííîé õ22 - ðåçóëüòàò çàìåíû â
ñïèñêå õ9 àíòåöåäåíòà õ20 íà õ21.

Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ24 óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ õ11 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ22.
Â íàøåì ïðèìåðå - "card{; c}". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè âûðàæåíèÿ õ11
íå ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè âûðàæåíèÿ õ24. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
÷èñëîâûõ àòîìîâ âûðàæåíèÿ õ24, èìåþùèõ òó æå îöåíêó ñëîæíîñòè, ÷òî âûðàæåíèå
õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå òåðìû ñïèñêà õ26 èìåþò òîò æå çàãîëîâîê, ÷òî âûðàæåíèå
õ11, ïðè÷åì îíè êîðî÷å, ÷åì õ11. Ñîçäàåòñÿ ïðîòîêîë "ïîäñëó÷àè(óïðîùåíèå(õ11)
èëè(õ21 õ20))", êîòîðûé ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðè-
ñòèêîé "ïðîòîêîë".

Óñèëåíèå òåîðåìû

1. Ïîïûòêà èñêëþ÷èòü ïàðàìåòð, íå âõîäÿùèé â çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå - ïðî-
ñòåéøèé ñëó÷àé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcC(¬(a = b) & ¬(c = C) & a ∈ îòðåçîê(bc) & a− òî÷êà & b− òî÷êà &
c− òî÷êà & C − òî÷êà→ óãîëìåæäó(âåêòîð(ab), âåêòîð(cC)) = ∠(bcC))

èç òåîðåìû

∀abcdC(¬(a = b) & ¬(c = d) & ¬(c = C) & l(ab) = l(cd) & a ∈ ïðÿìàÿ(cd) &
a ∈ îòðåçîê(bc) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà &
C−òî÷êà & òî÷êàëó÷à(c, d, b)→ óãîëìåæäó(âåêòîð(ab), âåêòîð(cC)) = ∠(dcC))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - ïàðà ÷à-
ñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ òà èç íèõ, êîòîðàÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé àòîì, ïåðåìåííîé õ13 - äðóãàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå
õ11 - "óãîëìåæäó(âåêòîð(ab), âåêòîð(cC))", ïåðåìåííàÿ õ13 - "∠(dcC)". Âûáè-
ðàåòñÿ ïàðàìåòð õ14 âûðàæåíèÿ õ13, íå âõîäÿùèé â âûðàæåíèå õ11. Â íàøåì
ïðèìåðå - d. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ15, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â
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íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ e. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïå-
ðåìåííîé õ15 âûðàæåíèþ õ13. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, ïîñûëêàìè
êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ9 è ðàâåíñòâî õ16. Íåèçâåñòíûìè çàäà-
÷è ñëóæàò âñå ïàðàìåòðû åå ïîñûëîê. Òàêæå èìåþòñÿ öåëè "íîðìòåîðåìà" è
"èñêëþ÷ õ14".

Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è â åå ñïèñêå ïîñûëîê íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ20, â îäíîé
èç ÷àñòåé êîòîðîãî ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåí-
ñòâî "e = ∠(bcC)". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ20.
Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(bcC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ23 íå ñîäåðæèò
ïåðåìåííîé õ14, à ðåçóëüòàò îáðàáîòêè åãî îïåðàòîðîì "ñòàíä" îòëè÷àåòñÿ îò
ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ýòèì îïåðàòîðîì âûðàæåíèÿ õ11. Ñïèñîê õ9 ðàçáèâàåòñÿ
íà ïîäñïèñîê õ24 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ14, è ïîäñïèñîê õ25
îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâà-
åòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå "ñóùåñòâóåò(õ14 è(õ24))" - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ25.
Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ25 è êîíñåêâåíòîì "ðàâíî(õ11
õ23)". Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà èñêëþ÷èòü ïàðàìåòð, íå âõîäÿùèé â çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå - äèçú-
þíêòèâíûé ñëó÷àé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acB(¬(a = B) & ¬(c = B) & B ∈ îòðåçîê(ac) & a− òî÷êà & c− òî÷êà &
B − òî÷êà→ óãîëìåæäó(âåêòîð(aB), âåêòîð(cB)) = π)

èç òåîðåìû

∀abcB(¬(a = B) & ¬(c = B) & l(ab) = l(cB) & a ∈ ïðÿìàÿ(cB) & a ∈ îòðåçîê(bc) &
a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & B − òî÷êà & òî÷êàëó÷à(c, B, b)→
óãîëìåæäó(âåêòîð(aB), âåêòîð(cB)) = ∠(baB))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - ïàðà ÷à-
ñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ òà èç íèõ, êîòîðàÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé àòîì, ïåðåìåííîé õ13 - äðóãàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå
õ11 - "óãîëìåæäó(âåêòîð(aB), âåêòîð(cB))", ïåðåìåííàÿ õ13 - "∠(baB)". Âûáè-
ðàåòñÿ ïàðàìåòð õ14 âûðàæåíèÿ õ13, íå âõîäÿùèé â âûðàæåíèå õ11. Â íàøåì
ïðèìåðå - b. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ15, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïå-
ðåìåííîé õ15 âûðàæåíèþ õ13. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, ïîñûëêàìè
êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ9 è ðàâåíñòâî õ16. Íåèçâåñòíûìè çàäà-
÷è ñëóæàò âñå ïàðàìåòðû åå ïîñûëîê. Òàêæå èìåþòñÿ öåëè "íîðìòåîðåìà" è
"èñêëþ÷ õ14".

Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è âûáèðà-
åòñÿ óòâåðæäåíèå õ20 ñ çàãîëîâêîì "èëè". Â íàøåì ïðèìåðå ýòî óòâåðæäåíèå
èìååò âèä "¬(a ∈ èíòåðâàë(bB)) & d = 0 ∨ d = π & a ∈ îòðåçîê(bB)". Ïåðåìåí-
íîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê äèçúþáíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ20. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè êîíúþêòèâíûõ ÷ëåíîâ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ21
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èìååò ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ15 íåêîòîðîìó âûðàæåíèþ, íå ñîäåðæàùåìó ïå-
ðåìåííîé õ14. Âûáèðàåòñÿ íåêîòîðûé ýëåìåíò õ22 ñïèñêà õ21. Â íàøåì ïðèìåðå
- "d = π & a ∈ îòðåçîê(bB)". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åãî êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Â ñïèñêå õ23 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ24 ñ ïåðåìåííîé õ15 â
îäíîé ÷àñòè è íå ñîäåðæàùèì ïåðåìåííîé õ14 âûðàæåíèåì õ27 â äðóãîé. Ïå-
ðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ9, ñîäåðæàùèõ
ïåðåìåííóþ õ14, ïåðåìåííîé õ29 - ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ23, ñîäåð-
æàùèõ ïåðåìåííóþ õ14. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ
õ28 è õ29. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå íå âîøåäøèõ â ñïèñîê
õ28 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ9 ñ îòëè÷íûìè îò õ24 è íå âîøåäøèìè â ñïèñîê õ29
óòâåðæäåíèÿìè íàáîðà õ23. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ31 è
óñëîâèÿìè õ30. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü",
"íåèçâåñòíûå õ14", "ïàðàìåòðû õ14", "èñêëþ÷". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü
"¬(a = B)", "¬( = B)", "a ∈ ïðÿìàÿ(cB)", "a−òî÷êà", "c−òî÷êà", "B−òî÷êà".
Óñëîâèÿ - "l(ab) = l(cB)", "a ∈ îòðåçîê(bc)", "b − òî÷êà", "òî÷êàëó÷à(c, B, b)",
"a ∈ îòðåçîê(bB)". Íåñóùåñòâåííàÿ íåèçâåñòíàÿ - b.

Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ33. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"B ∈ îòðåçîê(ac)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", è ñî-
çäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ31
è êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ õ33, à êîíñåêâåíòîì - ðàâåíñòâî âûðà-
æåíèé õ11 è õ27. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Èñõîäíàÿ òåîðåìà ïîìå÷àåòñÿ ñèìâîëîì "èñ-
êëþ÷åíèå", îäíàêî îáðàáîòêà îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ õ22 ñïèñêà õ21 ïðîäîëæà-
åòñÿ äî èñ÷åðïàíèÿ ýòîãî ñïèñêà.

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà, ôèêñèðóþùåãî çíà÷åíèå îïðåäåëÿåìîãî àòîìà, äëÿ
íàõîæäåíèÿ ñàìîãî ñëîæíîãî èç îïðåäåëÿþùèõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aBCD(¬(B = C) & ¬(C = D) & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
ñêàëóìíîæ(âåêòîð(CB), âåêòîð(CD)) = a→ a = cos(∠(BCD))l(BC)l(CD))

èç òåîðåìû

∀BCD(¬(B = C) & ¬(C = D) & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà →
ñêàëóìíîæ(âåêòîð(CB), âåêòîð(CD)) = cos(∠(BCD))l(BC)l(CD))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ12 - òà èç
÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé àòîì.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà åãî ñëîæíîñòè ðàâíà îöåíêå ñëîæíîñòè êîíñåêâåí-
òà. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Â
íàøåì ïðèìåðå õ12 èìååò âèä "ñêàëóìíîæ(âåêòîð(CB), âåêòîð(CD))", õ14 -
âèä "cos(∠(BCD))l(BC)l(CD)". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ íåâûðîæäåí-
íûé ÷èñëîâîé àòîì âûðàæåíèÿ õ14, èìåþùèé íàèáîëüøóþ îöåíêó ñëîæíîñòè
ñðåäè òàêèõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(BCD)". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè àòîìà õ15 ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè àòîìà õ12. Åñëè
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õ14 áåñïîâòîðíî, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 òîæå áåñïîâòîðíî. Âûáèðàåòñÿ ïåðå-
ìåííàÿ õ16, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ
a. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 ðàâåíñòâà
âûðàæåíèé õ12 è õ16. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ17, êîíñå-
êâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ16 è õ14. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "îïðàòîì(õ15)".

Èíäóêòèâíîå îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Ïåðåõîä îò òîæäåñòâà äëÿ îïåðàöèè òèïà óìíîæåíèÿ ê îïåðàöèè òèïà ñòåïåíè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ac(¬(c = 0) & c− êîìïëåêñíîå & a− öåëîå→ arg(ca) = íîðìàðã(a · arg(c)))

èç òåîðåìû

∀cf (¬(c = 0) & ¬(f = 0) & c − êîìïëåêñíîå & f − êîìïëåêñíîå → arg(cf) =
íîðìàðã(arg(c) + arg(f)))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - ïàðà ÷à-
ñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ òà èç íèõ, êîòîðàÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé àòîì, ïåðåìåííîé õ13 - äðóãàÿ. Â íàøåì ïðèìåðå
õ11 - "arg(cf)", ïåðåìåííàÿ õ13 - "íîðìàðã(arg(c)+arg(f))". Âíóòðè âûðàæåíèÿ
õ11 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ14 íåîáíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà ñ äâóìÿ êîðíåâûìè
îïåðàíäàìè. Â íàøåì ïðèìåðå - ïîäòåðìà "cf". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàíäû âõî-
æäåíèÿ õ14 ñóòü íåêîòîðûå ïåðåìåííûå õ15 è õ16, îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà.
Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå c, f . Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê
òåðìà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "Óìíîæåíèå". Ñïðàâî÷íèê "ñòåïåíü" îïðåäå-
ëÿåò ïî õ17 ïàðó õ18 âèäà (F, m), ãäå F - cèìâîë, îïðåäåëÿþùèé îïåðàöèþ
òèïà "âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü" äëÿ îïåðàöèè õ17, m - íîìåð îïåðàíäà îïåðàöèè
F , ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè. Â íàøåì ïðèìåðå F - ñèìâîë
"Ñòåïåíü", m = 2.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ õ15 è õ16 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäå-
íèå â òåðì õ11. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ
õ14 â òåðì õ11 íà ïåðåìåííóþ õ15, ïåðåìåííîé õ20 - ðåçóëüòàò çàìåíû ýòîãî
âõîæäåíèÿ íà ïåðåìåííóþ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 èìååò âèä "arg(c)", õ20 -
âèä "arg(f)". Ïåðåìåííûì õ21 è õ22 ïðèñâàèâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, âõîæäåíèå
òåðìà õ19 â òåðì õ13 è âõîæäåíèå òåðìà õ20 â òåðì õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ21
è õ22 ñóòü âõîæäåíèÿ îïåðàíäîâ îäíîãî è òîãî æå âõîæäåíèÿ õ24, èìåþùåãî
ðîâíî äâà îïåðàíäà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ õ15 è õ16 èìåå
åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ13. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî
âõîæäåíèþ õ24. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïëþñ". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ïàðà (G, k), îïðåäåëÿåìàÿ ñïðàâî÷íèêîì "ñòåïåíü" äëÿ îïåðàöèè õ25. Â
íàøåì ïðèìåðå G - ñèìâîë "óìíîæåíèå", k = 2.

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ9, ñîäåðæà-
ùèõ ïåðåìåííóþ õ15, ïåðåìåííîé õ30 - ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ9,
ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ29 íå ïåðåñåêàþòñÿ
è èìåþò ðàâíûå äëèíû. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îáðàáîòàííûõ
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îïåðàòîðîì "ñòàíä" ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé õ16 âìåñòî ïåðåìåí-
íîé õ15 â óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ29. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê ñîâïàäàåò ñî
ñïèñêîì îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä" óòâåðæäåíèé íàáîðà õ30.

Åñëè âõîæäåíèå õ24 íå êîðíåâîå, òî âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ33, íå âõîäÿùàÿ
â èñõîäíóþ òåîðåìó, è ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõî-
æäåíèÿ õ14 â òåðì õ11 íà ïåðåìåííóþ õ33. Â íàøåì ïðèìåðå - íà ïåðåìåí-
íóþ a. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèé âõîæäå-
íèé õ21 è õ22 â òåðì õ13 íà òåðìû õ13 è õ34. Â íàøåì ïðèìåðå õ35 èìååò
âèä "íîðìàðã(íîðìàðã(arg(c) + arg(f)) + arg(a)). Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâà-
åòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ9 ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ ðîäñòàíîâêè ïåðåìåííîé
õ33 âìåñòî ïåðåìåííîé õ16 â óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ30. Îïðåäåëÿþòñÿ ðåçóëü-
òàò õ38 óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ õ35 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ36 è ðåçóëüòàò õ13
çàìåíû âõîæäåíèÿ õ24 â òåðì õ13 íà òåðì "õ25(T , õ34)", ãäå T - ïîäòåðì õ24.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" òåðìî õ38 è õ39
ñîâïàäàþò. Åñëè ýòî íå òàê, ïðèìåíåíèå ïðèåìà îòìåíÿåòñÿ. Â íàøåì ïðèìåðå
òåðì õ38 èìååò âèä "íîðìàðã(arg(a) + arg(c) + arg(f))", õ39 îòëè÷àåòñÿ îò íåãî
èçìåíåíèåì ïîðÿäêà ñëàãàåìûõ.

Åñëè óêàçàííàÿ ïðîâåðêà â ñëó÷àå íåêîðíåâîãî âõîæäåíèÿ õ24 îêàçàëàñü óñïåø-
íîé, âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ33 ñíîâà îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ñíîâà
âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ33, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå
- ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé
F ïåðåìåííûõ õ33 è õ15, ïðè÷åì íîìåð îïåðàíäà õ33 ðàâåí m. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ35 èìååò âèä "ca". Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ
îïåðàöèåé G ïåðåìåííûõ õ33 è âûðàæåíèÿ õ19, ïðè÷åì íîìåð îïåðàíäà õ33
ðàâåí k. Â íàøåì ïðèìåðå õ36 èìååò âèä "arg(c) · a". Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðàâåíñòâî ðåçóëüòàòà çàìåíû âõîæäåíèÿ õ14 â òåðì õ11 íà âûðàæåíèå
õ35, ðåçóëüòàòó çàìåíû âõîæäåíèÿ õ24 âò òåðì õ13 íà âûðàæåíèå õ36.

Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë "íàòóðàëüíîå". Åñëè ïðè ïîìîùè çàäà-
÷è íà îïèñàíèå óäàåòñÿ óñìîòðåòü îáðàòèìîñòü îïåðàöèè õ17, òî ñèìâîë õ38
çàìåíÿåòñÿ íà "öåëîå". Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê
íå âîøåäøèì â ñïèñîê õ30 óòâåðæäåíèÿì íàáîðà õ9 óòâåðæäåíèÿ "õ38(õ33)".
Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ39 è êîíñåêâåíòîì õ37. Îíà îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.137 Õàðàêòåðèñòèêà "÷èñëàòîìû"

Õàðàêòåðèñòèêîé "÷èñëàòîìû(N)" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà, âàûðàæàþùèå òåðì ñ íåâû-
ðîæäåííûìè ÷èñëîâûìè àòîìàìè ÷åðåç ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû. N - íàïðàâëåíèå çà-
ìåíû.

Ñêëåéêà òåîðåì

1. Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì, îòëè÷àþùèõñÿ ñêëåèâàåìûìè àíòåöåäåíòàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcAK(êîîðä(A, K) = (a, b, c) & Òðåõìåðí(K) & ãåîì(A)→ êðä(A, K, 1) = a)
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èç òåîðåìû

∀abcAK(êîîðä(A, K) = (a, b, c) & Âåêòîð(A) & Òðåõìåðí(K)→ êðä(A, K, 1) = a)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abcAK(êîîðä(A, K) = (a, b, c) & A− òî÷êà & Òðåõìåðí(K)→ êðä(A, K, 1) = a)

Íàïîìíèì, ÷òî "ãåîì(x)" îçíà÷àåò, ÷òî x - òî÷êà ëèáî âåêòîð òðåõìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà.

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ11 - ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ. Â ñïèêå âûâîäà âûáèðàåòñÿ îòëè÷àÿ îò èñõîäíîé äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà,
èìåþùàÿ òó æå õàðàêòåðèñòèêó "÷èñëàòîìû(N)", ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà. Ïåðå-
ìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû ñïèñêîâ õ11 è õ15 ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèÿ õ10 è õ16
ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ õ11 è õ15. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñòî. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ11
è õ17, ïåðåìåííîé õ19 - ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ15 è õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáå ýòè
ðàçíîñòè îäíîýëåìåíòíû. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ ýëåìåí-
òîâ ýòèõ ðàçíîñòåé. Â íàøåì ïðèìåðå - "Âåêòîð(A) ∨ A− òî÷êà". Ïåðåìåííîé
õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè óòâåðæäåíèÿ õ20 îïåðàòîðîì "íîðìè-
ëè" îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "ãåîì(A)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
óòâåðæäåíèå õ21 ýëåìåíòàðíî. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé
ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ17 è óòâåðæäåíèå õ21, à êîíñåêâåíòîì - õ10. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà
êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû. Èñõîäíàÿ è äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìû ïîìå-
÷àþòñÿ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå".

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíñåêâåíòà

1. Ïîïûòêà óïðîùåíèÿ çàìåíÿþùåãî òåðìà, ïðåîáðàçóþùåãî åãî â êîíñòàíòó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀d(d < 0 & d− ÷èñëî→ arg(d) = π)

èç òåîðåìû

∀xy(x < 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & 0 ≤ y → arg(x + yi) = π + arctg(y/x))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀d(¬(d = 0) & d− ÷èñëî→ 0/d = 0)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåîðåìû. Âíóòðè
ýòîãî âõîæäåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà.
Â íàøåì ïðèìåðå - ïîäòåðìà "y/x". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê
ýòîãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - "äðîáü". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "êîíñò-
íàáîð" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé
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òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëîãè÷åñêèé ñèìâîë.
Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ19 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ11 â
èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ20 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè èìïëèêàöèè õ19 îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû õ20 - ðàâåíñòâî, îäíà èç ÷àñòåé êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòíîé. Çàòåì òåîðåìà õ20 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ðàâåíñòâà ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ ñ çàäàííûì çàãîëîâêîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bn(b− set & n− öåëîå & 0 ≤ n→ n = card(b)↔ ∃f (l(f) = n & Val(f) = b &
âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f) & f − ñëîâî))

èç òåîðåìû

∀n(n− öåëîå & 0 ≤ n→ card({1, . . . , n}) = n)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set→ card(a) = card(b)↔ ∃f (f −ôóíêöèÿ & Dom(f) = a &
Val(f) = b & âçàèìíîîäíîçíà÷íî(f)))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, ïå-
ðåìåííîé õ11 - åå çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ìîùíîñòü". Ñïðà-
âî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îïðåäåëåíèå" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó "ðàâíî" äîïîëíè-
òåëüíóþ òåîðåìó, ó êîòîðîé êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ ðàâåíñòâà äâóõ
âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ11. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ýòîãî
ðàâåíñòâà â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó, ïåðåìåííîé õ16 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè
ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ16 ðàñïîëîæåí êâàíòîð ñó-
ùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå íåêîòîðîãî îïåðàíäà
âõîæäåíèÿ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "card(a)". Îïåðà-
òîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ18 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ17 â
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðà-
áàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.138 Õàðàêòåðèñòèêà "÷èñëâûðàç"

Õàðàêòåðèñòèêîé "÷èñëâûðàç(N)" ñíàáæàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïåðåôîðìóëèðóþ-
ùèå íå÷èñëîâîå îòíîøåíèå ÷åðåç îòíîøåíèå äëÿ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. N - íàïðàâëåíèå
çàìåíû.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè, ïåðåôîðìóëèðóþùåé íå÷èñëåííîå îòíîøåíèå
â âèäå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, èìïëèêàöèè äëÿ âûâîäà ÷èñëåííîãî
ñîîòíîøåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀ABC(¬(A = B) & ¬(B = C) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC)→ ∠(ABC) = π/2)

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(B = C) & ¬(A = B)→
∠(ABC) = π/2↔ ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåí-
òå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ýëåìåíòàðíà. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþ-
ùàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ13 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó
õ12 óòâåðæäåíèÿ õ10. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñ-
êà õ13 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ11.
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ14 è êîíñåêâåíòîì õ11. Îíà îáðàáà-
òûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Èçâëå÷åíèå èç ýêâèâàëåíòíîñòè, ïåðåôîðìóëèðóþùåé íå÷èñëåííîå îòíîøåíèå
â âèäå ðàâåíñòâà äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, èìïëèêàöèè äëÿ âûâîäà íå÷èñëåííîãî
îòíîøåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & l(AB) = l(AC) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà→
C ∈ îêðóæíîñòü(AB))

èç òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà→ C ∈ îêðóæíîñòü(AB)↔
l(AB) = l(AC))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî
ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" ñïèñêà õ12, ïîïîëíåííîãî óòâåðæäå-
íèåì õ11. Îáðàáîòêà âåäåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîû óòâåðæäåíèÿ õ10. Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ15 è êîíñåêâåíòîì õ10. Îíà îáðàáàòû-
âàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå

1. Ïîïûòêà àëüòåðíàòèâíîé ïåðåôîðìóëèðîâêè çàìåíÿåìîãî óòâåðæäåíèÿ â òåð-
ìèíàõ àòîìàðíûõ ïîäâûðàæåíèé çàìåíÿþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(¬(a = b) & ¬(a = c) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà→
óãîëìåæäó(âåêòîð(ab), âåêòîð(ac)) = 0↔ îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(ab),
âåêòîð(ac)))

èç òåîðåìû



3.138. Õàðàêòåðèñòèêà "÷èñëâûðàç" 1259

∀abc(¬(a = b) & ¬(a = c) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà→
óãîëìåæäó(âåêòîð(ab), âåêòîð(ac)) = 0↔ òî÷êàëó÷à(a, b, c))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìîå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî
ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùåå óòâåðæäåíèå. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Âíóòðè óòâåðæäåíèÿ õ11 âûáèðàåòñÿ íåîä-
íîáóêâåííîãî ïîäòåðìà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - ïîäòåðìà "âåêòîð(ab)". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ14 àòîìàðíîå. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî
çàãîëîâîê. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ õ14. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "Âåêòîð". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ17 îòëè÷íî îò ñèìâîëà "÷èñëî".
Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ àòîìàðíûõ íåîäíîáóêâåííûõ ïîä-
âûðàæåíèé óòâåðæäåíèÿ õ11, èìåþùèõ òèï õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Â
íàøåì ïðèìåðå ýòîò ñïèñîê ñîñòîèò èç âûðàæåíèé "âåêòîð(ab)", "âåêòîð(ac)".
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèé õ18. Â íàøåì
ïðèìåðå - a, b, c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè ïàðàìåòðû âñòðå÷àþòñÿ â óòâåðæäåíèè
õ11 òîëüêî âíóòðè âõîæäåíèé âûðàæåíèé íàáîðà õ18.

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ
òåîðåìó, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ18. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 ñîñòîèò
èç ïåðåìåííûõ d, e. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ12 ñî
ñïèñêîì ðàâåíñòâ âûðàæåíèé íàáîðà õ18 ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì íàáî-
ðà õ20. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå âîøåäøèõ â õ19 ïàðàìåòðîâ
óòâåðæäåíèÿ õ10, ïîïîëíåííûé ïåðåìåííûìè õ20. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 - d, e.
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ21 è åäèíñòâåííûì óñëîâèåì õ10.
Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ19", "èçâåñòíî
õ23".

Â íàøåì ïðèìåðå õ21 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "¬(a = b)", "¬(a = c)", "a −
òî÷êà", "b−òî÷êà", "c−òî÷êà", "âåêòîð(ab) = d", "âåêòîð(ac) = e". Åäèíñòâåí-
íîå óñëîâèå - "òî÷êàëó÷à(a, b, c)". Íåèçâåñòíûå - a, b, c, èçâåñòíûå ïàðàìåòðû -
d, e.

Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ25. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò îòâåò èìååò âèä
"îäíîíàïðàâëåíû(d, e)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç".
Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå õ25 âû-
ðàæåíèé õ18 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ20. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëå îáðàáîòêè îïåðà-
òîðîì "ñòàíä" òåðìû õ26 è õ11 ðàçëè÷àþòñÿ. Òîãäà ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àí-
òåöåäåíòàìè õ12, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé
õ11 è õ26. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òåîðåìå

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ àòîìàðíûõ ïîäâûðàæå-
íèé ñ çàäàííûì çàãîëîâêîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀de(¬(d = âåêòîð0) & ¬(e = âåêòîð0) & Âåêòîð(d) & Âåêòîð(e)→
óãîëìåæäó(d, e) = 0↔ îäíîíàïðàâëåíû(d, e))



1260 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

èç òåîðåìû

∀abc(¬(a = b) & ¬(a = c) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà→
óãîëìåæäó(âåêòîð(ab), âåêòîð(ac)) = 0↔ îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(ab),
âåêòîð(ac)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(Âåêòîð(a)↔ ∃AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & a = âåêòîð(AB)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - êîíñå-
êâåíò. Âíóòðè òåðìà õ10 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî àòîìàð-
íîãî ïîäòåðìà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(ab)". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâà-
èâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ12, ïåðåìåííîé õ15 - òèï åãî çíà÷åíèÿ. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ15 - ñèìâîë "Âåêòîð". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
âñåõ àòîìàðíûõ íåîäíîáóêâåííûõ ïîäâûðàæåíèé óòâåðæäåíèÿ õ10, èìåþùèõ
òèï õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò ñïèñîê ñîñòîèò èç
âûðàæåíèé "âåêòîð(ab)", "âåêòîð(ac)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèé õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b, c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè ïà-
ðàìåòðû âñòðå÷àþòñÿ â óòâåðæäåíèè õ10 òîëüêî âíóòðè âõîæäåíèé âûðàæåíèé
íàáîðà õ16.

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïàðàìîïèñàíèå" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ15 óêàçàí-
íóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè â åå êîíñåêâåíòå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì ëåâîé ÷àñòè
äàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñëóæèò ñèìâîë õ15, à çàãîëîâêîì ïðàâîé - êâàíòîð
ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ýòîãî êâàíòîðà, ïå-
ðåìåííîé õ22 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ.
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - êîðíåâîé îïåðàíä ëåâîé ÷àñòè ýê-
âèâàëåíòíîñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Â ñïèñêå õ22 íàõîäèòñÿ ðà-
âåíñòâî õ24 ñ ïåðåìåííîé õ23 â ëåâîé ÷àñòè è çàãîëîâêîì õ13 ïðàâîé ÷àñòè.
Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðå-
ìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - ñïèñîê d, e.
Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â óòâåðæäåíèè õ10 ïîäòåðìîâ
íàáîðà õ16 íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå õ25. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 èìååò
âèä "óãîëìåæäó(d, e) = 0 ↔ îäíîíàïðàâëåíû(d, e)". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ29. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíå-
íèå ñïèñêà íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûõ õ17 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ8 ñî ñïèñêîì
óòâåðæäåíèé âèäà "õ15(X)" äëÿ âñåâîçìîæíûõ ïåðåìåííûõ X íàáîðà õ25. Ïå-
ðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå õ17
óòâåðæäåíèé íàáîðà õ8 ñî ñïèñêîì ðàâåíñòâ âûðàæåíèé íàáîðà õ16 ñîîòâåò-
ñòâóþùèì ïåðåìåííûì íàáîðà õ25. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè
õ30 è óñëîâèÿìè õ31. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèç-
âåñòíûå õ17", "ïàðàìåòðû õ17", "èñêëþ÷". Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðå-
ìåííîé õ33. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "¬(e = âåêòîð0) & ¬(d = âåêòîð0)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàè-
âàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ30 ñî ñïèñêîì êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ
õ33. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ34 è êîíñåêâåíòîì õ28. Îíà îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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3.139 Õàðàêòåðèñòèêà "×èñëâûðàç"

Õàðàêòåðèñòèêîé "×èñëâûðàç(N)" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà, âûðàæàþùèå ÷èñëåííóþ
õàðàêòåðèñòèêó îïåðàöèè íàä íå÷èñëîâûìè îáúåêòàìè ÷åðåç ÷èñëåííûå õàðàêòåðè-
ñòèêè äðóãèõ îïåðàöèé íàä ýòèìè îáúåêòàìè. N - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ çàìåíÿþ-
ùåé ÷àñòè

1. Ïîïûòêà ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ çàìåíÿþùåé ÷àñòè äëÿ ïîëó÷åíèÿ òîæäåñòâà,
ïðèâîäÿùåãî ê áîëåå ïðîñòûì ÷èñëîâûì àòîìàì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & íåïåðåñåê(a, b) & êîíå÷íîå(a) & êîíå÷íîå(b)→
card(a ∪ b) = card(a) + card(b))

èç òåîðåìû

∀cd(c− set & d− set & êîíå÷íîå(c) & êîíå÷íîå(d)→ card(c ∪ d) =
card(c) + card(d \ c))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bc(b− set & c− set & íåïåðåñåê(b, c)→ b \ c = b)

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùåå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - çà-
ìåíÿåìîå. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 èìååò âèä "card(c) + card(d \ c)", õ11 - âèä
"card(c ∪ d)". Ïðîñìàòðèâàþòñÿ çàãîëîâêè íåîäíîáóêâåííûõ ïîäòåðìîâ âûðà-
æåíèÿ õ10, èìåþùèõ áîëåå îäíîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà. Ïî êàæäîìó òàêîìó
çàãîëîâêó ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì "êîíñòíîðì", "òîæä", "ïîãëîùàåòñÿ",
"ïîãëîùàåò" îïðåäåëÿþò êàíäèäàòû íà äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïî èòîãàì
ïðîñìîòðà ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ12 èç ïàð (òåîðåìà - ñïèñîê õàðàêòåðèñòèê).

Âíóòðè çàìåíÿþùåé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå èñõîäíîé òåîðåìû âûáèðà-
åòñÿ âõîæäåíèå õ14 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà, èìåþùåãî áîëåå îäíîãî êîðíå-
âîãî îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå
õ14 èìååò âèä "d \ c". Â ñïèñêå õ12 âûáèðàåòñÿ ïàðà äëÿ äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îäíà èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû èìååò çàãîëîâîê õ15. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò
õ22 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ14 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà âàðüèðîâàíèÿ òîæäåñòâà ñ ïîìîùüþ äðóãîãî òîæäåñòâà, ïîëó÷åííîãî
â òîì æå öèêëå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ade(a− set & d− set & a ⊆ ýëåìñîáûòèÿ(e) & d ⊆ ýëåìñîáûòèÿ(e) &
âåðïðîñòðàíñòâî(e)→ âåðîÿòíîñòü(a ∪ d, e) = −âåðîÿòíîñòü(a ∩ d, e) +
âåðîÿòíîñòü(a, e) + âåðîÿòíîñòü(d, e))
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èç òåîðåìû

∀bcC(b− set & c− set & b ⊆ ýëåìñîáûòèÿ(C) & c ⊆ ýëåìñîáûòèÿ(C) &
âåðïðîñòðàíñòâî(C)→ âåðîÿòíîñòü(b ∪ c, C) = âåðîÿòíîñòü(c, C) +
âåðîÿòíîñòü(b \ c, C))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bcC(b− set & c− set & b ⊆ ýëåìñîáûòèÿ(C) & âåðïðîñòðàíñòâî(C)→
âåðîÿòíîñòü(b \ , C) = −âåðîÿòíîñòü(b ∩ c, C) + âåðîÿòíîñòü(b, C))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà, ïåðåìåííîé õ11 -
îöåíêà åå ñëîæíîñòè. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü òîæäå-
ñòâà. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû, ïåðåìåííîé
õ14 - ñïèñîê âñåõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ âûðàæåíèÿ õ12, îöåíêà ñëîæíîñòè êîòîðûõ
ðàâíà õ11, à ïàðàìåòðû âêëþ÷àþò âñå ïàðàìåòðû òåðìà õ10. Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ14 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî àòîìà "âåðîÿòíîñòü(b \ c, C)". Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ íåêîòîðûé àòîì ñïèñêà õ14. Âíóòðè çàìåíÿþùåé ÷àñòè èñõîäíîé
òåîðåìû âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ17 ïîäòåðìà õ16.

Â ñïèñêå âûâîäà âûáèðàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà ñ õàðàêòåðèñòèêîé âè-
äà "×èñëâûðàç(N)". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìíÿåìûîå âûðàæåíèå
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ çàìåíû N . Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî åãî äëèíà ðàâíà äëèíå àòîìà õ16. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ïàðàìåòðîâ òåðìà õ16. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ24,
ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ16 â òåðì õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ïåðåîáîçíà÷àåò ïåðå-
ìåííûå, íå îòîæäåñòâëÿÿ èõ. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ26
ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ17 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðå-
ãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå òåêóùåãî òîæäåñòâà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ýê-
âèâàëåíòíîñòè

1. Ïîïûòêà ïîëó÷åíèÿ ýêâèâàëåíòíîñèè îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè äëÿ ñëó÷àÿ îáðà-
ùåíèÿ ÷èñëîâîãî àòîìà çàìåíÿåìîé ÷àñòè â êîíñòàíòó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & êîíå÷íîå(a) & êîíå÷íîå(b)→ card(a) + card(b) =
card(a ∪ b)↔ íåïåðåñåê(a, b))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & êîíå÷íîå(a) & êîíå÷íîå(b)→ card(a ∪ b) =
− card(a ∩ b) + card(a) + card(b))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− set→ card(a) = 0↔ a = ∅)

Õàðàêòåðèñòèêà - "×èñëâûðàç(âòîðîéòåðì)".
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Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþøåå âûðàæåíèå, ïåðåìåííîé õ11 - çàìå-
íÿåìîå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ13 -
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ11. Âûáèðàåòñÿ íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì
õ14 âûðàæåíèÿ õ10, ñîäåðæàùèé âñå ïåðåìåííûå ñïèñêà õ13. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - "card(a ∩ b)". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ14.
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "÷èñë" îïðåäåëÿåò ïî õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîë-
íèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ18 èìååò âèä:

∀c(c− set→ card(c) = 0↔ c = ∅)

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåí-
òå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ22 - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ25
ïðèñâàèâàåòñÿ òà åãî ÷àñòü, êîòîðàÿ èìååò íåïóñòîé ñïèñîê ïàðàìåòðîâ, ïåðå-
ìåííîé õ24 - âõîæäåíèå êîíñòàíòíîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 èìååò âèä
"card(c)". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèé õ14 è
õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b, c. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ
õ26, óíèôèöèðóþùàÿ âûðàæåíèÿ õ14 è õ25.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ X, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó, è ðåøàåòñÿ çàäà÷à
íà îïèñàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ12, à åäèíñòâåí-
íûì óñëîâèåì - ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ11 ðåçóëüòàòó çàìåíû â âûðàæåíèè õ10
âñåõ âõîæäåíèé òåðìà õ14 íà ïåðåìåííóþ X. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå",
"ïðÿìîéîòâåò", "îäç", "íåèçâåñòíûå X". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííûé íà ýòó
çàäà÷ó îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç".

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âñåõ âõîæäåíèé âûðàæåíèÿ
õ14 â òåðì õ10 íà êîíñòàíòíûé ïîäòåðì õ24. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ðàâåíñòâó âûðàæåíèé õ11 è õ29. Ïåðå-
ìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ýòîé æå ïîäñòàíîâêè ê çàìå-
íÿþùåé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé è äîïîë-
íèòåëüíîé òåîðåì. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ32, êîíñåêâåíòîì
êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé õ30 è õ31. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.140 Õàðàêòåðèñòèêà "÷èñëçíà÷"

Õàðàêòåðèñòèêîé "÷èñëçíà÷" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà, â îäíîé ÷àñòè êîòîðûõ ðàñïî-
ëîæåí íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì, íå âñòðå÷àþùèéñÿ â ïðîòèâîïîëîæíîé ÷àñòè,
íå ÿâëÿþùåéñÿ ÷èñëîâûì àòîìîì, íî ñîäåðæàùåé íåâûðîæäåííûå ÷èñëîâûå àòîìû.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ðàññìîòðåíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé, äàþùèõ îäíî è òî æå çíà÷åíèå
íåâûðîæäåííîãî ÷èñëîâîãî àòîìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀aABC(a ∈ îòðåçîê(AB) & C ∈ îòðåçîê(AB) & a− òî÷êà & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà→ −l(aA)− l(aB) + l(AC) + l(BC) = 0)

èç òåîðåìû

∀ABC(C ∈ îòðåçîê(AB) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà→
l(AB) = l(AC) + l(BC))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - êîíñå-
êâåíò. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ
êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå,
êîòîðàÿ âõîäèò â ñïèñîê õ11, ïåðåìåííîé õ15 - äðóãàÿ ÷àñòü Â íàøåì ïðèìåðå
õ14 èìååò âèä "l(AB)", õ15 - âèä "l(AC) + l(BC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 ýëå-
ìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ îöåíêà ñëîæíîñòè âûðàæåíèÿ õ14.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå õ11 íåò âûðàæåíèÿ, èìåþùåãî îöåíêó ñëîæíîñòè,
áîëüøóþ õ14. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ
õ15, íå âîøåäøèõ â òåðì õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ17 íåïóñò. Â íàøåì ïðè-
ìåðå îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé C. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà
äëèíå ñïèñêà õ17. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé a. Ïåðåìåííîé
õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííûõ õ17 íà ïåðåìåííûå
õ18 â òåõ àíòåöåäåíòàõ íàáîðà õ8, êîòîðûå ñîäåðæàò ïåðåìåííûå õ17. Ïåðåìíí-
íîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííûõ õ17 íà õ18 â òåðìå õ15.
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ8 è õ19. Ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ21, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî íóëþ
ðàçíîñòè âûðàæåíèé õ15 è õ20. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà ÷èñëîâûõ àòîìîâ, âûðàçèìûõ ÷åðåç ðàâíûå ÷èñëîâûå
àòîìû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcABC(l(ab) = l(AB) & l(bc) = l(BC) & c ∈ îòðåçîê(ab) & C ∈ îòðåçîê(AB) &
a − òî÷êà & b − òî÷êà & c − òî÷êà & A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà →
l(AC) = l(ac))

èç òåîðåìû

∀ABC(C ∈ îòðåçîê(AB) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà→
l(AC) = −l(BC) + l(AB))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - êîíñå-
êâåíò. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ
êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå,
êîòîðàÿ âõîäèò â ñïèñîê õ11, ïåðåìåííîé õ15 - äðóãàÿ ÷àñòü Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ14 èìååò âèä "l(AC)", õ15 - âèä "−l(BC) + l(AB)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15
ýëåìåíòàðíî. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå êîðíåâûå îïåðàíäû àòîìîâ ñïèñêà õ11 ñóòü ïåðåìåííûå,
ïðè÷åì êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ16 âñòðå÷àåòñÿ â êîíñåêâåíòå òîëüêî âíó-
òè íåêîòîðîãî òàêîãî àòîìà. Âûáèðàåòñÿ ñïèñîê õ17 íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ
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òåîðåìó ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ16. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ16 - ñïèñîê A, B, C: õ17 - ñïèñîê a, b, c. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííûõ õ16 íà ïåðåìåííûå õ17 â àíòåöåäåí-
òàõ õ8. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îòëè÷íûõ îò õ14 àòîìîâ ñïèñêà
õ11. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííûõ õ16 íà õ17
â àòîìå õ14. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ8 è õ18 ñî
ñïèñêîì ðàâåíñòâ àòîìîâ íàáîðà õ19 ðåçóëüòàòàì çàìåíû â ýòèõ àòîìàõ ïåðå-
ìåííûõ õ16 íà õ17. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ21, êîíñåêâåíòîì
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ14 âûðàæåíèþ õ20. Ýòà èìïëèêàöèÿ
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïîïûòêà ïîâòîðíîãî ïðèìåíåíèÿ òîæäåñòâà, ðàçáèâàþùåãî ÷èñëîâîé àòîì â
ñóììó äâóõ äðóãèõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcB(b ∈ îòðåçîê(aB) & c ∈ îòðåçîê(ab) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà &
B − òî÷êà→ l(aB) = l(ac) + l(bc) + l(bB))

èç òåîðåìû

∀ABC(C ∈ îòðåçîê(AB) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà→
l(AB) = l(AC) + l(BC))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - êîíñå-
êâåíò. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ
êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå,
êîòîðàÿ âõîäèò â ñïèñîê õ11, ïåðåìåííîé õ15 - äðóãàÿ ÷àñòü Â íàøåì ïðèìåðå
õ14 èìååò âèä "l(AB)", õ15 - âèä "l(AC)+ l(BC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 ýëåìåí-
òàðíî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 - ñóììà äâóõ ñëàãàåìûõ, ïðèíàäëåæàùèõ ñïèñêó
õ11, ïðè÷åì äëèíà ñïèñêà õ11 ðàâíà 3. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå íåêîòîðîãî ñëàãàåìîãî ñóììû õ15 â êîíñåêâåíò òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå
- âõîæäåíèå ñëàãàåìîãî "l(AC)". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò
õ18 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ16 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè ñàìîé èñ-
õîäíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Èñïîëüçîâàíèå ñèììåòðè÷íîñòè çàìåíÿåìîãî ÷èñëîâîãî àòîìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåððà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(A− set & B − set & A ∈ ñîáûòèÿ(C) & B ∈ ñîáûòèÿ(C) &
âåðïðîñòðàíñòâî(C)→ âåðîÿòíîñòü(A, C)óñëâåðîÿòí(B, A, C) =
âåðîÿòíîñòü(B, C)óñëâåðîÿòí(A, B, C))

èç òåîðåìû

∀ABC(A− set & B − set & A ∈ ñîáûòèÿ(C) & B ∈ ñîáûòèÿ(C) &
âåðïðîñòðàíñòâî(C)→ âåðîÿòíîñòü(A ∩B, C) =
âåðîÿòíîñòü(A, C)óñëâåðîÿòí(B, A, C))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàè-
âàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
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íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåðîÿòíîñòü(A ∩ B, C)".
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå -
"âåðîÿòíîñòü(A, C)óñëâåðîÿòí(B, A, C)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïàðàìåòðû âû-
ðàæåíèÿ õ14 âõîäÿò â âûðàæåíèå õ12. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
÷èñëîâûõ àòîìîâ âûðàæåíèÿ õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò íå ìåíåå äâóõ ýëå-
ìåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ëåêñèêîãðàôè÷åñêè óïîðÿäî÷åí-
íûõ ïàð ïåðåìåííûõ òåðìà õ12, ïåðåñòàíîâêà êîòîðûõ íå èçìåíÿåò ýòîãî òåðìà
(ñ òî÷íîñòüþ äî èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà îïåðàíäîâ êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèé). Â
íàøåì ïðèìåðå õ16 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïàðû (A, B). Â ñïèñêå õ16 âûáè-
ðàåòñÿ íåêîòîàÿ ïàðà õ17. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ïåðâûé ýëåìåíò,
ïåðåìåííîé õ19 - âòîðîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 - A, õ19 - B. Ïåðåìåííîé õ21
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåñòàíîâêè ïåðåìåííûõ õ18 è õ19 â òåðìå õ14. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè îáðàáîòêå îïåðàòîðîì "ñòàíä" âûðàæåíèé õ14 è õ21 âîçíèêà-
þò ðàçëè÷íûå òåðìû. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ14
è õ21, ïåðåìåííîé õ23 - ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïåðåñòàíîâêè ïåðåìåííûõ õ18 è õ19
â óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ8. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîò-
êè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû"îáúåäèíåíèÿ ñïèñêî õ8 è õ23 îòíîñèòåëüíî
ïàðàìåòðîâ ðàâåíñòâà õ22. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ25 è êîíñå-
êâåíòîì õ22. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

5. Ïîïûòêà óñìîòðåòü çàâèñèìîñòü îò îòíîøåíèÿ äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABC(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(B = C) & al(AC) = bl(BC) & a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà→ ∠(BAC) =
arccos((b− a cos(∠(ACB)))/

√
a2 + b2 − 2ab cos(∠(ACB))))

èç òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(B = C) & A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà→
∠(BAC) = arccos((− cos(∠(ACB))l(BC) + l(AC)) :√

l(AC)2 + l(BC)2 − 2l(AC)l(BC) cos(∠(ACB))))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàè-
âàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(BAC)". Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå îíà èìååò âèä

arccos((− cos(∠(ACB))l(BC) + l(AC)) :√
l(AC)2 + l(BC)2 − 2l(AC)l(BC) cos(∠(ACB)))

Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëîâûõ àòîìîâ âûðàæåíèÿ õ14. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå ñèìâîëà "äðîáü" â âûðàæåíèå õ14. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðàñïîëîæåííîå âíóòðè õ16 âõîæäåíèå ñèìâîëà "ïëþñ", ñîåäèíåííîå ñî âõîæäå-
íèåì õ16 òîëüêî ÷åðåç ìóëüòèïëèêàòèâíûå îïåðàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå - âõî-
æäåíèå ñóììû "− cos(∠(ACB))l(BC) + l(AC)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðâîå ñëàãàåìîå ñóììû õ17, ïåðåìåííîé õ19 - âòîðîå. Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ20
ñïèñêà õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - l(BC).
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Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ õ20 â òåðì õ18. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ íàäîïåðàöèÿ âõîæäåíèÿ õ21 - ëèáî "ìèíóñ", ëèáî "óìíîæå-
íèå", ëèáî "ñòåïåíü", ïðè÷åì â ïîñëåäíåì ñëó÷àå õ21 ðàçìåùåíî â îñíîâàíèè
ñòåïåíè. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ îòëè÷íûé îò õ20 ýëåìåíò ñïèñêà õ15.
Â íàøåì ïðèìåðå - "l(AC)". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå âûðà-
æåíèÿ õ22 â òåðì õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ íàäîïåðàöèÿ âõîæäåíèÿ õ23
- ëèáî "ìèíóñ", ëèáî "óìíîæåíèå", ëèáî "ñòåïåíü", ïðè÷åì â ïîñëåäíåì ñëó-
÷àå õ23 ðàçìåùåíî â îñíîâàíèè ñòåïåíè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â êàæäîì ñëàãàåìîì
ñóììû õ17 èìååòñÿ òàêîå âõîæäåíèå àòîìà õ20 ëèáî õ22, ÷òî êàæäàÿ åãî íàäîïå-
ðàöèÿ - ëèáî "ìèíóñ", ëèáî "óìíîæåíèå", ëèáî "ñòåïåíü", ïðè÷åì â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå âõîæäåíèå ðàçìåùåíî â îñíîâàíèè ñòåïåíè.

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà äðîáè õ16, îòëè÷íîãî îò
îïåðàíäà, ñîäåðæàùåãî õ17. Âíóòðè õ25 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ26 ñèìâîëà
"ïëþñ", äîñòèæèìîå èç õ25 òîëüêî ÷åðåç ìóëüòèïëèêàòèâíûå îïåðàöèè. Â íà-
øåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå ñóììû "l(AC)2+l(BC)2−2l(AC)l(BC) cos(∠(ACB))".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â êàæäîì ñëàãàåìîì ñóììû õ26 èìååòñÿ òàêîå âõîæäåíèå
àòîìà õ20 ëèáî õ22, ÷òî êàæäàÿ åãî íàäîïåðàöèÿ - ëèáî "ìèíóñ", ëèáî "óìíî-
æåíèå", ëèáî "ñòåïåíü", ïðè÷åì â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âõîæäåíèå ðàçìåùåíî â
îñíîâàíèè ñòåïåíè.

Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X, Y, Z, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, b, c. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "XZ",
ïåðåìåííîé õ29 - âûðàæåíèå "Y Z". Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 óòâåðæäåíèé "÷èñëî(X)", "÷èñëî(Y )", "÷èñëî(Z)",
"0 < Z". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â âûðàæåíèè õ14
âñåõ âõîæäåíèé ïîäòåðìà õ20 íà âûðàæåíèå õ28, à âõîæäåíèé ïîäòåðìà õ22 -
íà âûðàæåíèå õ29. Âûðàæåíèå õ31 óïðîùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ30 ïðè
ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå, è ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ33.
Â íàøåì ïðèìåðå - "arccos((b− a cos(∠(ACB)))/

√
a2 + b2 − 2ab cos(∠(ACB)))".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ33 íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé Z. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 óòâåðæäåíèé "÷èñëî(X)", "÷èñëî(Y )",
"ðàâíî(óìíîæåíèå(Y õ20) óìíîæåíèå(X õ22))". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòå-
öåäåíòàìè õ34, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ12 è õ33.
Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âû-
âîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "÷èñëçíà÷".

6. Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíñåêâåíòà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòíîøåíèÿ ñ èñêëþ÷åí-
íûìè ñëîæíûìè îïåðàöèÿìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABK(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K) & Òðåõìåðí(K)→
l(AB)2 = (êðä(A, K, 1)− êðä(B, K, 1))2 + (êðä(A, K, 2)− êðä(B, K, 2))2 +
(êðä(A, K, 3)− êðä(B, K, 3))2)

èç òåîðåìû

∀ABK(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K) & Òðåõìåðí(K)→
l(AB) = ((êðä(A, K, 1)− êðä(B, K, 1))2 + (êðä(A, K, 2)− êðä(B, K, 2))2 +
(êðä(A, K, 3)− êðä(B, K, 3))2)1/2)
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Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ó òåîðåìû õàðàêòåðèñòèêè ñ çàãîëîâêîì "çíà÷ïàðàì".
Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè êîíñåêâåíòà íîðìàëèçàòî-
ðîì "íîðì÷èñë" îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ8. Ýòîò íîðìàëèçàòîð ðåàëèçîâàí íà
ÃÅÍÎËÎÃå è âûïîëíÿåò ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ òàê, ÷òîáû èñêëþ÷èòü
ñëîæíûå îïåðàöèè. Â íàøåì ïðèìåðå îí âûïîëíÿåò âîçâåäåíèå â êâàäðàò, òàê
÷òî õ10 èìååò âèä "l(AB)2 = (êðä(A, K, 1) − êðä(B, K, 1))2 + (êðä(A, K, 2) −
êðä(B, K, 2))2 + (êðä(A, K, 3) − êðä(B, K, 3))2". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû
îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" òåðìîâ õ9 è õ10 ðàçëè÷àþòñÿ. Ïåðåìåííîé õ11
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îöåíîê ñëîæíîñòè íåîäíîáóêâåííûõ ïîäòåðìîâ âûðàæå-
íèÿ õ10, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê òàêèõ îöåíîê äëÿ õ9. Ïåðåìåííîé õ13 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü íàáîðîâ õ11 è õ12, ïåðåìåííîé õ14 - ðàçíîñòü íàáîðîâ õ12
è õ11 (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè ýëåìåíòîâ). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà
ñïèñêà õ13 èìååòñÿ áîëüøèé åãî ýëåìåíò ñïèñêà õ14. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ10. Â íåì âûáèðàåòñÿ
ðàâåíñòâî õ16. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ8 è êîíñåêâåíòîì õ16.
Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

7. Èñêëþ÷åíèå êîíå÷íîé ñóììû äëÿ ÷èñëîâîãî àòîìà â ïðåäïîëîæåíèè îäèíàêî-
âîñòè ñëàãàåìûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcde(d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & b− set & ðàçáèåíèå(b, c) & êîíå÷íîå(c) &
êëàññìíîæåñòâ(c) & card(c) = d & ∀a(a ∈ c→ e = card(a))→ card(b) = de)

èç òåîðåìû

∀bc(b−set & êîíå÷íîå(c) & ðàçáèåíèå(b, c) & êîíå÷íûå(c) & êëàññìíîæåñòâ(c)→
card(b) =

∑
a,a∈c card(a))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàè-
âàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì. Â íàøåì ïðèìåðå - "card(b)". Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå îíà èìååò âèä:∑

a,a∈c card(a)

Âíóòðè âûðàæåíèÿ õ14 íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ15 ñèìâîëà "ñóììàâñåõ", ïåðâûì
îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò âõîæäåíèå õ16 îïèñàòåëÿ "îòîáðàæåíèå". Ïåðåìåí-
íîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ, ïåðåìåííîé õ18 - ïî-
ñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ (îí îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíöêèè), ïåðåìåííîé õ19
- ïðåäïîñëåäíèé îïåðàíä (îí îïðåäåëÿåò óñëîâèÿ íà âàðüèðóåìûå ïåðåìåííûå).
Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 ñïèñêà êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ18 - íåâûðîæäåííûé
÷èñëîâîé àòîì. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ âûðàæå-
íèÿ "êëàññ(õ17 õ19)" îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ8. Â íàøåì ïðèìåðå õ24 - ïåðå-
ìåííàÿ c. Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X, Y , íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå d, e. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå
"äëÿëþáîãî(õ17 åñëè õ19 òî ðàâíî(õ18 Y ))". Â íàøåì ïðèìåðå - óòâåðæäåíèå
"∀a(a ∈ c → card(a) = e)". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëå-
íèÿ ê ñïèñêó õ8 óòâåðæäåíèé "÷èñëî(X)", "÷èñëî(Y )", "ðàâíî(ìîùíîñòü(õ24)
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X)", õ26. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ12 ðåçóëüòàòó
çàìåíû âõîæäåíèÿ õ15 â òåðì õ14 íà âûðàæåíèå XY . Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" ñïèñêà õ27 îòíî-
ñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ28. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ29
è êîíñåêâåíòîì õ28, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé
õàðàêòåðèñòèêîé "÷èñëîòîáð".

8. Âûâîä íåðàâåíñòâà äëÿ ñóììû äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ è òðåòüåãî àòîìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a−set & b−set & êîíå÷íîå(a) & êîíå÷íîå(b)→ card(a∪b) ≤ card(a)+card(b))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & êîíå÷íîå(a) & êîíå÷íîå(b)→ card(a∪ b) = −card(a∩ b) +
card(a) + card(b))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - êîíñå-
êâåíò, ïåðåìåííîé õ11 - ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ òåðìà õ10.
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû, êî-
òîðàÿ ïðèíàäëåæèò ñïèñêó õ11. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü. Â
íàøåì ïðèìåðå õ15 èìååò âèä "−card(a∩b)+card(a)+card(b)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
çàãîëîâêîì âûðàæåíèÿ õ15 ñëóæèò ñèìâîë "ïëþñ". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê ñëàãàåìûõ ýòîãî âûðàæåíèÿ, ïåðåìåííîé õ17 - ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ
õ16 è õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ17 äâóõýëåìåíòíîå. Â íàøåì ïðèìåðå îíî ñîñòîèò
èç âûðàæåíèé "card(a)" è "card(b)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü
ñïèñêîâ õ16 è õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà íåïóñòàÿ, è ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñóììà ñëàãàåìûõ õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ñóììà íåîòðèöàòåëüíàÿ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå õ17 íåò âûðàæåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî óñìàòðèâàëîñü áû,
÷òî îíî íå ìåíüøå âûðàæåíèÿ õ14. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ8,
êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò íåðàâåíñòâî "ìåíüøåèëèðàâíî(õ14 ïëþñ(õ17))".
Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâààåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

Âûâîä ðàâåíñòâà îáúåêòîâ ïóòåì ñðàâíåíèÿ äâóõ òåîðåì

1. Èñïîëüçîâàíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèé àääèòèâíîñòè äëÿ îäíîèìåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ: óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà âòîðûõ ñëàãàåìûõ ïðè ðàâåíñòâå ñóìì
è èäåíòè÷íîñòè ïåðâûõ ñëàãàåìûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcC(l(aC) = l(bc) & a ∈ èíòåðâàë(bc) & b ∈ îòðåçîê(aC) & a− òî÷êà &
b− òî÷êà & c− òî÷êà & C − òî÷êà→ l(ac) = l(bC))

èç òåîðåìû

∀abc(a ∈ èíòåðâàë(bc) & a−òî÷êà & b−òî÷êà & c−òî÷êà→ l(bc) = l(ab)+ l(ac))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
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∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & B ∈ îòðåçîê(AC)→
l(AC) = l(AB) + l(BC))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - âõîæäå-
íèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ
ñëàãàåìûõ. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà, ïåðåìåííîé
õ14 - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáà ñëàãàåìûõ
ñóììû õ11 èìåþò çàãîëîâîê õ14. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îäíî èç äàííûõ
ñëàãàåìûõ, ïåðåìåííîé õ13 - äðóãîå. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - ñèìâîë "ðàññòîÿ-
íèå". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåíòà. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ15 ñîñòîèò èç òðåõ ýëåìåíòîâ, ïðè÷åì ýòèìè ýëåìåíòàìè
ñëóæàò ïîäòåðì õ10 è ñëàãàåìûå ñóììû õ11. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñóì-
ìà" îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó, îòëè÷íóþ îò
èñõîäíîé. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ñâÿçàííûõ
ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 ñîâïàäàåò ñ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìîé. Ïåðå-
ìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ18. Ïåðåìåííîé õ22
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ18, êîòî-
ðàÿ èìååò çàãîëîâîê "ïëþñ". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñëàãàåìûõ
ñóììû õ22. Â ýòîì ñïèñêå âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ24. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(AB)".
Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ24 è ïîäòåðìà
õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "a, b, A,B". Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïå-
ðåìåííûõ õ25, óíèôèöèðóþùàÿ òåðì õ24 ñ ïîäòåðìîì õ12. Ïåðåìåííîé õ27
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì
ñïèñêîâ õ8 è õ19, ïåðåìåííîé õ28 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ äàííîé ïîäñòàíîâêè
ê ïîäòåðìó õ10, ïåðåìåííîé õ29 - ðåçóëüòàò åå ïðèìåíåíèÿ ê ïîäòåðìó õ21. Â
íàøåì ïðèìåðå õ28 - "l(bc)", õ29 - "l(aC)". Ê ñïèñêó õ27 äîáàâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî
âûðàæåíèé õ28 è õ29. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè S ê ïîäòåðìó õ13. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ýëåìåíò õ31 íàáîðà õ23, îò-
ëè÷íûé îò õ24, è ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê íåìó
ïîäñòàíîâêè S. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ27, êîíñåêâåíòîì êî-
òîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ30 è õ32. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåì äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Âûðàæåíèå íåâûðîæäåííîãî àòîìà ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ â ïîñûëêàõ, çàäàþùèõ
çíà÷åíèÿ äðóãèõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(A = D) &
¬(A = B) & ¬(A = C) & ðàçíûåñòîðîíû(B, D, ïðÿìàÿ(AC)) &
îäíàñòîðîíà(B, C, ïðÿìàÿ(AD)) & ñîñòàâíóãîë(A, D, C,B) & ∠(BAC) = a &
∠(CAD) = b→ ∠(BAD) = a + b)

èç òåîðåìû

∀abABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(A = D) &
¬(A = B) & ¬(A = C) & ðàçíûåñòîðîíû(B, D, ïðÿìàÿ(AC)) &
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îäíàñòîðîíà(B, C, ïðÿìàÿ(AD)) & ñîñòàâíóãîë(A, D, C,B)→
∠(BAD) = ∠(BAC) + ∠(CAD))

Íàïîìíèì, ÷òî "ñîñòàâíóãîë(A, D, C,B)" ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîïîëíèòåëüíîå
îãðàíè÷åíèå íà ÷åòûðå òî÷êè A, D, C, B, íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî, ÷òîáû óãîë
BAD áûë ðàâåí ñóììå óãëîâ CAD è BAC. Ïðîýòè òî÷êè óæå èçâåñòíî, ÷òî
D è B ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé AC, à òî÷êè B, C - ïî îäíó ñòîðîíó
îò ïðÿìîé AD. Äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî ëèáî òî÷êà
A íå ëåæèò íà îòðåçêå CD, ëèáî òî÷êà B ëåæèò íà ëó÷å AC.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàè-
âàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(BAD)". Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå îíà èìååò âèä
"∠(BAC) + ∠(CAD))". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ
÷èñëîâûõ àòîìîâ âûðàæåíèÿ õ14, ïàðàìåòðû êîòîðûõ âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåò-
ðû òåðìà õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 èìååò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ. Åñëè â
õ15 èìåþòñÿ äâà ÷èñëîâûõ àòîìà, âûðàæàþùèõ çíà÷åíèÿ îòäåëüíûõ êîîðäè-
íàò îáúåêòîâ, ïðè÷åì îíè âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî â êîíñåêâåíòå òåîðåìû è òîëüêî
â âèäå ðàçíîñòè, òî ýòè àòîìû çàìåíÿþòñÿ â ñïèñêå õ15 íà äàííóþ ðàçíîñòü.

Âûáèðàåòñÿ ñïèñîê õ16 íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííûõ, äëèíà
êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 ñîñòîèò èç ïåðåìåí-
íûõ a, b. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàâåíñòâ âûðàæåíèé íàáîðà
õ15 ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì íàáîðà õ16. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
îáúåäèíåíèå ñïèñêà ðåçóëüòàòîâ çàìåíû â óòâåðæäåíèÿõ íàáîðà õ8 âûðàæåíèé
íàáîðà õ15 íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå íàáîðà õ16 ñî ñïèñêîì õ17. Ïå-
ðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âûðàæåíèé õ15 íà ïåðåìåííûå
õ16 â òåðåìå õ14. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ18, êîíñåêâåíòîì
êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ12 è õ19. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "èçâëå÷ïàðàì(âòîðîéòåðì)".

2. Âûíåñåíèå â àíòåöåäåíòû îïðåäåëåíèÿ ÷èñëîâîãî àòîìà çàìåíÿþùåãî òåðìà,
÷òîáû ïîëó÷èòü äåêîìïîçèðóþùåå ðàâåíñòâî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(a− set & b− set & êîíå÷íîå(a) & êîíå÷íîå(b) & card(a ∩ b) = c→
card(a ∪ b) = −c + card(a) + card(b))

èç òåîðåìû

∀ab(a− set & b− set & êîíå÷íîå(a) & êîíå÷íîå(b)→ card(a ∪ b) =
− card(a ∩ b) + card(a) + card(b))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - êîíñå-
êâåíò. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ âõîäÿò â êîí-
ñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êî-
òîðàÿ âõîäèò â ñïèñîê õ11, ïåðåìåííîé õ15 - äðóãàÿ ÷àñòü. Â íàøåì ïðèìåðå
õ14 èìååò âèä "card(a ∪ b)", õ15 - âèä "−card(a ∩ b) + card(a) + card(b)". Ïåðå-
ìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ òåðìà õ15,
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ïåðåìåííîé õ17 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ýòîãî òåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 ñîñòî-
èò èç ïåðåìåííûõ a, b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé ïàðàìåòð âñòðå÷àåòñÿ â òåðìå
õ15 òîëüêî âíóòðè âõîæäåíèÿ êàêîãî-ëèáî àòîìà ñïèñêà õ16. Âûáèðàåòñÿ òàêîé
àòîì õ18 ñïèñêà õ16, êîòîðûé ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå õ17. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - "card(a ∩ b)". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàëüíàÿ ÷àñòü ñïèñêà õ16.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà íåïóñòàÿ è ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå ñïèñêà õ17. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî òåðìû õ19 îáðàçóþò äåêîìïîçèöèþ ïî ïåðåìåííûì òåðìà õ14.
Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ20, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê
ñïèñêó õ8 ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ18 è õ20, ïåðåìåííîé õ22 - ðåçóëüòàò çàìåíû
â òåðìå õ15 âõîæäåíèé âûðàæåíèÿ õ18 íà ïåðåìåííóþ õ20. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ21, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî âûðàæåíèé
õ14 è õ22. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé
"óñëíåçàâèñ(âòîðîéòåðì)".

3. Ñïåöèàëüíàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ âðåìåííûõ ïðîìåæóòêîâ.

(a) Çàìåíà îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ ÷èñëåííûõ ïðîìåæóòêîâ íà ðàâåíñòâî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acdg(g = [c, d] & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & ìòî÷êà(a) & ðàâíäâèæ(a, g) &
×èñëîòð(g)→ äëèíà(Ïóòü(a, [c, d])) = (d− c)ñêîðîñòü(a, g))

èç òåîðåìû

∀acdeg(e = [c, d] & e ⊆ g & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & ìòî÷êà(a) &
ðàâíäâèæ(a, g) & ×èñëîòð(e) & ×èñëîòð(g)→ äëèíà(Ïóòü(a, [c, d])) =
(d− c)ñêîðîñòü(a, g))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íåì íàõîäèòñÿ óòâåð-
æäåíèå õ9 ñ çàãîëîâêîì "ñîäåðæèòñÿ", ó êîòîðîãî ïðàâàÿ ÷àñòü - ïåðå-
ìåííàÿ õ10. Â íàøåì ïðèìåðå õ9 èìååò âèä "e ⊆ g"; õ10 - ïåðåìåííàÿ
g. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå â ñïèñêå õ8 óòâåðæäåíèÿ "×èñëîòð(õ10)". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ õ9 - íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ12. Â
íàøåì ïðèìåðå - "e". Â ñïèñêå õ8 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ13, îäíîé èç ÷à-
ñòåé êîòîðîãî ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ12, à äðóãîé - âûðàæåíèå ñ çàãîëîâêîì
"ïðîìåæóòîê". Â íàøåì ïðèìåðå õ13 èìååò âèä "e = [c, d]". Ïåðåìåííîé
õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ñïèñêå õ8 óòâåðæäåíèÿ õ9 íà ðàâåí-
ñòâî ïåðåìåííûõ õ10 è õ12. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16,
êîíñåêâåíò êîòîðîé - òîò æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(b) Ðåàëèçàöèÿ ïîäïðîìåæóòêà ïóòåì âûáîðà åãî êîíå÷íîé òî÷êè âíóòðè äðó-
ãîãî ïðîìåæóòêà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdg(g = [c, b] & d ∈ g & b−÷èñëî& c−÷èñëî& ìòî÷êà(a) & ðàâíäâèæ(a, g)
& ×èñëîòð(g)→ äëèíà(Ïóòü(a, [c, d])) = (d− c)ñêîðîñòü(a, g))

èç òåîðåìû

∀acdeg(e = [c, d] & e ⊆ g & c−÷èñëî& d−÷èñëî& ìòî÷êà(a) & ðàâíäâèæ(a, g)
&×èñëîòð(e) &×èñëîòð(g)→ äëèíà(Ïóòü(a, [c, d])) = (d−c)ñêîðîñòü(a, g))
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íåì íàõîäèòñÿ óòâåð-
æäåíèå õ9 ñ çàãîëîâêîì "ñîäåðæèòñÿ", ó êîòîðîãî â ïðàâîé ÷àñòè ðàñïîëî-
æåíà ïåðåìåííàÿ õ10. Â íàøåì ïðèìåðå õ9 èìååò âèä "e ⊆ g", õ10 - ïåðå-
ìåííàÿ g. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå â ñïèñêå õ8 óòâåðæäåíèÿ "×èñëîòð(õ10)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè îòíîøåíèÿ õ9 ðàñïîëîæåíà íåêîòîðàÿ ïå-
ðåìåííàÿ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ e. Â ñïèñêå õ8 íàõîäèòñÿ
ðàâåíñòâî õ13, ó êîòîðîãî â îäíîé ÷àñòè ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ12, à â
äðóãîé ÷àñòè - âûðàæåíèå âèäà "[T1, T2]". Â íàøåì ïðèìåðå õ13 èìååò âèä
"e = [c, d]". Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå â ñïèñêå õ8 óòâåðæäåíèÿ "×èñëîòð(õ12)".
Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ17, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëå-
íèÿ èç ñïèñêà õ8 óòâåðæäåíèé õ9,õ13,õ16, ñ ïîñëåäóþùèì äîáàâëåíèåì
óòâåðæäåíèé "÷èñëî(õ17)", "ðàâíî(õ10 [T1õ17])", "ïðèíàäëåæèò(T2, õ10)".
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ18, êîíñåêâåíò êîòîðîé - òîò æå,
÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

(c) Ðåàëèçàöèÿ ïîäïðîìåæóòêà ïóòåì âûáîðà äâóõ âíóòðåííèõ òî÷åê ïðîìå-
æóòêà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acdg(0 < d− c & c ∈ g & d ∈ g & ìòî÷êà(a) & ðàâíäâèæ(a, g) &
×èñëîòð(g)→ äëèíà(Ïóòü(a, [c, d])) = (d− c)ñêîðîñòü(a, g))

èç òåîðåìû

∀acdeg(e = [c, d] & e ⊆ g & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & ìòî÷êà(a) &
ðàâíäâèæ(a, g) & ×èñëîòð(e) & ×èñëîòð(g)→ äëèíà(Ïóòü(a, [c, d])) =
(d− c)ñêîðîñòü(a, g))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèìåà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî
ïðèåìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íåì íàõîäèòñÿ óòâåð-
æäåíèå õ9 ñ çàãîëîâêîì "ñîäåðæèòñÿ", ó êîòîðîãî â ïðàâîé ÷àñòè ðàñïîëî-
æåíà ïåðåìåííàÿ õ10. Â íàøåì ïðèìåðå õ9 èìååò âèä "e ⊆ g", õ10 - ïåðå-
ìåííàÿ g. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå â ñïèñêå õ8 óòâåðæäåíèÿ "×èñëîòð(õ10)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè îòíîøåíèÿ õ9 ðàñïîëîæåíà íåêîòîðàÿ ïå-
ðåìåííàÿ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ e. Â ñïèñêå õ8 íàõîäèòñÿ
ðàâåíñòâî õ13, ó êîòîðîãî â îäíîé ÷àñòè ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ õ12, à â
äðóãîé ÷àñòè - âûðàæåíèå âèäà "[T1, T2]". Â íàøåì ïðèìåðå õ13 èìååò âèä
"e = [c, d]". Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå â ñïèñêå õ8 óòâåðæäåíèÿ "×èñëîòð(õ12)".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ8 óòâåðæäåíèé õ9,õ13,õ16, ñ ïîñëåäóþùèì äîáàâ-
ëåíèåì óòâåðæäåíèé "ïðèíàäëåæèò(T1, õ10)", "ïðèíàäëåæèò(T2, õ10)0 <
T2 − T1". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ18, êîíñåêâåíò êîòîðîé
- òîò æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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Èñêëþ÷åíèå ïðîìåæóòî÷íîãî ÷èñëîâîãî àòîìà ïðè äâóêðàòíîì ïðèìåíå-
íèè òîæäåñòâà

1. Èñêëþ÷åíèå ïðîìåæóòî÷íîãî ÷èñëîâîãî àòîìà ïðè äâóêðàòíîì ïðèìåíåíèè
òîæäåñòâà (òîæäåñòâî ñ äâóìÿ àòîìàìè).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cgBCD(¬(c = B) & ¬(g = B) & ¬(B = C) & ¬(B = D) & B ∈ îòðåçîê(cD) &
B ∈ îòðåçîê(gC) & c−òî÷êà & g−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà & D−òî÷êà→
−∠(CBD) + ∠(cBg) = 0)

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(B = C) &
¬(B = D) & ¬(A = B) & B ∈ îòðåçîê(AC)→ ∠(ABD) = −∠(CBD) + π)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(A = E) & ¬(A = C) & ¬(A = B) & ¬(A = D) & òî÷êàëó÷à(A, B, C) &
òî÷êàëó÷à(A, D, E)→ ∠(BAD) = ∠(CAE))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - êîíñå-
êâåíò. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ
êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ âêëþ÷àþòñÿ â ïàðà-
ìåòðû êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ îïåðàíä ðàâåíñòâà â êîí-
ñåêâåíòå, ïðèíàäëåæàùèé ñïèñêó õ11, ïåðåìåííîé õ15 - çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ
õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - "∠(ABD)", õ15 - ñèìâîë "óãîë". Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îòëè÷íîãî îò õ14 îïåðàíäà ðàâåíñòâà. Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "ðàâí÷èñë" îïðåäåëÿåò ïî õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëü-
íóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
íåò ðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïå-
ðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó,
ïåðåìåííîé õ19 - ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó è â òåîðåìó õ18. Â íàøåì
ïðèìåðå õ18 èìååò âèä:

∀abcd(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & ¬(b = c) & ¬(b = d) &
¬(a = b) & b ∈ îòðåçîê(ac)→ ∠(abd) = −∠(cbd) + π)

Òåîðåìà õ19 èìååò âèä:

∀efghi(e− òî÷êà & f − òî÷êà & g − òî÷êà & h− òî÷êà & i− òî÷êà &
¬(e = i) & ¬(e = g) & ¬(e = f) & ¬(e = h) & òî÷êàëó÷à(e, f, g) &
òî÷êàëó÷à(e, h, i)→ ∠(feh) = ∠(gei))

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â êîíñåêâåíò òåîðåìû õ18, ðàñïîëî-
æåííîå òàê æå, êàê âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ õ14 â êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû.
Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû
õ19. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â îáà âûðà-
æåíèÿ ïàðû õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ e. Ïðîâåðÿåòñÿ,
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÷òî ëèáî ñïèñîê õ23 îäíîýëåìåíòíûé, ëèáî ñïèñîê õ11 äâóõýëåìåíòíûé. Ïåðå-
ìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(abd)". Ïåðåìåí-
íîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèé ïàðû õ22 è âûðàæåíèÿ
õ24. Â íàøåì ïðèìåðå - ñïèñîê a, b, d, e, f, g, h, i. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ25, óíèôèöèðóþùàÿ òåðì õ14 ñ ïåðâûì òåðìîì ïàðû õ22,
à òåðì õ24 - ñî âòîðûì ýëåìåíòîì ýòîé ïàðû. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåì õ18 è õ19. Ïåðåìåííîé õ28
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ18, îòëè÷íîé
îò õ24. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïîäòåðìîâ õ13 è õ28. Ïåðå-
ìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê õ29 ïîäñòàíîâêè S. Â íàøåì
ïðèìåðå - "−∠(CBD) + π = −∠(cBg) + π".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ11 äâóõýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðàçíîñòü ñïèñêîâ ïàðàìåòðîâ òåðìîâ ñïèñêà õ27 è òåðìà õ30. Â íàøåì ïðèìåðå
- ïàðà "i, A".

Åñëè ñïèñîê õ31 íåïóñò, òî ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ åäèíñòâåííîé ïîñûë-
êîé "èñòèíà" è óñëîâèÿìè õ27. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîò-
âåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ31", "ïàðàìåòðû õ31", "èñêëþ÷". Åñëè îòâåò
îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", òî õ27 çàìåíÿåòñÿ íà ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ ýòîãî îòâåòà.

Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ27 ïðîöåäóðîé
"íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ30. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ32 è êîíñêâåíòîì õ30. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Èñêëþ÷åíèå ïðîìåæóòî÷íîãî ÷èñëîâîãî àòîìà ïðè äâóêðàòíîì ïðèìåíåíèè
òîæäåñòâà (òîæäåñòâî ñ áîëåå ÷åì äâóìÿ àòîìàìè).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ghAC(¬(g = C) & ¬(h = A) & ¬(g ∈ ïðÿìàÿ(hA)) & ¬(h ∈ ïðÿìàÿ(gC)) &
¬(A ∈ ïðÿìàÿ(gC)) & ¬(C ∈ ïðÿìàÿ(hA)) & g − òî÷êà & h− òî÷êà &
A− òî÷êà & C − òî÷êà & ðàçíûåñòîðîíû(g, C, ïðÿìàÿ(hA)) &
ðàçíûåñòîðîíû(h,A, ïðÿìàÿ(gC))→
− ∠(gCA)− ∠(hAC) + ∠(ghA) + ∠(hgC) = 0)

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(B = C) &
¬(A = B)→ ∠(ABC) = −∠(ACB)− ∠(BAC) + π)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(A = E) & ¬(A = D) & ¬(A = C) & ¬(A = B) & A ∈ îòðåçîê(BE) &
A ∈ îòðåçîê(CD)→ ∠(BAC) = ∠(DAE))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - êîíñå-
êâåíò. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ
êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ âêëþ÷àþòñÿ â ïàðà-
ìåòðû êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ îïåðàíä ðàâåíñòâà â êîí-
ñåêâåíòå, ïðèíàäëåæàùèé ñïèñêó õ11, ïåðåìåííîé õ15 - çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ
õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - "∠(ABC)", õ15 - ñèìâîë "óãîë". Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îòëè÷íîãî îò õ14 îïåðàíäà ðàâåíñòâà. Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "ðàâí÷èñë" îïðåäåëÿåò ïî õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëü-
íóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
íåò ðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïå-
ðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó,
ïåðåìåííîé õ19 - ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó è â òåîðåìó õ18. Â íàøåì
ïðèìåðå õ18 èìååò âèä:

∀abc(a − òî÷êà & b − òî÷êà & c − òî÷êà & ¬(a = c) & ¬(b = c) & ¬(a = b) →
∠(abc) = −∠(acb)− ∠(bac) + π)

Òåîðåìà õ19 èìååò âèä:

∀defgh(d− òî÷êà & e− òî÷êà & f − òî÷êà & g − òî÷êà & h− òî÷êà &
¬(d = h) & ¬(d = g) & ¬(d = f) & ¬(d = e) & d ∈ îòðåçîê(eh) &
d ∈ îòðåçîê(fg)→ ∠(edf) = ∠(gdh))

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â êîíñåêâåíò òåîðåìû õ18, ðàñïîëî-
æåííîå òàê æå, êàê âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ õ14 â êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû.
Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû
õ19. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â îáà âûðà-
æåíèÿ ïàðû õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ d. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ëèáî ñïèñîê õ23 îäíîýëåìåíòíûé, ëèáî ñïèñîê õ11 äâóõýëåìåíòíûé. Ïåðå-
ìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(abc)". Ïåðåìåí-
íîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèé ïàðû õ22 è âûðàæåíèÿ
õ24. Â íàøåì ïðèìåðå - ñïèñîê a, b, c, d, e, f, g, h. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ25, óíèôèöèðóþùàÿ òåðì õ14 ñ ïåðâûì òåðìîì ïàðû õ22,
à òåðì õ24 - ñî âòîðûì ýëåìåíòîì ýòîé ïàðû. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåì õ18 è õ19. Ïåðåìåííîé õ28
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ18, îòëè÷íîé
îò õ24. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïîäòåðìîâ õ13 è õ28. Ïåðå-
ìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê õ29 ïîäñòàíîâêè S. Â íàøåì
ïðèìåðå - "−∠(ACB)− ∠(BAC) + π = −∠(ghB)− ∠(Bgh) + π".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ11 èìååò áîëåå äâóõ
ýëåìåíòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç òðåõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ "∠(ABC)",
"∠(ACB)", "∠(BAC)". Ñîãëàñíî ïðèâåäåííîé âûøå ïðîâåðêå, â ýòîì ñëó÷àå
ñïèñîê õ23 îäíîýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íà-
øåì ïðèìåðå - d. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäñòàíîâêà S ïîäñòàâëÿåò âìåñòî õ31 íåêî-
òîðóþ ïåðåìåííóþ õ32, âõîäÿùóþ â ñïèñîê õ30. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííóþ
B. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî õ30 íå ñîäåðæèò ïîäòåðìà "ðàññòîÿíèå(. . .)",
îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò õ32. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî õ30 ñîåäèíÿåò
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âûðàæåíèÿ, èìåþùèå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàç-
íîñòü ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ðàâåíñòâà õ30, ïåðåìåííîé õ34 - ðåçóëüòàò äîáàâ-
ëåíèÿ ê ñïèñêó õ27 òåðìà "ôèêñ(õ33)".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ34 è öåëÿìè "èçâåñòíî", "íåèç-
âåñòíûå X", "èñêëþ÷ õ32", ãäå X - âñå ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé õ34. Ïîñëå ðå-
øåíèÿ èç åå ïîñûëîê èçâëåêàåòñÿ òåðì âèäà "ôèêñ(T )". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî T íå
ñîäåðæèò ïåðåìåííîé õ32. Â íàøåì ïðèìåðå T èìååò âèä "−∠(gCA)−∠(hAC)+
∠(ghA) + ∠(hgC)". Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ T íó-
ëþ. Ñïèñîê õ27 ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ39 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïå-
ðåìåííóþ õ32, è ïîäñïèñîê õ40 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà
îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ40 è óñëîâèÿìè õ39. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå",
"ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ32", "ïàðàìåòðû õ32", "àíòåöåäåí-
òû", "èñêëþ÷". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ42. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìå-
åò âèä "íåïåðåñåê(ïðÿìàÿ(hA), {g, C}) & íåïåðåñåê(ïðÿìàÿ(gC), {h,A}) &
¬(h = A) & ¬(g = C) & ðàçíûåñòîðîíû(h,A, ïðÿìàÿ(gC)) &
ðàçíûåñòîðîíû(g, C, ïðÿìàÿ(hA))".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàè-
âàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ30 ñî ñïèñêîì êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ
õ42. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ43 è êîíñåêâåíòîì õ38. Îíà îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Âûâîä äèçúþíêöèè, îïðåäåëÿþùåé ðàçáîð ñëó÷àåâ ïðè âûðàæåíèè îäíîãî
÷èñëîâîãî àòîìà ÷åðåç äðóãîé

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(B = C) &
¬(B = D) & ¬(A = B) & B ∈ ïðÿìàÿ(AC) & ¬(A = C)→ B ∈ îòðåçîê(AC) &
∠(ABD) = −∠(CBD) + π ∨ òî÷êàëó÷à(B, A, C) & ∠(ABD) = ∠(CBD))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(B = C) &
¬(B = D) & ¬(A = B) & B ∈ îòðåçîê(AC)→ ∠(ABD) = −∠(CBD) + π)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - êîíñåêâåíò. Ïå-
ðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåíòà.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû êîíñåêâåíòà.
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ îïåðàíä ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, ïðèíàäëåæàùèé
ñïèñêó õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - òåðì "∠(ABD)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ11 äâóõ-
ýëåìåíòíûé. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ16 ñ ïîñûëêàìè õ8 è öåëÿìè "èç-
âåñòíî", "ñëåäñòâèå", "íåèçâåñòíûå X", ãäå X - âñå ïàðàìåòðû ïîñûëîê. Ïåðåìåííîé
õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íåêîòîðûé ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - "B ∈ îòðåçîê(AC)". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ýòîãî
àíòåöåäåíòà. Ñðåäè ïîñûëîê çàäà÷è õ16 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ21, íå âõîäÿùåå
â ñïèñîê õ8, ïàðàìåòðû êîòîðîãî îáðàçóþò ñïèñîê õ20. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 èìå-
åò âèä "B ∈ ïðÿìàÿ(AC)". Ïðè ïîìîùè êîììåíòàðèÿ "âûâîäèìî" ê ïîñûëêå õ21
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà áûëà âûâåäåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì óòâåðæäåíèÿ õ19.



1278 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ñïèñêå õ8 óòâåðæäåíèÿ õ19 íà
õ21. Ê ñïèñêó õ24 äîáàâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ òåð-
ìà õ21 ïî î.ä.ç. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ19 íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ24. Âû-
áèðàþòñÿ ïåðåìåííûå Y, Z, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå -
ïåðåìåííûå a, b. Â ñïèñêå õ11 âûáèðàåòñÿ àòîì õ26, îòëè÷íûé îò õ14. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "∠(CBD)". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ24
îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ19 è ðàâåíñòâà âûðàæåíèÿ õ26 ïåðåìåííîé Z. Ðåøàåòñÿ çà-
äà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ27 è åäèíñòâåííûì óñëîâèåì "ðàâíî(õ14 Y )". Öåëè
çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå Y ", "èçâåñòíî Z". Îòâåò
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ30. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "a = b". Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îòâåò èìååò âèäà ðàâåíñòâà ñ ïåðåìåííîé Y â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ31
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â íåãî âûðàæåíèé õ14 è õ26 âìåñòî ïåðåìåí-
íûõ Y, Z. Â íàøåì ïðèìåðå õ31 èìååò âèä "∠(ABD) = ∠(CBD)". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à
íà ïðåîáðàçîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ24, óñëîâèåì êîòîðîé ñëóæèò îòðèöàíèå óòâåðæäå-
íèÿ õ19. Åäèíñòâåííàÿ öåëü - "óïðîñòèòü". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ33. Â
íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "òî÷êàëó÷à(B, A, C)". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ
óòâåðæäåíèå "èëè(è(õ19 õ10) è(õ33 õ31))". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ24 ïðîöåäóðîé "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ
òåðìà õ34. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ35 è êîíñåêâåíòîì õ34. Îíà ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè "÷èñëíàáîð(õ14)" è "äèçúþíêöèÿ".

Âàðüèðîâàíèå àíòåöåäåíòîâ

1. Ïåðåôîðìóëèðîâêà ñóùåñòâåííîãî íå÷èñëåííîãî àíòåöåäåíòà ÷åðåç ÷èñëîâûå
àòîìû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(A = D) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà & 0 ≤ −∠(BAC)− ∠(CAD) + π &
ðàçíûåñòîðîíû(B, D, ïðÿìàÿ(AC))→ ∠(BAD) = ∠(BAC) + ∠(CAD))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(A = D) &
¬(A = B) & ¬(A = C) & ðàçíûåñòîðîíû(B, D, ïðÿìàÿ(AC)) &
îäíàñòîðîíà(B, C, ïðÿìàÿ(AD)) & ñîñòàâíóãîë(A, D, C,B)→
∠(BAD) = ∠(BAC) + ∠(CAD))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(A = D) &
¬(A = B) & ¬(A = C) & ðàçíûåñòîðîíû(B, D, ïðÿìàÿ(AC)) &
0 ≤ π − ∠(BAC)− ∠(CAD)→ îäíàñòîðîíà(B, C, ïðÿìàÿ(AD)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ12 - òà ÷àñòü
ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåâûðîæäåííûé ÷èñëî-
âîé àòîì. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(BAD)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ äðóãîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå -
"∠(BAC)", "∠(CAD)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ íåêîòîðûé ñóùåñòâåí-
íûé àíòåöåäåíò òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "îäíàñòîðîíà(B, C, ïðÿìàÿ(AD))".
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Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî àíòåöåäåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îí îòëè÷åí îò ñèìâîëà "íå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "÷èñëèíò" îïðåäåëÿåò
ïî ñèìâîëó õ18 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ21 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿ-
ùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 èìååò âèä:

∀abcd(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & ¬(a = d) &
¬(a = b) & ¬(a = c) & ðàçíûåñòîðîíû(b, d, ïðÿìàÿ(ac)) &
0 ≤ π − ∠(bac)− ∠(cad)→ îäíàñòîðîíà(b, c, ïðÿìàÿ(ad)))

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ21, ïåðåìåííîé õ23 - ñïè-
ñîê åãî ïàðàìåòðîâ. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ23, óíè-
ôèöèðóþùàÿ òåðìû õ22 è õ17. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëü-
òàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ21, ïåðåìåííîé õ26
- ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà õ8 óòâåðæäåíèÿ õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê
õ26 íåïóñò.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëîâûå àòîìû óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ25 âêëþ÷àþòñÿ â ñïè-
ñîê õ14. Åñëè óòâåðæäåíèå íå èìååò ÷èñëîâûõ àòîìîâ è ÷èñëî åãî ïàðàìåòðîâ
áîüøå 1, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ26, à çàòåì
óäàëÿåòñÿ èç ñïèñêà õ25.

Äàëåå ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñ-
êîâ õ26 è õ25, à êîíñåêâåíò - òîò æå, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû. Îíà îáðàáàòû-
âàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Èñïîëüçîâàíèå àëüòåðíàòèâû äëÿ îñëàáëåíèÿ àíòåöåäåíòà, ñ ïîñëåäóþùåé ñêëåé-
êîé äèçúþíêöèè àëüòåðíàòèâíûõ êîíñåêâåíòîâ â ýëåìåíòàðíóþ ôîðìóëó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
òî÷êàëó÷à(A, B, C)→ l(BC) = | − l(AC) + l(AB)|)

èç òåîðåìû

∀ABC(C ∈ îòðåçîê(AB) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà→
l(AB) = l(AC) + l(BC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = C) & òî÷êàëó÷à(A, C,B)→
B ∈ îòðåçîê(AC) ∨ C ∈ îòðåçîê(AB))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ12 - íåêîòî-
ðûé ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - "C ∈ îòðåçîê(AB)". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ12 ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå òåîðåìû è ÷òî îíî èìååò
åäèíñòâåííûé ïîäòåðì ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè. Ýòîò ïîäòåðì ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ14, à ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ14 - "îòðåçîê(AB)". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "Àëüòåðíàòèâà" îïðåäåëÿåò
ïî ñèìâîëó õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà
ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 èìååò âèä:
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∀abc(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & ¬(a = c) & òî÷êàëó÷à(a, c, b)→
b ∈ îòðåçîê(ac) ∨ c ∈ îòðåçîê(ab))

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà òåî-
ðåìû õ18. Â íåì âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ20, ñîäåðæàùåå âñå ïåðåìåííûå òåî-
ðåìû õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - "b ∈ îòðåçîê(ac)". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ20. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ
õ21, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ20 è õ12. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ18. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ23, ïîëó÷åííîå èç ñóùåñòâåííîãî àíòåöå-
äåíòà òåîðåìû õ18 è íå âõîäÿùåå â ñïèñîê õ8, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé
õ8.

Â ñïèñêå õ19 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ24, îòëè÷íîå îò õ20. Â íàøåì ïðèìåðå
- "c ∈ îòðåçîê(ab)". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê
õ24 ïîäñòàíîâêè S. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
ïåðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â ýòó òåîðåìó è â
òåîðåìó õ18. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 èìååò âèä:

∀def (f ∈ îòðåçîê(de) & d−òî÷êà & e−òî÷êà & f−òî÷êà→ l(de) = l(df)+ l(ef))

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ26, ïåðåìåííîé
õ28 - ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò òåîðåìû õ27, íîìåð êîòîðîãî ðàâåí íîìåðó
àíòåöåäåíòà õ12 èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 èìååò âèä "f ∈
îòðåçîê(de)". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ28. Îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà R âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ28 è
õ25. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà îòëè÷íûõ îò õ12 óòâåð-
æäåíèé íàáîðà õ8 ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R ê îòëè÷-
íûì îò õ28 ýëåìåíòàì íàáîðà õ27. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè R ê êîíñåêâåíòó òåîðåìû õ26. Ïåðåìåííîé õ33 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû è óòâåðæäåíèÿ õ32. Ïå-
ðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ýòîé äèçúþíêöèè îïåðàòîðîì
"íîðìèëè"Â íàøåì ïðèìåðå õ34 èìååò âèä "l(BC) = |− l(AC)+ l(AB)|". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ34 ýëåìåíòàðíî. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåí-
òàìè õ31 è êîíñåêâåíòîì õ34. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïîïûòêà çàìåíû ñàìîãî ñëîæíîãî àíòåöåäåíòà íà áîëåå ïðîñòûå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀fABC(C−set& C ⊆ A & êîíå÷íîå(B) & êîíå÷íîå(C) &Îòîáðàæåíèå(f, A,B)→
card(C) =

∑
y,y∈B card(ñëîé(ñóæåíèå(f, C), y)))

èç òåîðåìû

∀bc(b−set & êîíå÷íîå(c) & ðàçáèåíèå(b, c) & êîíå÷íûå(c) & êëàññìíîæåñòâ(c)→
card(b) =

∑
a,a∈c card(a))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀fABC(A − set & B − set & Îòîáðàæåíèå(f, A,B) & C − set & C ⊆ A →
ðàçáèåíèå(C, setx(∃y(y ∈ B & x = ñëîé(ñóæåíèå(f, C), y)))))
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Íàõîäèòñÿ àíòåöåäåíò ñ
íàèáîëüøåé îöåíêîé ñëîæíîñòè è ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí åäèíñòâåííûé. Ýòîò àí-
òåöåäåíò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - àíòåöåäåíò "ðàç-
áèåíèå(b, c)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàèáîëåå ñëîæíûå ïîäòåðì óòâåðæäåíèÿ õ13 -
îíî ñàìî. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ13. Ñïðàâî÷íèê ïî-
èñêà òåîðåì "ðåàëèçàöèÿ" îïðåäåëÿåò ïî õ15 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà õ13 â òåîðåìó.
Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíå-
íèÿ äîïîëíèòåëüíîé è èñõîäíîé òåîðåì ïðè óíèôèêàöèè àíòåöåäåíòà õ18 èñõîä-
íîé òåîðåìû ñ êîíñåêâåíòîì äîïîëíèòåëüíîé. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëåíèÿ äëÿ óñòðàíåíèÿ ìíîãîìåñòíîãî ïðåäèêàòà â àíòå-
öåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acC(c−set & C−set & C ⊆ Dom(a) & Val(a) ⊆ c & a−ôóíêöèÿ & êîíå÷íîå(c) &
êîíå÷íîå(C)→ card(C) =

∑
y,y∈c card(ñëîé(ñóæåíèå(a, C), y)))

èç òåîðåìû

∀fABC(C−set& C ⊆ A & êîíå÷íîå(B) & êîíå÷íîå(C) &Îòîáðàæåíèå(f, A,B)→
card(C) =

∑
y,y∈B card(ñëîé(ñóæåíèå(f, C), y)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀fAB(Îòîáðàæåíèå(f, A,B)↔ f −ôóíêöèÿ & Dom(f) = A & B − set &
Val(f) ⊆ B)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ8 àíòåöåäåíòà, èìåþùåãî íå ìåíåå òðåõ êîðíåâûõ
îïåðàíäîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - àíòåöåäåíòà "Îòîáðàæåíèå(f, A,B)". Ïåðåìåí-
íîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî àíòåöåäåíòà. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"îïðåäåëåíèå" íàõîäèò ïî ñèìâîëó õ9 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåî-
ðåìó. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â
êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîàÿ èìååò çàãîëîâîê õ9, ïåðåìåííîé
õ14 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäòåðì õ14 íå ÿâëÿåòñÿ äèçú-
þíêöèåé, è ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè ýëåìåíòàðíû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà
õ15 íå ñîäåðæàò ïîäóòâåðæäåíèé ñ áîëåå ÷åì äâóìÿ êîðíåâûìè îïåðàíäàìè.
Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ16 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ8 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Ïîïûòêà ñâåñòè ðàâåíñòâî äâóõ îäíîèìåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ â àíòåöåäåíòàõ
ê êà÷åñòâåííîìó óñëîâèþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(¬(a = b) & c ∈ îêðóæíîñòü(ab) & a − òî÷êà & b − òî÷êà & c − òî÷êà →
l(bc) = 2 sin(∠(bac)/2)l(ab))

èç òåîðåìû
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∀ABC(B − òî÷êà & C − òî÷êà & A− òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(B = C) &
l(AC) = l(BC)→ l(AB) = 2 sin(∠(ACB)/2)l(BC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ¬(A = B) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB)→
l(AC) = l(AB))

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ8 àíòåöåäåíòà èñõîäíîé òåîðåìû, ïðåäñòàâëÿþùå-
ãî ñîáîé ðàâåíñòâî. Â íàøåì ïðèìåðå - àíòåöåäåíòà "l(AC) = l(BC)". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî äðóãèõ ðàâåíñòâ â àíòåöåäåíòàõ íåò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ8 - ðàâåíñòâî
äâóõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, èìåþùèõ îäèí è òîò æå çàãîëîâîê õ11.
Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ðàññòîÿíèå". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàâí-
÷èñë" îïðåäåëÿåò ïî õ11 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî â åå ñïèñêå àíòåöåäåíòîâ íåò ðàâåíñòâà. Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè"
îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ14 ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé è èñ-
õîäíîé òåîðåì ïðè óíèôèêàöèè àíòåöåäåíòà õ8 èñõîäíîé òåîðåìû ñ êîíñåêâåí-
òîì äîïîëíèòåëüíîé. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðå-
ìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

6. Ïîïûòêà ïåðåéòè ê îñëàáëåííûì îòíîøåíèÿì â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdhK(b ∈ {1, 2, 3}& c ∈ h & d ∈ h & 0 ≤ d−c & ïðÿìêîîðä(K) & íåïîäâ(K, h) &
ìòî÷êà(a) & Ðàâíäâèæ(a, h) & Òðåõìåðí(K) & ×èñëîòð(h) & ìòåëî(K) →
êðä(Ìåñòî(a, d), K, b) = (d−c)êðä(Ñêîðîñòü(a, K, h), K, b)+êðä(Ìåñòî(a, c), K, b))

èç òåîðåìû

∀abcdhK(0 < d−c & b ∈ {1, 2, 3}& c ∈ h & d ∈ h & ïðÿìêîîðä(K) & íåïîäâ(K, h) &
ìòî÷êà(a) & Ðàâíäâèæ(a, h) & Òðåõìåðí(K) & ×èñëîòð(h) & ìòåëî(K) →
êðä(Ìåñòî(a, d), K, b) = (d−c)êðä(Ñêîðîñòü(a, K, h), K, b)+êðä(Ìåñòî(a, c), K, b))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & a < b→ a ≤ b)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - êîíñå-
êâåíò. Âûáèðàåòñÿ íåêîòîðûé ñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò õ13 ñ çàãîëîâêîì õ14,
îòëè÷íûì îò ñèìâîëà "íå". Â íàøåì ïðèìåðå - àíòåöåäåíò "0 < d − c". Ñïðà-
âî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îñëàáëåíèå" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ14 óêàçàííóþ âû-
øå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àíòåöåäåíò õ13 íå èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. äðóãèõ àíòåöåäåíòîâ è êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â íàøåì
ïðèìåðå - ñèìâîë "ìåíüøåèëèðàâíî". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò çàìåíû çàãîëîâêà óòâåðæäåíèÿ õ13 íà ñèìâîë õ17. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ñïèñêå õ8 óòâåðæäåíèÿ õ13 íà ïàðó óòâåðæäåíèé
- îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ13 è óòâåðæäåíèå õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - íà ïà-
ðó "¬(0 < d − c)", "0 ≤ d − c". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ10 ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ19. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïî-
ëó÷àþòñÿ èç ñïèñêà õ8 çàìåíîé óòâåðæäåíèÿ õ13 íà õ18, à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò
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õ10. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

Èñêëþ÷åíèå ðàâåíñòâà â àíòåöåäåíòàõ ïóòåì ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî
óíèêàëüíîé ïåðåìåííîé, âñòðå÷àþùåéñÿ â êîíñåêâåíòå

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀adK(Âåêòîð(a) & Âåêòîð(d) & ïðÿìêîîðä(K) & âåðòèêíàïð(a, K) &
Òðåõìåðí(K)→ ñêàëóìíîæ(a, d) = êðä(a, K, 3)êðä(d,K, 3))

èç òåîðåìû

∀adefhK(êîîðä(d,K) = (e, f, h) & Âåêòîð(a) & Âåêòîð(d) & ïðÿìêîîðä(K) &
âåðòèêíàïð(a, K)→ ñêàëóìíîæ(a, d) = hêðä(a, K, 3))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - êîíñåêâåíò. Â
ñïèñêå õ8 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ11 è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åãî ïà-
ðàìåòðîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 èìååò âèä "êîîðä(d,K) = (e, f, h)", õ12 - ñïèñîê
d, e, f, h, K. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òåõ ïàðàìåòðîâ íàáîðà õ12, êîòî-
ðûå âñòðå÷àþòñÿ â àíòåöåäåíòàõ òîëüêî âíóòè ðàâåíñòâà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå ýòî
ïàðàìåòðû e, f, h. Â ñïèñêå õ13 âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ14, âõîäÿùàÿ â êîíñåêâåíò.
Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ h. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðî÷èå ïåðåìåííûå ñïèñêà õ13
íå âñòðå÷àþòñÿ â êîíñåêâåíòå. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé
íàáîðà õ8, îòëè÷íûõ îò ðàâåíñòâà õ11. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè
õ16 è åäèíñòâåííûì óñëîâèåì õ11. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò",
"íåèçâåñòíûå õ13", "ïàðàìåòðû X", ãäå X - îòëè÷íûå îò õ14 ïåðåìåííûå íàáîðà
õ13. Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ17. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"h = êðä(d,K, 3) & Òðåõìåðí(K)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îò-
êàç", è ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Â ýòîì
ñïèñêå íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ14 â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà
îòëè÷íûõ îò õ11 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ8 ñî ñïèñîê îòëè÷íûõ îò õ19 óòâåðæäåíèé
íàáîðà õ18. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â êîíñåêâåíò õ10
âìåñòî ïåðåìåííîé õ14 âûðàæåíèÿ õ20. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ21 è
êîíñåêâåíòîì õ22. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ çàìåíÿþ-
ùåãî âûðàæåíèÿ

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîå âûðàæåíèå ÷èñëîâûõ àòîìîâ â îäíîì è òîì æå êîíòåêñòå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(B = C) & A − òî÷êà & B − òî÷êà & C −
òî÷êà → ∠(BAC) = arccos((l(AC) − cos(∠(ACB))l(BC))/(l(AC)2 + l(BC)2 −
2 cos(∠(ACB))l(AC)l(BC))1/2))

èç òåîðåìû

∀ABC(A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(A = B)→ ∠(BAC) =
arccos((l(AC)2 + l(AB)2 − l(BC)2)/(2l(AB)l(AC))))
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è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(A = B)→ l(BC) =√
l(AC)2 + l(BC)2 − 2 cos(∠(BAC))l(AB)l(AC))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàè-
âàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé
àòîì. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(BAC)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ
÷àñòü. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ âûðàæåíèÿ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(BC), l(AB), lAC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñïèñîê õ15 íåïóñò. Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, îòëè÷-
íàÿ îò èñõîäíîé è èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòèêó "÷èñëçíà÷". Ïåðåìåííîé õ19 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí
ñîâïàäàåò ñî ñïèñêîì õ8. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííûì õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâàÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðè-
ñòàâêà èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ñîâïàäàåò ñ êîðíåâîé ñâÿçû-
âàþùåé ïðèñòàâêîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ
òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
÷èñëîâûì àòîìîì. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(BC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå çàãîëîâîê
îòëè÷åí îò çàãîëîâêà àòîìà õ12. Â ñïèñêå õ15 âûáèðàåòñÿ ÷èñëîâîé àòîì õ27 ñ
òåì æå çàãîëîâêîì, ÷òî ó õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - àòîì l(AB). Óñìàòðèâàåòñÿ
ïåðåñòàíîâêà S ïåðåìåííûõ õ21, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ25 â òåðì õ27. Â íàøåì
ïðèìåðå ýòà ïåðåñòàíîâêà ïåðåâîäèò ïåðåìåííûå A, B, C â C, A,B. Ïåðåìåííîé
õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ îòëè÷íàÿ îò õ25 ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì
"ñòàíä" ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê íåâûðîæäåííûì ÷èñëîâûì
àòîìàì âûðàæåíèÿ õ29. Â íàøåì ïðèìåðå õ30 ñîñòîèò èç àòîìîâ "∠(ACB)",
"l(AC), "l(BC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ30 íå ñîäåðæèò îáðàáîòàííîãî îïåðàòîðîì
"ñòàíä" àòîìà õ12. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê âû-
ðàæåíèþ õ29 ïîäñòàíîâêè S, ïåðåìåííîé õ33 - ðåçóëüòàò çàìåíû â âûðàæåíèè
õ14 âñåõ âõîæäåíèé àòîìà õ27 íà âûðàæåíèå õ31.

Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî àòîìà õ12 âûðàæåíèþ õ33. Ïåðåìåí-
íîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ8 ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ ïðèìå-
íåíèÿ ê óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ19 ïîäñòàíîâêè S. Ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå êîíòðëèðóåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ñïèñêà õ35. Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ35 è êîíñåêâåíòîì õ34. Îíà îáðàáàòû-
âàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå äëÿ âàðüèðóåìîãî ÷èñëîâîãî àòîìà ïîä îïèñà-
òåëåì "îòîáðàæåíèå".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acdeg(e = [c, d] & e ⊆ g & c−÷èñëî & d−÷èñëî & ìòî÷êà(a) & ðàâíäâèæ(a, g) &
×èñëîòð(e) & ×èñëîòð(g)→ äëèíà(Ïóòü(a, [c, d])) = (d− c)ñêîðîñòü(a, g))

èç òåîðåìû

∀acde(e = [c, d] & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & ìòî÷êà(a) & ×èñëîòð(e)→
äëèíà(Ïóòü(a, [c, d])) =

∫ d

c
ñêîðîñòü(a, t)dt)
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è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀atT (ìòî÷êà(a) & ×èñëîòð(T ) & ðàâíäâèæ(a, T ) & t ∈ T → ñêîðîñòü(a, T ) =
ñêîðîñòü(a, t))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ12 - òà ÷àñòü
ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ÷èñëîâûì àòîìîì.
Â íàøåì ïðèìåðå - "äëèíà(Ïóòü(a, [c, d]))". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå äðóãîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Âíóòðè âûõîæäåíèÿ õ11 ðàññìàòðèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå õ14 ñèìâîëà "îòîáðàæåíèå". Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - âõîæäåíèå ïîäòåð-
ìà "λt(ñêîðîñòü(a, t), t−÷èñëî & c ≤ t & t ≤ d)". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ14, ïåðåìåííîé õ16 - ïîñëåäíèé îïåðàíä
îïèñàòåëÿ (îí îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè). Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåâûðîæäåí-
íûé ÷èñëîâîé àòîì õ17 âûðàæåíèÿ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "ñêîðîñòü(a, t)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû àòîìà õ17 ïåðåñåêàþòñÿ ñî ñïèñêîì õ15. Ïåðåìåí-
íîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â èñõîäíóþ òåîðåìó âûðàæåíèÿ õ17, ðàñïî-
ëîæåííîå âíóòðè õ14. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê àòîìà õ17. Â
íàøåì ïðèìåðå - "ñêîðîñòü".

Îïðåäåëÿåòñÿ ðàçäåë, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ õ19 (â íàøåì ïðèìåðå - "êèíåìà-
òèêà"), è â ýòîì ðàçäåëå íàõîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, èìåþùàÿ õàðàê-
òåðèñòèêó "÷èñëçíà÷" ëèáî "ðàâíû". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå äîïîë-
íèòåëüíîé òåîðåìû âñòðå÷àþòñÿ ñðåäè ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ19 ÿâëÿåòñÿ çàãîëîâêîì êàêîé-ëèáî ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîë-
íèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 èìååò âèä:

∀bfg(ìòî÷êà(b) & ×èñëîòð(g) & ðàâíäâèæ(b, g) & f ∈ g → ñêîðîñòü(b, g) =
ñêîðîñòü(b, f))

Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ25,
êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ19, ïåðåìåííîé õ29 - äðóãàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âûðàæåíèå õ29 ýëåìåíòàðíîå. Â íàøåì ïðèìåðå õ29 - "ñêîðîñòü(b, g)", õ30 -
"ñêîðîñòü(b, f)". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ30.
Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ31, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ30
â õ17. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòà-
íîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ25. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè óòâåðæäåíèé
õ33 íåò ðàâåíñòâà, çàãîëîâîê ïðàâîé ÷àñòè êîòîðîãî îòëè÷àëñÿ áû îò ñèìâîëà
"ïðîìåæóòîê". Ñïèñîê õ33 ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ34 óòâåðæäåíèé, ñîäåð-
æàùèõ ïåðåìåííûå õ15, è ïîäñïèñîê õ35 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ïåðåìåííîé
õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ8 è õ35.

Åñëè ñïèñîê õ34 íåïóñò, òî ôîìèðóåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ñî ñâÿçûâàþ-
ùåé ïðèñòàâêîé õ15, êîíúþíêòèâíûìè ÷ëåíàìè ïðåäïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïè-
ñàòåëÿ õ14 â êà÷åñòâå àíòåöåäåíòîâ è êîíúþíêöèåé óòâåðæäåíèé õ34 â êà÷åñòâå
êîíñåêâåíòà. Ýòà èìïëèêàöèÿ ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê ñïèñêó õ36.

Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê âûðà-
æåíèþ õ29. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ37 íå èìååò íåâûðîæäåííîãî ÷èñëîâîãî àòîìà,



1286 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

ïàðàìåòðû êîòîðîãî ïåðåñåêàëèñü áû ñî ñïèñêîì õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ37
èìååò âèä "ñêîðîñòü(a, g)".

Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â êîíñåêâåíòå èñõîäíîé òåîðå-
ìû âõîæäåíèÿ õ18 íà âûðàæåíèå õ37. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ36 è êîíñåêâåíòîì õ38. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòððîì "Íîðìòåîðåìà" ñ îï-
öèåé "ñîêðàù", à çàòåì - îïåðàòîðàìè "èñêëþ÷àíò" è "óïðîùàíò". Çàòåì ýòà
èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïîïûòêà ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå äëÿ âàðüèðóåìîãî àòîìàðíîãî âûðàæåíèÿ ïîä
îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀acdehK(e = [c, d] & e ⊆ h & c−÷èñëî& d−÷èñëî& ïðÿìêîîðä(K) & íåïîäâ(K, h) &
ìòî÷êà(a) & Ðàâíäâèæ(a, h) & Òðåõìåðí(K) & ×èñëîòð(e) & ×èñëîòð(h) &
ìòåëî(K)→ êðä(Ìåñòî(a, d), K, 1) = (d− c)êðä(Ñêîðîñòü(a, K, h), K, 1) +
êðä(Ìåñòî(a, c), K, 1))

èç òåîðåìû

∀acdeK(e = [c, d] & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & ïðÿìêîîðä(K) & ìòî÷êà(a) &
Òðåõìåðí(K) & ×èñëîòð(e) & ìòåëî(K)→ êðä(Ìåñòî(a, d), K, 1) =

êðä(Ìåñòî(a, c), K, 1) +
∫ d

c
êðä(Ñêîðîñòü(a, K, t), K, 1)dt)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀aKTt(ìòî÷êà(a) & ×èñëîòð(T ) & íåïîäâ(K, T ) & Ðàâíäâèæ(a, T ) & t ∈ T →
Ñêîðîñòü(a, K, T ) = Ñêîðîñòü(a, K, t))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ12 - òà ÷àñòü
ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ÷èñëîâûì àòîìîì.
Â íàøåì ïðèìåðå - "êðä(Ìåñòî(a, d), K, 1)". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå äðóãîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Âíóòðè âûõîæäåíèÿ õ11 ðàññìàòðèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå õ14 ñèìâîëà "îòîáðàæåíèå". Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - âõîæäåíèå ïîä-
òåðìà "λt(êðä(Ñêîðîñòü(a, K, t), K, 1), t− ÷èñëî & c ≤ t & t ≤ d)". Ïåðåìåííîé
õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà îïèñàòåëÿ õ14, ïåðåìåííîé õ16 -
ïîñëåäíèé îïåðàíä îïèñàòåëÿ (îí îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè). Ðàññìàòðè-
âàåòñÿ íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì õ17 âûðàæåíèÿ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå
- "êðä(Ñêîðîñòü(a, K, t), K, 1)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû àòîìà õ17 ïåðåñå-
êàþòñÿ ñî ñïèñêîì õ15. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â èñõîäíóþ
òåîðåìó âûðàæåíèÿ õ17, ðàñïîëîæåííîå âíóòðè õ14.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïîëîæåííîå ñòðîãî âíóòðè âõîæäåíèÿ õ18 âõîæäåíèå õ19
íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà õ21. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòî-
ãî ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 èìååò âèä "Ñêîðîñòü(a, K, t)". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî âûðàæåíèå õ21 àòîìàðíîå, è ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï åãî çíà-
÷åíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "Âåêòîð". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàçâàíèå ðàçäåëà, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - "êèíå-
ìàòèêà". Â ýòîì ðàçäåëå íàõîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, èìåþùàÿ õàðàêòå-
ðèñòèêó "Àòîìàðíîå(õ23)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå äîïîëíèòåëüíîé
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òåîðåìû âñòðå÷àþòñÿ ñðåäè ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ20 ÿâ-
ëÿåòñÿ çàãîëîâêîì êàêîé-ëèáî ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåí-
íûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó.
Â íàøåì ïðèìåðå õ29 èìååò âèä:

∀bghf (ìòî÷êà(b) & ×èñëîòð(h) & íåïîäâ(g, h) & Ðàâíäâèæ(b, h) & f ∈ h →
Ñêîðîñòü(b, g, h) = Ñêîðîñòü(b, g, f))

Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ29,
êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ20, ïåðåìåííîé õ33 - äðóãàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âûðàæåíèå õ33 ýëåìåíòàðíîå. Â íàøåì ïðèìåðå õ33 - "Ñêîðîñòü(b, g, h)", õ34
- "Ñêîðîñòü(b, g, f)". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà
õ34. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ35, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì
õ34 â õ21. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîä-
ñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ29. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè óòâåðæäåíèé
õ37 íåò ðàâåíñòâà. Ñïèñîê õ37 ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ38 óòâåðæäåíèé, ñî-
äåðæàùèõ ïåðåìåííûå õ15, è ïîäñïèñîê õ39 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ïåðåìåí-
íîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ8 è õ39.

Åñëè ñïèñîê õ38 íåïóñò, òî ôîìèðóåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ñî ñâÿçûâàþ-
ùåé ïðèñòàâêîé õ15, êîíúþíêòèâíûìè ÷ëåíàìè ïðåäïîñëåäíåãî îïåðàíäà îïè-
ñàòåëÿ õ14 â êà÷åñòâå àíòåöåäåíòîâ è êîíúþíêöèåé óòâåðæäåíèé õ38 â êà÷åñòâå
êîíñåêâåíòà. Ýòà èìïëèêàöèÿ ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê ñïèñêó õ40.

Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê âûðà-
æåíèþ õ33. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ41 íå èìååò àòîìàðíîå ïîäâûðàæåíèÿ òèïà õ23,
ïàðàìåòðû êîòîðîãî ïåðåñåêàëèñü áû ñî ñïèñêîì õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ41
èìååò âèä "Ñêîðîñòü(a, K, h)".

Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â êîíñåêâåíòå èñõîäíîé òåîðå-
ìû âõîæäåíèÿ õ19 íà âûðàæåíèå õ41. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ40 è êîíñåêâåíòîì õ42. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòððîì "Íîðìòåîðåìà" ñ îï-
öèåé "ñîêðàù", à çàòåì - îïåðàòîðàìè "èñêëþ÷àíò" è "óïðîùàíò". Çàòåì ýòà
èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîéãî òîæäåñòâà

1. Èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ñîêðàùàþùåãî
òîæäåñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀z(z − êîìïëåêñíîå→ |z|2 = Re(z)2 + Im(z)2)

èç òåîðåìû

∀z(z − êîìïëåêñíîå→
√
Re(z)2 + Im(z)2 = |z|)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

forallab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & 0 ≤ a & ¬(b = 0)→ (a1/b)b = a)
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - êîíñå-
êâåíò. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ
òåðìà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç âûðàæåíèé "Re(z)", "Im(z)", "|z|".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû êîíñåêâåí-
òå. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ
ïðèíàäëåæèò ñïèñêó õ11. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåí-
ñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - "|z|", õ15 - "

√
Re(z)2 + Im(z)2". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

ëèáî îöåíê ñëîæíîñòè òåðìà õ14 ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè òåðìà õ15, ëèáî ýòè
îöåíêè ðàâíû, íî ÷èñëî èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü ïîäòåðìîâ òåðìà
õ14 ìåíüøå, ÷åì ó õ15. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà õ15. Â
íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ñòåïåíü". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñèìâîë íåêîììóòà-
òèâåí. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñîêðàùäðîáè" îïðåäåëÿåò ïî õ16 óêàçàííóþ
âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé
÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, íåêîòîðûé îïåðàíä
õ21 êîòîðîé èìååò çàãîëîâîê õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 - âõîæäåíèå òåðìà
"a1/b". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ23 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõî-
æäåíèÿ õ21 â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòîò
ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñ-
êå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè

1. Ïðåîáðàçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ïåðåôîðìóëèðóþùåé ðàâåí-
ñòâî ÷èñëîâîãî àòîìà êîíñòàíòå ÷åðåç áîëåå ïðîñòûå óñëîâèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(c ∈ îòðåçîê(ab) & a−òî÷êà & b−òî÷êà & c−òî÷êà→ l(ab) = l(bc)↔ a = c)

èç òåîðåìû

∀ABC(C ∈ îòðåçîê(AB) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà→
l(AC) = l(AB)− l(BC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà→ l(AB) = 0↔ A = B)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ12 - òà ÷àñòü
ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé
àòîì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äðóãàÿ ÷àñòü íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "äðîáü". Â íàøåì
ïðèìåðå õ12 - àòîì "l(AC)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæå-
íèÿ õ12, ïîñëå ÷åãî ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "÷èñë" îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàí-
íóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðàÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé
÷àñòè ðàâåíñòâà, çàãîëîâîê êîòîðîé ðàâåí õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå
âûðàæåíèÿ "l(AB)". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðå-
çóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ19 â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè
èñõîäíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà âàðüèðîâàíèÿ òåîðåìû ïóòåì äîïîëíèòåëüíîãî ïîñòðîåíèÿ, ïîçâîëÿ-
þùåãî èñêëþ÷èòü ñòàðóþ ïåðåìåííóþ â çàìåíÿþùåé ÷àñòè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aABC(¬(a = C) & ¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(B = C) & l(aB) = l(BC) &
A ∈ ïðÿìàÿ(aC) & a− òî÷êà & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(aC) ⊥ ïðÿìàÿ(AB)→ l(AB) = cos(∠(aBC)/2)l(BC))

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(B = C) & ¬(A = C) &
¬(A = B) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)→ l(AB) = cos(∠(ABC))l(BC))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ12 - òà ÷àñòü
ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé
àòîì. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(AB)". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü
ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå - "cos(∠(ABC))l(BC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà
íå ñîäåðæèò ñèìâîëîâ "âàðèàíò", "ìèíèìóì", "ìàêñèìóì", à ÷èñëî ïåðåìåí-
íûõ åå êîðíåâîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè ìåíüøå 7. Åñëè êîíñåêâåíò òåîðåìû
ñîäåðæèò ÷èñëîâîé àòîì ñ áîëåå ÷åì 3 ïàðàìåòðàìè, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà
êîðíåâîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè íå áîëüøå 4. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 òåðìà "êîíñåêâåíò(P )", ãäå P - êîíñåêâåíò
òåîðåìû.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ16 ñ ïîñûëêàìè õ15 è öåëÿìè "äîïêàäð",
"íåèçâåñòíûå X", ãäå X - âñå ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé õ15. Öåëü "äîïêàäð"
îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïåðå÷èñëåíèå âîçìîæíûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïî-
ñòðîåíèé â ïîñûëêàõ òåîðåìû, êàæäîå èç êîòîðûõ îðèåíòèðîâàíî íà èñêëþ-
÷åíèå èç òåîðåìû íåêîòîðîãî âûðàæåíèé. Òàêèå äîïîëíèòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ
íàêàïëèâàþòñÿ â êîììåíòàðèÿõ (äîïêàäð A1A2A3). Çäåñü A1 - êîíúþíêöèÿ äî-
ïîëíèòåëüíûõ ïîñûëîê, ñîäåðæàùèõ íîâûå ïåðåìåííûå, A2 - êîíúþíêöèÿ ñî-
îòíîøåíèé, êîòîðûå ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè ïðè èñêëþ÷åíèè âûðàæåíèé,
A3 - ñïèñîê âûðàæåíèé, êîòîðûå äîëæíû áûòü èñêëþ÷åíû èç òåîðåìû ïîñëå
ââîäà íîâûõ ïîñûëîê. Ó çàäà÷è ñ öåëüþ "äîïêàäð" îáû÷íî ââîäèòñÿ ïîñûëêà
"êîíñåêâåíò(. . .)", óêàçûâàþùàÿ íà êîíñåêâåíò òåîðåìû.

Çàäà÷à õ16 ðåøàåòñÿ ïðè ìàëîì óðîâíå îáðàùåíèÿ (ðàâíîì 3). Ïîñëå åå ðåøå-
íèÿ íàõîäèòñÿ êîììåíòàðèé (äîïêàäð A1A2A3) ê åå ïîñûëêàì. Â íàøåì ïðèìåðå
òåðì A1 èìååò âèä "a−òî÷êà & A ∈ ïðÿìàÿ(Ca) & ¬(C = a) & l(CB) = l(Ba)",
òåðì "A2" - âèä "∠(CBA) = ∠(CBa)/2",ñïèñîê A3 ñîñòîèò èç ïåðåìåííîé A.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî A3 ñîñòîèò èç íåêîòîðîé ïåðåìåííîé õ19, ÿâëÿþùåéñÿ ïàðà-
ìåòðîì âûðàæåíèÿ õ12 è èìåþùåé åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ14. Âû-
áèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ20, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó è â òåðì A1. Ïå-
ðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ A1,
ïåðåìåííîé õ22 - îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ8, õ21, íàáîðà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
óòâåðæäåíèÿ A2 è ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ20, õ14.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ22 è öåëÿìè "èñêëþ÷ õ19", "èç-
âåñòíî", "íåèçâåñòíûå Y ", ãäå Y - âñå ïàðàìåòðû åå ïîñûëîê. Ïîñëå ðåøåíèÿ
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çàäà÷è â åå ñïèñêå ïîñûëîê âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ25 ñ ïåðåìåííîé õ20 â îä-
íîé ÷àñòè è íå ñîäåðæàùèì ïåðåìåííîé õ19 âûðàæåíèåì õ28 â äðóãîé. Â íàøåì
ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "cos(∠(aBC)/2)l(aB) = b". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ12 è õ28. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ8 è õ21, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî õ29. Ïåðåìåííîé õ30 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ýòîé èìïëèêàöèè îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ30 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, ïðè÷åì êîëè÷åñòâî íåâûðîæ-
äåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ â åå êîíñåêâåíòå íå áîëüøå, ÷åì ó èñõîäíîé òåîðåìû.
Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî ÷èñëî ïåðåìåííûõ êîðíåâîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè
òåîðåìû õ30 íå áîëåå ÷åì íà åäèíèöó ïðåâîñõîäèò òàêîå ÷èñëî äëÿ èñõîäíîé
òåîðåìû. Çàòåì òåîðåìà õ30 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà îòîæäåñòâèòü àðãóìåíòû äâóõ îäíîìåñòíûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ijnA(¬(i− j = 0) & ∀a(a ∈ {1, . . . , n} → A(a, i) = A(a, j)) & i ∈ {1, . . . , n} & j ∈
{1, . . . , n} & ìàòð(A, R, n, n)→ det(A) = 0)

èç òåîðåìû

∀ijnA(¬(i−j = 0) & i ∈ {1, . . . , n} & j ∈ {1, . . . , n} & ìàòð(A, R, n, n)→ det(A) =
−det(òðàíñïñòëá(A, i, j)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ12 - òà ÷àñòü
ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåâûðîæäåííûé ÷èñëî-
âîé àòîì ñ åäèíñòâåííûì êîðíåâûì îïåðàíäîì. Â íàøåì ïðèìåðå - "det(A)".
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå -
"−det(òðàíñïñòëá(A, i, j))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ14 èìååò åäèíñòâåí-
íûé ÷èñëîâîé àòîì õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "det(òðàíñïñòëá(A, i, j))". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî àòîìû õ12 è õ16 èìåþò îäèí è òîò æå çàãîëîâîê, ïðè÷åì ÷èñëî
êîðíåâûõ îïåðàíäîâ àòîìà õ16 ðàâíî 1. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíå-
âîé îïåðàíä àòîìà õ12, ïåðåìåííîé õ19 - êîðíåâîé îïåðàíä àòîìà õ16. Ïåðå-
ìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ18 è õ19. Â íàøåì ïðèìåðå
õ20 èìååò âèä "A = òðàíñïñòëá(A, i, j)". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
îáùèõ ïàðàìåòîâ âûðàæåíèé õ18 è õ19. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò ñïèñîê ñîñòî-
èò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé A. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ21 íåïóñò. Ñïè-
ñîê õ8 ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ22 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå
íàáîðà õ21, è ïîäñïèñîê õ23 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ22 ðàâåíñòâà õ20. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à
íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ25 è óñëîâèÿìè õ24.Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ïðÿ-
ìîéîâåò", "ïîïûòêàñïóñêà", "íåèçâåñòíûå õ21". Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ27. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "∀a(a ∈ {1, . . . , n} → A(a, j) =
A(a, i)) & ìàòð(A, R, n, n) & ∀a(a ∈ {1, . . . , n} → A(a, i) = A(a, j))". Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ðåçóëüòàòà îáðàáîòêè óòâåðæäåíèÿ õ27 îïåðà-
òîðîì "ñòàíä". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ21 èìååò â óòâåð-
æäåíèè ñïèñêà õ28 áîëüøå îäíîãî âõîæäåíèÿ, òî êàæäîå åå âõîæäåíèå â ýòî
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óòâåðæäåíèå - îïåðàíä ñèìâîëà "çíà÷åíèå". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèé àòîìà õ16 â êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû íà àòîì
õ12. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ23, õ28 è êîíñåêâåíòîì õ29. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.141 Õàðàêòåðèñòèêà "×èñëçíà÷"

Õàðàêòåðèñòèêîé "×èñëçíà÷" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà, â îäíîé ÷àñòè êîòîðûõ íà-
õîäèòñÿ íå÷èñëîâàÿ ïåðåìåííàÿ, à â äðóãîé - âûðàæåíèå åå ÷åðåç íåâûðîæäåííûå
÷èñëîâûå àòîìû.

Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ðàíåå íàéäåííûå òîæäåñòâà äëÿ ÷èñëåííûõ õàðàê-
òåðèñòèê äâóìåñòíûõ îòíîøåíèé

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀nz(¬(z = 0) & z − êîìïëåêñíîå & n − íàòóðàëüíîå → zn = |z|n cos(n · arg(z)) +
|z|n sin(n · sin(arg(z)))i)

èç òåîðåìû

∀z(z − êîìïëåêñíîå→ z = |z|(cos(arg(z)) + i sin arg(z)))

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀zn(z − êîìïëåêñíîå & n− ÷èñëî & 0 < n→ |zn| = |z|n)

∀zn(z − êîìïëåêñíîå & n− öåëîå & ¬(z = 0)→ arg(zn) = íîðìàðã(n · arg(z)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ12 - ïåðåìåííàÿ,
ÿâëÿþùàÿñÿ îäíîé èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - ïåðåìåííàÿ z, õ13 - âûðàæåíèå
"|z|(cos(arg(z)) + i sin arg(z))". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ âûðàæåíèé õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé àòîì ñïèñêà õ14 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îäíîìåñòíóþ îïåðàöèþ, ïðèìåíåííóþ ê ïåðåìåííîé z. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ çàãîëîâîê ïåðâîãî âûðàæåíèÿ ñïèñêà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "Ìîäóëü". Â ðàçäåëå
ñèìâîëà õ15 íàõîäèòñÿ ïåðâàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòèêó
"÷èñëçíà÷". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò ýòîé òåîðåìû - ðàâåíñòâî, çàãîëîâîê îäíîé
èç ÷àñòåé êîòîðîãî åñòü õ15. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî
îïåðàíäà ýòîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ zn. Ïåðåìåííîé õ21
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äàííîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ22 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàíäû âõîæäåíèÿ õ23 ñóòü ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå õ24 è õ25. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå z è n. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåî-
ðåìà íå èìååò îòëè÷íûõ îò õ24 è õ25 ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïîäòåðì õ23. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ ïåð-
âîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ26
âìåñòî ïåðåìåííîé õ12 â óòâåðæäåíèÿ õ8. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ26 âìåñòî ïåðåìåííîé õ12 â âûðàæåíèå õ13.

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð, ñîñòîÿùèé èç åäèíñòâåííîé ïàðû (ïîäòåðì
õ21 - ïîäòåðì õ22). Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ íàêîïèòåëü äîïîëíèòåëüíûõ òåî-
ðåì, â êîòîðûé çàíîñèòñÿ ïåðâàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà. Äëÿ çàïîëíåíèÿ äàííîãî
íàêîïèòåëÿ ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîñìîòð àòîìîâ õ32 ñïèñêà õ14, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî.
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Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê àòîìà õ32. Â ðàçäåëå, ê êîòîðîìó îòíîñèò-
ñÿ ñèìâîë õ33, íàõîäèòñÿ òåîðåìà õ37 ñ õàðàêòåðèñòèêîé "÷èñëçíà÷". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî êîíñåêâåíò ýòîé òåîðåìû - ðàâåíñòâî, çàãîëîâîê îäíîé èç ÷àñòåé êîòîðîãî åñòü
õ33. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà ýòîé ÷àñòè. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ïî ýòîìó âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåí òîò æå ñèìâîë, ÷òî ïî âõîæäåíèþ
õ23. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äàííîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ40 - âõî-
æäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàíäû âõîæäåíèÿ õ41 ñóòü ðàçëè÷íûå
ïåðåìåííûå õ42 è õ43. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà õ37 íå èìååò îòëè÷íûõ îò õ42 è
õ43 ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ23. Ïåðåìåííîé õ27 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ27 ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ
õ24 è õ25 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ42 è õ43 â àíòåöåäåíòû òåîðåìû õ37. Ïåðåìåííîé õ44
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â ïîäòåðì õ39, à ïåðåìåííîé õ45 - â
ïîäòåðì õ40. Ê íàáîðó õ29 äîáàâëÿåòñÿ ïàðà (õ44, õ45), â ê íàêîïèòåëþ õ30 - òåîðåìà
õ37. Åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èç àòîìîâ ñïèñêà õ14 äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà õ37 íå
íàéäåíà, ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà îòìåíÿåòñÿ.

Ïî çàâåðøåíèè çàïîëíåíèÿ íàêîïèòåëåé õ29 è õ30 âñå ïåðåìåííûå, íà÷èíàÿ ñ õ31,
ñíîâà îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû
â âûðàæåíèè õ28 ïîäòåðìîâ - ïåðâûõ ýëåìåíòîâ ïàð ñïèñêà õ29 íà âòîðûå ýëåìåíòû
ýòèõ ïàð. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ27, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò
ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ26 è õ31. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.142 Õàðàêòåðèñòèêà "÷èñëèòåëü"

Õàðàêòåðèñòèêîé "÷èñëèòåëü(N)" ñíàáæàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïåðåôîðìóëèðóþ-
ùèå óòâåðæäåíèå ÷åðåç îòäåëüíûå ðàçðÿäû êîîðäèíàò îáúåêòîâ. N - íàïðàâëåíèå
çàìåíû.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïåðåíåñåíèå óêàçàòåëÿ òèïà â çàìåíÿþùóþ ÷àñòü îïðåäåëåíèÿ ðàâåíñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ghiv(g − ÷èñëî & Âåêòîð(h) & âåðòèêíàïð(h, i) & Òðåõìåðí(i) → v = gh ↔
Âåêòîð(v) & g · êðä(h, i, 3) = êðä(v, i, 3) & âåðòèêíàïð(v, i))

èç òåîðåìû

∀ghiv(g − ÷èñëî & Âåêòîð(h) & Âåêòîð(v) & âåðòèêíàïð(h, i) & Òðåõìåðí(i) →
v = gh↔ g · êðä(h, i, 3) = êðä(v, i, 3) & âåðòèêíàïð(v, i))

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿþ-
ùàÿ, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò òåî-
ðåìà - ðàâåíñòâî íåêîòîðîé ïåðåìåííîé õ15 âûðàæåíèþ õ16, íå ñîäåðæàùåìó
ýòîé ïåðåìåííîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - ïåðåìåííàÿ v, õ16 - âûðàæåíèå "gh"
ñ çàãîëîâêîì "óìíîæâåêò". Âûáèðàåòñÿ àíòåöåäåíò õ17 äëèíû 2, ñîäåðæàùèé
ïåðåìåííóþ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "Âåêòîð(v)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâîê
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õ18 àíòåöåäåíòà õ17 - íàçâàíèå òèïà çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ õ16. Ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü îòëè÷íûå îò õ17 óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ12,
à êîíñåêâåíò - ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèÿ õ10 êîíúþíêöèè óòâåðæäåíèé õ17
è õ11. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.143 Õàðàêòåðèñòèêà "÷èñëêîýôô"

Õàðàêòåðèñòèêîé "÷èñëêîýôô" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà, ñâÿçûâàþùèå íåâûðîæäåí-
íûå ÷èñëîâûå àòîìû ñ ïàðàìåòðàìè êîîðäèíàò.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïîïûòêà ðàçðåøèòü íå ñîäåðæàùåå ÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ ïîäâûðàæåíèå ñ
íåâûðîæäåííûìè ÷èñëîâûìè àòîìàìè îòíîñèòåëüíî ÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀efghABCK(¬(A = B) & ¬(A = C) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (f, g) &
êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (e, h) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
ïðÿìêîîðä(K)→ cos(∠(ABC)) = (ef + gh)/(

√
e2 + h2 ·

√
f 2 + g2))

èç òåîðåìû

∀efghABCK(¬(A = B) & ¬(A = C) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (f, g) &
êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (e, h) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
ïðÿìêîîðä(K)→ cos(∠(ABC)) = (ef + gh) =

√
e2 + h2 ·

√
f 2 + g2 cos(∠(BAC)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîí-
ñåâêåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç âûðàæåíèÿ "∠(BAC)". Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî ñïèñîê õ10 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî âûðàæåíèÿ õ11. Ïåðåìåííîé õ12
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå -
"e, f, g, h". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå ñîäåðæàò ïåðå-
ìåííûå ñïèñêà õ12. Îïåðàòîð "ÿâí÷èñë" ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó ñãðóïïèðî-
âàòü âñå ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû â îäíîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ9, ïîäåëèâ îáå ÷àñòè
ýòîãî ðàâåíñòâà íà ïîäõîäÿùåå âûðàæåíèå ñ íåíóëåâûì çíà÷åíèåì. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ïîëó÷àåìîå ïðè ýòîì ðàâåíñòâî õ14 íå èìååò ÷èñëåííû ïàðàìåòðîâ â
îäíîé èç ñâîèõ ÷àñòåé. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ8 è êîíñåêâåí-
òîì õ14, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíñåêâåíòà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòíîøåíèÿ ñ èñêëþ÷åí-
íûìè ñëîæíûìè îïåðàöèÿìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cefghijkK(êîîðä(e, K) = (g, h, i) & êîîðä(k,K) = (c, f, j) & Âåêòîð(e) &
Âåêòîð(k) & ïðÿìêîîðä(K)→ (cg + fh + ij)2 =
(c2 + f 2 + j2)(g2 + h2 + i2)(cos(óãîëìåæäó(e, k)))2)

èç òåîðåìû
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∀cefghijkK(êîîðä(e, K) = (g, h, i) & êîîðä(k,K) = (c, f, j) & Âåêòîð(e) &
Âåêòîð(k) & ïðÿìêîîðä(K)→ cg + fh + ij =√

c2 + f 2 + j2
√

g2 + h2 + i2 cos(óãîëìåæäó(e, k)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ðàâåíñòâà õ9 íîðìàëèçà-
òîðîì "íîðì÷èñë", ïðåäïðèíèìàþùèì ïîïûòêó èñêëþ÷èòü ñëîæíûå îïåðàöèè.
Â íàøåì ïðèìåðå íîðìàëèçàòîð âîçâîäèò îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â êâàäðàò. Õîòÿ
ïðè ýòîì óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ áîëåå ñëàáîå, çàòî ðàäèêàëû èñêëþ÷àþòñÿ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" òåðìîâ õ10 è õ9
ðàçëè÷íû. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îöåíîê ñëîæíîñòè ïîäòåðìîâ
òåðìà õ10, ïåðåìåííîé õ12 - òàêîé æå ñïèñîê äëÿ òåðìà õ9. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ11 è õ12, ïåðåìåííîé õ14 - ðàçíîñòü ñïèñêîâ
õ12 è õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ñïèñêà õ13 ìåíüøå íåêîòîðîãî
ýëåìåíòà ñïèñêà õ14. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ10. Â íåì âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ16. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ8 è êîíñåêâåíòîì õ16, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òåîðåìå

1. Ïîïûòêà ïåðåõîäà ê ñîîòíîøåíèþ äëÿ äðóãîãî ÷èñëîâîãî àòîìà ñ èñêëþ÷åíèåì
îäíîãî èç îáúåêòîâ òåîðåìû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdeACDK(¬(C = D) & ¬(A ∈ ïðÿìàÿ(CD)) & êîîðä(A, K) = (d, e) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & A− òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
ïðÿìêîîðä(K)→ (c + ad + be)2 = (a2 + b2)(ðàññòäîïðÿìîé(A, ïðÿìàÿ(CD)))2)

èç òåîðåìû

∀ABCDKabcde(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & A− òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K) & ¬(C = D) & ¬(A = B) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(A, K) = (d, e) →
l(AB)2 = (ad + be + c)2/(a2 + b2))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåí-
íûé àòîì l(AB). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ10 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ ñïèñêà õ10. Â íåì âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ12. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ B. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äî-
áàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 êîíñåêâåíòà òåîðåìû. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå ñ
ïîñûëêàìè õ13 è öåëÿìè "òåîðâûâîä", "èñêëþ÷ õ12". Ïîñëå ðåøåíèÿ â ñïèñêå
ïîñûëîê âûáèðàåòñÿ ÷èñëåííîå ðàâåíñòâî õ16, íå ñîäåðæàùåå ïåðåìåííîé õ12.
Â íàøåì ïðèìåðå - "|c + ad + be|/

√
a2 + b2 = ðàññòäîïðÿìîé(A, ïðÿìàÿ(CD))".

Ñïèñîê õ8 ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ17 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåí-
íóþ õ12, è ïîäñïèñîê õ18 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé.
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Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ18 è óñëîâèÿìè õ17. Öåëè çàäà-
÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ12", "ïàðàìåòðû õ12".
Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ20. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"¬(A ∈ ïðÿìàÿ(CD))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç" è íå
ñîäåðæèò ïåðåìåííîé õ12. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà
õ18 ñî ñïèñêîì êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ20. Ïåðåìåííîé õ22 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ðàâåíñòâà õ16 îïåðàòîðîì "íîðì÷èñë". Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ21 è êîíñåêâåíòîì õ22. Îíà îáðàáàòû-
âàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ àòîìàðíûõ ïîäâûðàæå-
íèé ñ çàäàííûì çàãîëîâêîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀afgK(êîîðä(a, K) = (f, g) & Âåêòîð(a) & ïðÿìêîîðä(K)→ äëèíà(a) =
√

f 2 + g2)

èç òåîðåìû

∀cdfgK(êîîðä(âåêòîð(cd), K) = (f, g) & c−òî÷êà & d−òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K)→
äëèíà(âåêòîð(cd)) =

√
f 2 + g2)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(Âåêòîð(a)↔ ∃AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & a = âåêòîð(AB)))

Ïðîãðàììà ïðèåìà ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé îäíîãî èç
ðàíåå ðàññìîòðåííûõ ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åå. Ïåðåìåííîé
õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - êîíñåêâåíò. Âíóòðè
òåðìà õ10 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ11 íåîäíîáóêâåííîãî àòîìàðíîãî ïîäòåðìà
õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(cd)". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëî-
âîê âûðàæåíèÿ õ12, ïåðåìåííîé õ15 - òèï åãî çíà÷åíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 -
ñèìâîë "Âåêòîð". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ àòîìàðíûõ íåîä-
íîáóêâåííûõ ïîäâûðàæåíèé óòâåðæäåíèÿ õ10, èìåþùèõ òèï õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îí íåïóñò. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò ñïèñîê ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî âûðàæå-
íèÿ "âåêòîð(cd)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæå-
íèé õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - c, d. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè ïàðàìåòðû âñòðå÷àþòñÿ
â óòâåðæäåíèè õ10 òîëüêî âíóòðè âõîæäåíèé âûðàæåíèé íàáîðà õ16.

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïàðàìîïèñàíèå" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ15 óêàçàí-
íóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè â åå êîíñåêâåíòå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì ëåâîé ÷àñòè
äàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñëóæèò ñèìâîë õ15, à çàãîëîâêîì ïðàâîé - êâàíòîð
ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ýòîãî êâàíòîðà, ïå-
ðåìåííîé õ22 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ.
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - êîðíåâîé îïåðàíä ëåâîé ÷àñòè ýê-
âèâàëåíòíîñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Â ñïèñêå õ22 íàõîäèòñÿ ðà-
âåíñòâî õ24 ñ ïåðåìåííîé õ23 â ëåâîé ÷àñòè è çàãîëîâêîì õ13 ïðàâîé ÷àñòè.
Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðå-
ìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - ñïèñîê a.
Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â óòâåðæäåíèè õ10 ïîäòåðìîâ
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íàáîðà õ16 íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå õ25. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 èìååò
âèä "äëèíà(a) =

√
f 2 + g2". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ

òåðìà õ28. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà íå ñîäåðæàùèõ
ïåðåìåííûõ õ17 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ8 ñî ñïèñêîì óòâåðæäåíèé âèäà "õ15(X)"
äëÿ âñåâîçìîæíûõ ïåðåìåííûõ X íàáîðà õ25. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå õ17 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ8 ñî
ñïèñêîì ðàâåíñòâ âûðàæåíèé íàáîðà õ16 ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì íàáîðà
õ25. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ30 è óñëîâèÿìè õ31. Öåëè çàäà-
÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ17", "ïàðàìåòðû õ17",
"èñêëþ÷". Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ33. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò âèä "êîîðä(a, K) = (f, g)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâî-
ëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ30 ñî ñïèñêîì
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ33. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåí-
òàìè õ34 è êîíñåêâåíòîì õ28. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Ïîïûòêà îòáðîñèòü íåñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABCDEK(¬(D = E) & K = (A, B, C) & êîîðä(D, K) = (a, b) &
E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & D − òî÷êà & E − òî÷êà & ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(DE) &
0 ≤ b & ñèñòêîîðä(K)→ bl(AC) = l(DE))

èç òåîðåìû

∀abABCDEK(¬(D = E) & ¬(D ∈ ïðÿìàÿ(AC)) & K = (A, B, C) &
êîîðä(D, K) = (a, b) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(DE) & 0 ≤ b & ñèñòêîîðä(K)→ bl(AC) = l(DE))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - êîíñå-
êâåíò. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ
ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. êîíñåêâåíòà. Â ñïèñêå õ8 âûáèðàåòñÿ íå âõîäÿùåå â
ñïèñîê õ11 óòâåðæäåíèå õ12 ñ çàãîëîâêîì "íå". Â íàøåì ïðèìåðå - "¬(D ∈
ïðÿìàÿ(AC))". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäè-
ìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. îñòàëüíûõ àíòåöåäåíòîâ. Â ñëó÷àå ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàò ê ñïèñêó õ13 äîáàâëÿþòñÿ óñëîâèÿ ðàçëè÷èÿ íà÷àëà êîîðäèíàò è
òî÷êè, êîîðäèíàòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ12
íå âõîäèò â ñïèñîê õ13. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ
õ12. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ñïèñêå õ8 óòâåðæäåíèÿ
õ12 íà õ14. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå àíàëèçèðóåòñÿ ïðîòèâîðå÷è-
âîñòü ñïèñêà, ïîëó÷åííîãî äîáàâëåíèåì óòâåðæäåíèé õ11 ê ñïèñêó õ15. Åñëè
îí ïðîòèâîðå÷èâ, à ïðîòèâîðå÷èâîñòü ñïèñêà õ15 íå óñìàòðèâàåòñÿ, òî ïðèìå-
íåíèå ïðèåìà îòìåíÿåòñÿ. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâà-
åòñÿ, ÷òî õ10 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ15. Ïðè ýòîì ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçî-
âàòü òåîðåìû, óæå èìåþùèåñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ,
ïîëó÷àåìàÿ èç èñõîäíîé îòáðàñûâàíèåì àíòåöåäåíòà õ12. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.
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2. Èñêëþ÷åíèå èçáûòî÷íîãî ïàðàìåòðà àíòåöåäåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABCDEK(¬(D ∈ ïðÿìàÿ(AC)) & ¬(A ∈ èíòåðâàë(BE)) & D − òî÷êà &
E − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) & ¬(D = E) & (A, B, C) = K & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
òî÷êàëó÷à(A, B, E) & ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(DE) & êîîðä(D, K) = (a, b) →
l(AE) = al(AB))

èç òåîðåìû

∀abABCDEFK(D − òî÷êà & F − òî÷êà & E − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) &
¬(D = E) & ¬(D = F ) & K = (A, B, C) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A, B, E) &
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & êîîðä(D, K) = (a, b)→ l(AE) = al(AB))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Â ñïèñêå õ8 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ10, çàãîëîâêîì îäíîé ÷àñòè êîòîðîãî ñëóæèò
ñèìâîë õ13, ÿâëÿþùèéñÿ íàçâàíèåì íåêîòîðûõ êîîðäèíàò, à çàãîëîâêîì äðóãîé
÷àñòè - ñèìâîë "íàáîð". Â íàøåì ïðèìåðå õ10 èìååò âèä "êîîðä(D, K) = (a, b)".
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ òåðìîâ õ9 è õ10. Â íàøåì
ïðèìåðå - "a, b, A,B,D,E,K". Åñëè â ñïèñêå õ8 èìååòñÿ ðàâåíñòâî, â ëåâîé ÷à-
ñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíà îäíà èç ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ14, òî ê ýòîìó ñïèñê
äîáàâëÿþòñÿ âñå ïåðåìåííûå äàííîãî ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå äîáàâëÿåò-
ñÿ ïåðåìåííàÿ C. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêà ïàðàìåòðîâ
àíòåöåäåíòîâ è ñïèñêà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå îíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðå-
ìåííîé F . Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ15. Ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê, ïîëó÷àåìûé èç õ8 óäàëåíèåì ðàâåíñòâà õ10. Ðåøàåòñÿ
çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ17 è öåëÿìè "èñêëþ÷ õ16", "èçâåñòíî",
"íåèçâåñòíûå X", "àíòåöåäåíòû". Íàïîìíèì, ÷òî öåëü "àíòåöåäåíòû" óêàçûâà-
åò íà ðåæèì ðåäàêòèðîâàíèÿ ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Îíà ïðåäîòâðàùà-
åò ïîÿâëåíèå èçáûòî÷íûõ ïîñûëîê. Ïî îêîí÷àíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è ïåðåìåííîé
õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ðàâåíñòâà õ10 ê ñïèñêó íå èìåþùèõ
çàãîëîâêà "àêòèâ" ïîñûëîê. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ16 â óòâåðæäåíè-
ÿõ íàáîðà õ20 íå âñòðå÷àåòñÿ. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ20 è
êîíñåêâåíòîì õ9, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíñåêâåí-
òà

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàíèÿ òîæäåñòâà, âûðàæàþùåãî ñëîæíûé ÷èñëîâîé àòîì ÷å-
ðåç áîëåå ïðîñòûå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdefghiK(¬(f = g) & ¬(h = i) & êîîðä(h,K) = (d, e) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(fg), K) = setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & f − òî÷êà & g − òî÷êà & h− òî÷êà &
i − òî÷êà & ïðÿìàÿ(fg) − êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(hi) & ïðÿìêîîðä(K) →
(c + ad + be)2 = (a2 + b2)l(hi)2)

èç òåîðåìû
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∀abcdeACDK(¬(C = D) & êîîðä(A, K) = (d, e) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) =
setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & A− òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K)→
(c + ad + be)2 = (a2 + b2)ðàññòäîïðÿìîé(A, ïðÿìàÿ(CD))2)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(C = D) &
¬(A = B) & ïðÿìàÿ(AB)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(CD)→
ðàññòäîïðÿìîé(C, ïðÿìàÿ(AB)) = l(CD))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò
èç åäèíñòâåííîãî àòîìà "ðàññòäîïðÿìîé(A, ïðÿìàÿ(CD))". Â ñïèñêå õ10 âûáè-
ðàåòñÿ àòîì õ11, è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "÷èñëàòîì" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîë-
íèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ íàïðàâëåíèå çàìåíû äëÿ
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïðè êîòîðîé òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, êî-
òîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ12, îêàçûâàåòñÿ çàìåíÿåìîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 -
"âòîðîéòåðì". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àòîìà õ11 â êîíñå-
êâåíò èñõîäíîé òåîðåìû, ïðè÷åì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òàêîå âõîæäåíèå åäèíñòâåí-
íîå. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ20 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ19 ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïðèìåíÿåìîé â íàïðàâëåíèè õ18.
Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà ïðîâàðüèðîâàòü ÷èñëîâîé àòîì êîíñåêâåíòà ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ
÷åðåç íåãî äðóãîãî âûðàæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcefghK(¬(a = b) & ¬(a = c) & êîîðä(âåêòîð(ab), K) = (f, g) &
êîîðä(âåêòîð(ac), K) = (e, h) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà &
ïðÿìêîîðä(K)→ ef + gh =

√
e2 + h2 ·

√
f 2 + g2 cos(óãîëìåæäó(âåêòîð(ab),

âåêòîð(ac))))

èç òåîðåìû

∀efghABCK(¬(A = B) & ¬(A = C) & êîîðä(âåêòîð(AB), K) = (f, g) &
êîîðä(âåêòîð(AC), K) = (e, h) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
ïðÿìêîîðä(K)→ ef + gh =

√
e2 + h2 ·

√
f 2 + g2 cos(∠(BAC)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(A = B) →
óãîëìåæäó(âåêòîð(AB), âåêòîð(AC)) = ∠(BAC))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò,
ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåíòà. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî àòîìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå -
"∠(BAC)". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ êîí-
ñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå - "e, f, g, h. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáå ÷àñè ðàâåíñòâà
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â êîíñåêâåíòå èìåþò ïàðàìåòðû ñïèñêà õ12. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå àòîìà õ11 â êîíñåêâåíò òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çà-
ãîëîâîê ýòîãî àòîìà. Â íàøåì ïðèìåðå - "óãîë". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì
"îïðàòîì" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ16 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðå-
ìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ15 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ22
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ21, ïåðåìåííîé õ23 - åå êîíñå-
êâåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå íå÷èñëîâîå àòîìàðíîå ïîäâûðàæåíèå òåðìà õ23
âñòðå÷àåòñÿ â àíòåöåäåíòàõ õ22. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îá-
ðàáîòêè ñïèñêà õ22 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ
òåðìà õ23. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ24 è êîíñåêâåíòîì
õ23, êîòîðàÿ è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

1. Ïîäñòàíîâêà çíà÷åíèÿ ÷èñëîâîãî àòîìà, îïðåäåëÿåìîãî òåîðåìîé, â óðàâíåíèå
äëÿ êîîðäèíàò ìíîæåñòâà îáúåêòîâ, óïîìèíàåìîãî â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdefghiK(¬(f = g) & ¬(h = i) & êîîðä(h,K) = (d, e) & êîîðä(ïðÿìàÿ(fg), K) =
setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c − ÷èñëî & f − òî÷êà & g − òî÷êà & h − òî÷êà & i − òî÷êà & ïðÿìàÿ(fg) −
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè(hi) & ïðÿìêîîðä(K)→ êîîðä(îêðóæíîñòü(hi), K) =
setlm(−2dl− 2me− (c + ad + be)2/(a2 + b2) + d2 + e2 + l2 + m2 = 0 & l− ÷èñëî &
m− ÷èñëî))

èç òåîðåìû

∀abcdefghiK(¬(f = g) & ¬(h = i) & êîîðä(h,K) = (d, e) & êîîðä(ïðÿìàÿ(fg), K) =
setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c − ÷èñëî & f − òî÷êà & g − òî÷êà & h − òî÷êà & i − òî÷êà & ïðÿìàÿ(fg) −
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè(hi) & ïðÿìêîîðä(K)→ (c+ad+be)2 = (a2+b2)l(hi)2)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abABK(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K) & ¬(A = B) &
êîîðä(A, K) = (a, b)→ êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) =
setxy((x− a)2 + (y − b)2 = l(AB)2 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîñòîèò èç
åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà T . Â íàøåì ïðèìåðå - "l(hi)". Ïåðåìåííîé õ11 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ íåîäíîáóêâåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ïîäâûðàæåíèé àíòåöå-
äåíòîâ, èìåþùèõ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè ìíîæåñòâà, ïðè÷åì òàêèõ, ÷òî â àíòå-
öåäåíòàõ îòñóòñòâóþò ðàâåíñòâà äëÿ êîîðäèíàò ýòèõ ìíîæåñòâ. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñïèñîê õ11 îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò.
Â íàøåì ïðèìåðå - "îêðóæíîñòü(hi)". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ10 âûðàæåíèÿ õ12. Ê ýòîìó ñïèñêó äîáàâëÿþòñÿ âñå
âûðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò, âñòðå÷àþùèåñÿ â ðàâåíñòâàõ ñïèñêà õ8, à òàêæå
íåâûðîæäåííûå ÷èñëîâûå àòîìû, äëÿ êîòîðûõ â ñïèñêå õ8 èìååòñÿ ðàâåíñòâî
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èõ íåêîòîðîé ïåðåìåííîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 áóäåò ñîñòîÿòü èç âûðàæåíèé
"l(hi)", "îêðóæíîñòü(hi)", "êîîðä(h,K)", "êîîðä(ïðÿìàÿ(fg), K)".

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óðàâíìíîæåñòâî" îïðåäåëÿåò ïî çàãîëîâêó âûðà-
æåíèÿ õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïå-
ðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 èìååò âèä

∀jknpq(n−òî÷êà & p−òî÷êà & ïðÿìêîîðä(q) & ¬(n = p) & êîîðä(n, q) = (j, k)→
êîîðä(îêðóæíîñòü(np), q) = setlm((l− j)2 + (m− k)2 = l(np)2 & l− ÷èñëî & m−
÷èñëî))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå êîðíåâîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè òåîðåìû
õ16 ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè åå êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ16, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáî-
çíà÷åíèåì êîîðäèíàò, ïåðåìåííîé õ21 - ñïèñîê ïàðàìåòðû ýòîé ÷àñòè. Ïåðåìåí-
íîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå
õ21 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ n, p, q. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àí-
òåöåäåíòîâ òåîðåìû õ16. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîîðäèíàòíûõ
âûðàæåíèé, äëÿ êîòîðûõ â ñïèñêå õ22 èìåþòñÿ ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå -
åäèíñòâåííîå âûðàæåíèå "êîîðä(n, q)". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ ïîäòåðìà õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåí-
íûé àòîì l(np). Åñëè â ñïèñêå õ22 èìååòñÿ ðàâåíñòâî íåâûðîæäåííîìó ÷èñëî-
âîìó àòîìó ïåðåìåííîé, âõîäÿùåé â ïîäòåðì õ19, òî òàêîé àòîì òîæå çàíîñèòñÿ
â ñïèñîê õ24.

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê, îáðàçîâàííûé ïåðâûì îïåðàíäîì âõî-
æäåíèÿ õ18, à òàêæå ýëåìåíòàìè ñïèñêîâ õ23 è õ24. Â íàøåì ïðèìåðå õ25
ñîñòîèò èç âûðàæåíèé "îêðóæíîñòü(np)", "êîîðä(n, q)", "l(np)". Ïåðåìåííîé
õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - "n, p, q".
Ïðîöåäóðà "ïîäáîð" îïðåäåëÿåò ïîäñòàíîâêó S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ26, ïåðå-
âîäÿùóþ òåðìû íàáîðà õ25 â íåêîòîðûå òåðìû íàáîðà õ13, ñ òî÷íîñòüþ äî
èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà îïåðàíäîâ â êîììóòàòèâíûõ ñèìâîëàõ. Â íàøåì ïðèìåðå
âìåñòî ïåðåìåííûõ n, p, q ïîäñòàâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå h, i, K. Ïåðåìåííîé õ29
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì
õ22, ïåðåìåííîé õ30 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòàíîâêè ê êîíñåêâåíòó
òåîðåìû õ16.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ31, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííàÿ j. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò
óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ8 è êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû, à åäèíñòâåííûì óñëîâè-
åì - ðàâåíñòâî ýëåìåíòà T ñïèñêà õ10 ïåðåìåííîé õ31. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé",
"ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ31", "èçâåñòíî Y ", "óïðîñòèòü". Çäåñü
Y - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû, íå âõîäÿùèõ â òåðì T .
Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ34. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:
"j = |c+ad+be|/

√
a2 + b2". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ34 - ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ31 â

ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü. Ïåðåìåííîé õ37 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âñåõ âõîæäåíèé òåðìà T â óòâåðæäåíèå õ30 íà âû-
ðàæåíèå õ35. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ
õ8 è õ29, à êîíñåêâåíò - õ37. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííîé, âñòðå÷àþùåéñÿ â íåâûðîæäåííîì ÷èñëîâîì
àòîìå êîíñåêâåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABCDEK(¬(D = E) & ¬(D ∈ ïðÿìàÿ(AC)) & K = (A, B, C) &
êîîðä(D, K) = (a, b) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(DE) & 0 ≤ b & ñèñòêîîðä(K)→ bl(AC) = l(DE))

èç òåîðåìû

∀abABCDEFK(D − òî÷êà & F − òî÷êà & E − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) &
¬(D = E) & ¬(D = F ) & K = (A, B, C) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A, C, F ) &
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & êîîðä(D, K) = (a, b)→ l(AF ) = bl(AC))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñå-
êâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåí-
òà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê íåïóñò. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîäåðæèò àòîìû
"l(AF )", "l(AC)". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ àòîìîâ
õ10. Â ñïèñêå õ8 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ12, èìåþùåå â îäíîé èç ñâîèõ ÷àñòåé
âûðàæåíèå ñ çàãîëîâêîì õ15, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé íàçâàíèå êîîðäèíàò, à â
äðóãîé ÷àñòè - âûðàæåíèå ñ çàãîëîâêîì "íàáîð". Â íàøåì ïðèìåðå õ12 èìååò
âèä "êîîðä(D, K) = (a, b)", õ15 - ñèìâîë "êîîðä". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ðàâåíñòâà õ12. Åñëè â õ8 èìååòñÿ ðàâåíñòâî, îäíà èç
÷àñòåé êîòîðîãî - ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ16, à äðóãàÿ èìååò çàãîëîâîê "íàáîð",
òî ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òàêîãî ðàâåíñòâà äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó õ16. Â íàøåì
ïðèìåðå õ16 ñòàíîâèòñÿ ðàâíî "a, b, D,K, A,B,C". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ11 è õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé
ïåðåìåííîé õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - èç ïåðåìåííîé F . Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èñ-
ñëåäîâàíèå, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü îòëè÷íûå îò õ12 óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ8,
à òàêæå òåðì "ôèêñ(õ9)". Öåëè çàäà÷è - "èçâåñòíî", "àíòåöåäåíòû", "èñêëþ÷
õ18", "íåèçâåñòíûå X", ãäå X - âñå ïàðàìåòðû ïîñûëîê. Ïî îêîí÷àíèè ðåøåíèÿ
ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ22 âñåõ ïîñûëîê çàäà÷è, íå èìåþùèõ ñâîèì çàãîëîâêîì
ñèìâîë "àêòèâ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê íå èìååò òåðìîâ ñ ïåðåìåííîé
õ18. Â ñïèñêå õ22 íàõîäèòñÿ òåðì õ23 ñ çàãîëîâêîì "ôèêñ". Â íàøåì ïðèìåðå
- "ôèêñ(bl(AC) = l(DE))". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä
òåðìà õ23, ïåðåìåííîé õ25 - ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç õ22 òåðìà õ23. Ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ25 è ðàâåíñòâî õ12,
à êîíñåêâåíòîì - óòâåðæäåíèå õ24. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåî-
ðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà âûâîäà óñëîâèÿ ðàâåíñòâà çàäàííûõ ðàçðÿäîâ êîîðäèíàò äâóõ îáúåê-
òîâ ñ èñêëþ÷åíèåì âñïîìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdefgABCDEK(¬(g = E) & ¬(g ∈ ïðÿìàÿ(AB)) & K = (A, B, C,D) &
êîîðä(g,K) = (d, e, f) & êîîðä(E, K) = (a, b, c) & g − òî÷êà & E − òî÷êà &
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ïðÿìàÿ(gE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & îäíàñòîðîíà(g, C, ïðÿìàÿ(AB)) & ñèñòêîîðä(K)→
b = e)

èç òåîðåìû

∀abcABCDEHK(¬(E = H) & K = (A, B, C,D) & êîîðä(E, K) = (a, b, c) &
H ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E − òî÷êà & H − òî÷êà & ïðÿìàÿ(AC) ‖ ïðÿìàÿ(EH) &
îäíàñòîðîíà(C, E, ïðÿìàÿ(AB)) & ñèñòêîîðä(K)→ bl(AC) = l(EH))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò,
ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåíòà. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê íåïóñò. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîäåðæèò àòîìû "l(AC)",
"l(EH)". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëåííûõ ïåðåìåííûõ êîíñå-
êâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé õ12, èìåþùåé
åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â êîíñåêâåíò. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - ïåðåìåííàÿ b. Â
ñïèñêå õ8 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ13, èìåþùåå â îäíîé èç ñâîèõ ÷àñòåé âûðàæå-
íèå T1 ñ çàãîëîâêîì õ16, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé íàçâàíèå êîîðäèíàò, à â äðóãîé
÷àñòè - âûðàæåíèå T2 ñ çàãîëîâêîì "íàáîð". Â íàøåì ïðèìåðå õ13 èìååò âèä
"êîîðä(E, K) = (a, b, c)", õ16 - ñèìâîë "êîîðä". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ
õ12 ÿâëÿåòñÿ îïåðàíäîì òåðìà T2, à âòîðûì îïåðàíäîì òåðìà T1 ñëóæèò íåêî-
òîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ K. Ïåðåìåííîé õ19 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ îäíîýëåìåíòíûé íàáîð, ñîñòîÿùèé èç ïåðåìåííîé õ18. Åñëè â ñïèñêå
õ8 èìååòñÿ ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ18 â êà÷åñòâå îäíîé èç ñâîèõ ÷àñòåé, òî âñå
ïàðàìåòðû äàííîãî ðàâåíñòâà äîáàâëÿþòñÿ ê ñïèñêó õ19. Â íàøåì ïðèìåðå
õ19 ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ K, A, B, C,D. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê âñåõ àòîìîâ íàáîðà õ10, ïàðàìåòðû êîòîðûõ íå âêëþ÷àþòñÿ â íàáîð õ19.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà õ22. Â íàøåì
ïðèìåðå - èç ýëåìåíòà "l(EH)". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä
òåðìà T1. Â íàøåì ïðèìåðå - "E". Âûáèðàåòñÿ ïàðàìåòð õ23 âûðàæåíèÿ õ22,
íå âõîäÿùèé â ñïèñîê õ19 è îòëè÷íûé îò õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - ïàðàìåòð H.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî ñðåäè óòâåðæäåíèé íàáîðà õ8 íåò íè îäíîãî, ñîäåðæàùå-
ãî îäíîâðåìåííî ïåðåìåííûå õ21 è õ23, ëèáî ïåðåìåííàÿ õ21 âõîäèò â òåðì õ22.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ èñõîäíîé òåîðåìû, íå âõîäÿùàÿ â ñïèñ-
êîê õ19 è â êîíñåêâåíò õ9, âñòðå÷àåòñÿ â êàêîì-ëèáî àíòåöåäåíòå îäíîâðåìåííî
ñ ïåðåìåííîé õ21.

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ8, íå âõîäÿ-
ùèõ â ñïèñîê õ19. Â íàøåì ïðèìåðå õ24 èìååò âèä "a, b, c, E, H". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñïèñîê õ24 íåïóñò, è ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òàêîé æå äëè-
íû, îáðàçîâàííûé ïåðåìåííûìè, íå âõîäÿùèìè â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå õ25 èìååò âèä "d, e, f, g, h". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðå-
çóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííûõ õ24 íà ïåðåìåííûå õ25 âî âñåõ àíòåöåäåíòàõ òåî-
ðåìû, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå õ24. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
çàìåíû ïåðåìåííûõ õ24 íà õ25 â âûðàæåíèè õ22. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä "l(gh)". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáúåäèíåíèÿ ñïèñêîâ õ8
è õ26, ñ ïîñëåäóþùèì äîáàâëåíèåì ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ22 è õ27. Ïåðåìåí-
íîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ12 ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé
ñïèñêà õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "b = e". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ29 âûòåêà-
åò èç îáúåäèíåíèÿ ñïèñêà õ28 ñ êîíñåêâåíòîì òåîðåìû è ñ ðåçóëüòàòîì çàìåíû
â êîíñåêâåíòå ïåðåìåííûõ õ24 íà õ25.
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Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ25, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâó-
åò ïåðåìåííîé õ23 ñïèñêà õ24. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ h. Ðåøàåòñÿ
çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ28 è öåëÿìè "àíòåöåäåíòû", "íåèçâåñò-
íûå X", "óñèëåíèå", "èñêëþ÷ õ23 õ30". Çäåñü X - âñå ïàðàìåòðû àíòåöåäåí-
òîâ. Ïî îêîí÷àíèè ðåøåíèÿ ñïèñîê ïîñûëîê çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ33. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííûå õ23 è õ30 íå âõîäÿò â ïàðàìåòðû óòâåðæäå-
íèé õ33. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ33,
íå èìåþùèõ çàãîëîâêà "àêòèâ". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ35 è
êîíñåêâåíòîì õ29. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì

1. Ñêëåéêà äâóõ èìïëèêàöèé, îòëè÷àþùèõñÿ àëüòåðíàòèâíûìè àíòåöåäåíòàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABCDEFK(D − òî÷êà & F − òî÷êà & E − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) &
¬(D = E) & ¬(D = F ) & K = (A, B, C) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) & òî÷êàëó÷à(A, C, F ) &
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & êîîðä(D, K) = (a, b)→ l(AF ) = bl(AC))

èç òåîðåìû

∀abABCDEFK(D − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) &
¬(D = F ) & ¬(D = E) & K = (A, B, C) & E ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
òî÷êàëó÷à(A, B, E) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & F ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
òî÷êàëó÷à(A, C, F ) & ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & êîîðä(D, K) = (a, b) →
l(AF ) = bl(AC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abABCDEFK(D − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) &
¬(D = F ) & ¬(D = E) & K = (A, B, C) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
A ∈ îòðåçîê(BF ) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(AB) & F ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
òî÷êàëó÷à(A, C,E) & ïðÿìàÿ(DF ) ‖ ïðÿìàÿ(AC) & êîîðä(D, K) = (a, b) →
l(AE) = bl(AC))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê åå
àíòåöåäåíòîâ. Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà ñ õàðàêòåðè-
ñòèêîé "÷èñëîêîýôô", îòëè÷íàÿ îò òåêóùåé, ó êîòîðîé íàáîð àíòåöåäåíòîâ õ14
è êîíñåêâåíò õ15 èìåþò òàêóþ æå äëèíó, êàê ó òåêóùåé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî êîðíåâûå ñâÿçûâàþùèå ïðèñòàâêè õ16 è õ17 èñõîäíîé è äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåì îäèíàêîâû.

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïåðåìåí-
íîé õ20 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòîâ îáåèõ òåîðåì. Â íàøåì ïðèìåðå
õ20 - ñïèñîê "b, A, C,E, F". Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ
õ20, ïåðåâîäÿùàÿ êàæäûé èç êîíñåêâåíòîâ äâóõ òåîðåì â äðóãîé. Ïåðåìåí-
íîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåð-
æäåíèÿì ñïèñêà õ14, ïåðåìåííîé õ23 - ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ õ22 è õ10, ïåðå-
ìåííîé õ24 - ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ22 è õ23, ïåðåìåííîé õ25 - ðàçíîñòü ñïèñêîâ
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õ10 è õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ24 è õ25 îäíîýëåìåíòíûå. Ïåðåìåííîé
õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ èõ ýëåìåíòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 - "A ∈
îòðåçîê(BE) ∨ òî÷êàëó÷à(A, B, E)". Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ26 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ23. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àí-
òåöåäåíòàìè õ23 è êîíñåêâåíòîì õ9. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê
îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðè ýòîì èñõîäíàÿ è äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìû
ïîìå÷àþòñÿ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå".

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Ïîëó÷åíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðåîáðàçóþùåé íåðàâåíñòâî äëÿ êîîðäèíàò â íåðà-
âåíñòâî äëÿ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ (ñëó÷àé áåñïîâòîðíîãî òåðìà).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABCDK(¬(A = D) & K = (A, B, C) & ïîëêîîðä(D, K) = (a, b) & D − òî÷êà &
ðàçíûåñòîðîíû(C, D, ïðÿìàÿ(AB)) & ïðÿìêîîðä(K)→ b < 0↔ 0 < ∠(BAD))

èç òåîðåìû

∀abABCDK(ïðÿìêîîðä(K) & D − òî÷êà & ¬(A = D) & K = (A, B, C) &
ðàçíûåñòîðîíû(C, D, ïðÿìàÿ(AB)) & ïîëêîîðä(D, K) = (a, b) → ∠(BAD) =
−b)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íåïóñòîé ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 -
êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñå-
êâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà õ11. Â
íàøåì ïðèìåðå - "∠(BAD)". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëåííûõ
ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå - b. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïàðà ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç íèõ
íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ õ12. Â ñïèñêå õ13 âûáèðàåòñÿ âûðàæåíèå õ14, ñîäåð-
æàùåå ïàðàìåòð ñïèñêà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - âûðàæåíèå "−b". Ïåðåìåííîé
õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîå âûðàæåíèå ïàðû õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(BAD)".
Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 óòâåðæäå-
íèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ êîíñåêâåíòà ïî î.ä.ç. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
èç õ16 íå óñìàòðèâàåòñÿ íè íåîòðèöàòåëüíîñòü, íè íåïîëîæèòåëüíîñòü âûðà-
æåíèÿ õ14. Ïîî÷åðåäíî ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "ìåíü-
øåèëèðàâíî(0 õ14)", "ìåíüøåèëèðàâíî(õ14 0)", "ìåíüøå(0 õ14)", "ìåíüøå(õ14
0)", "ðàâíî(õ14 0)". Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä "0 < −b". Ïåðåìåííîé õ19
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ17 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ8
çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "b < 0". Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî òåðì õ19 èìååò íåïóñòîé ñïèñîê ïàðàìåòðîâ è ÷òî ñðåäè àíòåöåäåíòîâ
õ8 èìåþòñÿ ëèøü òàêèå ðàâåíñòâà äëÿ êîîðäèíàò îáúåêòîâ, â êîòîðûõ ýòè îáú-
åêòû ñóòü òî÷êè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ19 áåñïîâòîðíûé. Ïåðåìåííîé õ20
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû íåíóëåâîé ÷àñòè îòíîøåíèÿ õ17 íà òåðì õ15.
Â íàøåì ïðèìåðå - "0 < ∠(BAD)". ÏåðåìåííîÉ õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
óïðîùåíèÿ òåðìà õ20 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ8. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àí-
òåöåäåíòàìè õ8, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé
õ19 è õ22. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "âñïîìîïèñàíèå(âòîðîéòåðì)".
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2. Ïîëó÷åíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðåîáðàçóþùåé íåðàâåíñòâî äëÿ êîîðäèíàò â íåðà-
âåíñòâî äëÿ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ (ñëó÷àé òåðìà ñ ïîâòîðíûìè
âõîæäåíèÿìè ïåðåìåííûõ).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cdfghjkABC(¬(A = B) & ¬(A = C) & g = (A, f, h) & êîîðä(B, g) = (c, d) &
êîîðä(C, g) = (j, k) & A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(g) →
0 < cj + dk ↔ 0 < −∠(BAC) + π/2)

èç òåîðåìû

∀abcdgjkABC(¬(A = B) & ¬(A = C) & êîîðä(A, g) = (a, b) &
êîîðä(B, g) = (c, d) & êîîðä(C, g) = (j, k) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(g)→ cos(∠(BAC)) =
((c− a)(j − a) + (d− b)(k − b))/(

√
(c− a)2 + (d− b)2 ·

√
(j − a)2 + (k − b)2))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íåïóñòîé ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 -
êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñå-
êâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà õ11.
Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(BAC)". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëåí-
íûõ ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b, c, d, j, k. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õîòÿ
áû îäíà èç íèõ íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ õ12. Â ñïèñêå õ13 âûáèðàåòñÿ âû-
ðàæåíèå õ14, ñîäåðæàùåå ïàðàìåòð ñïèñêà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - âûðàæåíèå
"((c− a)(j− a) + (d− b)(k− b))/(

√
(c− a)2 + (d− b)2 ·

√
(j − a)2 + (k − b)2". Ïå-

ðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîå âûðàæåíèå ïàðû õ13. Â íàøåì ïðèìåðå -
"cos ∠(BAC)". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó
õ8 óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ êîíñåêâåíòà ïî î.ä.ç. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî èç õ16 íå óñìàòðèâàåòñÿ íè íåîòðèöàòåëüíîñòü, íè íåïîëîæè-
òåëüíîñòü âûðàæåíèÿ õ14. Ïîî÷åðåäíî ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàþòñÿ óòâåð-
æäåíèÿ "ìåíüøåèëèðàâíî(0 õ14)", "ìåíüøåèëèðàâíî(õ14 0)", "ìåíüøå(0 õ14)",
"ìåíüøå(õ14 0)", "ðàâíî(õ14 0)". Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä "0 < ((c −
a)(j − a) + (d − b)(k − b))/(

√
(c− a)2 + (d− b)2 ·

√
(j − a)2 + (k − b)2". Ïåðå-

ìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ17 îòíîñèòåëü-
íî ïîñûëîê õ8 çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"0 < (c− a)(j − a) + (d− b)(k − b)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ19 èìååò íåïóñòîé
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ è ÷òî ñðåäè àíòåöåäåíòîâ õ8 èìåþòñÿ ëèøü òàêèå ðàâåíñòâà
äëÿ êîîðäèíàò îáúåêòîâ, â êîòîðûõ ýòè îáúåêòû ñóòü òî÷êè.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ ðàçëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ19 íåáåñïîâòîðíûé. Ïå-
ðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ åãî ïàðàìåòðîâ, èìåþùèõ â íåì áîëåå
îäíîãî âõîæäåíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - ñïèñîê "a, b". Â ñïèñêå õ8 âûáèðàåòñÿ
ðàâåíñòâî õ21, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî îáîçíà÷åíèå êîîðäèíàò, à â
ïðàâîé ÷àñòè - âûðàæåíèå ñ çàãîëîâêîì "íàáîð". Â íàøåì ïðèìåðå õ21 èìååò
âèä "êîîðä(A, g) = (a, b)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàíäû ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
õ21 ñóòü ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå, è ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ýòèõ
ïåðåìåííûõ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñïèñîê õ20. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
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âòîðîé îïåðàíä ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ21 - íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ25. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ g. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå â ñïèñêå õ8 ðàâåíñòâà, îäíîé
èç ÷àñòåé êîòîðîãî ñëóæèëà áû ïåðåìåííàÿ õ25. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî íà
åäèíèöó áîëüøå äëèíû ñïèñêà õ24. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 ñîñòîèò èç ïåðåìåí-
íûõ "e, f, h". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïåðåìåííîé õ25 òåðìó
"íàáîð(õ26)". Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "g = (e, f, h)". Ïåðåìåííîé õ28 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - ïåðâûé îïåðàíä ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ21. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ A. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà
îòëè÷íûõ îò õ21 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ8 ñî ñïèñêîì ðàâåíñòâ íóëþ ïåðåìåí-
íûõ õ24 è ñ óòâåðæäåíèÿìè "ðàâíî(õ28 X)", õ27. Çäåñü X - ïåðâàÿ ïåðåìåííàÿ
ñïèñêà õ26. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ e.

Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû íåíóëåâîé ÷àñòè îòíîøåíèÿ
õ17 íà òåðì õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 < cos ∠(BAC)". ÏåðåìåííîÉ õ32 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ òåðìà õ30 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ8. Ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ29, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ýêâèâàëåíò-
íîñòü óòâåðæäåíèé õ19 è õ32. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "âñïîìîïè-
ñàíèå(âòîðîéòåðì)".

3. Ïîëó÷åíèå èìïëèêàöèè, âûâîäÿùåé ñîîòíîøåíèå äëÿ êîîðäèíàò èç ñîîòíîøå-
íèÿ äëÿ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀defghiK(¬(d = âåêòîð0) & ¬(i = âåêòîð0) & êîîðä(d,K) = (f, g) &
êîîðä(i, K) = (e, h) & óãîëìåæäó(d, i) < π/2 & Âåêòîð(d) & Âåêòîð(i) &
ïðÿìêîîðä(K)→ 0 < ef + gh)

èç òåîðåìû

∀defghiK(¬(d = âåêòîð0) & ¬(i = âåêòîð0) & êîîðä(d,K) = (f, g) &
êîîðä(i, K) = (e, h) & Âåêòîð(d) & Âåêòîð(i) & ïðÿìêîîðä(K)→
cos(óãîëìåæäó(d, i)) = (ef + gh)/(

√
e2 + h2 ·

√
f 2 + g2))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íåïóñòîé ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 -
êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñå-
êâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà õ11.
Â íàøåì ïðèìåðå - "óãîëìåæäó(d, i)". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå - e, f, g, h. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õîòÿ
áû îäíà èç íèõ íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ õ12. Â ñïèñêå õ13 âûáèðàåòñÿ âûðà-
æåíèå õ14, ñîäåðæàùåå ïàðàìåòð ñïèñêà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - âûðàæåíèå
"(ef + gh)/(

√
e2 + h2 ·

√
f 2 + g2)". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãîå âûðà-

æåíèå ïàðû õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "cos(óãîëìåæäó(d, i))". Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ
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äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ êîíñåêâåíòà ïî î.ä.ç. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èç õ16 íå óñìàòðè-
âàåòñÿ íè íåîòðèöàòåëüíîñòü, íè íåïîëîæèòåëüíîñòü âûðàæåíèÿ õ14. Ïîî÷å-
ðåäíî ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ "ìåíüøåèëèðàâíî(0 õ14)",
"ìåíüøåèëèðàâíî(õ14 0)", "ìåíüøå(0 õ14)", "ìåíüøå(õ14 0)", "ðàâíî(õ14 0)". Â
íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä "0 < (ef+gh)/(

√
e2 + h2 ·

√
f 2 + g2)". Ïåðåìåííîé

õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ17 îòíîñèòåëüíî ïîñû-
ëîê õ8 çàäà÷åé íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "0 < ef+gh".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ19 èìååò íåïóñòîé ñïèñîê ïàðàìåòðîâ.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ15 èìååò åäèí-
ñòâåííûé ÷èñëîâîé àòîì õ21, ïðè÷åì ýòîò àòîì íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé. Â
íàøåì ïðèìåðå õ21 - "óãîëìåæäó(d, i)". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ22, íå âõî-
äÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé
õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû íåíóëåâîé ÷àñòè îòíîøåíèÿ õ17 íà òåðì
õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "cos(óãîëìåæäó(d, i))". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ òåðìà õ23 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ8. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "0 < −óãîëìåæäó(d, i) + π/2". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ21 âñòðå÷àåòñÿ
âíóòðè óòâåðæäåíèÿ õ25 îäíîêðàòíî, è ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò çàìåíû åãî âíóòðè õ25 íà ïåðåìåííóþ õ22. Â íàøåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì
"0 < −a+π/2". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ8 è óñëîâèÿìè õ27,
"÷èñëî(õ22)". Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå
õ22". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ30. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"a < π/2 & a − ÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç"è
íå èìååò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîä-
ñòàíîâêè àòîìà õ21 âìåñòî ïåðåìåííîé õ22 â óòâåðæäåíèå õ30, ïåðåìåííîé õ32
- ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 óòâåðæäåíèÿ õ31. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ32 è êîíñåêâåíòîì õ19. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.144 Õàðàêòåðèñòèêà "÷èñëîâîéàòîì"

Õàðàêòåðèñòèêîé "÷èñëîâîéàòîì" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà äëÿ íåâûðîæäåííûõ ÷èñ-
ëîâûõ àòîìîâ.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïîïûòêà ñòàíäàðòèçàöèè èñõîäíîé òåîðåìû äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïîíÿòèÿ, íå âõî-
äÿùåãî â àíòåöåäåíòû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDEF (¬(A = B) & ¬(C = D) & ¬(E = F ) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(CD) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà &
ðàçíûåñòîðîíû(A, C, ïðÿìàÿ(EF ))→
2l(AC) =

√
4l(AB)2 − l(EF )2 +

√
4l(CD)2 − l(EF )2)

èç òåîðåìû
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∀ABCDEF (A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
F − òî÷êà & ¬(E = F ) & ¬(A = F ) & ¬(A = E)¬(C = D) & ¬(A = B) &
F ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(CD) &
F ∈ îêðóæíîñòü(CD) & C ∈ ïëîñêîñòü(AEF ) &
ðàçíûåñòîðîíû(A, C, ïðÿìàÿ(EF ))→
2l(AC) =

√
4l(AB)2 − l(EF )2 +

√
4l(CD)2 − l(EF )2)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - ðåçóëüòàò
îáðàáîòêè èñõîäíîé òåîðåìû îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â
íîâîì ñïèñêå àíòåöåäåíòîâ îòñóòñòâóþò íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, âñòðå÷àâøèåñÿ â
ñòàðîì ñïèñêå õ8. Çàòåì òåîðåìà õ9 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîá-
ùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

2. Ïîïûòêà îòîæäåñòâëåíèÿ äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ è ðàçðåøåíèÿ ðàâåíñòâà îòíî-
ñèòåëüíî åäèíñòâåííîãî îñòàâøåãîñÿ ÷èñëîâîãî àòîìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(B = C) & ¬(B = D) & ∠(ABD) = ∠(CBD) &
B ∈ îòðåçîê(AC) & A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà →
∠(CBD) = π/2)

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(B = C) &
¬(B = D) & ¬(A = B) & B ∈ îòðåçîê(AC)→ ∠(ABD) + ∠(DBC) = π)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñå-
êâåíòà, ïàðàìåòðû êîòîðûõ âêëþ÷àþòñÿ â ïàðàìåòðû êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ10 ðàâíî äâóì. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(ABD)",
"∠(DBC)". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé àòîì ñïèñêà õ10, ïåðåìåí-
íîé õ12 - âòîðîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêè òåðìîâ õ11 è õ12 ðàâíû è ÷òî
êîíñåêâåíò íå èìååò ÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ13, íå
âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî àòîìû ñïèñêà õ10 íå âñòðå÷àþòñÿ â àíòåöåäåíòàõ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ15
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèé àòîìîâ ñïèñêà õ10 â òåðì õ9 íà
ïåðåìåííóþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "a + a = π". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñà-
íèå ñ ïîñûëêàìè õ8 è óñëîâèÿìè "÷èñëî(õ13)", õ15. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé",
"ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ13", "óïðîñòèòü". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ17. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "a = π/2". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç" è ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ õ13. Ïåðåìåííîé õ18
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå õ17 âûðàæåíèÿ õ12 âìåñòî
ïåðåìåííîé õ13. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåð-
æäåíèÿ íàáîðà õ8 è ðàâåíñòâî àòîìîâ õ11, õ12, à êîíñåêâåíòîì - óòâåðæäåíèå
õ18. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ýòîé èìïëèêàöèè îïå-
ðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò èìïëèêàöèè õ19 ñîäåð-
æèò íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì, ïîñëå ÷åãî òåîðåìà õ19 ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïîïûòêà îòîæäåñòâëåíèÿ äâóõ òî÷åê.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀AC(¬(A = C) & A− òî÷êà & C − òî÷êà→ óãîëìåæäó(âåêòîð(AC),
âåêòîð(AC)) = 0)

èç òåîðåìû

∀ABC(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(A = B) →
óãîëìåæäó(âåêòîð(AB), âåêòîð(AC)) = ∠(BAC))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà
êîðíåâîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè òåîðåìû íå ïðåâîñõîäèò 6. Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò. Â ñïèñêå àíòåöåäåíòîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà óòâåð-
æäåíèÿ ñ çàãîëîâêîì "òî÷êà", îïåðàíäàìè êîòîðûõ ñëóæàò ïåðåìåííûå. Ïåð-
âàÿ èç ýòèõ ïåðåìåííûõ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ14, âòîðàÿ - ïåðåìåííîé
õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 - B, õ15 - C. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå àíòåöåäåí-
òà "íå(ðàâíî(õ14 õ15))". Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå îòñóòñòâèå â òåîðåìå ïîäòåðìà
"ôèãóðà(. . .)", ñîäåðæàùåãî îáå ïåðåìåííûå õ14 è õ15. Ïðîâàåðÿåòñÿ, ÷òî ëè-
áî êîíñåêâåíò èìååò íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì, ñîäåðæàùèé îäíîâðåìåí-
íî õ14 è õ15, ëèáî îòîæäåñòâëåíèå ïåðåìåííûõ õ14 è õ15 îòîæäåñòâëÿåò äâà
ðàçëè÷íûõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìà êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ16 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû â àíòåäåíòàõ òåîðåìû ïåðåìåííîé õ14
íà ïåðåìåííóþ õ15. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â êîí-
ñåêâåíòå ïåðåìåííîé õ14 íà õ15. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îá-
ðàáîòêè ñïèñêà õ16 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ
óòâåðæäåíèÿ õ17. Åñëè â òåîðåìå íå âñòðå÷àåòñÿ ñèìâîë "âåêòîð", òî ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ñðåäè óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ18 íåò ãðóïïû ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé
çàâèñèìîñòüþ îò îáùåé ïåðåìåííîé óòâåðæäåíèé î ïðèíàäëåæíîñòè îòðåçêàì
ëèáî ëó÷àì, íàêðûâàþùåé âñå ïàðàìåòðû ñïèñêà õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè ïî-
ìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî íå óäàåòñÿ óñìîòðåòü ðàçëè÷èå òî÷åê õ14 è õ15.
Åñëè óòâåðæäåíèå õ17 - ðàâåíñòâî, òî âñå åãî íåíóëåâûå ÷ëåíû ãðóïïèðóþòñÿ â
ëåâîé ÷àñòè è óïðîùàþòñÿ. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîò-
êè óòâåðæäåíèÿ õ17 íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíä÷èñë", ïåðåìåííîé õ20 - ðåçóëüòàò
îáðàáîòêè ñïèñêà õ18 íîðìàëèçàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðà-
ìåòðîâ òåðìà õ19. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå îáúåäèíåíèå ñïèñêà
õ20 ñ óòâåðæäåíèÿìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ òåðìà õ19 ïî î.ä.ç.,
ïðîâåðÿþòñÿ íà íåïðîòèâîðå÷èâîñòü.

Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ20 è êîíñåêâåíòîì õ19. Îíà îáðàáà-
òûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü òåî-
ðåìû, óæå èìåþùèåñÿ â ñïèñêå âûâîäà, è ðåçóëüòàò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ21 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, íå èìåþùàÿ ñâÿçàííûõ
ïåðåìåííûõ â êîíñåêâåíòå. Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ó õ21 àíòåöåäåíòà, ïðåä-
ñòàâëÿþùåãî ñîáîé îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ñ ñóììîé â ëåâîé ÷àñòè. Çàòåì õ21
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Ïîïûòêà îòîæäåñòâëåíèÿ äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ äëÿ ñîêðàùåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀defg(¬(d = e) & l(de) = l(ef) & e ∈ îòðåçîê(df) & d− òî÷êà & e− òî÷êà &
f − òî÷êà & g − òî÷êà→ −2l(ef)2 − 2l(eg)2 + l(dg)2 + l(fg)2 = 0)
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èç òåîðåìû

∀defg(f − òî÷êà & d − òî÷êà & e ∈ îòðåçîê(df) & e − òî÷êà & g − òî÷êà →
l(dg)2l(ef) + l(fg)2l(de) = (l(de)l(ef) + l(eg)2)(l(de) + l(ef)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íåïóñòîé ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 -
êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñå-
êâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà ñïèñêà õ10 íå ìåíåå 3. Â íàøåì ïðèìåðå õ10
ñîñòîèò èç àòîìîâ "l(dg)","l(ef)","l(fg)","l(de)","l(eg)". Ïåðåìåííîé õ11 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òàêèõ àòîìîâ íàáîðà õ10, ÷òî ñóùåñòâóåò âõîæäåíèå èõ â
òåðì õ9, ðàñïîëîæåííîå òîëüêî âíóòðè ïîäòåðìîâ ñ çàãîëîâêàìè "ïëþñ", "ìè-
íóñ", "óìíîæåíèå", "ðàâíî", ëèáî â îñíîâàíèÿõ ñòåïåíåé. Â íàøåì ïðèìåðå
õ11 ñîâïàäàåò ñ õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ11 èìååò íå ìåíåå 4 ýëåìåíòîâ.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî àíòåöåäåíòîâ, íå èñïîëüçóåìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî
î.ä.ç. äðóãèõ àíòåöåäåíòîâ è êîíñåêâåíòà, íå ïðåâîñõîäèò 4.

Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé êîíñåêâåíòà. Ïå-
ðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè åå íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðû-
âàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ13 ÿâëÿåòñÿ ñóììîé
íå ìåíåå ÷åì 3 ñëàãàåìûõ. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ýòèõ ñëàãàå-
ìûõ. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 ñîñòîèò èç âûðàæåíèé "l(dg)2l(ef)", "l(fg)2l(de)",
"−l(de)2l(ef)", "−l(ef)2l(de)", "−l(eg)2l(de)", "−l(eg)2l(ef)". Ïåðåìåííîé õ15
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò ñïèñêàà õ14, ïåðåìåííîé õ16 - âòîðîé. Ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ýëåìåíò õ17 ñïèñêà õ11, èìåþùèé òàêîå âõîæäåíèå â òåðì õ15, êîòîðîå
ðàñïîëîæåíî òîëüêî âíóòðè ïîäòåðìîâ ñ çàãîëîâêàìè "óìíîæåíèå", "ìèíóñ" è
â îñíîâàíèÿõ ñòåïåíåé. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(ef)". Ðàññìàòðèâàåòñÿ îòëè÷íûé
îò õ17 ýëåìåíò õ18 ñïèñêà õ11, èìåþùèé òàêîå âõîæäåíèå â òåðì õ16, êîòîðîå
ðàñïîëîæåíî òîëüêî âíóòðè ïîäòåðìîâ ñ çàãîëîâêàìè "óìíîæåíèå", "ìèíóñ" è
â îñíîâàíèÿõ ñòåïåíåé. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 - àòîì "l(de)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êàæäîå èç âûðàæåíèé ñïèñêà õ14 èìååò âõîæäåíèå õîòÿ áû îäíîãî èç àòîìîâ
õ17, õ18, ðàñïîëîæåííîå òîëüêî âíóòðè ïîäòåðìîâ ñ çàãîëîâêàìè "óìíîæåíèå",
"ìèíóñ" è â îñíîâàíèÿõ ñòåïåíåé.

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèé âûðàæåíèÿ õ17 â
òåðì õ13 íà âûðàæåíèå õ18. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîò-
êè âûðàæåíèÿ õ20 îïåðàòîðîì "âèäóìíîæåíèå". Â íàøåì ïðèìåðå õ21 èìååò
âèä "(−2l(de)2 − 2l(eg)2 + l(dg)2 + l(fg)2)l(de)". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð ñîìíîæèòåëåé òåðìà õ21, ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ êîðíåâîãî ìèíóñà, åñëè îí
èìåëñÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò íàáîð íåîäíîýëåìåíòíûé. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå
â íåì òåðìà õ24, ðàâíîãî õ18 ëèáî ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ñòåïåíü ñ îñíîâàíèåì
õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åäèíñòâåííûé èç ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ23 èìååò çàãîëîâîê
"ïëþñ". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ ñïèñêà õ23, îò-
ëè÷íûõ îò õ24. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåð-
æäåíèÿ ñïèñêà õ8 è "ðàâíî(õ17 õ18)", "íå(ðàâíî(õ18 0))", à êîíñåêâåíòîì ÿâëÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ âûðàæåíèÿ õ25. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
îáðàáîòêè ýòîé èìïëèêàöèè îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ26
- êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ åå êîíñåêâåíò, ïåðå-
ìåííîé õ28 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè ýòèõ àíòåöåäåíòîâ
åñòü ðàâåíñòâî. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òîêàæäûé íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì òåð-
ìà õ27 èìååò â íåì ëèøü îäíî âõîæäåíèå. Çàòåì òåîðåìà õ26 ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.
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5. Èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ óñìîòðåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äâóõ ÷èñëî-
âûõ àòîìîâ èç ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äâóõ äðóãèõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcABC(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & 0 ≤ b & 0 ≤ c & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(A = B) & bl(AC) = cl(AB) & ∠(BAC) = a &
a− ÷èñëî→ bl(BC) =

√
b2 + c2 − 2bc cos al(AB))

èç òåîðåìû

∀ABC(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(A = B) →
2l(AB)l(AC) cos ∠(BAC) = l(AB)2 + l(AC)2)

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íåïóñòîé ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 -
êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñå-
êâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà ñïèñêà õ10 íå ìåíåå 3. Â íàøåì ïðèìåðå õ10
ñîñòîèò èç àòîìîâ "l(AB)", "l(AC)", "∠(BAC)", "l(BC)". Ïåðåìåííîé õ11 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òàêèõ àòîìîâ íàáîðà õ10, ÷òî ñóùåñòâóåò âõîæäåíèå èõ â
òåðì õ9, ðàñïîëîæåííîå òîëüêî âíóòðè ïîäòåðìîâ ñ çàãîëîâêàìè "ïëþñ", "ìè-
íóñ", "óìíîæåíèå", "ðàâíî", ëèáî â îñíîâàíèÿõ ñòåïåíåé. Â íàøåì ïðèìåðå õ11
ñîñòîèò èç àòîìîâ "l(AB)", "l(AC)", "l(BC)".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 ñîñòîèò èç 3 ýëåìåíòîâ. Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îáðàáîòàííàÿ íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêî-
áîê "ñòàíäïëþñ" ðàçíîñòü ëåéî è ïðàâîé ÷àñòåé êîíñåêâåíòà. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñëàãàåìûõ âûðàæåíèÿ õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â íåì íå
ìåíåå 3 ýëåìåíòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 ñîäåðæèò âûðàæåíèÿ "−l(AB)2",
"−l(AC)2", "l(BC)2", "2 cos ∠(BAC)l(AB)l(AC)".

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ âûðàæåíèÿ T ñïèñêà õ13. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ îïðåäåëÿåòñÿ
ñóììà ñòåïåíåé, ñ êîòîðûìè àòîìû íàáîðà õ11 âñòðå÷àþòñÿ ñðåäè ñîìíîèòåëåé
âûðàæåíèÿ T . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ýòè ñóììû ðàâíû, è èõ îáùåå çíà÷åíèå ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèå õ14 áîëüøå 1. Â íàøåì
ïðèìåðå îíî ðàâíî 2. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå àòîìû ñïèñêà õ11 íåîòðèöàòåëüíû.
Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X, Y, Z, V , íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, b, c, d. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ òðîéêà âûðàæå-
íèé Y X,ZX, V X. Â íàøåì ïðèìåðå - ba, ca, da. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû â âûðàæåíèè õ12 òðîéêè àòîìîâ õ11 íà òðîéêó ïðîèçâåäåíèé
õ17. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 èìååò âèä "2 cos ∠(BAC)(ba)(ca)−(ba)2−(ca)2+(da)2".
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 óòâåðæäåíèé
"÷èñëî(X)", "÷èñëî(Y )", "÷èñëî(Z)", "÷èñëî(V )", "0 ≤ Y ", "0 ≤ Z", "0 ≤ V ",
"0 < X". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ îäíà èç ïåðåìåííûõ Y, Z, V . Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäå-
íèé íàáîðà õ19, íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííîé õ20. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê íå âîøåäøèì â ñïèñîê õ21 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ19 ðà-
âåíñòâà âûðàæåíèÿ õ18 íóëþ.



1312 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ21 è óñëîâèÿìè õ22. Öåëè çàäà÷è -
"ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ20", "óïðîñòèòü". Â íàøåì
ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "A − òî÷êà", "B − òî÷êà", "C − òî÷êà", "¬(A = C)",
"¬(A = B)", "a − ÷èñëî", "b − ÷èñëî", "c − ÷èñëî", "0 ≤ b", "0 ≤ c", "0 < a".
Óñëîâèÿ - "d−÷èñëî", "0 ≤ d", "2 cos ∠(BAC)(ba)(ca)−(ba)2−(ca)2+(da)2 = 0".
Íåèçâåñòíàÿ - d. Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ24. Â íàøåì ïðèìåðå
îí èìååò âèä "d =

√
b2 + c2 − 2bc cos ∠(BAC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò íå ñî-

äåðæèò ïåðåìåííîé X è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ20 â ëåâîé
÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ26
ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ïåðåìåííûõ, ïîëó÷àåìàÿ èñêëþ÷åíèåì èç òðîéêè Y, Z, V
ïåðåìåííîé õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - ïàðà b, c. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïàðà ÷èñëîâûõ àòîìîâ ñïèñêà õ11, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûì ïàðû õ26. Â
íàøåì ïðèìåðå - àòîìû l(AB), l(AC). Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî
ïðîèçâåäåíèÿ ïåðâîãî ýëåìåíòà ïàðû õ26 íà âòîðîé ýëåìåíò ïàðû õ27 ïðîèçâå-
äåíèþ âòîðîãî ýëåìåíòà ïàðû õ26 íà ïåðâûé ýëåìåíò ïàðû õ27. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ðàâåíñòâî "bl(AC) = cl(AB)". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 ðàâåíñòâà õ28, à òàêæå óêàçàíèé íà ÷èñëåííûå çíà÷å-
íèÿ è íà íåîòðèöàòåëüíîñòü äëÿ ïåðåìåííûõ ïàðû õ26. Åñëè âûðàæåíèå õ25
ñîäåðæèò íåâûðîæäåííûå ÷èñëîâûå àòîìû, òî îíè ïåðåîáîçíà÷àþòñÿ â õ25 íà
íîâûå ïåðåìåííûå, à ê ñïèñêó õ29 äîáàâëÿþòñÿ ðàâåíñòâà ýòèõ ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ àòîì ñïèñêà
õ11, ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðåìåííîé õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(BC)". Ïåðåìåí-
íîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïðîèçâåäåíèÿ ïåðâîé ïåðåìåííîé ïàðû õ26 íà
âûðàæåíèå õ30 ïðîèçâåäåíèþ âûðàæåíèÿ õ25 íà ïåðâûé ýëåìåíò ïàðû õ27. Â
íàøåì ïðèìåðå õ31 èìååò âèä "bl(BC) =

√
b2 + c2 − 2bc cos al(AB)". Ñîçäàåòñÿ

èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ29 è êîíñåêâåíòîì õ31. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêîé "ïðîïîðöèÿ(. . .)".

6. Ðàçâÿçêà óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abT (b ⊆ T & ìòî÷êà(a) & ðàâíäâèæ(a, T ) & ×èñëîòð(b) & ×èñëîòð(T ) →
ñêîðîñòü(a, b) = ñêîðîñòü(a, T ))

èç òåîðåìû

∀atT (ìòî÷êà(a) & ×èñëîòð(T ) & ðàâíäâèæ(a, T ) & t ∈ T → ñêîðîñòü(a, T ) =
ñêîðîñòü(a, t))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Â ñïèñêå õ8 ðàññìàòðèâàåòñÿ óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè õ10 ñ ïåðåìåííîé õ11 â
ëåâîé ÷àñòè è ïåðåìåííîé õ12 â ïðàâîé. Â íàøåì ïðèìåðå - "t ∈ T". Ïåðåìåí-
íîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå. Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ïàðû õ13, ñîäåðæàùèé ïåðåìåííóþ õ11, ïåðåìåííîé õ15
- äðóãîé ýëåìåíò ïàðû õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ õ12. Â
íàøåì ïðèìåðå õ14 - "ñêîðîñòü(a, t)", õ15 - "ñêîðîñòü(a, T )". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ õ11 è õ12 èìååò â êîíñåêâåíòå ëèøü îäíî âõîæäåíèå.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 íå âõîäèò â àíòåöåäåíòû, îòëè÷íûå îò õ10. Âûáèðàåòñÿ
ïåðåìåííàÿ õ16, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðå-
ìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â âûðàæåíèè õ15
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ïåðåìåííîé õ12 íà õ16. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé
õ17 è õ15. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåí-
íîé õ12 íà õ16 â àíòåöåäåíòàõ, îòëè÷íûõ îò õ10. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó îòëè÷íûõ îò õ10 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ8 ñïèñêà
õ19 è âêëþ÷åíèÿ "ñîäåðæèòñÿ(õ16 õ12)". Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëü-
ñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå "ñóùåñòâóåò(õ11 ïðèíàäëåæèò(õ11 õ16))" -
ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ20. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ20
è êîíñåêâåíòîì õ18. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

7. Óñìîòðåíèå ñîõðàíåíèÿ çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ ïðè âàðüèðîâàíèè ïàðàìåòðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdestABT (c = Ìåñòî(a, e) & d = Ìåñòî(a, e) & A = Ìåñòî(a, t) &
B = Ìåñòî(b, t) & e ∈ T & t ∈ T & ãèáêàÿñâÿçü(a, b, s, T ) & ìòî÷êà(a) &
ìòî÷êà(b) & ×èñëîòð(T )→ l(AB) = l(cd))

èç òåîðåìû

∀abstAB(ìòî÷êà(a) & ìòî÷êà(b) & ×èñëîòð(T ) & ãèáêàÿñâÿçü(a, b, s, T ) &
t ∈ T & A = Ìåñòî(a, t) & B = Ìåñòî(b, t)→ l(AB) = äëèíà(s))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Â ñïèñêå õ8 ðàññìàòðèâàåòñÿ óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè õ10 ñ ïåðåìåííîé õ11
â ëåâîé ÷àñòè è ïðàâîé ÷àñòüþ õ12, íå ñîäåðæàùåé õ11. Â íàøåì ïðèìåðå -
"t ∈ T", ïåðåìåííàÿ õ11 - t, âûðàæåíèå õ12 - T . Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ11 è îòëè÷íûõ îò õ10. Â íàøåì
ïðèìåðå õ13 ñîñòîèò èç ðàâåíñòâ "A = Ìåñòî(a, t)", "B = Ìåñòî(b, t)". Ïðîâå-
ÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ13 - ðàâåíñòâî, ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî
íå ñîäåðæèò õ11. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ëåâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ
õ13, ïåðåìåííîé õ16 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèé õ14. Â íàøåì ïðèìåðå -
A, B. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ16 íåïóñò è íå ñîäåðæèò ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ
õ12. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ òà ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû,
êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ õ16, ïåðåìåííîé õ20 - ÷àñòü, ñîäåðæàùàÿ ýòè
ïåðåìåííûå. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 - "äëèíà(s)", õ20 - "l(AB)". Ïåðåìåííîé
õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííûõ, äëè-
íà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - c, d. Äîïîëíèòåëüíî
âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - e. Ïåðåìåííîé õ23 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííûõ õ16 íà õ21 â àíòåöåäåíòàõ
èñõîäíîé òåîðåìû, íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííîé õ11 è ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ
íàáîðà õ16. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåí-
íûõ õ16 íà ïåðåìåííûå õ21 è ïåðåìåííîé õ11 íà õ22 â óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà
õ13. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ8 ñî ñïèñêàìè õ23,
õ24 è óòâåðæäåíèåì "ïðèíàäëåæèò(õ22 õ12)". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííûõ õ16 íà õ21 â âûðàæåíèè õ20. Çàòåì ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ25 è êîíñåêâåíòîì "ðàâíî(õ20 õ26)". Îíà îáðà-
áàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà" ñ îïöèåé "ñîêðàù" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.
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Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Ðàññìîòðåíèå âàðèàíòîâ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïàð ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABCDE(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà & E − òî÷êà & ¬(A = E) & ¬(B = C) & ¬(D = E) & ¬(A = D) &
B ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & C ∈ ïðÿìàÿ(AE) &
¬(ïðÿìàÿ(AE) = ïðÿìàÿ(BC)) & al(CE) = bl(BD)→ al(AC) = bl(AB))

èç òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(A = E) & ¬(B = C) & ¬(D = E) & ¬(A = D) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & C ∈ ïðÿìàÿ(AE) &
¬(ïðÿìàÿ(AE) = ïðÿìàÿ(BC))→ l(AB)l(CE) = l(AC)l(BD))

Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå õàðàêòåðèñòèêè "ïðîïîðöèÿ(. . .)". Ïåðåìåííîé õ8 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî, â
êàæäîé ÷àñòè êîòîðîãî èìååòñÿ ðîâíî 2 ñîìíîæèòåëÿ. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïàðà ñîìíîæèòåëåé ëåâîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ11 - ïàðà ñîìíîæèòåëåé
ïðàâîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âûðàæåíèå ïàð õ10, õ11 íåîäíîáóê-
âåííîå. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåíòà.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ÷åòûðåõýëåìåíòíûé è âêëþ÷àåòñÿ â îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ
õ10, õ11. Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X,Y , íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, b. Âûáèðàþòñÿ ýëåìåíò õ15 ïàðû õ10 è ýëåìåíò
õ16 ïàðû õ11. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïðîèçâåäåíèÿ X íà õ15
ïðîèçâåäåíèþ Y íà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä "al(CE) = bl(BD)".
Ïåðåìåííûì õ18 è õ19 ïðèñâàèâàþòñÿ îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû ïàð õ10 è õ11. Ïå-
ðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïðîèçâåäåíèÿ X íà õ19 ïðîèçâåäåíèþ Y
íà õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - "al(AC) = bl(AB)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöå-
äåíòû êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ê ñïèñêó õ8 óòâåðæäåíèé "÷èñëî(X)",
"÷èñëî(Y )" è ðàâåíñòâà õ17. Êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ðàâåíñòâî õ20. Ýòà èìïëè-
êàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Äîïóñêàþòñÿ òîëüêî õàðàêòåðèñòèêè ñ
çàãîëîâêàìè "ñìïðîïîðö" è "ïðîïîðöèÿ".

2. Èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ ñî ñëîæíûì ÷èñëîâûì àòîìîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ
åãî çíà÷åíèÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ äâóõ
äðóãèõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdefgABC(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî &
g − ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(B = C) & ¬(A = C) &
¬(A = B) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & l(BC) = a & a = fc/(de) &
l(AC) = bc/(de)→ ∠(ABC) = arcsin(bg/df))

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(B = C) & ¬(A = C) &
¬(A = B) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)→ l(AC) = sin(∠(ABC))l(BC))
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íåïóñòîé ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 -
êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñå-
êâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà ñïèñêà õ10 íå ìåíåå 2. Â íàøåì ïðèìåðå õ10
ñîñòîèò èç àòîìîâ "l(AB)", "l(AC)", "∠(ABC)", "l(BC)". Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò
õ11 ñïèñêà õ10, îöåíêà ñëîæíîñòè êîòîðîãî áîëüøå îöåíêè ñëîæíîñòè ëþáîãî
äðóãîãî ýëåìåíòà ýòîãî ñïèñêà. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(ABC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êîíñåêåíò èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì õ14 ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè. Â íàøåì
ïðèìåðå - "sin(∠(ABC))". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àòîìà õ11
â òåðì õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âíå õ15 òåðì õ14 íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ16, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðå-
ìåííàÿ a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ14 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â êîíñå-
êâåíò õ9, è ïåðåìåíííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ýòîãî âõîæäåíèÿ
íà ïåðåìåííóþ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(AC) = al(BC)". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà
îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ8 è óñëîâèÿìè "÷èñëî(õ16)", õ18. Öåëè çàäà÷è - "ïîë-
íûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ16", "óïðîñòèòü". Îòâåò ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ20. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "a = l(AC)/l(BC)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ20 - ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ16 â ëåâîé ÷àñòè. Âûáèðàåòñÿ
ïåðåìåííàÿ õ21, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó è îòëè÷íàÿ îò õ16. Â íàøåì
ïðèìåðå - b. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8
óòâåðæäåíèé "ðàâíî(õ14 õ16)" è õ20. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè
õ22 è óñëîâèÿìè "÷èñëî(õ21)", "ðàâíî(õ11 õ21)". Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâ-
íîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "èçâåñòíî õ16", "íåèçâåñòíûå õ21". Îòâåò
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ25. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "b = arcsin a".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò - ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ21 â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåí-
íîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ25, à ïåðåìåííîé õ27 - ïðàâàÿ
÷àñòü ðàâåíñòâà õ20. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì âûðàæåíèÿ õ27 ñëóæèò ñèì-
âîë "äðîáü", è ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ ýòîãî âûðàæåíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(AC), l(BC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
äëèíà ñïèñêà õ28 ðàâíà 2. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñîìíîæèòåëåé
÷èñëèòåëÿ äðîáè õ27, ïåðåìåííîé õ30 - ñïèñîê ñîìíîæèòåëåé çíàìåíàòåëÿ. Âû-
áèðàåòñÿ ýëåìåíò õ31 ñïèñêà õ29. Åñëè õ31 - ñòåïåíü, òî ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâà-
èâàåòñÿ îñíîâàíèå ñòåïåíè, à ïåðåìåííîé õ33 - ïîêàçàòåëü. Èíà÷å ïåðåìåííîé
õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñàìî âûðàæåíèå õ31, à ïåðåìåííîé õ33 - 1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ32 âõîäèò â ñïèñîê õ28. Àíàëîãè÷íî, âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ34 ñïèñêà õ30. Åñëè
õ34 - ñòåïåíü, òî ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ îñíîâàíèå ñòåïåíè, à ïåðåìåí-
íîé õ36 - ïîêàçàòåëü. Èíà÷å ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ñàìî âûðàæåíèå
õ34, à ïåðåìåííîé õ36 - 1. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ35 âõîäèò â ñïèñîê õ28 è îòëè÷íî
îò õ32. Â íàøåì ïðèìåðå õ31 - l(AC), õ34 - l(BC).

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ õ33 è õ36 ðàâíû. Â íàøåì ïðèìåðå îíè ðàâíû 1. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå îòëè÷íîå îò õ31 âûðàæåíèå ñïèñêà õ29 è êàæäîå îòëè÷íîå
îò õ34 âûðàæåíèå ñïèñêà õ30 íå èìååò íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Âûáè-
ðàþòñÿ ïåðåìåííûå T, U, V,W,X, Y, Z, íå âõîäÿùèå â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå
- a, b, c, d, e, f, g. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ35 ïåðå-
ìåííîé T . Â íàøåì ïðèìåðå - "l(BC) = a". Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ îáú-
åäèíåíèå ñïèñêà õ8 ñ óòâåðæäåíèÿìè "T = Y V/(ZX)", "ðàâíî(õ32 UV/(WX))",
"÷èñëî(U)", "÷èñëî(V )","÷èñëî(W )","÷èñëî(X)","÷èñëî(Y )","÷èñëî(Z)", õ38.
Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "äðîáü(óìíîæåíèå(R ñòåïåíü((UZ)
õ33)) óìíîæåíèå(Q ñòåïåíü(Y W õ33)))". Çäåñü R - îòëè÷íûå îò õ31 ýëåìåíòû
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ñïèñêà õ29, Q - îòëè÷íûå îò õ34 ýëåìåíòû ñïèñêà õ30. Â íàøåì ïðèìåðå õ40
èìååò âèä (bg)1/(fd)1. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â
ðàâåíñòâî õ25 âûðàæåíèé õ11 è õ40 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ21 è õ16. Ïåðåìåííîé
õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ41 îòíîñè-
òåëüíî ïîñûëîê õ39. Â íàøåì ïðèìåðå - arcsin(bg/(df)). Ê ñïèñêó õ39 äîáàâëÿ-
þòñÿ óñëîâèÿ îòëè÷èÿ îò 0 çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ Z,X, W, Y . Çàòåì ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ3, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðåçóëüòàò çà-
ìåíû ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ41 íà õ43. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

3. Ôèêñàöèÿ çíà÷åíèÿ ÷èñëîâîãî àòîìà ÷åðåç íåïîñðåäñòâåííî èäåíòèôèöèðóåìîå
ðàâåíñòâî â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(B = C) & ¬(A = B) &
¬(A = C) & ∠(BAC) = a→ sin al(AC) = sin ∠(ABC)l(BC))

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(B = C) & ¬(A = B) &
¬(A = C)→ sin ∠(BAC)l(AC) = sin ∠(ABC)l(BC))

Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå õàðàêòåðèñòèêè "÷èñëàòîì". Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàè-
âàåòñÿ íåïóñòîé ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé
õ10 - ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
äëèíà ñïèñêà õ10 íå ìåíåå 2. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 ñîñòîèò èç àòîìîâ "∠(BAC)",
"l(AC)", "∠(ABC)", "l(BC)". Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ðàâåíñòâà â àíòåöåäåíò-
õà òåîðåìû. Âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ11 ñïèñêà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - ∠(BAC).
Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ12, íå âõîäÿùàÿ â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïå-
ðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8
ðàâåíñòâà àòîìà õ11 ïåðåìåííîé õ12. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
çàìåíû âõîæäåíèé àòîìà õ11 â óòâåðæäåíèå õ9 íà ïåðåìåííóþ õ12. Ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ13 è êîíñåêâåíòîì õ15, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "ôèêñïàðàì".

4. Ôèêñàöèÿ îòíîøåíèÿ ÷èñëîâûõ àòîìîâ ÷åðåç ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè
â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcde(¬(a = b) & ¬(a = c) & ¬(b = c) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà &
dl(bc) = el(ac)→ sin(∠(acb) + ∠(bac))e = sin(∠(bac))d)

èç òåîðåìû

∀abc(¬(a = b) & ¬(a = c) & ¬(b = c) & a − òî÷êà & b − òî÷êà & c − òî÷êà →
sin(∠(acb) + ∠(bac))l(bc) = sin(∠(bac))l(ac))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íåïóñòîé ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 -
êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñå-
êâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà ñïèñêà õ10 íå ìåíåå 3. Â íàøåì ïðèìåðå õ10
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ñîñòîèò èç àòîìîâ "∠(acb)", "∠(bac)", "l(bc)", "l(ac)". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê ñîìíîæèòåëåé ëåâîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé õ12 - ñïèñîê
ñîìíîæèòåëåé ïðàâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñ-
êîâ õ11 è õ10, ïåðåìåííîé õ14 - ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ õ12 è õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòè ïåðåñå÷åíèÿ îäíîýëåìåíòíû. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò
ñïèñêà õ13, ïåðåìåííîé õ16 - ýëåìåíò ñïèñêà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 èìå-
åò âèä "l(bc)", õ16 - âèä "l(ac)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé èç àòîìîâ õ15, õ16
âñòðå÷àåòñÿ â êîíñåêâåíòå ëèøü îäèí ðàç. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç
àòîìîâ õ15, õ16 èìååò íåíóëåâîå çíà÷åíèå. Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X, Y , íå
âõîäÿùèå â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå d, e. Ïåðåìåííîé õ18 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåìåííîé X íà àòîì õ15 ïðîèçâåäåíèþ
ïåðåìåííîé Y íà àòîì õ16. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû
â êîíñåêâåíòå òåîðåìû àòîìîâ õ15, õ16 íà ïåðåìåííûå Y , X ñîîòâåòñòâåííî.
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ8 è ðà-
âåíñòâî õ18, à êîíñåêâåíòîì - óòâåðæäåíèå õ20. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "ïðîïîðöàòîìû".

5. Âûðàæåíèå îäíîãî ÷èñëîâîãî àòîìà ñ ïîìîùüþ ïîñûëêè, äàþùåé ÿâíîå çíà÷å-
íèå äðóãîãî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abd(a− òî÷êà & b− òî÷êà & l(ab) = d & d− ÷èñëî→
ñêàëóìíîæ(âåêòîð(ba), âåêòîð(ba)) = d2)

èç òåîðåìû

∀ab(a− òî÷êà & b− òî÷êà→ ñêàëóìíîæ(âåêòîð(ba), âåêòîð(ba)) = l(ab)2)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåíòà. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò äëèíó 2. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 ñîñòîèò èç âûðàæåíèé
"ñêàëóìíîæ(âåêòîð(ba), âåêòîð(ba))", "l(ab)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå òåðìû ñïèñ-
êà õ11 íåîäíîáóêâåííûå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 íå ñîâïàäàåò ñ ïàðîé ÷àñòåé
ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå, ïðè÷åì êàæäûé àòîì ñïèñêà õ11 âñòðå÷àåòñÿ â êîíñå-
êâåíòå ëèøü îäèí ðàç. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òèïîâ çíà÷åíèé
ïåðâûõ êîðíåâûõ îïåðàíäîâ àòîìîâ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ïàðà "Âåêòîð",
"òî÷êà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû ïàðû õ12 ðàçëè÷íû.

Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X, Y , íå âõîäÿùèå â òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - c, d.
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó àíòåöåäåíòîâ
õ10 êîíñåêâåíòà õ9. Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ
ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ14 ðàâåíñòâà
ïåðâîãî àòîìà ïàðû õ11 ïåðåìåííîé X, ïåðåìåííîé õ16 - îäíîýëåìåíòíûé íà-
áîð,ñîñòîÿùèé èç ðàâåíñòâà âòîðîãî àòîìà ïàðû õ11 ïåðåìåííîé Y , ïåðåìåííîé
õ17 - X, ïåðåìåííîé õ18 - Y . Âî âòîðîì ñëó÷àå ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ14 ðàâåíñòâà âòîðîãî àòîìà ïàðû õ11 ïåðåìåí-
íîé Y , ïåðåìåííîé õ16 - - îäíîýëåìåíòíûé íàáîð, ñîñòîÿùèé èç ðàâåíñòâà ïåð-
âîãî àòîìà ïàðû õ11 ïåðåìåííîé X, ïåðåìåííîé õ17 - Y , ïåðåìåííîé õ18 - X. Â
íàøåì ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ âòîðîé ñëó÷àé. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ
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ïîñûëêàìè õ15 è óñëîâèÿìè õ16. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîò-
âåò", "íåèçâåñòíûå õ18", "èçâåñòíî õ17", "îäç", "óïðîñòèòü". Â íàøåì ïðèìåðå
ïîñûëêè ñóòü "a − òî÷êà", "b − òî÷êà", "ñêàëóìíîæ(âåêòîð(ba), âåêòîð(ba)) =
l(ab)2", "l(ab) = d". Óñëîâèå - "ñêàëóìíîæ(âåêòîð(ba), âåêòîð(ba)) = c". Íåèç-
âåñòíàÿ - c, èçâåñòíûé ïàðàìåòð - d. Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ20. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "c = d2". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ20 - ðàâåíñòâî.
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â õ20 âìåñòî ïåðåìåííîé
õ18 ñîîòâåòñòâóþùåãî àòîìà ïàðû õ11. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò èñêëþ÷åíèÿ êîíñåêâåíòà èç ñïèñêà õ15 è äîáàâëåíèÿ âñåõ óòâåðæäåíèé,
íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. òåðìà õ21. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
àíòåöåäåíòàìè õ22 è êîíñåêâåíòîì õ21. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ
åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "èçâëå÷ïàðàì(âòîðîéòåðì)".

6. Ïðèåì äëÿ êîíòðîëÿ ïðîòèâîðå÷èâûõ ïîäñëó÷àåâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(A = B) &
l(AB) = a & l(AC) = b & ∠(BAC) = c & l(BC) = d &
¬(2ab cos c− a2 − b2 + d2 = 0)→ ëîæü)

èç òåîðåìû

∀ABC(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(A = B) →
2l(AB)l(AC) cos(∠(BAC)) = l(AB)2 + l(AC)2 − l(BC)2)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íåïóñòîé ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 -
êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñå-
êâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà ñïèñêà õ10 íå ìåíüøå 3 è ìåíüøå 5. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî äëèíà êîðíåâîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè òåîðåìû ìåíüøå 5. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè êîíñåêâåíòà ïðåâûøàåò îöåíêó ñëîæíîñòè àòî-
ìîâ íàáîðà õ10 íå áîëåå ÷åì íà 5. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàçëè÷íûå àòîìû ñïèñêà
õ10 èìåþò ðàçëè÷íûå ñïèñêè ïàðàìåòðîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè àíòåöåäåíòîâ
òåîðåìû íåò ðàâåíñòâà.

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â òåîðåìó ïåðåìåííûõ, äëè-
íà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå íàáîðà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 ñîñòîèò èç àòî-
ìîâ "l(AB)", "l(AC)", "∠(BAC)", "l(BC)". Ñïèñîê õ11 ñîñòîèò èç ïåðåìåí-
íûõ a, b, c, d. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â êîíñåêâåíòå
õ9 àòîìîâ ñïèñêà õ10 íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå ñïèñêà õ11. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ ðàçíîñòè ÷àñòåé ðàâåíñòâà õ12. Ïåðåìåííîé
õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ðàâåíñòâà õ13 íîðìàëèçàòîðàìè îáùåé
ñòàíäàðòèçàöèè â î.ä.ç. ýòîãî ðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ îáú-
åäèíåíèå ñïèñêà õ8 ñî ñïèñêîì ðàâåíñòâ àòîìîâ íàáîðà õ10 ñîîòâåòñòâóþùèì
ïåðåìåííûì íàáîðà õ11, ê êîòîðîìó äîáàâëåíî îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ15.
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16 è êîíñåêâåíòîì "ëîæü", êîòîðàÿ
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "êîíòðîëü".

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ ðåàëèçàöèè ñëîæíîãî àíòå-
öåäåíòà

1. Ïîïûòêà ðåàëèçàöèè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè óãëîâ â àíòåöåäåíòàõ.
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Íàïîìíèì, ÷òî â ðåøàòåëå óãëû ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ëèáî
ðàâíû, ëèáî ñîñòàâëÿþò â ñóììå ïè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcde(¬(a = c) & ¬(a = d) & ¬(b = c) & ¬(d = e) & b ∈ ïðÿìàÿ(ad) &
e ∈ ïðÿìàÿ(ac) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà &
e− òî÷êà & ïðÿìàÿ(ac) ⊥ ïðÿìàÿ(de) & ïðÿìàÿ(ad) ⊥ ïðÿìàÿ(bc)→
l(ae)l(bc) = l(ab)l(de))

èç òåîðåìû

∀ABCDEF (A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
F − òî÷êà & ¬(D = E) & ¬(A = B) & ¬(E = F ) & ¬(D = F ) &
¬(B = C) & ¬(A = C) & ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(DF ) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) & ýêâóãëû(∠(BAC), ∠(EDF ))→
l(AC)l(EF ) = l(BC)l(DF ))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(A = C) & ¬(A = B) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & E ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
¬(A = D) & ¬(A = E)→ ýêâóãëû(∠(DAE), ∠(BAC)))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà, èìåþùåãî çàãîëîâîê "ýê-
âóãëû". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáà êîðíåâûõ îïåðàíäà ýòîãî àíòåöåäåíòà èìåþò çà-
ãîëîâîê "óãîë". Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå êîíêðåòíûõ òåîðåìû èç áàçû òåîðåì, çà-
ãîëîâêîì êîíñåêâåíòà êîòîðûõ ñëóæèò ñèìâîë "ýêâóãëû". Îäíà èç ýòèõ òåîðåì
ñâÿçàíà ñ äâóìÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðÿìûìè, äðóãàÿ - ñ äâóìÿ âïèñàííûìè óã-
ëàìè, îïèðàþùèìèñÿ íà îáùóþ õîðäó. Íàøà äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà - ïåðâàÿ
èç ýòèõ òåîðåì. Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ14. ïîñëåäî-
âàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé è èñõîäíîé òåîðåì ïðè óíèôèêàöèè
êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåûì ñ àíòåöåäåíòîì õ9 èñõîäíîé òåîðåìû.
Íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ14 îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è èñ-
êëþ÷àþùèì èçáûòî÷íûå àíòåöåäåíòû îïåðàòîðîì "èñêëàíò". Ýòîò ðåçóëüòàò
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà ïåðåôîðìóëèðîâêè àíòåöåäåíòà â áîëåå ïðîñòûõ ïîíÿòèÿõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(¬(a = b) & ¬(c = d) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà &
ïðÿìàÿ(ab) ⊥ ïðÿìàÿ(cd)→ ñêàëóìíîæ(âåêòîð(ab), âåêòîð(cd)) = 0)

èç òåîðåìû

∀ABCD(D − òî÷êà & C − òî÷êà & B − òî÷êà & A − òî÷êà & âåêòîð(AB) ⊥
âåêòîð(CD)→ ñêàëóìíîæ(âåêòîð(AB), âåêòîð(CD)) = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(C = D) & A−òî÷êà& B−òî÷êà& C−òî÷êà& D−òî÷êà→
âåêòîð(AB) ⊥ âåêòîð(CD)↔ ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD))
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå íåêîòîðîãî àíòåöåäåíòà òåîðåìû. Â
íàøåì ïðèìåðå - àíòåöåäåíòà "âåêòîð(AB) ⊥ âåêòîð(CD)". Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê àíòåöåäåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïåðïåíäè-
êóëÿðíî". Ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì "óïðîùýêâ", "óìåíüøåíèå" íàõîäÿò ïî
ñèìâîëó õ9 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä"
íàõîäèò ðåçóëüòàò õ15 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ8 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè
ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè ýòîì óíèôèêàöèÿ ïå-
ðåâîäèëà ïåðåìåííûå èñõîäíîé òåîðåìû ñíîâà â ïåðåìåííûå. Òåîðåìà õ15 îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Âàðüèðîâàíèå ðàâåíñòâà ÷èñëîâûõ àòîìîâ â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cefgh(¬(c = h) & ¬(e = f) & ¬(e = h) & ¬(f = g) & ¬(f = h) &
¬(ïðÿìàÿ(eg) = ïðÿìàÿ(fh)) & ∠(chf) = ∠(gfh) & f ∈ îòðåçîê(eg) &
h ∈ îòðåçîê(ce) & c− òî÷êà & e− òî÷êà & f − òî÷êà & g− òî÷êà & h− òî÷êà→
l(ef) = l(eh))

èç òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(AC)) & ∠(ACB) =
∠(BAC) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà→ l(AB) = l(BC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(B = C) &
¬(B = D) & ¬(A = B) & B ∈ îòðåçîê(AC)→ ∠(ABD) = π − ∠(CBD))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Â ñïèñêå õ8 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ10 äâóõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.
Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(ACB) = ∠(BAC)". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà
÷àñòåé ðàâåíñòâà õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äðóãèõ ðàâåíñòâ ñðåäè àíòåöåäåíòîâ
íåò. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò ïàðû õ11, ïåðåìåííîé õ13
- âòîðîé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáà ýëåìåíòà èìåþò îäèí è òîò æå çàãîëîâîê õ14.
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "âàðüèð" îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äî-
ïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò íå áîëåå îäíîãî ñóùåñòâåí-
íîãî àíòåöåäåíòà. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä:

∀abcd(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & ¬(b = c) & ¬(b = d) &
¬(a = b) & b ∈ îòðåçîê(ac)→ ∠(abd) = π − ∠(cbd))

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîë-
íèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó è â òåîðå-
ìó õ17. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 èìååò âèä:

∀efgh(e− òî÷êà & f − òî÷êà & g − òî÷êà & h− òî÷êà & ¬(f = g) & ¬(f = h) &
¬(e = f) & f ∈ îòðåçîê(eg)→ ∠(efh) = π − ∠(gfh))

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå
òåîðåìû õ17, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ14, ïåðåìåííîé õ21 - âõîæäåíèå äðóãîé
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÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñå-
êâåíòå òåîðåìû õ18, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ14, ïåðåìåííîé õ24 - âõîæäåíèå
äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ20, ïåðåìåííîé õ26 -
ïîäòåðì õ23. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ25 è
õ26. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ27, óíèôèöèðóþùàÿ òåð-
ìû õ12 è õ25, à îäíîâðåìåííî - òåðìû õ13 è õ26. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ
íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì ïîäòåðìà õ21, ïåðåìåííîé õ30 - íåâûðîæäåííûé
÷èñëîâîé àòîì ïîäòåðìà õ24. Â íàøåì ïðèìåðå õ29 - "∠(cbd)", õ30 - "∠(gfh)".
Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ðàâåí-
ñòâó âûðàæåíèé õ29 è õ30. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îòëè÷íûì îò õ10 àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû,
à òàêæå ê àíòåöåäåíòàì òåîðåì õ17 è õ18. Ê ýòîìó ñïèñêó äîáàâëÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî õ31. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S
ê êîíñåêâåíòó õ9. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ32 è êîíñåêâåíòîì
õ33. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

4. Ñâåäåíèå ðàâåíñòâà ÷èñëîâûõ àòîìîâ, áîëåå ñëîæíûõ, ÷åì âñòðå÷àþùèåñÿ â
êîíñåêâåíòå, ê áîëåå ïðîñòûì ÷èñëîâûì àòîìàì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcde(¬(a = b) & ¬(a = c) & ¬(a = d) & ¬(a = e) & l(ab) = l(ae) &
l(ac) = l(ad) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà &
òî÷êàëó÷à(a, b, c) & òî÷êàëó÷à(a, d, e)→ l(bd) = l(ce))

èç òåîðåìû

∀ABCDEF (A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
F − òî÷êà & ¬(D = F ) & ¬(D = E) & ¬(A = C) & ¬(A = B) &
∠(BAC) = ∠(EDF ) & l(AB) = l(DE) & l(AC) = l(DF )→ l(BC) = l(EF ))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(A = E) & ¬(A = C) & ¬(A = B) & ¬(A = D) & òî÷êàëó÷à(A, B, C) &
òî÷êàëó÷à(A, D, E)→ ∠(BAD) = ∠(CAE))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà òåîðåìû, ÿâëÿþùåãîñÿ
ðàâåíñòâîì äâóõ âûðàæåíèé ñ îäíèì è òåì æå çàãîëîâêîì õ9. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ8 - âõîæäåíèå ðàâåíñòâà "∠(BAC) = ∠(EDF )". Ïåðåìåííîé õ10 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü
ðàâåíñòâà õ8, ïåðåìåííîé õ13 - ïðàâàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè ÷àñòè ñóòü ÷èñëî-
âûå àòîìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè êîíñåêâåíòà òåîðåìû ìåíüøå
îöåíêè ñëîæíîñòè ðàâåíñòâà õ8. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàâí÷èñë" îïðå-
äåëÿåò ïî ñèìâîëó õ9 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè êîíúþíêöèè ýòèõ àíòåöåäåíòîâ ìåíüãå îöåíêè ñëîæíîñòè
êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò
ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé è èñõîäíîé òåîðåì
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ïðè óíèôèêàöèè êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñ àíòåöåäåíòîì õ8 èñ-
õîäíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé "íîðìòåîðåìà" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Ñâåäåíèå ðàâåíñòâà ÷èñëîâûõ àòîìîâ ê êà÷åñòâåííûì îãðàíè÷åíèÿì, ôèêñèðó-
þùèì çíà÷åíèÿ ýòèõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDEF (¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(D = E) & ¬(D = F ) &
l(AB) = l(DE) & l(AC) = l(DF ) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) &
ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(DF )→ l(BC) = l(EF ))

èç òåîðåìû

∀ABCDEF (A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
F − òî÷êà & ¬(D = F ) & ¬(D = E) & ¬(A = C) & ¬(A = B) &
∠(BAC) = ∠(EDF ) & l(AB) = l(DE) & l(AC) = l(DF )→ l(BC) = l(EF ))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(A = B) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)→ ∠(BAC) = π/2)

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà òåîðåìû, ÿâëÿþùåãîñÿ
ðàâåíñòâîì äâóõ âûðàæåíèé ñ îäíèì è òåì æå çàãîëîâêîì õ9. Â íàøåì ïðèìåðå
õ8 - âõîæäåíèå ðàâåíñòâà "∠(BAC) = ∠(EDF )". Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà
õ8, ïåðåìåííîé õ13 - ïðàâàÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè ÷àñòè ñóòü ÷èñëîâûå àòîìû.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "÷èñëàòîì" îïðåäå-
ëÿåò ïî ñèìâîëó õ9 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18
ïðèñâàèâàåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû,
ïåðåìåííîé õ19 - ïðàâàÿ ÷àñòü. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 - "∠(BAC)", õ19 - "π/2".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ19 íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ20
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â íåì ñî-
äåðæàòñÿ âñå ïåðåìåííûå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà
S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ20, ïåðåâîäÿùàÿ âûðàæåíèå õ18 â âûðàæåíèå õ11. Îïðå-
äåëÿåòñÿ òàêæå ïîäñòàíîâêà R âìåñòî ïåðåìåííûõ õ20, ïåðåâîëÿùàÿ âûðàæå-
íèå õ18 â âûðàæåíèå õ13. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â íåì íåò ðàâåíñòâà. Ïåðåìåííîé
õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ê óòâåðæäåíèÿì íàáîðà õ23
ïîäñòàíîâêè S, ïåðåìåííîé õ25 - ïîäñòàíîâêè R. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ
îáúåäèíåíèå ñïèñêà îòëè÷íûõ îò õ8 àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû ñî ñïèñêà-
ìè õ24 è õ25. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ26 è òåì æå êîíñåêâåí-
òîì, ÷òî ó èñõîäíîé òåîðåìû. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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6. Ïîïûòêà ðàñøèôðîâêè ïî îïðåäåëåíèþ áîëåå ÷åì äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ â
àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(B = C) & ¬(D ∈ ïðÿìàÿ(BC)) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(CD) &
ïðÿìàÿ(AD) ‖ ïðÿìàÿ(BC)→ 2l(AB)2 + 2l(AD)2 − l(AC)2 − l(BD)2 = 0)

èç òåîðåìû

∀abcd(a−òî÷êà & b−òî÷êà & c−òî÷êà & d−òî÷êà & ïðÿìàÿ(ab) ‖ ïðÿìàÿ(cd) &
ïðÿìàÿ(ad) ‖ ïðÿìàÿ(bc) & ÷åòûðåõóãîëüíèê(abcd)→
2l(ab)2 + 2l(ad)2 − l(ac)2 − l(bd)2 = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà→
÷åòûðåõóãîëüíèê(ABCD)↔ ¬(B = C) & ¬(A ∈ ïðÿìàÿ(BC)) &
¬(D ∈ ïðÿìàÿ(AB)) & ¬(D ∈ ïðÿìàÿ(BC)) & îäíàñòîðîíà(A, D, ïðÿìàÿ(BC))
& îäíàñòîðîíà(C, D, ïðÿìàÿ(AB)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà, èìåþùåãî áîëåå 2 êîðíå-
âûõ îïåðàíäîâ. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò àíòåöåäåíò - "÷åòûðåõóãîëüíèê(abcd)".
Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê äàííîãî àíòåöåäåíòà. Ñïðàâî÷íèê ïî-
èñêà òåîðåì "îïðåäåëåíèå" íàõîäèò ïî ñèìâîëó õ9 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíè-
òåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâè-
âàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê
õ9, ïåðåìåííîé õ15 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïðîòèâîïîëîæíîé ÷àñòè
ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ15 ýëåìåíòàðíû.
Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ16 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ
õ8 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "íîðìòåîðåìà" è "ñîêðàùàíò", ïîñëå ÷åãî ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà àíàëèçà êîíòåêñòà òåîðåìû äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòíîøåíèé, íå ñîäåðæà-
ùèõ ïðîìåæóòî÷íûõ ïàðàìåòðîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & ¬(A = C) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)→ l(BC)2 = l(AB)2 + l(AC)2)

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(A = C) &
¬(A = B) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC) & D ∈ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC)→ l(BD)l(CD) = l(AD)2)



1324 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå õàðàêòåðèñòèêè "ðàâíû". Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ9 ê ñïèñêó õ8. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà
èññëåäîâàíèå õ12 ñ ïîñûëêàìè õ10. Öåëè çàäà÷è - "òåîðâûâîä", "íåèçâåñòíûå
X", ãäå X - âñå ïàðàìåòðû ïîñûëîê. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëå ðåøåíèÿ ñïèñîê
ïîñûëîê çàäà÷è õ12 íå ñîäåðæèò êîíñòàíòû "ëîæü". Â ñïèñêå ïîñûëîê ýòîé
çàäà÷è âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ14, íå âõîäÿùåå â ñïèñîê õ10 è íå èìåþùåå ïà-
ðàìåòðîâ, îòñóòñòâóþùèõ â óòâåðæäåíèÿõ íàáîðà õ8. Â íàøåì ïðèìåðå õ14
èìååò âèä "−l(AB)2 − l(AC)2 + l(BC)2 = 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íå âñå ïàðàìåò-
ðû óòâåðæäåíèé õ8 âñòðå÷àþòñÿ â ðàâåíñòâå õ14. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ8, íå âñòðå÷àþùèõñÿ â ðàâåíñòâå õ14.
Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ D. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, ñîäåðæàùèõ ïàðàìåòð ñïèñêà õ15.
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê
õ17 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà
ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì õ15 íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ16. Ïðè ïî-
ìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ18 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé
íàáîðà õ17.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ17 è öåëÿìè "òåîðâûâîä", "íåèç-
âåñòíûå Y ", ãäå Y âñå ïàðàìåòðû åå ïîñûëîêþ Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëå ðåøåíèÿ
ðàâåíñòâî õ14 íå âñòðå÷àåòñÿ â ñïèñêå ïîñûëîê ýòîé çàäà÷è.

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ðàâåíñòâà õ14 îïåðàòîðîì
"ñòàíä÷èñë" îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ17. Â íàøåì ïðèìåðå ïðîèñõîäèò ïåðåãðóï-
ïèðîâêà ñëàãàåìûõ ìåæäó ÷àñòÿìè ýòîãî ðàâåíñòâà, ÷òîû èñêëþ÷èòü ñëàãàåìûå
ñî çíàêîì "ìèíóñ". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ17 è êîíñåêâåíòîì
õ20. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

2. Ïîïûòà àíàëèçà êîíòåêñòà òåîðåìû äëÿ ïîëó÷åíèÿ íå÷èñëîâûõ ïðåäèêàòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(B = C) & ¬(B = D) & ∠(ABD) = ∠(CBD) &
B ∈ îòðåçîê(AC) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà→ ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD))

èç òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(B = C) & ¬(B = D) & ∠(ABD) = ∠(CBD) &
B ∈ îòðåçîê(AC) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
D − òî÷êà→ ∠(CBD) = π/2)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ9 ê ñïèñêó
õ8. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ12 ñ ïîñûëêàìè õ10. Öåëè çàäà÷è - "òåî-
ðâûâîä", "íåèçâåñòíûå X", ãäå X - âñå ïàðàìåòðû ïîñûëîê. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïîñëå ðåøåíèÿ ñïèñîê ïîñûëîê çàäà÷è õ12 íå ñîäåðæèò êîíñòàíòû "ëîæü".

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ8 ñî ñïèñêîì ïîñûëîê çà-
äà÷è õ12, èìåþùèõ çàãîëîâîê "àêòèâ". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ15 ñ
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ïîñûëêàìè õ14 è öåëÿìè "òåîðâûâîä", "íåèçâåñòíûå Y ", ãäå Y - âñå ïåðåìåííûå
ïîñûëîê. Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è õ15 â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è õ12 âûáèðàåòñÿ
óòâåðæäåíèå õ18, íå âõîäÿùåå â ñïèñîê ïîñûëîê çàäà÷è õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âñå ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèÿ õ18 ñîäåðæàòñÿ â ïàðàìåòðàõ óòâåðæäåíèé íàáîðà
õ8. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 - "ïðÿìàÿ(AC) ⊥ ïðÿìàÿ(BD)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ18 îòëè÷åí îò ñèìâîëîâ "àêòèâ", "ðàâíî", "ìåíüøåè-
ëèðàâíî", "ìåíüøå". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ8 è êîíñåêâåíòîì
õ18. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

3. Ïîïûòêà àíàëèçà êîíòåñòà òåîðåìû äëÿ âûâîäà ðàâåíñòâ íåâûðîæäåííûõ ÷èñ-
ëîâûõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDEF (¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(B = C) & ¬(D = E) & ¬(D = F ) &
¬(E = F ) & l(AC) = l(DF ) & ∠(ACB) = ∠(DFE) & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(EF )→ l(EF ) = l(BC))

èç òåîðåìû

∀ABCDEF (A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
F − òî÷êà & ¬(D = F ) & ¬(A = C) & ¬(E = F ) & ¬(D = E) &
¬(B = C) & ¬(A = B) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) &
ïðÿìàÿ(DE) ⊥ ïðÿìàÿ(EF ) & l(AC) = l(DF ) & ∠(ACB) = ∠(EFD) →
l(AB) = l(DE))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ9 ê ñïèñêó
õ8. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ12 ñ ïîñûëêàìè õ10. Öåëè çàäà÷è - "òåî-
ðâûâîä", "íåèçâåñòíûå X", ãäå X - âñå ïàðàìåòðû ïîñûëîê. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïîñëå ðåøåíèÿ ñïèñîê ïîñûëîê çàäà÷è õ12 íå ñîäåðæèò êîíñòàíòû "ëîæü".

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ8 ñî ñïèñêîì ïîñûëîê çà-
äà÷è õ12, èìåþùèõ çàãîëîâîê "àêòèâ". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ15 ñ
ïîñûëêàìè õ14 è öåëÿìè "òåîðâûâîä", "íåèçâåñòíûå Y ", ãäå Y - âñå ïåðåìåííûå
ïîñûëîê.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è õ15 â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà-
÷è õ12 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ18, íå âõîäÿùåå â ñïèñîê ïîñûëîê çàäà÷è õ15. Â
íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "l(EF ) = l(BC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ18 - ðàâåíñòâî
äâóõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå ïîñûëîê çà-
äà÷è õ15 íåò äâóõ ðàâåíñòâ, èç êîòîðûõ ïî òðàíçèòèâíîñòè âûòåêàåò ðàâåíñòâî
õ18. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ8 è êîíñåêâåíòîì õ18. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Ïîïûòêà âàðüèðîâàíèÿ òåîðåìû ïóòåì äîïîëíèòåëüíîãî ïîñòðîåíèÿ, ïîçâîëÿ-
þùåãî èñêëþ÷èòü ñòàðóþ ïåðåìåííóþ.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = C) & ¬(B = C) & ¬(C = D) & ¬(ïðÿìàÿ(BC) = ïðÿìàÿ(CD)) &
∠(ACB) = ∠(ACD) & A ∈ ïðÿìàÿ(BD) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà→ l(AD)l(BC) = l(AB)l(CD))

èç òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(A = E) & ¬(B = C) & ¬(D = E) & ¬(A = D) & B ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(DE) ‖ ïðÿìàÿ(BC) & C ∈ ïðÿìàÿ(AE) &
¬(ïðÿìàÿ(AE) = ïðÿìàÿ(AD))→ l(AB)l(DE) = l(AD)l(BC))

Çäåñü âûâîäèòñÿ ñâîéñòâî áèññåêòðèñû óãëà òðåóãîëüíèêà èç ñîîòíîøåíèÿ ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòè îòðåçêîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ òåðì "êîíñåêâåíò(õ9)" ê
ñïèñêó õ8. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ11 ñ ïîñûëêàìè õ10 è öåëÿìè
"äîïêàäð", "íåèçâåñòíûå X", ãäå X - âñå ïàðàìåòðû ïîñûëîê. Öåëü "äîïêàäð"
óêàçûâàåò, ÷òî çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ öåëüþ îïðåäåëèòü äîïîëíèòåëüíûå ïîñòðî-
åíèÿ â àíòåöåäåíòàõ, ïîçâîëÿþùèå èñêëþ÷èòü èç òåîðåìû ðàçëè÷íûå âûðà-
æåíèÿ. Ê ïîñûëêàì òàêîé çàäà÷è îáû÷íî äîîáàâëÿåòñÿ òåðì "êîíñåêâåíò(. . .)",
ññûëàþùèéñÿ íà êîíñåêâåíò òåîðåìû. Äëÿ óñìîòðåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïîñòðî-
åíèé ñëóæàò ñïåöèàëüíûå ïðèåìû, ââîäÿùèå êîììåíòàðèè "äîïêàäð A1 A2 A3"
ê ïîñûëêàìè çàäà÷è. Çäåñü A1 - êîíúþíêöèÿ äîïîëíèòåëüíûõ àíòåöåäåíòîâ, ñî-
äåðæàùèõ íîâûå ïåðåìåííûå (ò.å. ñîáñòâåííî äîïîëíèòåëüíîå ïîñòðîåíèå), A2

- êîíúþíêöèÿ ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè ïðè èñêëþ-
÷åíèè âûðàæåíèé, A3 - ñïèñîê âûðàæåíèé, êîòîðûå äîëæíû áûòü èñêëþ÷åíû
èç òåîðåìû ïîñëå ââîäà íîâûõ àíòåöåäåíòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå ïîñëå ðåøåíèÿ
çàäà÷è õ11 ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ êîììåíòàðèé "äîïêàäð A1 A2 A3",
ó êîòîðîãî A1 - óòâåðæäåíèå "∠(DEC) = ∠(ECD) & ¬(E = D) & ¬(E =
C) & ¬(D = C)", A2 - óòâåðæäåíèå l(DE) = l(DC), A3 - íàáîð, îáðàçîâàí-
íûé îäíîáóêâåííûì òåðìîì E. Ïðèåì, êîòîðûé ïðåäëîæèë äàííîå ïîñòðîåíèå,
ââåë ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê CDE ñ âåðøèíîé D, äîáàâèâ óñëîâèå ðà-
âåíñòâà óãëîâ ïðè åãî îñíîâàíèè. Òàêîå ïîñòðîåíèå ïîçâîëÿåò ÷àñòè÷íî ñíÿòü
"íàãðóçêó" íà òî÷êó E, âûðàçèâ ðàññòîÿíèå DE ÷åðåç CD. Äëÿ îêîí÷àòåëüíî-
ãî èñêëþ÷åíèÿ òî÷êè E îñòàíåòñÿ ëèøü âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì óãëîâ ïðè
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è ñåêóùåé, ïîëó÷èâ â èòîãå, ÷òî ïðÿìàÿ CA - áèññåêòðè-
ñà òðåóãîëüíèêà BCD. Âïðî÷åì, ýòî áóäåò ïðîèñõîäèòü óæå â äðóãîé çàäà÷å
(ñì. íèæå).

Ñðàáàòûâàíèå ïðèåìà, ïðåäëîæèâøåãî äîïîëíèòåëüíîå ïîñòðîåíèå, áûëî èíè-
öèèðîâàíî óñìîòðåíèåì ïîñûëêè ñ ðàññòîÿíèåì DE, íå èìåþùåé äðóãèõ âõî-
æäåíèé ïåðåìåííîé E, íàëè÷èåì òî÷êè C, íå ëåæàùåé íà ïðÿìîé DE è òàêîé,
÷òî ïðÿìàÿ CE óæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷å, à òàêæå ïðîâåðêîé îòñóòñòâèÿ
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó C ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé DE. Çàäà÷à õ11 ðå-
øàåòñÿ äî î÷åíü ìàëîãî óðîâíÿ. Åå äåéñòâèÿ îãðàíè÷èâàþòñÿ ëèøü ââîäîì êîì-
ìåíòàðèåâ "äîïêàäð". Ïðèåìû, ñîçäàþùèå òàêèå êîììåíòàðèè, ìîæíî íàéòè â
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ðàçäåëå "Ëîãè÷åñêèå ïðèåìû è ñòðóêòóðû äàííûõ" - "Âñïîìîãàòåëüíûå ïðèå-
ìû âûâîäà òåîðåì" - "Äîïîëíèòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ â àíòåöåäåíòàõ" îãëàâëåíèÿ
ïðèåìîâ ÃÅÍÎËÎÃà.

Ïðîäîëæèì îïèñàíèÿ äåéñòâèé ïðèåìà âûâîäà òåîðåìû. Ïîñëå âûäåëåíèÿ óêà-
çàííîãî âûøå êîììåíòàðèÿ "äîïêàäð A1 A2 A3" ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ A1, ïåðåìåííîé õ15 - íàáîð A3.
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ8, õ14, ñïèñêà êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ A2. Ê ýòîìó îáúåäèíåíèþ äîáàâëÿåòñÿ êîíñåêâåíò
õ9. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàáîð õ15 îáðàçîâàí îäíîáóêâåííûì òåðìîì - íåêîòîðîé
ïåðåìåííîé õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííîé E. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëå-
äîâàíèå õ18 ñ ïîñûëêàìè õ17 è öåëÿìè "èñêëþ÷ õ16", "èçâåñòíî", "íåèçâåñòíûå
Y ", ãäå Y - ïàðàìåòðû åå ïîñûëîê. Ïîñûëêà õ9 ïîìå÷àåòñÿ â çàäà÷å õ18 ïðè-
ìå÷àíèåì "ýêâ".

Ïî îêîí÷àíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è õ18 â åå ñïèñêå ïîñûëîê âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî
õ20 ñ ïðèìå÷àíèåì "ýêâ", ò.å. ôàêòè÷åñêè ïðåîáðàçîâàííûé êîíñåêâåíò õ9. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ20 íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé õ16. Â íàøåì ïðèìåðå
õ20 èìååò âèä "l(AD)l(BC) = l(AB)l(CD)".

Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ22 àëüòåðíàòèâíûõ íàáîðîâ àíòåöåäåíòîâ íîâîé
òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ8 è õ14, ïîñëå
÷åãî ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ24 ñ ïîñûëêàìè õ23 è öåëÿìè "èñêëþ÷
õ16", "èçâåñòíî", "àíòåöåäåíòû", "íåèçâåñòíûå Z", ãäå Z - âñå ïàðàìåòðû ïî-
ñûëîê çàäà÷è. Åñëè â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è èìåë ìåñòî ðàçáîð ñëó÷àåâ è
âîçíèêàëè àëüòåðíàòèâíûå âåðñèè V ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ, òî îíè ðåãèñòðèðó-
þòñÿ â êîììåíòàðèÿõ "÷àñòè÷íûéîòâåò V " ê ïîñûëêàì çàäà÷è õ24. Ïî îêîí÷à-
íèè ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå êîììåíòàðèåâ "÷àñòè÷íûéîòâåò V ".
Åñëè îíè èìåþòñÿ, òî â íàêîïèòåëü õç22 ïåðåíîñÿòñÿ âñå ñïèñêè V . Åñëè òà-
êèõ êîììåíòàðèåâ íåò, òî õ22 ïîëàãàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç åäèíñòâåííîãî ñïèñêà
ïîñûëîê çàäà÷è õ24, íå èìåþùèõ çàãîëîâêà "àêòèâ". Â íàøåì ïðèìåðå êîììåí-
òàðèåâ "÷àñòè÷íûéîòâåò" íå áûëî.

Ïîñëå òîãî, êàê íàêîïèòåëü õ22 çàïîëíåí, âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ23 ñíîâà
ñòàíîâÿòñÿ íå îïðåäåëåííûìè. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ íåêîòîðûé ýëå-
ìåíò íàêîïèòåëÿ õ22. Äàëåå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà îòáðîñèòü èç ñïèñêà
õ23 èçáûòî÷íûå àíòåöåäåíòû. Ðàññìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ23 âè-
äà "íå(Q)", íå ÿâëÿþùèåñÿ óñëîâèÿìè ðàçëè÷èÿ ïðÿìûõ è íå èñïîëüçóåìûå
äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç., è ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà äîêàçàòåëüñòâà ðà-
âåíñòâà õ20 èç ñïèñêà õ23, â êîòîðîì "íå(Q)" çàìåíåíî íà Q. Â ñëó÷àå óñïåõà
óòâåðæäåíèå "íå(Q)" îòáðàñûâàåòñÿ.

Äàëåå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ16 îòñóòñòâóåò â óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ23.
Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîïîëíåíèÿ ñïèñêà õ23 óòâåðæäåíèÿ-
ìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòå-
öåäåíòàìè õ24 è êîíñåêâåíòîì õ20. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåî-
ðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Ïîïûòêà âàðüèðîâàíèÿ òåîðåìû ïóòåì äîïîëíèòåëüíîãî ïîñòðîåíèÿ, ïîçâîëÿ-
þùåãî èñêëþ÷èòü ñòàðûå ÷èñëîâûå àòîìû.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aABC(¬(a = A) & ¬(a = B) & ¬(A = B) & ¬(B = C) & B ∈ ïðÿìàÿ(aA) &
a−òî÷êà & A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà & ïðÿìàÿ(aA) ⊥ ïðÿìàÿ(BC)→
4(−l(AC)2 + l(BC)2)l(aA)2 + (−l(aA)2 − l(AC)2 + l(aC)2)2 = 0)

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(B = C) & ¬(A = B) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC)→ l(AC)2 = l(AB)2 + l(BC)2)

Çäåñü âûâîäèòñÿ ñîîòíîøåíèå äëÿ âûñîòû òðåóãîëüíèêà è äëèí åãî ñòîðîí èç
òåîðåìû Ïèôàãîðà.

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò äîáàâëåíèÿ òåðì "êîíñåêâåíò(õ9)" ê ñïèñêó õ8. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà
èññëåäîâàíèå õ11 ñ ïîñûëêàìè õ10 è öåëÿìè "äîïêàäð", "íåèçâåñòíûå X", ãäå
X - âñå ïàðàìåòðû ïîñûëîê. Â íàøåì ïðèìåðå ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è õ11 ïå-
ðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ êîììåíòàðèé "äîïêàäð A1 A2 A3", ó êîòîðîãî A1

- óòâåðæäåíèå "a − òî÷êà & a ∈ ïðÿìàÿ(AB) & ¬(a = A) & ¬(a = B)", A2 -
óòâåðæäåíèå "àêòèâ(l(Aa)) & l(BC)2 + l(Ba)2 = l(Ca)2", A3 ñîñòîèò èç âûðàæå-
íèé l(AB), l(Ba). Ïðèåì, êîòîðûé ñîçäàë òàêîé êîììåíòàðèé, èñïîëüçîâàë óæå
èìåþùèéñÿ ïðÿìîé óãîë ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà äëÿ ïðèñîåäèíåíèÿ åùå
îäíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Óñòðàíÿòüñÿ äîëæíû äëèíû ëåæàùèõ íà
îäíîé ïðÿìîé è èìåþùèõ îáùèé êîíåö êàòåòîâ.

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ A1,
ïåðåìåííîé õ15 - íàáîð A3. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ
õ8, õ14, ñïèñêà êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ A2. Ê ýòîìó îáúåäèíåíèþ
äîáàâëÿåòñÿ êîíñåêâåíò õ9.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 íå ÿâëÿåòñÿ îäíîýëåìåíò-
íûì íàáîðîì, îáðàçîâàííûì îäíîáóêâåííûì òåðìîì - êàêîé-ëèáî ïåðåìåííîé.
Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëîâûõ àòîìîâ, âõîäÿùèõ â óòâåðæäå-
íèÿ íàáîðà õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè íåâûðîæäåííûå. Â íàøåì ïðèìåðå
õ18 ñîñòîèò èç àòîìîâ "l(Aa)", "l(BC)", "l(Ba)", "l(Ca)", "l(AC)", "l(AB)".
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ18 è õ15. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - "l(Aa)", "l(BC)", "l(Ca)", "l(AC)". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àòîìîâ íàáîðà õ19, âñòðå÷àþùèõñÿ â óòâåðæäåíèÿõ õ17 áîëåå îäíîãî ðàçà. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ20 îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî
ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - âûðàæåíèå l(BC). Âûáèðàåòñÿ ñïèñîê õ22 íå âõî-
äÿùèõ â óòâåðæäåíèÿ õ17 ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ19.
Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå b, c, d, e. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò
ñïèñêà õ22, ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó õ21 ñïèñêà õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - ïå-
ðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ17 ñî ñïèñêîì
ðàâåíñòâ îòëè÷íûõ îò õ21 àòîìîâ õ19 ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì ñïèñêà
õ22.
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Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ25 ñ ïîñûëêàìè õ24, åäèíñòâåííûì óñëîâèåì
êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî àòîìà õ21 ïåðåìåííîé õ23. Öåëè çàäà÷è - "ïîë-
íûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "êîñâíåèçâ", "íåèçâåñòíûå õ23",
"èçâåñòíî P", ãäå P - âñå îòëè÷íûå îò õ23 ïåðåìåííûå ñïèñêà õ22. Öåëü "êî-
ñâíåèçâ" îçíà÷àåò, ÷òî äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü íåÿâíîå îïèñàíèå íåèçâåñòíûõ.
Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ26. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"4(−e2+c2)b2+(−b2−e2+d2)2 = 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ26 - ðàâåíñòâî. Ïåðåìåí-
íîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â ýòî ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ19
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ22. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ
õ8 è õ14. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ28 è êîíñåêâåíòîì õ27. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

6. Ïîïûòêà àíàëèçà êîíòåêñòà òåîðåìû äëÿ âûâîäà äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøå-
íèé, ïîçâîëÿþùèõ â ñî÷åòàíèè ñ èñõîäíûì ñîîòíîøåíèåì âûðàçèòü ñëîæíûé
÷èñëîâîé àòîì ÷åðåç ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòà - ðàâåíñòâà äëÿ ïðîñòûõ àòîìîâ
(óìíîæåíèå ñîîòíîøåíèé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABC(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(B = C) & al(AB)l(AC) = bl(BC)2 &
a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)→ a sin(2∠(ABC)) = 2b)

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(B = C) & ¬(A = C) &
¬(A = B) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)→ l(AC) = sin(∠(ABC))l(BC))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîí-
ñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(AC)", "∠(ABC)", "l(BC)". Ïåðåìåííîé õ11
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííûõ, äëèíà êî-
òîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b, c. Ïåðåìåííîé õ12 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 êîíñåêâåíòà õ9 è ðàâåíñòâ àòîìîâ
õ10 ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì õ11. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ13
ñî ñïèñêîì ïîñûëîê õ12 è öåëÿìè "òåîðâûâîä", "íåèçâåñòíûå X", "èçâåñòíî",
ãäå X - âñå ïàðàìåòðû àòîìîâ õ10, ò.å. â íàøåì ïðèìåðå A, B, C.

Îïåðàòîð "ïðîïîðöàòîìû" óñìàòðèâàåò, ÷òî õ9 - ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòè äëÿ äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, ïðè÷åì ïåðåìåííûì õ15 è õ16 ïðèñâàèâàþòñÿ
ýòè àòîìû, à ïåðåìåííûì õ17 è õ18 - êîýôôèöèåíòû ïðè íèõ. Â êà÷åñòâå ñïèñ-
êà ïîñûëîê îïåðàòîð èñïîëüçóåò íàáîð õ8. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - l(AC), õ16 -
l(BC), õ17 - 1, õ18 - sin(∠(ABC)). Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâû-
ðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â êîýôôèöèåíòàõ õ17 è õ18. Â
íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííûé àòîì ∠(ABC). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ15
îäíîýëåìåíòíûé, ïðè÷åì îöåíêà ñëîæíîñòè åãî ýëåìåíòà áîëüøå îöåíîê ñëîæ-
íîñòè àòîìîâ õ15 è õ16.

Â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è õ13 ïîñëå åå ðåøåíèÿ âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ21. Â
íàøåì ïðèìåðå - "l(AB) = c cos b. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè â õ13 àòîìîâ õ10 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå -
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"l(AB) = l(BC) cos(∠(ABC))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ22 íå ñîâïàäàåò ñ êîíñåêâåí-
òîì õ9. Îïåðàòîð "ïðîïîðöàòîìû" óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî õ22 - ñîîòíîøåíèå ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ àòîìîâ õ23 è õ24 ñ êîýôôèöèåíòàìè õ25 è õ26. Â íàøåì
ïðèìåðå õ23 - l(AB), õ24 - l(BC), õ25 - 1, õ26 - "cos(∠(ABC))". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîýôôèöèåíòîâ õ25 è õ26 ñîâïà-
äàåò ñî ñïèñêîì õ19, ïðè÷åì îöåíêè ñëîæíîñòè àòîìîâ õ23 è õ24 ìåíüøå îöåíêè
ñëîæíîñòè ýëåìåíòà ñïèñêà õ19.

Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ ïåðåìåííîé õ27 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ àòîì õ23, ïåðåìåííîé õ28 - êîýôôèöèåíò õ25, ïåðåìåííîé õ29 - àòîì
õ24, ïåðåìåííîé õ30 - êîýôôèöèåíò õ26. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïåðåìåííîé õ27 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ àòîì õ24, ïåðåìåííîé õ28 - êîýôôèöèåíò õ26, ïåðåìåííîé õ29 - àòîì
õ23, ïåðåìåííîé õ30 - êîýôôèöèåíò õ25. Â íàøåì ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ
ïåðâûé ñëó÷àé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî îáà àòîìà õ15, õ27 íåíóëåâûå, ëèáî îáà
àòîìà õ16, õ29 íåíóëåâûå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àòîìû õ15, õ27 îòëè÷íû îò àòîìîâ
õ16, õ29. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî ëèáî àòîìû õ15, õ27 ðàçëè÷íû, ëèáî àòî-
ìû õ16, õ29 ðàçëè÷íû. Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå P, Q, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, b. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðàâåíñòâî ïðîèçâåäåíèÿ âûðàæåíèé P , õ15, õ27 ïðîèçâåäåíèþ âûðàæåíèé Q,
õ16, õ29. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ïðîèçâåäåíèÿ âûðàæåíèé P ,
õ18, õ30 ïðîèçâåäåíèþ âûðàæåíèé Q, õ17, õ28. Â íàøåì ïðèìåðå õ32 èìååò âèä
"al(AC)l(AB) = bl(BC)l(BC)", õ33 - âèä "a sin(∠(ABC)) cos(∠(ABC)) = b·1·1".

Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ8
è óòâåðæäåíèÿ "÷èñëî(P )", "÷èñëî(Q)", õ32. Êîíñåêâåíòîì ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî
õ33. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè äàííîé èìïëèêàöèè
îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ îïöèÿ "÷èñëîâîéàòîì". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî õ34 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, èìåþùàÿ â ñâîåì êîíñåêâåíòå åäèí-
ñòâåííîå âõîæäåíèå íåâûðîæäåííîãî ÷èñëîâîãî àòîìà. Çàòåì õ34 ðåãèñòðèðó-
åòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "÷èñëîâîéàòîì".

7. Ïîïûòêà àíàëèçà êîíòåêñòà òåîðåìû äëÿ âûâîäà äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøå-
íèé, ïîçâîëÿþùèõ â ñî÷åòàíèè ñ èñõîäíûì ñîîòíîøåíèåì âûðàçèòü ñëîæíûé
÷èñëîâîé àòîì ÷åðåç ïàðàìåòðû àíòåöåäåíòà - ðàâåíñòâà äëÿ ïðîñòûõ àòîìîâ
(ñëîæåíèå ñîîòíîøåíèé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABC(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(B = C) & al(AB) + al(AC) = bl(BC) &
a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)→ a

√
2 sin(π/4 + ∠(ABC)) = b)

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(B = C) & ¬(A = C) &
¬(A = B) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)→ l(AC) = sin(∠(ABC))l(BC))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîí-
ñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(AC)", "∠(ABC)", "l(BC)". Ïåðåìåííîé õ11
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ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííûõ, äëèíà êî-
òîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b, c. Ïåðåìåííîé õ12 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 êîíñåêâåíòà õ9 è ðàâåíñòâ àòîìîâ
õ10 ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì õ11. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ13
ñî ñïèñêîì ïîñûëîê õ12 è öåëÿìè "òåîðâûâîä", "íåèçâåñòíûå X", "èçâåñòíî",
ãäå X - âñå ïàðàìåòðû àòîìîâ õ10, ò.å. â íàøåì ïðèìåðå A, B, C.

Îïåðàòîð "ïðîïîðöàòîìû" óñìàòðèâàåò, ÷òî õ9 - ñîîòíîøåíèå ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòè äëÿ äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, ïðè÷åì ïåðåìåííûì õ15 è õ16 ïðèñâàèâàþòñÿ
ýòè àòîìû, à ïåðåìåííûì õ17 è õ18 - êîýôôèöèåíòû ïðè íèõ. Â êà÷åñòâå ñïèñ-
êà ïîñûëîê îïåðàòîð èñïîëüçóåò íàáîð õ8. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - l(AC), õ16 -
l(BC), õ17 - 1, õ18 - sin(∠(ABC)). Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâû-
ðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â êîýôôèöèåíòàõ õ17 è õ18. Â
íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííûé àòîì ∠(ABC). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ15
îäíîýëåìåíòíûé, ïðè÷åì îöåíêà ñëîæíîñòè åãî ýëåìåíòà áîëüøå îöåíîê ñëîæ-
íîñòè àòîìîâ õ15 è õ16.

Â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è õ13 ïîñëå åå ðåøåíèÿ âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ21. Â
íàøåì ïðèìåðå - "l(AB) = c cos b. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïîäñòàíîâêè â õ13 àòîìîâ õ10 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå -
"l(AB) = l(BC) cos(∠(ABC))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ22 íå ñîâïàäàåò ñ êîíñåêâåí-
òîì õ9. Îïåðàòîð "ïðîïîðöàòîìû" óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî õ22 - ñîîòíîøåíèå ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ àòîìîâ õ23 è õ24 ñ êîýôôèöèåíòàìè õ25 è õ26. Â íàøåì
ïðèìåðå õ23 - l(AB), õ24 - l(BC), õ25 - 1, õ26 - "cos(∠(ABC))". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîýôôèöèåíòîâ õ25 è õ26 ñîâïà-
äàåò ñî ñïèñêîì õ19, ïðè÷åì îöåíêè ñëîæíîñòè àòîìîâ õ23 è õ24 ìåíüøå îöåíêè
ñëîæíîñòè ýëåìåíòà ñïèñêà õ19.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðû àòîìîâ õ15, õ16 è õ23,
õ24 èìåþò åäèíñòâåííûé îáùèé ýëåìåíò, è ýòîò ýëåìåíò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðå-
ìåííîé õ28. Â íàøåì ïðèìåðå - l(BC). Åñëè õ28 ñîâïàäàåò ñ õ15, òî ïåðåìåííîé
õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ àòîì õ16, ïåðåìåííîé õ30 - êîýôôèöèåíò õ18, ïåðåìåííîé
õ31 - êîýôôèöèåíò õ17. Èíà÷å ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ àòîì õ15, ïåðå-
ìåííîé õ30 - êîýôôèöèåíò õ17, ïåðåìåííîé õ31 - êîýôôèöèåíò õ18. Â íàøåì
ïðèìåðå èìååò ìåñòî âòîðîé ñëó÷àé. Åñëè õ28 ñîâïàäàåò ñ õ23, òî ïåðåìåííîé
õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ àòîì õ24, ïåðåìåííîé õ33 - êîýôôèöèåíò õ26, ïåðåìåííîé
õ34 - êîýôôèöèåíò õ25. Èíà÷å ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ àòîì õ23, ïåðå-
ìåííîé õ33 - êîýôôèöèåíò õ25, ïåðåìåííîé õ34 - êîýôôèöèåíò õ26. Â íàøåì
ïðèìåðå èìååò ìåñòî âòîðîé ñëó÷àé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû õ30 è õ33
íåíóëåâûå.

Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå P, Q, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííûå a, b. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ñóììû ïðîèç-
âåäåíèé âûðàæåíèé P , õ29 è P , õ32 ïðîèçâåäåíèþ âûðàæåíèé Q, õ28. Â íàøåì
ïðèìåðå õ38 èìååò âèä "al(AC)+al(AB) = bl(BC)". Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 óòâåðæäåíèé "÷èñëî(P )", "÷èñëî(Q)",
õ38. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ñóììû ïðîèçâåäåíèé âûðàæå-
íèé P , õ31, õ33 è P , õ30, õ34 ïðîèçâåäåíèþ âûðàæåíèé Q, õ33, õ30. Â íàøåì
ïðèìåðå õ40 èìååò âèä "a sin(∠(ABC)) · 1 + a · 1 · cos(∠(ABC)) = b · 1 · 1".



1332 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ39 è êîíñåêâåíòîì õ40. Ïåðåìåííîé
õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè åå îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðî-
ìó ïåðåäàåòñÿ îïöèÿ "÷èñëîâîéàòîì". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ41 - êâàíòîðíàÿ èì-
ïëèêàöèÿ, èìåþùàÿ â ñâîåì êîíñåêâåíòå åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå íåâûðîæäåí-
íîãî ÷èñëîâîãî àòîìà. Çàòåì õ41 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåí-
íîé õàðàêòåðèñòèêîé "÷èñëîâîéàòîì".

8. Ïîïûòêà âûâåñòè ñîîòíîøåíèå ñ äîïîëíèòåëüíûì ÷èñëîâûì àòîìîì è èñêëþ-
÷èòü èç íåãî ñòàðûé àòîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(B = C) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(BC)) &
∠(ABD) = ∠(CBD) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà→ l(BD)2l(CD) + l(CD)2l(AD) = l(BC)2l(AD))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(B = C) &
¬(A = B) & ∠(ABD) = ∠(DBC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(BC))→ l(AB)l(CD) = l(AD)l(BC))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ9 ê ñïèñêó
õ8. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ12 ñ ïîñûëêàìè õ10. Öåëè çàäà÷è - "òåî-
ðâûâîä", "íåèçâåñòíûå X", ãäå X - âñå ïàðàìåòðû ïîñûëîê. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïîñëå ðåøåíèÿ ñïèñîê ïîñûëîê çàäà÷è õ12 íå ñîäåðæèò êîíñòàíòû "ëîæü".

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåíòà. Â íàøåì
ïðèìåðå - "l(AB)", "l(CD)", "l(AD)", "l(BC)". Â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è õ12
ïîñëå åå ðåøåíèÿ íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ15, èìåþùåå òîëüêî íåâûðîæäåííûå
÷èñëîâûå àòîìû, ïðè÷åì ñïèñîê õ16 ýòèõ àòîìîâ íå âêëþ÷àåòñÿ â õ14. Â íàøåì
ïðèìåðå õ15 èìååò âèä

(l(AC)l(AD)− l(AB)2)(−l(AD) + l(AC)) + l(BD)2l(AC)− l(BC)2l(AD) = 0

Ðåàëèçóåòñÿ öèêë êîððåêöèé ðàâåíñòâà õ15. Ïðîñìàòðèâàþòñÿ ðàâåíñòâà õ17
ñïèñêà ïîñûëîê çàäà÷è õ12, îòëè÷íûå îò õ15 è òàêèå, ÷òî â îäíîé èç ÷àñòåé ðà-
âåíñòâà ðàñïîëîæåí àòîì õ20 ñïèñêà õ16, íå âõîäÿùèå â ñïèñîê õ14, à â äðóãîé
÷àñòè - íåêîòîðîå âûðàæåíèå õ21. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñ-
ëîâûõ àòîìîâ âûðàæåíèÿ õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå ñîäåðæèò àòîìà õ20, íî
ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè ñïèñêîâ õ14 è õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé àòîì
ñïèñêà õ22, íå ïðèíàäëåæàùèé ñïèñêó õ14, âñòðå÷àåòñÿ â ðàâåíñòâå õ15. Ïîñëå
ýòîãî ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàìåíà âõîæäåíèé àòîìà õ20 â ðàâåíñòâî õ15 íà âûðà-
æåíèå õ21. Óêàçàííûå çàìåíû ïðîäîëæàþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî âîçìîæíî.
Â íàøåì ïðèìåðå õ15 ïðèîáðåòàåò âèä:

((l(AD) + l(CD))l(AD)− l(AB)2)(−l(AD) + (l(AD) + l(CD))) + l(BD)2(l(AD) +
l(CD))− l(BC)2l(AD) = 0

Ïîñëå öèêëà êîððåêöèé ðàâåíñòâà õ15 âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ17 ñíîâà
îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëîâûõ
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àòîìîâ ðàâåíñòâà õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñïèñîê õ14. Âûáè-
ðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ18, íå âõîäÿùàÿ â ïîñûëêè çàäà÷è õ12. Â íàøåì ïðèìåðå
- ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íåêîòîðûé ýëåìåíò ñïèñêà õ14.
Â íàøåì ïðèìåðå - l(AB). Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â
êîíñåêâåíòå õ9 âõîæäåíèé àòîìà õ19 íà ïåðåìåííóþ õ18. Â íàøåì ïðèìåðå -
"al(CD) = l(AD)l(BC)". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ23, ïîñûëêè êîòîðîé
- òå æå, ÷òî ó çàäà÷è õ12 ïîñëå åå ðåøåíèÿ, à óñëîâèÿ - óòâåðæäåíèÿ "÷èñ-
ëî(õ18)" è õ21. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü",
"íåèçâåñòíûå õ18". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ24. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò âèä "a = l(AD)l(BC)/l(CD)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ24 - ðàâåíñòâî ñ ïåðå-
ìåííîé õ18 â ëåâîé ÷àñòè è íåêîòîðûì âûðàæåíèåì õ25 â ïðàâîé. Ïåðåìåííîé
õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèé àòîìà õ19 â ðàâåíñòâå õ15 íà
âûðàæåíèå õ25. Â íàøåì ïðèìåðå èìååì:

((l(AD) + l(CD))l(AD) − (l(AD)l(BC)/l(CD))2)(−l(AD) + (l(AD) + l(CD))) +
l(BD)2(l(AD) + l(CD))− l(BC)2l(AD) = 0

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå õ28 ñ ïîñûëêàìè õ8 è åäèíñòâåííûì óñëîâèåì
õ27. Öåëè çàäà÷è - "îäç", "ðåäàêöèÿ". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ29. Â
íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä:

¬(C = D) & l(BD)2l(CD) + l(CD)2l(AD)− l(BC)2l(AD) = 0

Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ
õ29. Â ñïèñêå õ30 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ31. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòå-
öåäåíòàìè õ8 è êîíñåêâåíòîì õ31. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåî-
ðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

9. Àíàëèç êîíòåêñòà òåîðåìû äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿ-
çûâàþùåãî íîâûé ÷èñëîâîé àòîì ñî ñòàðûìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(B = C) & ¬(C = D) & l(AC) = l(BC) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)→ ∠(ACD) = ∠(BCD) & 2∠(ACD) = ∠(ACB))

èç òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(B = C) & ¬(C = D) & l(AC) = l(BC) &
D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)→ ∠(ACD) = ∠(BCD))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò äîáàâëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ9 ê ñïèñêó õ8. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäî-
âàíèå õ12 ñ ïîñûëêàìè õ10. Öåëè çàäà÷è - "òåîðâûâîä", "íåèçâåñòíûå X", ãäå
X - âñå ïàðàìåòðû ïîñûëîê. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëå ðåøåíèÿ ñïèñîê ïîñûëîê
çàäà÷è õ12 íå ñîäåðæèò êîíñòàíòû "ëîæü".

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåíòà. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "∠(ACD)", "∠(BCD)". Â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è õ12 ïîñëå
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åå ðåøåíèÿ íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ15, ïàðàìåòðû êîòîðîãî âêëþ÷àþòñÿ â ñïè-
ñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "2∠(ACD) =
∠(ACB)". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëîâûõ àòîìîâ ðàâåíñòâà
õ15.Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê õ14, íî èìååò ñ íèì îáùèé
ýëåìåíò. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ16 è õ14. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî îíà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî àòîìà õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(ACB)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîììåíòàðèé "âûâîäèìî" ê ïîñûëêå õ15 çàäà÷è õ12 ñîäåðæèò
ññûëêó íà êîíñåêâåíò õ9. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ8, êîíñåêâåí-
òîì êîòîðîé ñëóæèò êîíúþíêöèÿ ñòàðîãî êîíñåêâåíòà õ9 ñ ðàâåíñòâîì õ15. Ýòà
èìïëèêàöèÿ ðåãèñòèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè "êîíúþíêöèÿ",
"äîïñâÿçü õ18".

10. Âàðüèðîâàíèå ïàðàìåòðà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòíîøåíèÿ ñ äâóìÿ ñàìûìè ñëîæ-
íûìè ÷èñëîâûìè àòîìàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aABC(¬(a = B) & ¬(a = C) & ¬(A = B) & ¬(A = C) & a− òî÷êà &
A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà → 2 cos(∠(BAC))l(AB)l(AC) − l(AB)2 −
l(AC)2 + l(aB)2 + l(aC)2 = 2 cos(∠(BaC))l(aB)l(aC))

èç òåîðåìû

∀ABC(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(A = B) →
2l(AB)l(AC) cos(∠(BAC)) = l(AB)2 + l(AC)2 − l(BC)2)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñå-
êâåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ9 - ðàâåíñòâî, è ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
åãî íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(AB)", "l(AC)",
"∠(BAC)", "l(BC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà ñïèñêà õ10 íå ìåíåå 3. Â ñïèñêå
õ10 âûáèðàåòñÿ àòîì õ11 è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åãî ïàðà-
ìåòðîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà ýòîãî ñïèñêà ðàâíà 3. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 -
"∠(BAC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ïàðàìåòðîâ êàæäîãî èç îñòàëüíûõ àòîìîâ
ñïèñêà õ10 ìåíüøå 3. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå êîðíåâûå îïåðàíäû àòîìà õ11 ñóòü
ïåðåìåííûå. Â ñïèñêå õ12 âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðå-
ìåííàÿ A. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ îñòàòîê ñïèñêà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå
- B, C. Â ñïèñêå õ10 âûáèðàåòñÿ àòîì õ15, ïàðàìåòðû êîòîðîãî âêëþ÷àþòñÿ â
ñïèñîê õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - àòîì l(BC). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àòîì õ15 èìååò
åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ9.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ16, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â èñõîäíîé
òåîðåìå ïåðåìåííîé õ13 íà ïåðåìåííóþ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 èìååò âèä:

∀aBC(a− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(a = C) & ¬(a = B)→
2l(aB)l(aC) cos(∠(BaC)) = l(aB)2 + l(aC)2 − l(BC)2)

Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé
òåîðåìû è òåîðåìû õ17. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû
õ17. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ20, îòëè÷íàÿ îò õ16 è íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ
òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå àòîìà õ15 â òåðì õ9, ïåðåìåííîé õ22 - âõîæäåíèå ýòîãî àòîìà â òåðì
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õ19. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ21 â òåðì
õ9 íà ïåðåìåííóþ õ20, ïåðåìåííîé õ24 - ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ22 â
òåðì õ19 íà ýòó æå ïåðåìåííóþ õ20. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäè-
íåíèå ñïèñêà õ18 ñ óòâåðæäåíèÿìè õ23, õ24 è "÷èñëî(õ20)". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à
íà èññëåäîâàíèå õ26 ñ ïîñûëêàìè õ25 è öåëÿìè "èçâåñòíî", "íåèçâåñòíûå X",
"èñêëþ÷ õ20", ãäå X - âñå ïàðàìåòðû ïîñûëîê. Ïîñëå åå ðåøåíèÿ â ñïèñêå ïî-
ñûëîê íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ28, íå ñîäåðæàùåå ïåðåìåííîé õ20, íî èìåþùåå
âõîæäåíèå àòîìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå õ28 èìååò âèä:

2 cos(∠(BAC))l(AB)l(AC)− l(AB)2 − l(AC)2 + l(aB)2 + l(aC)2 =
2 cos(∠(BaC))l(aB)l(aC)

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â àòîìå õ11 ïåðåìåííîé õ13
íà ïåðåìåííóþ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(BaC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæå-
íèå õ29 âñòðå÷àåòñÿ â ðàâåíñòâå õ28. Ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå, ÷òî âñå ïàðàìåòðû
òåðìà õ28 âñòðå÷àþòñÿ ñðåäè ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ18. Ñîçäàåò-
ñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ18 è êîíñåêâåíòîì õ28. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

11. Ïîïûòêà âûðàçèòü óíèêàëüíûé ÷èñëîâîé àòîì âûâåäåííîãî ñîîòíîøåíèÿ ÷å-
ðåç äðóãèå ÷èñëîâûå àòîìû, íå ñîäåðæàùèå çàäàííîãî ïàðàìåòðà âûðàæàåìîãî
àòîìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(B = C) &
¬(A = B) & ∠(ABD) = ∠(DBC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(BC))→ l(BD) =√

l(AB)l(BC)(l(AC) + l(AB) + l(BC))(l(AB) + l(BC)− l(AC))/(l(AB)+l(BC)))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(B = C) &
¬(A = B) & ∠(ABD) = ∠(DBC) & D ∈ ïðÿìàÿ(AC) &
¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(BC))→ l(AB)l(CD) = l(AD)l(BC))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ9 ê ñïèñêó
õ8. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ12 ñ ïîñûëêàìè õ10. Öåëè çàäà÷è - "òåî-
ðâûâîä", "íåèçâåñòíûå X", ãäå X - âñå ïàðàìåòðû ïîñûëîê. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ïîñëå ðåøåíèÿ ñïèñîê ïîñûëîê çàäà÷è õ12 íå ñîäåðæèò êîíñòàíòû "ëîæü".

Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è õ12 â åå ñïèñêå ïîñûëîê íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ14, íå
âõîäÿùåå â ñïèñîê õ10 è íå èìåþùåå ïàðàìåòðîâ, íå âñòðå÷àþùèõñÿ ñðåäè àí-
òåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâåÿåòñÿ, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî ñîäåðæèò âñå ïà-
ðàìåòðû àíòåöåäåíòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 èìååò âèä

(l(AC)l(AD)− l(AB)2)(−l(AD) + l(AC)) + l(BD)2l(AC)− l(BC)2l(AD) = 0

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñûëêà õ14 èìååò êîììåíòàðèé "ñëåäñòâèå", ò.å. áûëà äîáàâ-
ëåíà ïðè âûâîäå ñëåäñòâèé. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæ-
äåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ ðàâåíñòâà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(AC)", "l(AD)",
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"l(AB)", "l(BD)", "l(BC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç àòîìîâ õ17 âñòðå-
÷àåòñÿ â êîíñåêâåíòå õ9. Â ñïèñêå õ17 âûáèðàåòñÿ àòîì õ18, èìåþùèé åäèí-
ñòâåííîå âõîæäåíèå â ðàâåíñòâå õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(BD)". Ñðåäè ïàðà-
ìåòðîâ àòîìà õ18 âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ
D. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îòëè÷íûõ îò õ18 àòîìîâ íàáîðà õ17,
ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííûé àòîì l(AD).

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê S âñåõ ðàâåíñòâ â ïîñûëêàõ çàäà÷è õ12, íå ñîäåðæàùèõ
àòîìà õ18, íî ñîäåðæàùèõ êàêîé-ëèáî àòîì ñïèñêà õ20. Åñëè ýòîò ñïèñîê íå
êîðî÷å ñïèñêà õ20, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïèñîê Q âñåõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ ðàâåíñòâ íàáîðà S, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî Q
íå âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê õ20 è íå äëèííåå ñïèñêà õ20.

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ ïîñû-
ëîê çàäà÷è õ12, íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííîé õ19 è íå èìåþùèõ ïàðàìåòðîâ, îò-
ñóòñòâóþùèõ â ðàâåíñòâå õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 ñîñòîèò èç àòîìîâ "l(AC)",
"l(AB)", "l(BC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ21 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ22 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âñòðå÷àþùèõñÿ â èñõîäíîé çàäà÷å, äëèíà
êîòîðîãî íà åäèíèöó áîëüøå äëèíû ñïèñêà õ21. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâà-
åòñÿ íà÷àëî ñïèñêà õ22, ïåðåìåííîé õ24 - åãî îêîí÷àíèå. Â íàøåì ïðèìåðå
õ23 - ïåðåìåííàÿ a, õ24 - b, c, d. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêà ïîñûëîê çàäà÷è õ12 ñ ðàâåíñòâàìè àòîìîâ õ21 ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðå-
ìåííûì íàáîðà õ24. Ê õ25 äîáàâëÿþòñÿ òàêæå óòâåðæäåíèÿ "÷èñëî(X)" äëÿ
âñåõ ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ24. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ25,
óñëîâèÿìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ "ðàâíî(õ18 õ23)" è "÷èñëî(õ23)". Öå-
ëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ23", "èçâåñòíî
õ24". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ28. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"a =

√
cd(b + c + d)(c + d− b)/(c + d)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ28 - ðàâåíñòâî ñ ïå-

ðåìåííîé õ23 â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòà-
íîâêè â ðàâåíñòâî õ28 âûðàæåíèÿ õ18 âìåñòî ïåðåìåííîé õ23 è âûðàæåíèé õ21
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ24. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ8 è êîíñå-
êâåíòîì õ29. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

12. Âûâîä ñëåäñòâèé ïîñëå äîïîëíèòåëüíîãî ïîñòðîåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀efABCD(l(AB) = l(CD) & e ∈ ïðÿìàÿ(AD) & f ∈ ïðÿìàÿ(AD) & e− òî÷êà &
f − òî÷êà & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(eB) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(fC) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) &
òðàïåöèÿ(ABCD)→ l(eA) = l(fD))

èç òåîðåìû

∀ABCD(l(AB) = l(CD) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
òðàïåöèÿ(ABCD)→ ∠(BAD) = ∠(ADC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDEF (òðàïåöèÿ(ABCD)→ E ∈ ïðÿìàÿ(AD) & E − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(BE) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & F − òî÷êà & F ∈ ïðÿìàÿ(AD) &
ïðÿìàÿ(CF ) ⊥ ïðÿìàÿ(AD))
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñå-
êâåíò. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê çàãîëîâêîâ ïîäòåðìîâ àíòåöåäåí-
òîâ, èìåþùèõ â ñâîåì àíòåöåäåíòå ìàêñèìàëüíóþ íåíóëåâóþ ñëîæíîñòü. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ10 ñîñòîèò èç ñèìâîëîâ "ðàññòîÿíèå", "òðàïåöèÿ". Â ñïèñêå õ10
âûáèðàåòñÿ ñèìâîë õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "òðàïåöèÿ". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà
òåîðåì "äîïêàäð" îïðåäåëÿåò ïî õ11 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðå-
ìó. Çàìåòèì, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèøü øàáëîí äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî
ïîñòðîåíèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå - äëÿ ïðîâåäåíèÿ â òðàïåöèè äâóõ âûñîò. Ïåðåìåí-
íîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âñòðå÷àþùèåñÿ â èñõîäíîé òåîðåìå. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ14 èìååò âèä:

∀abcdef (òðàïåöèÿ(abcd)→ e ∈ ïðÿìàÿ(ad) & e−òî÷êà& ïðÿìàÿ(be) ⊥ ïðÿìàÿ(ad)
& f − òî÷êà & f ∈ ïðÿìàÿ(ad) & ïðÿìàÿ(cf) ⊥ ïðÿìàÿ(ad))

Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ14, ïåðåìåííîé
õ16 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ýòèõ àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àíòåöåäåíòû íå
èìåþò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ. Îïåðàòîð "ïîäáîðçíà÷åíèé". îïðåäåëÿåò ïîäñòà-
íîâêó S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ16, ïåðåâîäÿùóþ óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ15 â íåêî-
òîðûå óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ8. Ïðè ýòîì ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
óòâåðæäåíèé íàáîðà õ8, â êîòîðûå ôàêòè÷åñêè áûëè ïåðåâåäåíû óòâåðæäåíèÿ
íàáîðà õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé ñïèñêàà õ8 âñòðå-
÷àþòñÿ â óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ18. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê êîíñåêâåíòó òåîðåìû õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ19
èìååò âèä:

e ∈ ïðÿìàÿ(AD) & e− òî÷êà & ïðÿìàÿ(Be) ⊥ ïðÿìàÿ(AD) & f − òî÷êà &
f ∈ ïðÿìàÿ(AD) & ïðÿìàÿ(Cf) ⊥ ïðÿìàÿ(AD)

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ19, íå âõîäÿ-
ùèõ â àíòåöåäåíòû õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - e, f . Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ20
íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ8 ñ êîíúþíêòèâ-
íûìè ÷ëåíàìè óòâåðæäåíèé õ9 è õ19. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ22 ñ
ïîñûëêàìè õ21 è öåëÿìè "èçâåñòíî", "Ñìòåîð", "òåîðåìà", "íåèçâåñòíûå X",
ãäå X - ïàðàìåòðû åå ïîñûëîê.

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì íàáîðà õ15 ñ êîíúþíêòèâíûìè ÷ëåíàìè óòâåð-
æäåíèÿ õ19. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ24 ñ àíòåöåäåíòàìè õ23 è öå-
ëÿìè "èçâåñòíî", "òåîðåìà", "Ñìòåîð", "íåèçâåñòíûå Y ", ãäå Y - ïàðàìåòðû åå
ïîñûëîê. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ ïîñûëîê çàäà÷è õ22
è çàäà÷è õ24, ïîëó÷åííûõ ïîñëå ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷.

Ñîçäàåòñÿ ñïèñîê õ27 ïðèíàäëåæàùèõ íàáîðó õ26 ðàâåíñòâ äâóõ ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ ñïèñêà õ20 è íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûõ, íå âõî-
äÿùèõ â óòâåðæäåíèÿ õ21. Ïðè çàíåñåíèè â ñïèñîê õ27 ýòè ðàâåíñòâà îáðàáà-
òûâàþòñÿ îïåðàòîðîì "ñòàíä". Åñëè â ñïèñêå õ26 èìåþòñÿ äâà ðàâåíñòâà, èç
êîòîðûõ ïî òðàíçèòèâíîñòè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ðàâåíñòâî óêàçàííîãî âèäà,
òî ïîñëåäíåå òîæå çàíîñèòñÿ â ñïèñîê õ27.
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Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ8 ñî ñïèñêîì êîíúþíêòèâ-
íûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ19. Äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ õ29 ñïèñêà õ27 ñîçäà-
åòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ28 è êîíñåêâåíòîì õ29. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

13. Ïîïûòêà óñìîòðåíèÿ àëüòåðíàòèâíîãî ðàâåíñòâà ÷èñëîâûõ àòîìîâ â òåîðåìå,
âûâîäÿùåé ðàâåíñòâî îäíîé ïàðû àòîìîâ èç ðàâåíñòâà äðóãîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(C = D) & l(AC) = l(BC) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà & D−òî÷êà & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)→
∠(CBD) = ∠(CAD))

èç òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(C = D) & l(AC) = l(BC) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà & D−òî÷êà & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)→
∠(BDC) = ∠(ADC))

Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ó òåîðåìû õàðàêòåðèñòèêè "ðàâíû". Ïåðåìåííîé õ8 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ðàâåíñòâî äâóõ ÷èñ-
ëîâûõ àòîìîâ õ11 è õ13 ñ îäèíàêîâûì çàãîëîâêîì õ9. Â íàøåì ïðèìåðå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ àíòåöåäåíò "l(AC) = l(BC)". Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X, Y , íå
âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, b. Ïåðåìåííîé
õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â íåì èìååòñÿ ëèøü
îäíî ðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà, ïåðå-
ìåííîé õ18 - ïàðà ÷àñòåé P, Q ðàâåíñòâà õ17. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ16, îòëè÷íûõ îò ðàâåíñòâà õ8. Ïåðåìåííîé õ20
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ19 óòâåðæäåíèé "àêòèâ(õ11)",
"àêòèâ(õ13)", "P = X", "Q = Y ". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ21 ñ ïî-
ñûëêàìè õ20 è öåëÿìè "òåîðâûâîä", "íåèçâåñòíûå Z", "èçâåñòíî". Çäåñü Z -
îòëè÷íûå îò X, Y ïàðàìåòðû ïîñûëîê.

Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è õ21 ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå â åå ïîñûëêàõ êîíñòàíòû
"ëîæü". Â ýòèõ ïîñûëêàõ âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ23, ïðàâàÿ ÷àñòü õ24 êîòîðîãî
íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ Z, ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ X è íå ñîäåðæèò ïåðåìåí-
íîé Y . Â íàøåì ïðèìåðå õ23 èìååò âèä "∠(CBD) = −a+π/2". Ïåðåìåííîé õ25
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ðàâåíñòâå õ24 ïåðåìåííîé X íà ïåðåìåííóþ
Y . Â ñïèñêå ïîñûëîê çàäà÷è õ21 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ26 ñ ïðàâîé ÷àñòüþ õ25.
Â íàøåì ïðèìåðå - ðàâåíñòâî "∠(CAD) = −b + π/2". Ïåðåìåííîé õ27 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî ëåâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ õ23 è õ26. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ27
- ðàâåíñòâî äâóõ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, íå âõîäÿùèõ â êîíñåêâåíò
èñõîäíîé òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16 è êîíñåêâåíòîì
õ27. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå

1. Ïîïûòêà âûðàçèòü îäèí ÷èñëîâîé àòîì ÷åðåç äðóãèå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∀ABC(A−òî÷êà & B−òî÷êà & C−òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(A = B)→ ∠(BAC) =
arccos((−l(BC)2 + l(AB)2 + l(AC)2)/(2l(AB)l(AC))))

èç òåîðåìû

∀ABC(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(A = B) →
2l(AB)l(AC) cos(∠(BAC)) = l(AB)2 + l(AC)2 − l(BC)2)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîí-
ñåêâåíòà, íå ñâÿçàííûõ â íåì âíåøíèìè êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà ñïèñêà õ10 íå ìåíåå 2. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 ñîñòîèò èç
àòîìîâ "l(AB)", "l(AC)", "∠(BAC)", "l(BC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò
- ðàâåíñòâî. Â ñïèñêå õ10 âûáèðàåòñÿ àòîì õ12, èìåþùèé åäèíñòâåííîå âõî-
æäåíèå â ýòî ðàâåíñòâî è íå ÿâëÿþùèéñÿ îäíîé èç åãî ÷àñòåé. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "∠(BAC)". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ13, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåî-
ðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõî-
æäåíèå àòîìà õ13 â òåðì õ9. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî õ14 ðàñïîëîæåíî òîëü-
êî âíóòðè ïîäòåðìîâ ñ çàãîëîâêàìè "ðàâíî", "ïëþñ", "ìèíóñ", "óìíîæåíèå",
"äðîáü", "ñòåïåíü", ëèáî îöåíêè ñëîæíîñòè îòëè÷íûõ îò õ12 àòîìîâ ñïèñêà õ10
ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè àòîìà õ12. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ14 â òåðì õ9 íà ïåðåìåííóþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå -
"2l(AB)l(AC) cos a = l(AB)2 + l(AC)2− l(BC)2". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïàðà óòâåðæäåíèé "÷èñëî(õ13)", õ15. Åñëè èç ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ óñìàòðèâà-
åòñÿ, ÷òî õ12 íåîòðèöàòåëüíî, òî ê õ16 äîáàâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî "ìåíüøåèëè-
ðàâíî(0 õ12)". Åñëè çàãîëîâîê àòîìà õ12 - ñèìâîë "óãîë", òî ê õ16 äîáàâëÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî "ìåíüøåèëèðàâíî(0 ïëþñ(ïè ìèíóñ(õ13)))". Â íàøåì ïðèìåðå îáà
óêàçàííûå íåðàâåíñòâà äîáàâëÿþòñÿ.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ8 è óñëîâèÿìè õ16. Öåëè çàäà÷è
- "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ñòàíäðàâíî", "íåèçâåñòíûå õ13", "óïðî-
ñòèòü", "ðàâíî". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ18. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò âèä:

−1 ≤ (−l(BC)2 + l(AB)2 + l(AC)2)/(2l(AB)l(AC)) &
(−l(BC)2 + l(AB)2 + l(AC)2)/(2l(AB)l(AC)) ≤ 1 &
a = arccos((−l(BC)2 + l(AB)2 + l(AC)2)/(2l(AB)l(AC)))

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ñðåäè åãî êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ19 ñ ïåðåìåííîé õ13 â ëåâîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñðåäè íàäòåðìîâ âõîæäåíèÿ õ14 èìååòñÿ òåðì ñ çàãîëîâêîì, îòëè÷íûì îò
ñèìâîëîâ "ðàâíî", "ìèíóñ", "óìíîæåíèå". Íèæå áóäåò ïðèâåäåí ïðèåì, ïðî-
ãðàììà êîòîðîãî âïëîòü äî äàííîãî ìîìåíòà ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé äàííîãî
ïðèåìà, íî äëÿ êîòîðîãî óêàçàííîå îãðàíè÷åíèå íà íàäòåðìû îòñóòñòâóåò.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ19 îòëè÷íà îò àòîìà õ12. Ïåðåìåí-
íîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî àòîìà õ12 ýòîé ïðàâîé ÷àñòè. Ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ8 è êîíñåêâåíòîì õ20. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà è ñïîïðîâîæäàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè "÷èñëïåðåì", "÷èñëçíà÷". Õàðàê-
òåðèçàòîð ìîæåò äîáàâèòü õàðàêòåðèñòèêó "÷èñëàòîì".
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2. Ïîïûòêà âûðàçèòü åäèíñòâåííûé ÷èñëîâîé àòîì ÷åðåç êîìïëåêñíîçíà÷íûå àòî-
ìû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀z(z − êîìïëåêñíîå→ Re(z) = (z + ñîïðÿæåííîå(z))/2)

èç òåîðåìû

∀z(z − êîìïëåêñíîå→ z + ñîïðÿæåííîå(z) = 2Re(z))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñå-
êâåíòà, íå ñâÿçàííûõ â íåì âíåøíèìè êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñïèñîê õ10 îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò.
Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå â òåðìå õ9 êîìïëåêñíîçíà÷íîãî àòîìàðíîãî âûðàæåíèÿ,
îòëè÷íîãî îò õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 íå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà
â êîíñåêâåíòå è èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â êîíñåêâåíò. Âûáèðàåòñÿ ïåðå-
ìåííàÿ õ13, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ
a. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû àòîìà õ11 â òåðìå õ9 íà ïå-
ðåìåííóþ õ13. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà óòâåðæäåíèé "÷èñëî(õ13)",
õ15. Åñëè èç ñïèñêà õ8 óñìàòðèâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü àòîìà õ11, òî ê ïàðå
õ16 äîáàâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî "ìåíüøåèëèðàâíî(0 õ11)".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ8 è óñëîâèÿìè õ16. Öåëè çàäà÷è
- "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ñòàíäðàâíî", "íåèçâåñòíûå õ13", "óïðî-
ñòèòü", "ðàâíî". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ18. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò âèä "(z + ñîïðÿæåííîå(z))− ÷èñëî & a = (z + ñîïðÿæåííîå(z))/2". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", è ñðåäè åãî êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ19 ñ ïåðåìåííîé õ13 â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé
õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî àòîìà õ11 ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ19. Ñîçäàåò-
ñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ8 è êîíñåêâåíòîì õ20. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

3. Óñìîòðåíèå ðàâåíñòâà ÷èñëîâûõ àòîìîâ, âûðàçèìûõ ÷åðåç ðàâíûå ÷èñëîâûå
àòîìû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcABCDE(¬(a = b) & ¬(a = c) & ¬(b = c) & ¬(A = B) & ¬(C = D) &
¬(C = E) & ¬(D = E) & ∠(aAb) = ∠(CAD) & a ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
b ∈ îêðóæíîñòü(AB) & c ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & a− òî÷êà & b− òî÷êà &
c− òî÷êà & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
ðàçíûåñòîðîíû(c, A, ïðÿìàÿ(ab)) & ðàçíûåñòîðîíû(E, A, ïðÿìàÿ(CD))→
∠(CED) = ∠(acb))

èç òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(D = E) & ¬(C = E) & ¬(C = D) & ¬(A = B) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
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D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ðàçíûåñòîðîíû(E, A, ïðÿìàÿ(CD))→ 2∠(CED) + ∠(CAD) = 2π)

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðèåìà, ïðåäøå-
ñòâîâàâøåãî ïðåäûäóùåìó. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîí-
ñåêâåíòà, íå ñâÿçàííûõ â íåì âíåøíèìè êâàíòîðàìè è îïèñàòåëÿìè. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî äëèíà ñïèñêà õ10 íå ìåíåå 2. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 ñîñòîèò èç àòî-
ìîâ "∠(CED)", "∠(CAD)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò - ðàâåíñòâî. Â ñïèñêå
õ10 âûáèðàåòñÿ àòîì õ12, èìåþùèé åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â ýòî ðàâåíñòâî
è íå ÿâëÿþùèéñÿ îäíîé èç åãî ÷àñòåé. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(CED)". Âûáè-
ðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ13, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå -
ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àòîìà õ13 â òåðì õ9.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëèáî õ14 ðàñïîëîæåíî òîëüêî âíóòðè ïîäòåðìîâ ñ çàãîëîâ-
êàìè "ðàâíî", "ïëþñ", "ìèíóñ", "óìíîæåíèå", "äðîáü", "ñòåïåíü", ëèáî îöåíêè
ñëîæíîñòè îòëè÷íûõ îò õ12 àòîìîâ ñïèñêà õ10 ìåíüøå îöåíêè ñëîæíîñòè àòîìà
õ12. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ14 â òåðì õ9
íà ïåðåìåííóþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "2a + ∠(CAD) = 2π". Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà óòâåðæäåíèé "÷èñëî(õ13)", õ15. Åñëè èç ñïèñêà àíòåöåäåí-
òîâ óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî õ12 íåîòðèöàòåëüíî, òî ê õ16 äîáàâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
"ìåíüøåèëèðàâíî(0 õ12)". Åñëè çàãîëîâîê àòîìà õ12 - ñèìâîë "óãîë", òî ê õ16
äîáàâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî "ìåíüøåèëèðàâíî(0 ïëþñ(ïè ìèíóñ(õ13)))". Â íàøåì
ïðèìåðå îáà óêàçàííûå íåðàâåíñòâà äîáàâëÿþòñÿ.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ8 è óñëîâèÿìè õ16. Öåëè çàäà÷è
- "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "ñòàíäðàâíî", "íåèçâåñòíûå õ13", "óïðî-
ñòèòü", "ðàâíî". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ18. Â íàøåì ïðèìåðå îí
èìååò âèä "a = −∠(CAD)/2 + π".

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ñðåäè åãî êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ19 ñ ïåðåìåííîé õ13 â ëåâîé ÷àñòè.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ10 äâóõýëåìåíòíûé.
Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò, îòëè÷íûé îò õ12. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "∠(CAD)". Ñïèñîê ïàðàìåòðîâ àòîìà õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé
õ21. Â íàøåì ïðèìåðå- C, D, E. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ñïèñêå õ21 íåò òàêîé ïåðå-
ìåííîé, êîòîðàÿ âõîäèëà áû âî âñå àíòåöåäåíòû èñõîäíîé òåîðåìû, èìåþùèå
áîëüøå äâóõ ïàðàìåòðîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê ïàðàìåòðîâ àòîìà õ20 èìå-
åò íå áîëåå 3 ýëåìåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ,
íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ21. Â
íàøåì ïðèìåðå - a, b, c. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ8
ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ çàìåíû â àíòåöåäåíòàõ èñõîäíîé òåîðåìû ïåðåìåííûõ
õ21 íà ïåðåìåííûå õ22. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé æå çà-
ìåíû ïåðåìåííûõ â àòîìå õ12, à ïåðåìåííîé õ25 - â àòîìå õ20. Ïåðåìåííîé õ26
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ23 ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ20 è
õ25. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ26, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò
ðàâåíñòâî àòîìîâ õ12 è õ24. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîò-
êè ýòîé èìïëèêàöèè îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà õ27
èìååò ìåíåå 9 ïåðåìåííûõ. Çàòåì îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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Èñïîëüçîâàíèå òåêóùåãî òîæäåñòâà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû

1. Èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâà äëÿ ÷èñëîâîãî àòîìà, óïîìèíàåìîãî â òîæäåñòâå
äëÿ ñóììû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(¬(a = b) & ¬(c ∈ ïðÿìàÿ(ab)) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà→
0 < −∠(acb)− ∠(bac) + π)

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(B = C) &
¬(A = B)→ ∠(ABC) + ∠(BCA) + ∠(BAC) = π)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà→ 0 < ∠(ABC))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ9 - ðàâåíñòâî, è ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åãî
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(ABC)", "∠(BCA)",
"∠(BAC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà ñïèñêà õ10 íå ìåíåå 3. Â ñïèñêå õ10 âûáè-
ðàåòñÿ àòîì õ11 èìåþùèé åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ9. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ ýòî âõîæäåíèå. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - "∠(ABC)". Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå, îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ïî ýòîìó âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåí ñèìâîë "ïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 -
âõîæäåíèå îäíîé èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà õ9. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãî-
ëîâîê àòîìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "óãîë". Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ó
òåîðåìû ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "÷èñëîöåíêà"
îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ16 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåí-
íîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ19
èìååò âèä:

∀abc(¬(a = b) & c ∈ ïðÿìàÿ(ab) & a−òî÷êà & b−òî÷êà & c−òî÷êà→ 0 < ∠(abc))

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ñðåäè ýòèõ àíòåöåäåíòîâ íåò íåðàâåíñòâ. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ òà
÷àñòü íåðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ19, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ16. Â
íàøåì ïðèìåðå - "∠(abc)". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
òåðìîâ õ11 è õ25. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b, c, A,B,C. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâ-
êà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ25, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ11 è õ24. Ïåðåìåííîé
õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ9, êîòîðàÿ îòëè÷íà îò õ14.
Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ïîäòåðìà õ27 è ñóììû, ïîëó÷åííîé
èç õ14 îòáðàñûâàíèåì ñëàãàåìîãî õ13. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò ïðèìåíåíèÿ ê õ28 ïîäñòàíîâêè S, ïåðåìåííîé õ30 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ
ýòîé ïîäñòàíîâêè ê êîíñåêâåíòó òåîðåìû õ19. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû íà õ29 òîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà íåðàâåíñòâà õ30, êîòîðûé
èìååò çàãîëîâîê õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ32 èìååò âèä "0 < π−∠(bca)−∠(bac)".
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Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S
ê óòâåðæäåíèÿì ñïèñêîâ õ8 è õ20. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ33
è êîíñåêâåíòîì õ32. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà ïîäñòàâèòü êîíñòàíòíîå çíà÷åíèå ÷èñëîâîãî àòîìà áåç äîáàâëåíèÿ
óñëîâèé íà ÷èñëîâûå àòîìû â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcB(¬(a = b) & ¬(a = c) & ¬(a = B) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà &
B − òî÷êà & ïðÿìàÿ(ab) ⊥ ïðÿìàÿ(ac) & ðàçíûåñòîðîíû(B, c, ïðÿìàÿ(ab)) &
îäíàñòîðîíà(b, B, ïðÿìàÿ(ac))→ ∠(caB) = π/2 + ∠(baB))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(A = D) &
¬(A = B) & ¬(A = C) & ðàçíûåñòîðîíû(B, D, ïðÿìàÿ(AC)) &
îäíàñòîðîíà(B, C, ïðÿìàÿ(AD)) & ñîñòàâíóãîë(A, D, C,B)→
∠(BAD) = ∠(BAC) + ∠(CAD))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(A = B) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)→ ∠(BAC) = π/2)

Íàïîìíèì, ÷òî "ñîñòàâíóãîë(A, D,C, B)" - äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà ÷å-
òûðå òî÷êè A, D, C,B, íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî, ÷òîáû óãîë DAB áûë ðàâåí ñóììå
óãëîâ DAC è CAB. Ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè ïðî÷èå óêàçàííûå â òåîðå-
ìå óñëîâèÿ. Äîïîëíåíèå ñâîäèòñÿ ê òðåáîâàíèþ, ÷òîáû ëèáî òî÷êà A íå ëåæàëà
íà îòðåçêå CD, ëèáî òî÷êà B ëåæàëà íà ëó÷å AC.

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ. Âûáèðàåòñÿ íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì õ11 êîíñåêâåíòà õ9. Ïåðåìåí-
íîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - "∠(CAD)". Ïå-
ðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àòîìà õ11 â èñõîäíóþ òåîðåìó, ðàñïî-
ëîæåííîå â êîíñåêâåíòå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äðóãèõ âõîæäåíèé â òåîðåìó àòîì
õ11 íå èìååò. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "÷èñëàòîì" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó
õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîàÿ
èìååò çàãîëîâîê õ12, ïåðåìåííîé õ19 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî ïîäòåðì õ19 êîíñòàíòíûé. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àí-
òåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíè íå ñîäåðæàò íåâû-
ðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ22
ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ13 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïðîòèâîðå÷è-
âîñòü àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ22. Äàëåå òåîðåìà õ22 îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïîïûòêà íàëîæèòü îãðàíèåíèå íà çíà÷åíèÿ îäíîãî èç ÷èñëîâûõ àòîìîâ äëÿ
âûâîäà íå÷èñëîâîãî îòíîøåíèÿ.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(B = C) & ∠(ACB) + ∠(BAC) = π/2 &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà→ ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC))

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(B = C) &
¬(A = B)→ ∠(ABC) + ∠(BCA) + ∠(BAC) = π)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(B = C) & ¬(A = B) &
∠(ABC) = π/2→ ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû îäíîãî èç ïðåäû-
äóùèõ ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ9 - ðàâåíñòâî, è ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åãî
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(ABC)", "∠(BCA)",
"∠(BAC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà ñïèñêà õ10 íå ìåíåå 3. Â ñïèñêå õ10 âûáè-
ðàåòñÿ àòîì õ11 èìåþùèé åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ9. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ ýòî âõîæäåíèå. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - "∠(ABC)". Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå, îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ïî ýòîìó âõîæäåíèþ ðàñïîëîæåí ñèìâîë "ïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 -
âõîæäåíèå îäíîé èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà õ9. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãî-
ëîâîê àòîìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "óãîë".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "÷èñëñâÿçü" îïðåäå-
ëÿåò ïî ñèìâîëó õ16 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé
õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå,
íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 èìååò âèä:

∀abc(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & ¬(b = c) & ¬(a = b) & ∠(abc) = π/2→
ïðÿìàÿ(ab) ⊥ ïðÿìàÿ(bc))

Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ19. Ñðåäè íèõ
âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ21, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ22 ñèì-
âîëà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 - óòâåðæäåíèå "∠(abc) = π/2". Ïåðåìåííîé õ23
ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(abc)". Ïåðåìåííîé õ24 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ23. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ24, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ23 è õ11. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàè-
âàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ9, êîòîðàÿ îòëè÷íà îò õ14. Ïåðåìåííîé
õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ïîäòåðìà õ26 è ðåçóëüòàòà óäàëåíèÿ èç ñóììû õ14
ñëàãàåìîãî õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "π−(∠(BCA)+∠(BAC))". Ïåðåìåííîé õ28
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â óòâåðæäåíèè õ21 âõîæäåíèÿ õ22 íà âûðà-
æåíèå õ27. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ8 ñî ñïèñêîì
ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îòëè÷íûì îò õ21 ýëåìåíòàì ñïèñêà
õ20. Ê ýòîìó îáúåäèíåíèþ äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå õ28. Ïåðåìåííîé õ30 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê êîíñåêâåíòó òåîðåìû õ19.
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ29 è êîíñåêâåíòîì õ30. Îíà îáðàáà-
òûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.
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4. Èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî äâà íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòî-
ìà, äëÿ âàðüèðîâàíèÿ äðóãîãî ñîîòíîøåíèÿ ñ ÷èñëîâûìè àòîìàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDE(¬(A = B) & ¬(C = D) & ¬(C = E) & ¬(D = E) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà & îäíàñòîðîíà(A, E, ïðÿìàÿ(CD)) →
l(CD) = 2 sin(∠(CED))l(AB))

èç òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(D = E) & ¬(C = E) & ¬(A = B) & ¬(C = D) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
îäíàñòîðîíà(A, E, ïðÿìàÿ(CD))→ 2∠(CED) = ∠(CAD))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(A = B) &
C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB)→
l(CD) = 2l(AB) sin(∠(CAD)/2))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîí-
ñåâêåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(CED)", "∠(CAD)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê
õ10 äâóõýëåìåíòíûé è îöåíêè ñëîæíîñòè åãî ýëåìåíòîâ ðàâíû. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî àíòåöåäåíòû èìåþò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè, è ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå ýòèì ïîäòåðìîì
ÿâëÿåòñÿ "îêðóæíîñòü(AB)", à õ12 - ñèìâîë "îêðóæíîñòü". Ñîçäàåòñÿ ñïèñîê
õ13 ïàð (àòîì ñïèñêà õ10 - åãî âûðàæåíèå ÷åðåç äðóãîé àòîì ýòîãî ñïèñêà).
Ïðè ïîëó÷åíèè ýòèõ ïàð ðàâåíñòâî õ9 ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî îäíîãî èç
àòîìîâ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà îïèñàíèå. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 ñîñòîèò èç ïàð
(∠(CED), ∠(CAD)/2), (∠(CAD), 2∠(CED)).

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ13 íåïóñò. Äëÿ ïîèñêà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ïðî-
ñìàòðèâàþòñÿ âñå òåîðåìû òîãî ðàçäåëà, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ12,
çà èñêëþ÷åíèåì òåîðåì òåêóùåé ÿ÷åéêè âûâîäà. Îòáèðàþòñÿ ëèøü òåîðåìû ñ
õàðàêòåðèñòèêîé "÷èñëîâîéàòîì", ñîäåðæàùèå ñèìâîë õ12 è èìåþùèå â êîí-
ñåêâåíòå âõîæäåíèå çàãîëîâêà îäíîãî èç àòîìîâ ïàðû õ10. Â íàøåì ïðèìåðå
äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà óêàçàíà âûøå. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñå-
êâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ21 - ñïèñîê åå àíòåöåäåíòîâ. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå äëèííåå ñïèñêà õ8. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïàðàìåòðû êîíñåêâåíòà õ20
ñîäåðæàòñÿ â ñïèñêå õ22. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ22,
ïåðåâîäÿùàÿ óòâåðæäåíèÿ õ21 â íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ8. Äîïóñêà-
åòñÿ èçìåíåíèå ïîðÿäêà îïåðàíäîâ êîììóòàòèâíûõ ñèìâîëîâ.

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - âòî-
ðîé ýëåìåíò. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò ïàðû õ25. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "∠(CAD)". Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàãîëîâêà



1346 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

àòîìà õ26 â óòâåðæäåíèå õ20. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìå-
íåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ïîäòåðìó õ27. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëå îáðàáîòêè îïåðà-
òîðîì "ñòàíä" òåðìû õ26 è õ28 ñîâïàäàþò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäòåðì õ27 èìååò
åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â êîíñåêâåíò õ20. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ27 â ðàâåíñòâî õ20 íà âòîðîé ýëåìåíò ïàðû õ25 è
îäíîâðåìåííîãî ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îñòàëüíîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà.
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ8 è êîíñåêâåíòîì õ29. Ïåðåìåííîé õ30
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè åå îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî òåîðåìà õ30 íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû,
ïîñëå ÷åãî îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ïîïûòêà èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
êîíñåêâåíòà

1. Ïîïûòêà ïîäñòàâèòü êîíñòàíòíîå çíà÷åíèå ÷èñëîâîãî àòîìà ñ äîáàâëåíèåì óñëî-
âèé íà ÷èñëîâûå àòîìû â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcDE(¬(b = c) & ¬(D = E) & l(ab) = l(bc) & l(ac) = l(bc) & a− òî÷êà &
b− òî÷êà & c− òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
îêðóæíîñòü(DE)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(abc)→

√
3l(DE) = l(bc))

èç òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(B = C) & ¬(A = B) & ¬(D = E) &
îêðóæíîñòü(DE)îïèñàíà îêîëî ôèãóðà(ABC)→ 2 sin(∠(ABC))l(DE) = l(AC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) & l(AB) = l(BC) &
l(AB) = l(AC)→ ∠(ABC) = π/3)

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû îäíîãî èç ïðåäû-
äóùèõ ïðèåìîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâà-
åòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Âûáèðàåòñÿ íåâûðîæ-
äåííûé ÷èñëîâîé àòîì õ11 êîíñåêâåíòà õ9. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî
çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - "∠(ABC)". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå àòîìà õ11 â èñõîäíóþ òåîðåìó, ðàñïîëîæåííîå â êîíñåêâåíòå. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî äðóãèõ âõîæäåíèé â òåîðåìó àòîì õ11 íå èìååò. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà
òåîðåì "÷èñëàòîì" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëü-
íóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîàÿ èìååò çàãîëîâîê õ12, ïåðåìåí-
íîé õ19 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîäòåðì õ19 êîíñòàíòíûé.
Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû èìåþò íåâûðîæäåííûå ÷èñëîâûå àòîìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò
èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè, è ýòîò ïîäòåðì ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - "sin(∠(ABC))". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
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õ11 - åäèíñòâåííûé íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì òåðìà õ22, ïðè÷åì îöåíêà
åãî ñëîæíîñòè áîëüøå îöåíîê ñëîæíîñòè àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ26 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäå-
íèÿ õ13 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðè ïîìîùè
çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû
õ26. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ26 îïåðàòîðîì "íîðìòåîðå-
ìà", êîòîðûé ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà îòîæäåñòâëåíèÿ äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ â âûâîäèìîì ðàâåíñòâå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(B = C) & l(AB) = l(AC) & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà→ 2∠(ABC) + ∠(BAC) = π)

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(B = C) &
¬(A = B)→ ∠(ABC) + ∠(BCA) + ∠(BAC) = π)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) & ¬(A = C) &
l(AB) = l(BC)→ ∠(BAC) = ∠(BCA))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ
êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(ABC)", "∠(BCA)", "∠(BAC)". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ11 èìååò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ. Â ýòîì ñïèñêå âûáèðàþòñÿ
äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà õ13 è õ15 ñ îäèíàêîâûì çàãîëîâêîì. Â íàøåì ïðèìåðå
- àòîìû "∠(ABC)" è "∠(BCA)". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàâí÷èñë" îïðå-
äåëÿåò ïî çàãîëîâêó ýòèõ àòîìîâ óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî ðàâåíñòâ â åå àíòåöåäåíòàõ ìåíüøå 2. Ïåðåìåí-
íîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âñòðå÷àþùèåñÿ â èñõîäíîé òåîðåìå. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ18 èìååò âèä:

∀abc(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & ¬(a = b) & ¬(a = c) & l(ab) = l(bc)→
∠(bac) = ∠(bca))

Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà ÷àñòåé ðàâåíñòâ â êîíñåêâåíòå òåîðåìû
õ18. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ àòîìîâ ïàðû õ19 è àòî-
ìîâ õ13, õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b, c, A,B,C. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ20, óíèôèöèðóþùàÿ ïåðâûé ýëåìåíò ïàðû õ19 ñ àòîìîì
õ13, à âòîðîé - ñ àòîìîì õ15. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëü-
òàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðå-
ìû õ18. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê
êîíñåêâåíòó òåîðåìû õ18, ïåðåìåííîé õ24 - ê êîíñåêâåíòó èñõîäíîé òåîðåìû.
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ22 è
ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" óòâåðæäåíèÿ õ23. Óñëîâèåì ñëóæèò
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ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" óòâåðæäåíèÿ õ24. Öåëè çàäà÷è - "ðå-
äàêöèÿ", "ïðÿìîéîòâåò". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ27. Â íàøåì ïðèìå-
ðå îí èìååò âèä "2∠(ABC)−π+∠(BAC) = 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí
îò ëîãè÷åñêîé êîíñòàíòû "èñòèíà". Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåí-
òàìè õ22 è êîíñåêâåíòîì õ27. Îíà îáðàáàîòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Èñïîëüçîâàíèå èçâåñòíîãî êîíñòàíòíîãî çíà÷åíèÿ ñëîæíîé îïåðàöèè äëÿ óñìîò-
ðåíèÿ çíà÷åíèÿ ñëîæíîãî ÷èñëîâîãî àòîìà èç ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïðîñòûõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(B = C) & 2l(AC) = l(BC) & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)→ ∠(ABC) = π/6)

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(B = C) & ¬(A = C) &
¬(A = B) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)→ l(AC) = sin(∠(ABC))l(BC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

sin(π/6) = 1/2

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñå-
êâåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ9 - ðàâåíñòâî, è ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
åãî íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - "(AC)", "∠(ABC)",
"l(BC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà ñïèñêà õ10 íå ìåíåå 2. Â ñïèñêå õ10 âûáèðàåò-
ñÿ ñàìûé ñëîæíûé àòîì õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(ABC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êîíñåêâåíò èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì õ14 ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "sin(∠(ABC))". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àòîìà
õ11 â òåðì õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âíå âõîæäåíèÿ õ15 òåðì õ14 ïåðåìåííûõ íå
èìååò. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ16, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåðì õ14 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäå-
íèå â êîíñåêâåíò õ9, è ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ýòîãî
âõîæäåíèÿ íà ïåðåìåííóþ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(AC) = al(BC)".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ8 è óñëîâèÿìè "÷èñëî(õ16)", õ18.
Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ16", "óïðî-
ñòèòü". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ20. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò îòâåò èìå-
åò âèä "a = l(AC)/l(BC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ20 - ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ16
â ëåâîé ÷àñòè. Ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì "êîíñòöåëîå", "êîíñòäðîáü" îïðå-
äåëÿþò ïî çàãîëîâêó p òåðìà õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêâàíòîðíîå ðàâåíñòâî, çàãîëîâîê
ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî - ñèìâîë p. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü
ðàâåíñòâà. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ
ñïèñêà õ8 è ðàâåíñòâî òåðìà õ14 âûðàæåíèþ õ23. Óñëîâèÿ - "÷èñëî(õ16)", "ðàâ-
íî(õ11 õ16)". Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "íåèçâåñòíûå õ16", "èçâåñòíî".
Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ26. Â íàøåì ïðèìåðå - "a = π/6". Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî õ26 - ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ16 â ëåâîé ÷àñòè. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ,
àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ8 è ðàâåíñòâî ïðàâîé ÷àñòè
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ðàâåíñòâà õ20 âûðàæåíèþ õ23. Êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ðàâåíñòâî àòîìà õ11 ïðà-
âîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ26. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè
ýòîé èìïëèêàöèè îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû
õ28 ïðîâåðÿåòñÿ íà íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå,
ïîñëå ÷åãî îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Èñïîëüçîâàíèå èçâåñòíîãî êîíñòàíòíîãî çíà÷åíèÿ ñëîæíîé îïåðàöèè äëÿ óñìîò-
ðåíèÿ ðàâåíñòâà ïðîñòûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ èç çíà÷åíèÿ ñëîæíîãî ÷èñëîâîãî
àòîìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & ¬(A = C) & ∠(ABC) = π/4 & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)→ l(AC) = l(AB))

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(A = B) &
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)→ l(AC) = tg(∠(ABC))l(AB))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

tg(π/4) = 1

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ9 - ðàâåíñòâî, è
ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åãî íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. Â
íàøåì ïðèìåðå - "(AC)", "∠(ABC)", "l(AB)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà ñïèñêà
õ10 íå ìåíåå 2. Â ñïèñêå õ10 âûáèðàåòñÿ ñàìûé ñëîæíûé àòîì õ11. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "∠(ABC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíñåêâåíò èìååò åäèíñòâåííûé ïîäòåðì
õ14 ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - "tg(∠(ABC))". Ïåðåìåííîé
õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àòîìà õ11 â òåðì õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âíå âõî-
æäåíèÿ õ15 òåðì õ14 ïåðåìåííûõ íå èìååò. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ16, íå
âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî òåðì õ14 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â êîíñåêâåíò õ9, è ïåðåìåííîé õ18
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ýòîãî âõîæäåíèÿ íà ïåðåìåííóþ õ16. Â íàøåì
ïðèìåðå - "l(AC) = al(AB)".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ8 è óñëîâèÿìè "÷èñëî(õ16)", õ18.
Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ16", "óïðî-
ñòèòü". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ20. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò îòâåò èìå-
åò âèä "a = l(AC)/l(AB)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ20 - ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ16
â ëåâîé ÷àñòè. Ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì "êîíñòöåëîå", "êîíñòäðîáü" îïðå-
äåëÿþò ïî çàãîëîâêó p òåðìà õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêâàíòîðíîå ðàâåíñòâî, çàãîëîâîê
ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî - ñèìâîë p. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü
ðàâåíñòâà. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü óòâåðæäåíèÿ
ñïèñêà õ8 è ðàâåíñòâî òåðìà õ14 âûðàæåíèþ õ23. Óñëîâèÿ - "÷èñëî(õ16)", "ðàâ-
íî(õ11 õ16)". Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "íåèçâåñòíûå õ16", "èçâåñòíî".
Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ26. Â íàøåì ïðèìåðå - "a = π/4". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî õ26 - ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ16 â ëåâîé ÷àñòè.
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Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé ñóòü
óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ8 è ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ õ11 ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
õ26. Êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ðàâåíñòâî àòîìà ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ20 âûðà-
æåíèþ õ23. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ýòîé èìïëèêà-
öèè îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ îïöèÿ "÷èñëîâîéàòîì".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ28 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ ñ ðàâåíñòâîì äâóõ íåâûðîæ-
äåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ â êîíñåêâåíòå. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå
ïðîâåðÿåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü àíòåöåäåíòîâ èìïëèêàöèè õ28. Çàòåì îíà ðå-
ãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

5. Ïîïûòêà ïðîâàðüèðîâàòü ñàìûé ñëîæíûé ÷èñëîâîé àòîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(¬(a = b) & ¬(a = d) & ¬(b = c) & ¬(b = d) & b ∈ îòðåçîê(ac) &
a − òî÷êà & b − òî÷êà & c − òî÷êà & d − òî÷êà & ïðÿìàÿ(ac) ⊥ ïðÿìàÿ(ad) →
l(ab) = − cos(∠(cbd))l(bd))

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(B = C) & ¬(A = C) &
¬(A = B) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)→ l(AB) = cos(∠(ABC))l(BC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(B = C) &
¬(B = D) & ¬(A = B) & B ∈ îòðåçîê(AC)→ ∠(ABD) = −∠(CBD) + π)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ
êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå - "l(AB)", "∠(ABC)", "l(BC)". Â ñïèñêå õ11
âûáèðàåòñÿ àòîì õ12 ñ íàèáîëüøåé îöåíêîé ñëîæíîñòè. Â íàøåì ïðèìåðå -
"∠(ABC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê àòîìà õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèì-
âîë "óãîë". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "âàðüèð" îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ
âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé
÷àñòè ðàâåíñòâà â åå êîíñåêâåíòå, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ14. Â êîíñåêâåíòå
èñõîäíîé òåîðåìû íàõîäèòñÿ âõîæäåíèå õ20 àòîìà õ12. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä"
îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ20 â èñõîäíóþ òåîðåìó
ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ21 îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî
ïåðåìåííûõ òåîðåìû õ22 íå áîëüøå ÷èñåä ïåðåìåííûõ èñõîäíîé è äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåì. Çàòåì îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

6. Ïîïûòêà ðàñøèôðîâêè ïî îïðåäåëåíèþ ñàìîãî ñëîæíîãî ÷èñëîâîãî àòîìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(¬(âåðîÿòíîñòü(a, c) = 0) & a− set & b− set & a ∈ ñîáûòèÿ(c) &
b ∈ ñîáûòèÿ(c) & âåðïðîñòðàíñòâî(c) & íåçàâñîáûòèÿ((b, a), c)→
âåðîÿòíîñòü(a ∩ b, c) = âåðîÿòíîñòü(a, c)âåðîÿòíîñòü(b, c))

èç òåîðåìû
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∀ABC(¬(âåðîÿòíîñòü(B, C) = 0) & Aa− set & B − set & A ∈ ñîáûòèÿ(C) &
B ∈ ñîáûòèÿ(C) & âåðïðîñòðàíñòâî(C) & íåçàâñîáûòèÿ((A, B), C)→
óñëâåðîÿòí(A, B, C) = âåðîÿòíîñòü(A, C))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A− set & B − set & ¬(âåðîÿòíîñòü(A, C)) & B ∈ ñîáûòèÿ(C) &
A ∈ ñîáûòèÿ(C) & âåðïðîñòðàíñòâî(C)→ óñëâåðîÿòí(B, A, C) =
âåðîÿòíîñòü(A ∩B, C)/âåðîÿòíîñòü(A, C))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåíòà. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "óñëâåðîÿòí(A, B, C)", "âåðîÿòíîñòü(A, C)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
äëèíà ñïèñêà õ11 íå ìåíåå 2. Â ýòîì ñïèñêå âûáèðàåòñÿ àòîì õ12, èìåþùèé
ñëîæíîñòü, áîëüøóþ ñëîæíîñòè îñòàëüíûõ àòîìîâ ýòîãî ñïèñêà. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "óñëâåðîÿòí(A, B, C)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò àòîì èìååò åäèíñòâåííîå
âõîæäåíèå õ14 â èñõîäíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëî-
âîê. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "÷èñëàòîì" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ15 óêàçàí-
íóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò õàðàêòåðèñòè-
êó ñ çàãîëîâêîì "îïðåäåëåíèå". Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåóëüòàò
õ21 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ14 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà"
ñ îïöèåé "÷èñëîâîéàòîì", ïîñëå ÷åãî ðåãèñòèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

7. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàíèÿ äâóõ ñîîòíîøåíèé äëÿ èñêëþ÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêîé ôóíêöèè óãëà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀defgh(¬(d = e) & ¬(d = f) & ¬(d = g) & ¬(d = h) & d− òî÷êà & e− òî÷êà &
f − òî÷êà & g − òî÷êà & h− òî÷êà & òî÷êàëó÷à(d, e, f) & òî÷êàëó÷à(d, g, h)→
(l(de)l(df)−l(dg)l(dh))(l(df)l(dg)−l(de)l(dh)) = l(fh)2l(de)l(dg)−l(eg)2l(df)l(dh))

èç òåîðåìû

∀ABC(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(A = B) →
2l(AB)l(AC) cos(∠(BAC)) = l(AB)2 + l(AC)2 − l(BC)2)

Ýòà æå ñàìàÿ òåîðåìû âñòóïàåò â äàííîì ïðèìåðå è êàê ïåðâàÿ äîïîëíèòåëü-
íàÿ. Ðîëü âòîðîé äîïîëíèòåëüíîé èãðàåò òåîðåìà:

∀ABCDE(A− òî÷êà & B− òî÷êà & C − òî÷êà & D− òî÷êà & E− òî÷êà & ¬(A =
E) & ¬(A = C) & ¬(A = B) & ¬(A = D) & òî÷êàëó÷à(A, B, C) & òî÷êàëó÷à(A, D, E)→
∠(BAD) = ∠(CAE))

Âíóòðè êîíñåêâåíòà õ8 èñõîäíîé òåîðåìû ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ9 ñèì-
âîëà "óãîë". Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå, íåïîñðåäñòâåííûì îïå-
ðàíäîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ õ9. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ10 ðàñïîëîæåí
ñèìâîë "ñèíóñ" ëèáî "êîñèíóñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âíóòðè êîíñåêâåíòà âõîæäå-
íèå õ10 ðàñïîîæåíî òîëüêî â ïîäòåðìàõ ñ çàãîëîâêàìè "óìíîæåíèå", "ïëþñ",
"ìèíóñ", "ðàâíî". Â íàøåì ïðèìåðå õ10 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ cos(∠(BAC)).
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Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ9. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - B, A, C. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ýòè îïåðàíäû ñóòü ïåðåìåííûå. Ïåðåìåí-
íîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ íàêîïèòåëü ïàð (òåîðåìà - ñïèñîê åå õàðàêòåðèñòèê).
Ïåðâîíà÷àëüíî â ýòîò íàêîïèòåëü çàíîñèòñÿ åäèíñòâåííàÿ ïàðà, îáðàçîâàííàÿ
èñõîäíîé òåîðåìîé è åå ñïèñêîì õàðàêòåðèñòèê.

Ïðîñìàòðèâàåòñÿ ðàçäåë "ãåîìåòðèÿ" áàçû òåîðåì. Â ýòîì ðàçäåëå ïðîñìàòðè-
âàþòñÿ ñòàðòîâûå òåîðåìû õ17 ÿ÷ååê âûâîäà, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "÷èñ-
ëîâîéàòîì". Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ17 âõîæäåíèÿ õ21
ñèíóñà ëèáî êîñèíóñà îò âûðàæåíèÿ "óãîë(. . .)", ïðè÷åì òàêîãî, ÷òî êàæäûé åãî
íàäòåðì, ðàñïîëæåííûé â êîíñåêâåíòå, èìååò çàãîëîâîê "óìíîæåíèå", "ïëþñ",
"ìèíóñ" ëèáî "ðàâíî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà õ17 íå ñîäåðæèò ñèìâîëà "ïëî-
ùàäü", ïîñëå ÷åãî ïàðà, îáðàçîâàííàÿ äàííîé òåîðåìîé è åå ñïèñêîì õàðàêòå-
ðèñòèê, çàíîñèòñÿ â íàêîïèòåëü õ12.

Ïî çàâåðøåíèè çàïîëíåíèÿ íàêîïèòåëÿ õ12 âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ ïåðåìåí-
íîé õ14 ñíîâà îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 èìååò 6 ïàð,
ñîîòâåòñòâóþùèõ èñõîäíîé òåîðåìå è òåîðåìàì:

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(B = C) &
¬(A = B) & ¬(A = C) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)→
l(AC) = sin(∠(ABC))l(BC))

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(B = C) &
¬(A = B) & ¬(A = C) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)→
l(AB) = cos(∠(ABC))l(BC))

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(B = C) &
¬(A = B) & ¬(A = C)→
sin(∠(BAC))l(AC) = sin(∠(ABC))l(BC))

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(B = C) & ¬(A = B) & ¬(D = E) & îêðóæíîñòü(DE)îïèñàíà
îêîëî ôèãóðà(ABC)→ 2 sin(∠(ABC))l(DE) = l(AC))

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(C = D) & ¬(A = C) & ¬(C = E) & ¬(A = B) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & ïðÿìàÿ(CE) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)→
l(CD) = 2l(AC) sin(∠(DCE)))

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ññûëîê íà 6 ïðîñòåéøèõ òåîðåì, âû-
ðàæàþùèõ óñëîâèÿ ðàâåíñòâà äâóõ óãëîâ ëèáî ðàâåíñòâà ïè èõ ñóììû: óãëû,
ïîëó÷àþùèåñÿ ðàçëè÷íûì âûáîðîì íàïðàâëÿþùèõ òî÷åê íà äâóõ ëó÷àõ, âåð-
òèêàëüíûå óãëû, ñìåæíûå óãëû, âïèñàííûå óãëû ñ îáùåé õîðäîé (2 ñëó÷àÿ),
óãëû ïðè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è ñåêóùåé (2 ñëó÷àÿ).

Â ñïèñêå õ12 âûáèðàåòñÿ íåêîòîðàÿ ïàðà õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - ïàðà äëÿ èñ-
õîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò ýòîé ïàðû. Îí
ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìîé ïðèåìà âûâîäà. Â íàøåì ïðèìåðå
ýòà òåîðåìà ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â
êîíñåêâåíò ïåðâîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû òîé æå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèè óãëà, ÷òî è õ10. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 ñîâïàëàåò ñ õ10. Ïåðåìåííîé õ19
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ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ïåðâîé äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âñòðå÷àþùèåñÿ â èñõîäíîé òåîðåìå. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ19 èìååò âèä:

∀abc(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & ¬(a = c) & ¬(a = b)→
2l(ab)l(ac) cos(∠(bac)) = l(ab)2 + l(ac)2 − l(bc)2)

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 - ñëàãàåìîå ëèáî ñîìíîæèòåëü ñëàãàåìîãî îäíîé èç ÷àñòåé
ðàâåíñòâà õ8. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ êîýôôèöèåíò ïðè ýòîì ñëàãàåìîì,
ïåðåìåííîé õ21 - íàáîð ïðî÷èõ ñëàãàåìûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà õ8, ñãðóïïèðîâàí-
íûõ â ÷àñòè, ïðîòèâîïîëîæíîé õ10. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 - "2l(AB)l(AC)", õ21
ñîñòîèò èç "l(AB)2, l(AC)2,−l(BC)2".

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â òåîðåìó õ19, ñîîòâåòñòâóþùåå âõî-
æäåíèþ õ18 â ïåðâóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäå-
íèå âûðàæåíèÿ cos(∠(bac)). Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ êîýôôèöèåíò ïðè
ñëàãàåìîì ñîäåðæàùåì õ22, ïåðåìåííîé õ24 - íàáîð ïðî÷èõ ñëàãàåìûõ ÷àñòåé
êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ19, ñãðóïïèðîâàííûõ â ÷àñòè, ïðîòèâîïîëîæíîé õ22. Â
íàøåì ïðèìåðå õ23 - "2l(ab)l(ac)", õ21 ñîñòîèò èç "l(ab)2, l(ac)2,−l(bc)2".

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ14 - ññûëêà íà âòîðóþ äîïîë-
íèòåëüíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå îíà óêàçàíà âûøå. Ïåðåìåííîé õ28 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ âòîðîé äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó è òåîðåìó õ19. Â íàøåì
ïðèìåðå õ28 èìååò âèä:

∀defgh(d− òî÷êà & e− òî÷êà & f − òî÷êà & g − òî÷êà & h− òî÷êà &
¬(d = h) & ¬(d = f) & ¬(d = e) & ¬(d = g) & òî÷êàëó÷à(d, e, f) &
òî÷êàëó÷à(d, g, h)→ ∠(edg) = ∠(fdh))

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ28. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïè-
ñîê âõîæäåíèé â õ29 ñèìâîëîâ "óãîë", è ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð
ïîäòåðìîâ äëÿ ýòèõ âõîæäåíèé. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(edg), ∠(fdh)". Ïåðå-
ìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "íàáîð(T1T2)", ãäå T1 - ïîäòåðì õ9, T2 - ïåðâûé
îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ22. Â íàøåì ïðèìåðå õ31 - òåðì "íàáîð(∠(BAC), ∠(bac))".
Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîû òåðìà õ31. Îïðåäåëÿåòñÿ
ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ32, óíèôèöèðóþùàÿ òåðì õ31 ñ òåðìîì "íà-
áîð(õ30)". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ àíòåöåäåíòîâ
èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ19. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
íàáîðà ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì õ34 ñî ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ28. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíå-
íèÿ ïîäñòàíîâêè S ê âûðàæåíèþ õ20, ïåðåìåííîé õ37 - ïðèìåíåíèÿ åå ê ñóììû
âûðàæåíèé õ21, ïåðåìåííîé õ38 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ åå ê âûðàæåíèþ õ23,
ïåðåìåííîé õ39 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ åå ê ñóììå âûðàæåíèé õ24. Åñëè ïî
âõîæäåíèþ õ10 ðàñïîëîæåí êîñèíóñ, à óòâåðæäåíèå õ29 ñîäåðæèò ñèìâîë "ïè",
òî çíàê âûðàæåíèÿ õ36 èçìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé.

Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ âûðàæåíèé õ36, õ39 è
ïðîèçâåäåíèÿ âûðàæåíèé õ37, õ38. Ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî
íóëþ îáðàáîòàííîãî íîðìàëèçàòîðîì ðàñêðûâàíèÿ ñêîáîê "ñòàíäïëþñ" âûðà-
æåíèÿ õ40. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè âûðàæåíèé õ41
íîðìàëèçàòîðîì "ñòàíä÷èñë". Â íàøåì ïðèìåðå õ42 èìååò âèä:
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(l(de)l(df)− l(dg)l(dh))(l(df)l(dg)− l(de)l(dh)) =
− (l(eg)2l(df)l(dh)− l(fh)2l(de)l(dg))

Ïîñûëêàìè îáðàùåíèé ê íîðìàëèçàòîðàì ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ35. Äëÿ
ïðîâåðêè íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ýòîãî ñïèñêà ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à
íà èññëåäîâàíèå. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ35 è êîíñåêâåíòîì
õ42. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè åå îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, õ43 -êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, ïðè÷åì ÷èñëî õ44 âõî-
æäåíèé â åå êîíñåêâåíò ñèìâîëîâ "ñèíóñ", "êîñèíóñ" õîòÿ áû íà 2 ìåíüøå ñóì-
ìàðíîãî ÷èñà âõîæäåíèé òàêèõ ñèìâîëîâ â êîíñåêâåíòû èñõîäíîé òåîðåìû è
òåîðåìû õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà êîðíåâîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè òåî-
ðåìû õ43 ìåíüøå 7, à åñëè õ44 îòëè÷íî îò 0, òî ìåíüøå 5. Çàòåì òåîðåìà õ43
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêîé "÷èñëîâîéàòîì".

8. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî, âûðàæàþùåå îäèí èç ÷èñëîâûõ àòîìîâ ÷åðåç
íåñêîëüêî äðóãèõ, äëÿ ïåðåõîäà ê ðàâíîìó êîëè÷åñòâó äðóãèõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(¬(a = b) & ¬(a = c) & ¬(b = c) & a − òî÷êà & b − òî÷êà & c − òî÷êà →
sin(∠(acb) + ∠(bac))l(bc) = sin(∠(bac))l(ac))

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(B = C) & ¬(A = B) &
¬(A = C)→ sin(∠(BAC))l(AC) = sin(∠(ABC))l(BC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(B = C) &
¬(A = B)→ ∠(ABC) = −∠(ACB)− ∠(BAC) + π)

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåíòà. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "∠(BAC), l(AC), ∠(ABC), l(BC)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíà ñïèñ-
êà õ11 íå ìåíåå 2. Â ýòîì ñïèñêå âûáèðàåòñÿ àòîì õ12, ñëîæíîñòü êîòîðîãî íå
ìåíüøå ñëîæíîñòè äðóãèõ àòîìîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(BAC)". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî àòîì õ13 èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â êîíñåêâåíò õ9. Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê àòîìà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "óãîë". Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "÷èñëîïðåä" îïðåäåëÿåò ïî õ16 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëü-
íóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïå-
ðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå
õ19 èìååò âèä:

∀abc(a − òî÷êà & b − òî÷êà & c − òî÷êà & ¬(a = c) & ¬(b = c) & ¬(a = b) →
∠(abc) = −∠(acb)− ∠(bac) + π)

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ16, ïåðåìåííîé õ22 - âõî-
æäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ21, ïåðåìåííîé
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õ24 - ñïèñîê åãî ïàðàìåòðîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ,÷òî â ñïèñîê õ24 âõîäÿ âñå ïåðå-
ìåííûå êîðíåâîé ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè òåîðåìû õ19. Ïåðåìåííîé õ25 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ êîíêàòåíàöèÿ ñïèñêà õ24 ñî ñïèñêîì ïàðàìåòðîâ òåðìà õ13. Îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà âìåñòî ïåðåìåííûõ õ25, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ13 è
õ23.Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû ïîäòåðìà õ13 òåðìà õ9 íà
ïîäòåðì õ22. Ïåðåìííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè
S ê òåðìó õ27. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè S ê àíòåóåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ÷èñëî íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ â ðàâåíñòâå õ28 ðàâíî äëèíå ñïèñ-
êà õ11. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ29 è êîíñåêâåíòîì õ28. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

9. Âàðüèðîâàíèå ýëåìåíòîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòàõ ëèøü
âíóòðè çàäàííîãî òåðìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABC(¬(A = B) & a ∈ ïðÿìàÿ(AB) & b ∈ ïðÿìàÿ(AB) & a− òî÷êà &
b− òî÷êà & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà→
l(AB)S(ôèãóðà(abC)) = l(ab)S(ôèãóðà(ABC)))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(C = D) &
¬(A = B) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB)→
2S(ôèãóðà(ABC)) = l(AB)l(CD))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(C = D) &
A ∈ ïðÿìàÿ(CD) & B ∈ ïðÿìàÿ(CD) & ¬(A = B)→
ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(CD))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Â
íàøåì ïðèìåðå - "ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD), D ∈ ïðÿìàÿ(AB)". Ïåðåìåííîé
õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òàêèõ íåêîíñòàíòíûõ íåîäíîáóêâåííûõ ïîäòåðìîâ T
óòâåðæäåíèé õ11, ÷òî êàæäûé èõ ïàðàìåòð âñòðå÷àåòñÿ â óòâåðæäåíèÿõ õ11
òîëüêî âíóòðè âõîæäåíèé ïîäòåðìà T . Â íàøåì ïðèìåðå õ12 ñîñòîèò èç åäèí-
ñòâåííîãî òåðìà "ïðÿìàÿ(AB)". Â ñïèñêå õ12 âûáèðàåòñÿ áåñïîâòîðíûé òåðì
õ13. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî òåðìà. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà
òåîðåì "ðàâíû" îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ åå êîíñåêâåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû âñòðå÷àþòñÿ â òåðìå õ17. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðå-
ìåííûå, íå âñòðå÷àþùèåñÿ â èñõîäíîé òåîðåìå. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 èìååò
âèä:

∀abcd(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & ¬(c = d) &
a ∈ ïðÿìàÿ(cd) & b ∈ ïðÿìàÿ(cd) & ¬(a = b)→ ïðÿìàÿ(ab) = ïðÿìàÿ(cd))
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Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ18, ïåðåìåííîé
õ23 - òàêàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ18, êîòîðàÿ íå âñòðå÷àåò-
ñÿ â àíòåöåäåíòàõ. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â
íàøåì ïðèìåðå õ23 - "ïðîÿìàÿ(ab)", õ24 - "ïðÿìàÿ(cd)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ24
âòðå÷àåòñÿ â àíòåöåäåíòàõ, ïðè÷åì ñïèñêè ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèé õ23 è õ24 íå
ïåðåñåêàþòñÿ. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ24.

Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ25, ïåðåâîäÿùàÿ âûðàæåíèå
õ24 â âûðàæåíèå õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî S ïðîñòî ïåðåîáîçíà÷àåò ïåðåìåííûå,
íå îòîæäåñòâëÿÿ èõ. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà R âìåñòî ïåðåìåííûõ õ25, ïå-
ðåâîäÿùàÿ òåðì õ24 â òåðì õ23. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêà õ8 ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì
õ19. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, â êîòîðûå ïîäñòàíîâ-
êà S ïåðåâîäèò ïåðåìåííûå õ25. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîä-
ñòàíîâêè â õ9 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29 òåõ òåðìîâ, íà êîòîðûå ïîäñòàíîâêà R
çàìåíÿëà ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå ñïèñêà õ25. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 - c, d;
õ29 - A, B; õ30 - ðàâåíñòâî 2S(ôèãóðà(abC)) = l(ab)l(CD).

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðàìåòð õ31 êîíñåêâåíòà õ9 èñõîäíîé òåîðåìû, èìåþùåé â
ýòîì êîíñåêâåíòå åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå, ïðè÷åì òàêîé, ÷òî îí èìååò òàê-
æå åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ30. Â íàøåì ïðèìåðå õ31 - ïåðåìåííàÿ
D. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ â ñïèñêó õ28 óòâåð-
æäåíèé õ30 è õ9. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ33 ñ ïîñûëêàìè õ32 è
öåëÿìè "èçâåñòíî", "èñêëþ÷ õ31", "íåèçâåñòíûå X", ãäå X - âñå ïàðàìåòðû ïî-
ñûëîê. Ïîñëå ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è â åå ñïèñêå ïîñûëîê ðàññìàòðèâàåòñÿ ðà-
âåíñòâî õ35, íå ñîäåðæàùåå ïåðåìåííîé õ31 è èìåþùåå êîììåíòàðèé "ñìðàâíî".
Ýòîò êîììåíòàðèé óêàçûâàåò, ÷òî ïîñûëêà áûëà ñîçäàíà ïðèåìîì, èñêëþ÷àþ-
ùèì ïàðàìåòð õ31. Â íàøåì ïðèìåðå õ35 èìååò âèä "l(AB)S(ôèãóðà(abC)) =
l(ab)S(ôèãóðà(ABC))".

Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ37. Äëÿ åãî çàïîëíåíèÿ ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëå-
äîâàíèå õ38 ñ ïîñûëêàìè õ28 è öåëÿìè "èñêëþ÷ õ31", "èçâåñòíî", "àíòåöåäåí-
òû", "íåèçâåñòíûå Y ", ãäå Y - âñå ïàðàìåòðû åå ïîñûëîê. Åñëè ïîñëå ðåøåíèÿ
çàäà÷è õ38 ïîÿâëÿþòñÿ êîììåíòàðèè ïîñûëîê "÷àñòè÷íûéîòâåò Q, óêàçûâàþ-
ùèå íàáîðû óòâåðæäåíèé Q - âîçìîæíûå âàðèàíòû îòâåòîâ, òî â íàêîïèòåëü
õ37 çàíîñÿòñÿ âñå òàêèå íàáîðû Q. Èíà÷å õ37 ïîëàãàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç åäèí-
ñòâåííîãî íàáîðà âñåõ ïîñûëîê çàäà÷è õ38, íå èìåþùèõ çàãîëîâêà "àêòèâ". Â
íàøåì ïðèìåðå èìååò ìåñòî âòîðîé ñëó÷àé.

Ïîñëå çàïîëíåíèÿ íàêîïèòåëÿ õ37 âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ38 ñíîâà îêàçûâà-
þòñÿ íå îïðåäåëåíû. Â ñïèñêå õ38 âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ38. Â íàøåì ïðèìåðå îí
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïèñîê óòâåðæäåíèé "A−òî÷êà", "B−òî÷êà", "C−òî÷êà",
"¬(A = B)", "a − òî÷êà", "b − òî÷êà", "a inïðÿìàÿ(AB)", "b inïðÿìàÿ(AB)".
Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà óäàëèòü èç ñïèñêà õ38 íå èñïîëüçóåìûå äëÿ ñîïðî-
âîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. îòðèöàíèÿ (êðîìå îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà ïðÿìûõ), òàêèå, ÷òî
áåç íèõ èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ õ35 ñîõðàíÿåòñÿ. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî, â êîòîðûõ óêàçàííîå îòðèöàíèå "íå(P )" çàìåíåíî íà
P .

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ õ31 íå âñòð÷àåòñÿ â óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ38.
Ïåðåìåííîé õ39 ïðèññàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ38 âñåõ óòâåð-
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æäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. êàê ñàìèç óòâåðæäåíèé õ38,
òàê è óòâåðæäåíèÿ õ35. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ39 è êîíñå-
êâåíòîì õ35. îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

10. Ïîïûòêà ñèëüíîãî óïðîùåíèÿ ïîäâûðàæåíèÿ ÷èñëîâîãî àòîìà, âñòðå÷àþùåãîñÿ
â êîíñåêâåíòå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcC(b− set & c− set & c ⊆ b & b ∈ ñîáûòèÿ(C) & c ∈ ñîáûòèÿ(C) &
âåðïðîñòðàíñòâî(C)→ âåðîÿòíîñòü(c, C) = âåðîÿòíîñòü(b, C)óñëâåðîÿòí(c, b, C))

èç òåîðåìû

∀ABC(A− set & B − set & A ∈ ñîáûòèÿ(C) & B ∈ ñîáûòèÿ(C) &
âåðïðîñòðàíñòâî(C)→ âåðîÿòíîñòü(A ∩B, C) =
âåðîÿòíîñòü(A, C)óñëâåðîÿòí(B, A, C))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bc(b− set & c− set & c ⊆ b→ b ∩ c = c)

Ïðîâåðÿåòñÿ îñóòñòâèå ó òåîðåìû õàðàêòåðèñòèêè "÷èñëàòîì". Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé
õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ íåâûðîæäåííûé ÷èñëîâîé àòîì êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - "âåðîÿòíîñòü(A∩B, C)". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ýòîãî
àòîìà â êîíñåêâåíò òåîðåìû. Âíóòðè âõîæäåíèå õ12 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ13
íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà, è ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ýòîãî
ïîäòåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "A∩B". Ñïðàâî÷íèê ïî-
èñêà òåîðåì "ïîãëîùàåò" îïðåäåëÿåò ïî õ14 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ
òåîðåìó. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ19 ïðåîáðàçîâàíèÿ âõî-
æäåíèÿ õ13 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ýòîò
ðåçóëüòàò îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñ-
êå âûâîäà.

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Ïîïûòêà îòáðîñèòü èçáûòî÷íîå îòðèöàíèå ðàâåíñòâà â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcde(d− òî÷êà & c− òî÷êà & e− òî÷êà & b− òî÷êà & a− òî÷êà &
l(ab) = l(ae) & l(ac) = l(ad) & a ∈ îòðåçîê(be) & a ∈ îòðåçîê(cd)→ l(bc) = l(de))

èç òåîðåìû

∀abcde(d− òî÷êà & c− òî÷êà & e− òî÷êà & b− òî÷êà & a− òî÷êà & ¬(a = e) &
l(ab) = l(ae) & l(ac) = l(ad) & a ∈ îòðåçîê(be) & a ∈ îòðåçîê(cd)→ l(bc) = l(de))

Ïðèåì óæå âñòðå÷àëñÿ ðàíåå â ñâÿçè ñ äðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Äëÿ óäîá-
ñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî îïèñàíèå. Ñðåäè àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû âûáèðàåòñÿ
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óòâåðæäåíèå õ10 âèäà "¬(x = t)", ãäå x - ïåðåìåííàÿ, íå âñòðå÷àþùàÿñÿ â âûðà-
æåíèè t. Â íàøåì ïðèìåðå - "¬(a = e)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äàííîå óòâåðæäåíèå
íå ÿâëÿåòñÿ ñîïðîâîæäàþùèì ïî î.ä.ç. äëÿ êîíñåêâåíòà ëèáî äðóãèõ àíòåöå-
äåíòîâ. Ñîçäàåòñÿ ñïèñîê õ17, ïîëó÷åííûé èç íàáîðà àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû
çàìåíîé óòâåðæäåíèÿ õ10 íà ðàâåíñòâî x = t è äîáàâëåíèåì âñåõ óòâåðæäåíèé,
íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. îòëè÷íûõ îò õ10 àíòåöåäåíòîâ. Ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà äîêàçàòü, ÷òî êîíñåêâåíò òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
óòâåðæäåíèé õ17. Ïîñëå ýòîãî ñîçäàåòñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ òåîðåìà, ïîëó÷åííàÿ
èç èñõîäíîé îòáðàñûâàíèåì àíòåöåäåíòà õ10 è äîáàâëåíèåì óòâåðæäåíèé, íåäî-
ñòàþùèõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. îñòàëüíûõ àíòåöåäåíòîâ.

2. Ïîïûòêà îòáðîñèòü èçáûòî÷íîå îòðèöàíèå ïðèíàäëåæíîñòè â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(d− òî÷êà & c− òî÷êà & a− òî÷êà & ¬(a = c) & ¬(c = d) & ¬(a = d) &
¬(b = d) & ¬(a = b) & b− òî÷êà & l(ab) = l(ad) & ∠(abd) = ∠(adc) &
áèññåêòðèñà(bacd)→ l(ac) = l(ad))

èç òåîðåìû

∀abcd(¬(b = d) & ¬(c ∈ ïðÿìàÿ(ad)) & l(ab) = l(ad) & ∠(abd) = ∠(adc) &
áèññåêòðèñà(bacd) & a−òî÷êà& b−òî÷êà& c−òî÷êà& d−òî÷êà→ l(ac) = l(ad))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â ýòîì ñïèñêå íàõîäèòñÿ
óòâåðæäåíèå õ10, èìåþùåå âèä ¬(x ∈ t)", ãäå x - ïåðåìåííàÿ, íå âñòðå÷àþùà-
ÿñÿ â âûðàæåíèè t. Â íàøåì ïðèìåðå - "c ∈ ïðÿìàÿ(ad)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
äàííîå óòâåðæäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñîïðîâîæäàþùèì ïî î.ä.ç. äëÿ êîíñåêâåíòà
ëèáî äðóãèõ àíòåöåäåíòîâ. Ñîçäàåòñÿ ñïèñîê õ17, ïîëó÷åííûé èç íàáîðà àíòå-
öåäåíòîâ òåîðåìû çàìåíîé óòâåðæäåíèÿ õ10 íà óòâåðæäåíèå x ∈ t è äîáàâëå-
íèåì âñåõ óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. îòëè÷íûõ
îò õ10 àíòåöåäåíòîâ. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà äîêàçàòü, ÷òî êîíñåêâåíò òåî-
ðåìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ17. Ïîñëå ýòîãî ñîçäàåòñÿ ðåçóëüòè-
ðóþùàÿ òåîðåìà, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé îòáðàñûâàíèåì àíòåöåäåíòà õ10 è
äîáàâëåíèåì óòâåðæäåíèé, íåäîñòàþùèõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. îñòàëü-
íûõ àíòåöåäåíòîâ.

3. Ðàçâÿçêà ïàðàìåòðîâ àíòåöåäåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcfghij(¬(b = f) & ¬(c = f) & ¬(c = h) & ¬(f = h) & ¬(f = i) &
¬(f = j) & ¬(h = j) & c ∈ ïðÿìàÿ(bf) & j ∈ ïðÿìàÿ(fi) & áèññåêòðèñà(ifbg) &
b− òî÷êà & c− òî÷êà & f − òî÷êà & g − òî÷êà & h− òî÷êà & i− òî÷êà &
j − òî÷êà & ïðÿìàÿ(bf) ⊥ ïðÿìàÿ(ch) & ïðÿìàÿ(fi) ⊥ ïðÿìàÿ(hj) &
òî÷êàëó÷à(f, g, h)→ l(hj) = l(ch))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(C = D) &
¬(A = B) & ¬(B = D) & ¬(A = C) & ¬(A = D) & áèññåêòðèñà(BACD) &
ïðÿìàÿ(BD) ⊥ ïðÿìàÿ(AB) & ïðÿìàÿ(CD) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)→ l(BD) = l(CD))
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è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bcfghij(¬(b = f) & ¬(c = f) & ¬(f = g) & ¬(f = h) & ¬(f = i) &
¬(f = j) & áèññåêòðèñà(ifbg) & b−òî÷êà & c−òî÷êà & f−òî÷êà & g−òî÷êà &
h− òî÷êà & i− òî÷êà & j − òî÷êà & òî÷êàëó÷à(f, b, c) & òî÷êàëó÷à(f, g, h) &
òî÷êàëó÷à(f, i, j)→ áèññåêòðèñà(jfch))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Âûáèðàåòñÿ ñóùåñòâåííûé
àíòåöåäåíò õ11, è ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìå-
ðå õ11 - "áèññåêòðèñà(BACD)". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "âàðîïåð" îïðåäå-
ëÿåò ïî õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâà-
èâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, èìåþùàÿ çàãîëîâîê "âàðî-
ïåð". Â íàøåì ïðèìåðå - "âàðîïåð(chj)". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ïàðàìåòðîâ òåðìà õ15, ïåðåìåííîé õ17 - êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû,
ïåðåìåííîé õ18 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà
S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ18, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ17 â òåðì õ11. Ïåðåìåííîé õ20
ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð òåðìîâ, ïîäñòàâëÿåìûõ ïîäñòàíîâêîé S âìåñòî ïåðåìåí-
íûõ íàáîðà õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - C, D,B. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå òåðìû ñïèñêà
õ20 îäíîáóêâåííûå è ñîñòîÿò èç ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð ýòèõ ïåðåìåííûõ. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð çàãîëîâêîâ àí-
òåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, èìåþùèõ ïåðåìåííûå íàáîðà õ16. Ïðî-
âåðÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå èìåþùåãî ïåðåìåííóþ íàáîðà õ21 è îòëè÷íîãî îò õ11
ñóùåñòâåííîãî àíòåöåäåíòà èñõîäíîé òåîðåìû, çàãîëîâîê êîòîðîãî íå ïðèíàä-
ëåæèò ñïèñêó õ22. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà õ11 â
èñõîäíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ24 ïîñëå-
äîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé è èñõîäíîé òåîðåì ïðè óíèôèêàöèè
êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñ àíòåöåäåíòîì õ23 èñõîäíîé. Ïåðåìåí-
íîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ24 îïåðàòî-
ðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà ýòîé òåîðåìû.
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, ïîëó÷àåìàÿ èç õ24 çàìåíîé åå àíòåöåäåíòîâ íà óòâåð-
æäåíèÿ õ25. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû.

4. Ïîïûòêà îñëàáëåíèÿ àíòåöåäåíòîâ ñ ïîìîùüþ ñèíòåçàòîðà "îñëàáë".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ghAC(¬(g = h) & ¬(g = C) & ¬(h = A) & ¬(A = C) &
¬(ïðÿìàÿ(gC) = ïðÿìàÿ(hA)) & g − òî÷êà & h− òî÷êà & A− òî÷êà &
C − òî÷êà & ðàçíûåñòîðîíû(g, C, ïðÿìàÿ(hA)) &
ðàçíûåñòîðîíû(h,A, ïðÿìàÿ(gC))→
− ∠(gCA)− ∠(hAC) + ∠(ghA) + ∠(hgC) = 0)

èç òåîðåìû

∀ghAC(¬(g = C) & ¬(h = A) & ¬(h ∈ ïðÿìàÿ(gC)) & ¬(A ∈ ïðÿìàÿ(gC)) &
g − òî÷êà & h− òî÷êà & A− òî÷êà & C − òî÷êà &
ðàçíûåñòîðîíû(g, C, ïðÿìàÿ(hA)) & ðàçíûåñòîðîíû(h,A, ïðÿìàÿ(gC))→
− ∠(gCA)− ∠(hAC) + ∠(ghA) + ∠(hgC) = 0)
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Êîíúþíêöèÿ ýòèõ àíòåöå-
äåíòîâ îáðàáàòûâàåòñÿ ñèíòåçàòîðîì "îñëàáë". Ñèíòåçàòîð èìååò ýâðèñòè÷å-
ñêèé õàðàêòåð è ïåðå÷èñëÿåò âåðñèè îñëàáëåíèÿ ïîäìíîæåñòâ àíòåöåäåíòîâ.
Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ îñëàáëÿåìûõ àíòåöåäåíòîâ, ïåðå-
ìåííîé õ12 - îñëàáëÿþùåå óòâåðæäåíèå. Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ïåðåõîä ê íîâîé
âåðñèè àíòåöåäåíòîâ ñîõðàíÿåò èñòèííîñòü òåîðåìû, ïðîâîäèòñÿ îòäåëüíî îò
äàííîãî ñèíòåçàòîðà. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - "¬(h ∈ ïðÿìàÿ(gC)) & ¬(A ∈
ïðÿìàÿ(gC))", õ12 - "¬(ïðÿìàÿ(hA) = ïðÿìàÿ(gC))". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ11, ïåðåìåííîé õ15 - ðàç-
íîñòü ñïèñêîâ õ8 è õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íàáîð õ15 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ15 óòâåðæäåíèÿ õ12. Ïåðåìåí-
íîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû. Ê ñïèñêó õ16 äîáàâëÿþòñÿ
âñå óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ýòîãî êîíñåêâåíòà ïî î.ä.ç.
Äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ P ñïèñêà õ14 ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èç óòâåðæäåíèé õ16 è ¬(P ) ñëåäóåò èñòèííîñòü êîíñåêâåíòà
õ17. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16 è êîíñåêâåíòîì õ17. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Âûâîä òåîðåìû ïóòåì äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû

1. Óñìîòðåíèå îäíîçíà÷íîé îïðåäåëèìîñòè îáúåêòà ïðè çàìåíå îäíîãî èç àíòåöå-
äåíòîâ íà êîíñåêâåíò.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(B = C) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(BC)) &
l(AB)l(CD) = l(AD)l(BC) & D ∈ îòðåçîê(AC) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà& D − òî÷êà→ ∠(ABD) = ∠(CBD))

èç òåîðåìû

∀ABCD(¬(A = B) & ¬(B = C) & ¬(ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(BC)) &
∠(ABD) = ∠(CBD) & D ∈ îòðåçîê(AC) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà& D − òî÷êà→ l(AB)l(CD) = l(AD)l(BC))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ îöåíêà ñëîæíîñòè êîíúþíêöèè àíòåöåäåíòîâ.
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ àíòåöåäåíò, îöåíêà ñëîæíîñòè êîòîðîãî ðàâíà
õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(ABD) = ∠(CBD)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äðóãèõ àíòå-
öåäåíòîâ òàêîé æå ñëîæíîñòè íåò. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå ñ ïîñûë-
êàìè õ8 è åäèíñòâåííîé öåëüþ "íåèçâåñòíûå X", ãäå X - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
ïîñûëîê. Ïîñëå åå ðåøåíèÿ ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà
îòëè÷íûõ îò õ14 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ8 ñî ñïèñêîì âñåõ ïîñûëîê, íå âõîäÿ-
ùèõ â õ8, íå èìåþùèõ çàãîëîâêà "àêòèâ" è íå ñîäåðæàùèõ ñèìâîëà "ðàâíî".
Âûáèðàåòñÿ íåêîòîðûé ïàðàìåòð õ18 óòâåðæäåíèÿ õ14, âõîäÿùèé â êîíñåêâåíò
õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - D. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ
ê ñïèñêó õ17 óòâåðæäåíèé õ14, ïîñëå ÷åãî íàáîð õ19 ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäíà-
áîð õ20 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ18, è ïîäíàáîð õ21 îñòàëüíûõ
óòâåðæäåíèé. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà
ñóùåñòâîâàíèÿ ïî õ18 íà êîíúþíêöþ óòâåðæäåíèé õ20. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà
äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ22 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ21.
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Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ24, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê
ñïèñêó õ17 óòâåðæäåíèÿ õ9. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ
çàìåíû ïåðåìåííîé õ18 íà õ24 â òåõ óòâåðæäåíèÿõ íàáîðà õ25, êîòîðûå ñîäåð-
æàò ïåðåìåííóþ õ18. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "a−òî÷êà",
"a ∈ ïðÿìàÿ(AC)", "a ∈ îòðåçîê(AC)", "l(AB)l(Ca) = l(Aa)l(BC)". Ïåðåìåí-
íîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê õ25 óòâåðæäåíèé õ26. Ïðè ïî-
ìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî ïåðåìåííûõ
õ18 è õ24 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ27. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ25 è êîíñåêâåíòîì õ14. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Óñìîòðåíèå äâóõ àëüòåðíàòèâíûõ êîíòåêñòîâ òåîðåìû è èñïîëüçîâàíèå îöåíêè
÷èñëîâîãî àòîìà äëÿ çàìåùåíèÿ àíòåöåäåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDE(¬(A = B) & ¬(C = D) & ¬(C = E) & ¬(D = E) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB)
& D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà & 0 ≤ −π/2 + ∠(CED)→
2∠(CED) + ∠(CAD) = 2π)

èç òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(D = E) & ¬(C = E) & ¬(C = D) & ¬(A = B) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ðàçíûåñòîðîíû(E, A, ïðÿìàÿ(CD))→ 2∠(CED) + ∠(CAD) = 2π)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(D = E) & ¬(C = E) & ¬(C = D) & ¬(A = B) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
îäíàñòîðîíà(A, E, ïðÿìàÿ(CD))→ 2∠(CED) = ∠(CAD))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ. Â ñïèñêå âûâîäà ñðåäè ñòàðòîâûõ òåîðåì òåêóùåé ÿ÷åéêè âûâîäà âûáèðàåò-
ñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî äëèíà
ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ10. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâàÿ ñâÿçûâàþùàÿ
ïðèñòàâêà èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ16 - äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû ýòèõ ñâÿçûâàþùèõ ïðèñòàâîê ðàâíû. Â ñïèñêå õ14 âûáèðà-
åòñÿ óòâåðæäåíèå õ17, çàãîëîâîê êîòîðîãî îòëè÷åí îò çàãîëîâêîâ óòâåðæäåíèé
ñïèñêà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "îäíàñòîðîíà(A, E, ïðÿìàÿ(CD))". Â ñïèñêå õ10
âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ18, çàãîëîâîê êîòîðîãî îòëè÷åí îò çàãîëîâêîâ óòâåð-
æäåíèé ñïèñêà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "ðàçíûåñòîðîíû(E, A, ïðÿìàÿ(CD))".
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ18 èç ñïèñ-
êà õ10, ïåðåìåííîé õ20 - ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ17 èç ñïèñêà õ14.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ20 íåïóñò, è ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
åãî ïàðàìåòðîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ19 è
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âñå ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèÿ õ18 âêëþ÷àþòñÿ â õ21. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâ-
êà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ21, ïåðåâîäÿùàÿ êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ20 â
êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ19. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðè-
ìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèþ õ18. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ
äèçúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ23 è õ17. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèþ õ9, îáðàáîòàííûé îïåðàòîðîì
"ñòàíäóïîðÿäî÷åíèå". Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
äèçúþíêöèÿ õ24 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ20.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ ïåðåìåííîé
õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ 1, à ïåðåìåííîé õ28 - óòâåðæäåíèå õ25. Âî âòîðîì ñëó÷àå
ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ 2, à ïåðåìåííîé õ28 - êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå èìååò ìåñòî âòîðîé ñëó÷àé. Ïåðåìåííîé õ29
ïðèñâàèâàåòñÿ ÷èñëîâîé àòîì óòâåðæäåíèÿ õ28, èìåþùèé â ýòîì óòâåðæäåíèè
åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(CED)". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåí-
íàÿ õ31, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a.
Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû àòîìà õ29 â óòâåðæäåíèè õ28
íà ïåðåìåííóþ õ31. Â íàøåì ïðèìåðå - "2a = ∠(CAD)". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà
îïèñàíèå õ34 ñ ïîñûëêàìè õ20 è óñëîâèÿìè õ32, "÷èñëî(õ31)". Öåëè çàäà÷è -
"ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ31", "ðàâíî", "óïðîñòèòü".
Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ35. Â íàøåì ïðèìåðå - "a = ∠(CAD)/2".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", è ñðåäè åãî êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ36 ñ ïåðåìåííîé õ31 â ëåâîé ÷àñòè.
Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà.

Äàëüøå ïðîãðàììà ïðèåìà ðàçâåòâëÿåòñÿ. Îäíà èç âåòâåé ñâÿçàíà ñ ðàññìîòðå-
íèåì íèæíèõ îöåíîê àòîìîâ, äðóãàÿ - ñ ðàññìîòðåíèåì âåðõíèõ. Âåòâè ñîâåð-
øåííî àíàëîãè÷íû, è ìû ðàññìîòðèì ëèøü âòîðóþ, èìåþùóþ ìåñòî â íàøåì
ïðèìåðå.

Ñèíòåçàòîð "âåðõíÿÿîöåíêà" îïðåäåëÿåò âåðõíþþ îöåíêó õ38 âûðàæåíèÿ õ29 è
âåðõíþþ îöåíêó õ40 âûðàæåíèÿ õ37. Â íàøåì ïðèìåðå õ38 - π, õ40 - π/2. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îöåíêè õ38 è õ40 ðàçëè÷íû, ïðè÷åì óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî õ40 ìåíüøå,
÷åì õ38. Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ íåðàâåíñòâî "ìåíüøå(õ40 õ29)". Â íà-
øåì ïðèìåðå - π/2 < ∠(CED).

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà îñëàáèòü íåðàâåíñòâî õ43. Äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ðåçóëüòàòà çàìåíû â óòâåðæäåíèè õ25 âñåõ âõîæäåíèé ïîä-
òåðìà õ29 íà õ40 ðåçóëüòàòó òàêîé æå çàìåíû â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Åñëè èç ñïèñêà óòâåðæäåíèé õ20 óñìàòðèâàåòñÿ èñòèííîñòü äàííîé
ýêâèâàëåíòíîñòè, òî çíàê íåðàâåíñòâà â òåðìå õ23 çàìåíÿåòñÿ íà íåñòðîãèé.

Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ20 íåðàâåíñòâà
õ43. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ44, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ïðè
õ27 = 1 ñëóæèò êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, èíà÷å - óòâåðæäåíèå õ25.
Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

Ñêëåéêà äâóõ òåîðåì

1. Ñêëåéêà äâóõ èìïëèêàöèé, îòëè÷àþùèõñÿ àëüòåðíàòèâíûìè àíòåöåäåíòàìè.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCDE(¬(A = B) & ¬(C = D) & ¬(C = E) & ¬(D = E) &
C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà→
l(CD) = 2 sin(∠(CED))l(AB))

èç òåîðåìû

∀ABCDE(¬(A = B) & ¬(C = D) & ¬(C = E) & ¬(D = E) &
C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
îäíàñòîðîíà(A, E, ïðÿìàÿ(CD))→ l(CD) = 2 sin(∠(CED))l(AB))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDE(¬(A = B) & ¬(C = D) & ¬(C = E) & ¬(D = E) &
C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
ðàçíûåñòîðîíû(E, A, ïðÿìàÿ(CD))→ l(CD) = 2 sin(∠(CED))l(AB))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê
åå àíòåöåäåíòîâ. Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà õ12, îò-
ëè÷íàÿ îò òåêóùåé, ó êîòîðîé íàáîð àíòåöåäåíòîâ õ14, êîíñåêâåíò õ15 è ñâÿ-
çûâàþùàÿ ïðèñòàâêà õ17 èìåþò òàêóþ æå äëèíó, êàê ó òåêóùåé òåîðåìû. Â
íàøåì ñëó÷àå ýòà òåîðåìà óêàçàíà âûøå. Â ñïèñêå õ14 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäå-
íèå õ18, çàãîëîâîê êîòîðîãî îòëè÷åí îò çàãîëîâêîâ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ10.
Â íàøåì ïðèìåðå - "ðàçíûåñòîðîíû(E, A, ïðÿìàÿ(CD))". Â ñïèñêå õ10 âûáè-
ðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ19, çàãîëîâîê êîòîðîãî íå âñòðå÷àåòñÿ ó óòâåðæäåíèé
ñïèñêà õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "îäíàñòîðîíà(A, E, ïðÿìàÿ(CD)). Ïåðåìåííîé
õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ19 èç ñïèñêà õ10, ïåðå-
ìåííîé õ21 - ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ18 èç ñïèñêà õ14. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî ñïèñîê õ21 íåïóñò. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
óòâåðæäåíèé õ20. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ20 íå èìåþò ñâÿ-
çàííûõ ïåðåìåííûõ, à âñå ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèÿ õ19 âêëþ÷àþòñÿ â ñïè-
ñîê õ22. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ22, ïåðåâîäÿùàÿ
êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ20 â êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ21. Ïåðåìåííîé
õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèþ õ19,
ïåðåìåííîé õ25 - äèçúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ24 è õ18. Â íàøåì ïðèìåðå -
"îäíàñòîðîíà(A, E, ïðÿìàÿ(CD)) ∨ ðàçíûåñòîðîíû(E, A, ïðÿìàÿ(CD))". Ïåðå-
ìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèþ
õ9. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" óòâåðæäåíèé
õ26 è õ15 ñîâïàäàþò. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
äèçúþíêöèÿ õ25 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ21. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ
ñ àíòåöåäåíòàìè õ20 è êîíñåêâåíòîì õ9. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà
êàê îáîáùåíèå èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðè ýòîì èñõîäíàÿ è äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðå-
ìû ïîìå÷àþòñÿ ñèìâîëîì "èñêëþ÷åíèå".

2. Ñêëåéêà äâóõ óòâåðæäåíèé î ðàâåíñòâå ÷èñëîâûõ àòîìîâ, âûâåäåííûõ èç òîæ-
äåñòâ äëÿ ïàðû ÷èñëîâûõ àòîìîâ.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdeABCDE(¬(a = b) & ¬(c = e) & ¬(d = e) & ¬(A = B) & ¬(C = E) &
¬(D = E) & ∠(ced) = ∠(CED) & c ∈ îêðóæíîñòü(ab) & d ∈ îêðóæíîñòü(ab) &
e ∈ îêðóæíîñòü(ab) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà &
e− òî÷êà & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà→
∠(CAD) = ∠(cad))

èç òåîðåìû

∀ABCDE(¬(D = E) & ¬(C = E) & D − òî÷êà & E − òî÷êà & C − òî÷êà &
¬(A = B) & B − òî÷êà & A− òî÷êà & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & 0 ≤ −∠(CED) + π/2 →
2∠(CED) = ∠(CAD))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDE(¬(D = E) & ¬(C = E) & D − òî÷êà & E − òî÷êà & C − òî÷êà &
¬(A = B) & B − òî÷êà & A− òî÷êà & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & 0 ≤ −π/2 + ∠(CED) →
2∠(CED) + ∠(CAD) = 2π)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò,
ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåíòà. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ10 äâóõýëåìåíòíûé. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(CED), ∠(CAD)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ïåðåìåííûõ òåîðåìû íå ïðåâîñõîäèò 5. Â ñïèñêå âûâî-
äà âûáèðàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé è èìåþùàÿ òîò
æå ñïèñîê ïåðåìåííûõ, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ14 - åå êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ óòâåð-
æäåíèÿ õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé è ñîñòîèò èç òåõ æå àòîìîâ,
÷òî è ñïèñîê õ10. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîêâ õ13 è õ8,
ïåðåìåííîé õ17 - ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ8 è õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáå ðàçíîñòè
îäíîýëåìåíòíûå. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ïåðâîé ðàçíîñòè, ïå-
ðåìåííîé õ19 - âòîðîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 èìååò âèä "0 ≤ −π/2+∠(CED)",
õ19 - "0 ≤ −∠(CED)+π/2". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ óòâåð-
æäåíèé õ18 è õ19. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ8 è õ17,
ò.å. ôàêòè÷åñêè ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ õ13 è õ10. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ðàçíîñòü
íåïóñòàÿ. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ20 -
ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ21. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ îäèí èç àòîìîâ ïà-
ðû õ10, ïåðåìåííîé õ24 - äðóãîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 - "∠(CAD)", õ24 -
"∠(CED)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå èç óòâåðæäåíèé õ9, õ14 óäàåòñÿ ÿâíî ðàç-
ðåøèòü îòíîñèòåëüíî àòîìà õ23.

Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ èñõîäíîé òåîðåìû, ïåðåìåí-
íîé õ26 - ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â õ25 ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå
ñïèñêà õ25. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåí-
íûõ õ25 íà õ26 â óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ13. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò òàêîé æå çàìåíû â óòâåðæäåíèè õ14, ïåðåìåííîé õ29 - ðåçóëüòàò äàííîé
çàìåíû â âûðàæåíèè õ23, ïåðåìåííîé õ30 - â âûðàæåíèè õ24. Â íàøåì ïðèìåðå
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õ28 èìååò âèä "2∠(ced) + ∠(cad) = 2π", õ29 - âèä "∠(cad)", õ30 - âèä "∠(cad)".
Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ8, õ27 ñ óòâåðæäåíèÿìè
õ9, õ28 è ðàâåíñòâîì âûðàæåíèé õ24, õ30. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî âûðà-
æåíèé õ23 è õ29 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ31. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ
îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ21 ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ çàìåíû â óòâåðæäåíèÿõ õ21 ïå-
ðåìåííûõ õ25 íà õ26, ê êîòîðîìó äîáàâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ24 è õ30.
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ33, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðà-
âåíñòâî âûðàæåíèé õ23 è õ29. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ñêëåéêà äâóõ îòëè÷àþùèõñÿ åäèíñòâåííûì àíòåöåäåíòîì èìïëèêàöèé ïðè ïî-
ìîùè òðåòüåé èìïëèêàöèè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdehij(¬(a = b) & ¬(c = e) & ¬(d = e) & ¬(h = j) & ¬(i = j) &
c ∈ îêðóæíîñòü(ab) & d ∈ îêðóæíîñòü(ab) & e ∈ îêðóæíîñòü(ab) &
h ∈ îêðóæíîñòü(ab) & i ∈ îêðóæíîñòü(ab) & j ∈ îêðóæíîñòü(ab) &
a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà & h− òî÷êà &
i− òî÷êà & j − òî÷êà & ïðÿìàÿ(ce) ‖ ïðÿìàÿ(hj) &
ïðÿìàÿ(de) ‖ ïðÿìàÿ(ij)→ l(hi) = l(cd))

èç òåîðåìû

∀abcdehij(¬(a = b) & b− òî÷êà & a− òî÷êà & ¬(i = j) & ¬(h = j) & i− òî÷êà &
j − òî÷êà & h− òî÷êà & ¬(d = e) & ¬(c = e) & d− òî÷êà & e− òî÷êà &
c− òî÷êà & ∠(ced) = ∠(hji) & c ∈ îêðóæíîñòü(ab) & d ∈ îêðóæíîñòü(ab) &
e ∈ îêðóæíîñòü(ab) & h ∈ îêðóæíîñòü(ab) & i ∈ îêðóæíîñòü(ab) &
j ∈ îêðóæíîñòü(ab)→ l(hi) = l(cd))

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀abcdehij(¬(a = b) & ¬(c = e) & ¬(d = e) & ¬(h = j) & ¬(i = j) &
∠(ced) + ∠(hji) = π & c ∈ îêðóæíîñòü(ab) & d ∈ îêðóæíîñòü(ab) &
e ∈ îêðóæíîñòü(ab) & h ∈ îêðóæíîñòü(ab) & i ∈ îêðóæíîñòü(ab) &
j ∈ îêðóæíîñòü(ab) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà &
e− òî÷êà & h− òî÷êà & i− òî÷êà & j − òî÷êà→ l(hi) = l(cd))

∀ABCDEF (A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
F − òî÷êà & ¬(E = F ) & ¬(B = C) & ¬(D = E) & ¬(A = B) &
ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(DE) & ïðÿìàÿ(BC) ‖ ïðÿìàÿ(EF )→
∠(ABC) = ∠(DEF ) ∨ ∠(ABC) + ∠(DEF ) = π)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Â ñïèñêå âûâîäà âûáèðàåòñÿ ïåðâàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, èìåþùàÿ õàðàê-
òåðèñòèêó "÷èñëîâîéàòîì" è îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
êîðíåâûå ñâÿçûâàþùèå ïðèñòàâêè èñõîäíîé è ïåðâîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåì
ñîâïàäàþò. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ ïåðâîé äîïîë-
íèòåëüíîé òåîðåìû Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ13 è õ8,
ïåðåìåííîé õ15 - ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ8 è õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáå ðàçíîñòè îäíî-
ýëåìåíòíûå. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò ïåðâîé äîïîëíèòåëüíîé
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òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ ýëåìåíòîâ ñïèñêîâ õ14 è
õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(ced) + ∠(hji) = π ∨ ∠(ced) = ∠(hji)". Ïåðåìåííîé
õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêîâ õ8 è õ13. Ïîâåðÿåòòñÿ, ÷òî îíî íåïóñòîå.
Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ äèçúþíêöèè õ17 îòíîñè-
òåëüíî ïîñûëîê õ18. Â íàøåì ïðèìåðå - "π + ∠(ced) + ∠(hji) = 0 ∨ ∠(ced) =
∠(hji)". Ïðîâåðÿåòñÿ, óòâåðæäåíèÿ õ9 è õ16 ñîâïàäàþò, à óòâåðæäåíèå õ20 èìå-
åò çàãîëîâîê "èëè". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ17 - äèçúþíêöèÿ ðàâåíñòâ. Ïåðåìåííîé
õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ óòâåðæäåíèÿ õ20.
Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(ced), ∠(hji)". Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ëî-
ãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ çàãîëîâêàìè àòîìîâ õ21. Â íàøåì ïðèìåðå -
åäèíñòâåííûé ñèìâîë "óãîë". Â ñïèñêå õ22 âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ23. Ñïðàâî÷-
íèê ïîèñêà òåîðåì "÷èñëà" îïðåäåëÿåò ïî õ23 óêàçàííóþ âûøå âòîðóþ äîïîë-
íèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
ïåðåìåííûõ âòîðîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñ-
õîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ26 ñîâïàäàåò ñî âòîðîé äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìîé. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ26, ïåðåìåííîé
õ30 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ17 è õ29. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî
ïåðåìåííûõ õ30, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ17 è õ29. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì ñïèñêà õ18
è ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû õ26. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðè-
ìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèþ õ9. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåí-
òàìè õ32 è êîíñåêâåíòîì õ33. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà"
è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

4. Èñïîëüçîâàíèå äâóõ ðàâåíñòâ ñ äâóì ÷èñëîâûìè àòîìàìè äëÿ èñêëþ÷åíèÿ èõ
îáùåãî àòîìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀eABCDE(¬(e = C) & ¬(e = D) & ¬(A = B) & ¬(C = D) & ¬(C = E) &
¬(D = E) & e ∈ îêðóæíîñòü(AB) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & e− òî÷êà & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
ðàçíûåñòîðîíû(e, E, ïðÿìàÿ(CD))→ ∠(CeD) + ∠(CED) = π)

èç òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(D = E) & ¬(C = E) & ¬(C = D) & ¬(A = B) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
ðàçíûåñòîðîíû(E, A, ïðÿìàÿ(CD))→ 2∠(CED) + ∠(CAD) = 2π)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDE(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
¬(D = E) & ¬(C = E) & ¬(C = D) & ¬(A = B) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
D ∈ îêðóæíîñòü(AB) & E ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
îäíàñòîðîíà(A, E, ïðÿìàÿ(CD))→ 2∠(CED) = ∠(CAD))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò,
ïåðåìåííîé õ10 - ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåíòà. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ10 äâóõýëåìåíòíûé. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(CED), ∠(CAD)".
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Ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ðàâåíñòâà ñðåäè àíòåöåäåíòîâ. Â ñïèñêå âûâîäà âûáè-
ðàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé è ÿâëÿþùàÿñÿ îäíîé èç
ñòàðîòâûõ òåîðåì ÿ÷åéêè âûâîäà. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ó íåå õàðàêòåðèñòèêè
"÷èñëîâîéàòîì". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè àíòåöåäåíòîâ è êîðíåâûå ñâÿçûâàþ-
ùèå ïðèñòàâêè èñõîäíîé è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåì èìåþò îäèíàêîâûå äëèíû.
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîðçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîë-
íèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âñòðå÷àþùèåñÿ â èñõîäíîé òåîðåìå. Â
íàøåì ïðèìåðå õ13 èìååò âèä:

∀abcde(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà &
¬(d = e) & ¬(c = e) & ¬(a = b) & ¬(c = d) & c ∈ îêðóæíîñòü(ab) &
d ∈ îêðóæíîñòü(ab) & e ∈ îêðóæíîñòü(ab) &
îäíàñòîðîíà(a, e, ïðÿìàÿ(cd))→ 2∠(ced) = ∠(cad))

Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ13, ïåðåìåííîé
õ15 - åå êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñ-
ëîâûõ àòîìîâ òåðìà õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - ∠(ced), ∠(cad). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
ñïèñîê õ16 äâóõýëåìåíòíûé, ïðè÷åì íàáîð çàãîëîâêîâ àòîìîâ õ10 îòëè÷àåòñÿ
îò íàáîðà çàãîëîâêîâ àòîìîâ õ16 ëèøü âîçìîæíûì èçìåíåíèåì ïîðÿäêà. Ïåðå-
ìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îäèí èç àòîìîâ ïàðû õ10, ïåðåìåíîé õ18 - äðóãîé. Â
íàøåì ïðèìåðå õ17 - ∠(CAD), õ18 - ∠(CED). Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðàçíîñòü ñïèñêîâ ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ18 è õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà íåïóñòà.
Â íàøåì ïðèìåðå ýòà ðàçíîñòü ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé E. Ïåðå-
ìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ íàáîðà õ8, èìåþùèõ íå ìåíåå
äâóõ ïàðàìåòðîâ è íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ19. Â íàøåì ïðèìåðå
- "¬(C = D)", "¬(A = B)", "C ∈ îêðóæíîñòü(AB)", "D ∈ îêðóæíîñòü(AB)".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå íå âîøåäøèå â ñïèñîê õ19 ïåðåìåííûå êîðíåâîé ñâÿçû-
âàþùåé ïðèñòàâêè èñõîäíîé òåîðåìû ñóòü ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé õ20. Ïåðå-
ìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îäèí èç àòîìîâ ïàðû õ16, ïåðåìåííîé õ22 - äðóãîé
àòîì. Â íàøåì ïðèìåðå õ21 - ∠(cad), õ22 - ∠(ced). Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðàçíîñòü ñïèñêîâ ïàðàìåòðîâ òåðìîâ õ22 è õ19. Â íàøåì ïðèìåðå îíà
ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé e. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû ñïèñêîâ õ23 è
õ19 ðàâíû.

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé íàáîðà õ14, èìåþùèõ íå
ìåíåå äâóõ ïàðàìåòðîâ è íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûõ íàáîðà õ23. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ24 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "¬(a = b)", "¬(c = d)", "c ∈ îêðóæíîñòü(ab)",
"d ∈ îêðóæíîñòü(ab)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû ñïèñêîâ õ20 è õ24 ðàâíû. Ïå-
ðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ20 àòîìà õ17, à
ïåðåìåííîé õ26 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ24 àòîìà õ21. Ïåðåìåííîé
õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ íàáîðà õ26. Â íàøåì ïðèìåðå
- a, b, c, d. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ27, ïåðåâîäÿùàÿ
òåðìû õ26 â íåêîòîðûå òåðìû ñïèñêà õ25. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âìåñòî ðàçëè÷íûõ
ïåðåìåííûõ îíà ïîäñòàâëÿåò ðàçëè÷íûå âûðàæåíèÿ. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàè-
âàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ8 ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè
S ê ýëåìåíòàì ðàçíîñòè ñïèñêîâ õ14 è õ24. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèþ õ15.

Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ32, íå âõîäÿùàÿ â óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ30 è â óòâåð-
æäåíèÿ õ9, õ31. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âñåõ âõîæäåíèé àòîìà õ17 â óòâåðäåíèå õ9 íà ïåðåìåííóþ
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õ32. Â íàøåì ïðèìåðå - "2∠(CED)+a = 2π". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå, ïî-
ñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ30, à óñëîâèÿìèè - óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà
õ33 è óòâåðæäåíèå "÷èñëî(õ32)". Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîò-
âåò", "óïðîñòèòü", "ðàâíî", "íåèçâåñòíûå õ32". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåí-
íîé õ36. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "a = 2(−∠(CED) + π)". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ36 - ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ32 â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âñåõ
âõîæäåíèé àòîìà õ17 â óòâåðæäåíèå õ31 íà âûðàæåíèå õ37. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - "2∠(CeD) = 2(−∠(CED) + π)". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ30 è êîíñåêâåíòîì õ38. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè
ýòîé èìïëèêàöèè îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Â ñïèñêå êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
óòâåðæäåíèÿ õ39 âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ40. Åñëè ýòîò ýëåìåíò - êâàíòîðíàÿ èì-
ïëèêàöèÿ, òî ïðèïîìîùè çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå åå ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ ïðîâå-
ðÿåòñÿ íà íåïðîòèâîðå÷èâîñòü. Çàòåì îí îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìàí-
òåöåäåíòû", è ïðåîáðàçîâàíààÿ òàêèì îáðàçîì èìïëèêàöèÿ ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ40. Äàëåå òåîðåìà õ40 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òåîðåìå

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ àòîìàðíûõ ïîäâûðàæå-
íèé ñ çàäàííûì çàãîëîâêîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bc(Âåêòîð(b) & Âåêòîð(c) & îäíîíàïðàâëåíû(b, c)→ äëèíà(b + c) = äëèíà(b) +
äëèíà(c))

èç òåîðåìû

∀adA(¬(d = A) & a − òî÷êà & d − òî÷êà & A − òî÷êà & òî÷êàëó÷à(A, d, a) →
äëèíà(âåêòîð(Aa) + âåêòîð(Ad)) = äëèíà(âåêòîð(Aa)) + äëèíà(âåêòîð(Ad)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(Âåêòîð(a)↔ ∃AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & a = âåêòîð(AB)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ10 - ðàñïîëî-
æåííîå â êîíñåêâåíòå òåîðåìû íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà õ11, ïðåäñòàâëÿþ-
ùåãî ñîáîé àòîìàðíîå âûðàæåíèå. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - "âåêòîð(Aa)". Ïå-
ðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ13 - çàãîëîâîê
âûðàæåíèÿ õ11. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé ñ çà-
ãîëîâêîì õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "Âåêòîð". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèìâîë
õ15 îòëè÷åí îò ñèìâîëîâ "÷èñëî", "ìíîæåñòâî", "ñëîâî". Ïåðåìåííîé õ16 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àòîìàðíûõ ïîäâûðàæåíèé êîíñåêâåíòà, èìåþùèõ òèï õ15. Â
íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(Aa)" è "âåêòîð(Ad)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìîâ íàáîðà õ16.

Äàëåå íà÷èíàåòñÿ öèêë êîððåêöèè óòâåðæäåíèÿ õ12 íà ñëó÷àé íàëè÷èÿ â íåì
íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ, íå ñâÿçàííûõ ñ àòîìàðíûìè âûðàæåíèÿìè
õ16. Â íàøåì ïðèìåðå òàêèõ íåò, îäíàêî åñëè îíè åñòü, ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïî-
ïûòêà âûðàçèòü èõ ÷åðåç àòîìàðíûå âûðàæåíèÿ õ16. Ñîñòàâëÿåòñÿ ñïèñîê õ18
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íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, íå ñîäåðæàùèõ ïîäâû-
ðàæåíèé ñïèñêà õ16. Åñëè ñïèñîê õ18 íåïóñò è åãî ïàðàìåòðû âêëþ÷àþòñÿ â
ñïèñîê õ17, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííûå ñïèñêà õ17 âñòðå÷àþòñÿ â òåðìå
õ12 òîëüêî âíóòðè âõîæäåíèé âûðàæåíèé ñïèñêîâ õ16, õ18. Òîãäà âûáèðàåò-
ñÿ ñïèñîê õ19 íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî
ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ16,à òàêæå ñïèñîê õ20 íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó
è â ñïèñîê õ19 ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ18. Ïåðåìåí-
íîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ8 ñî ñïèñêîì ðàâåíñòâ âûðàæåíèé
õ16 ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì ñïèñêà õ19. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê ðàâåíñòâ ÷èñëîâûõ àòîìîâ õ18 ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì ñïèñêà
õ20. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ21 è óñëîâèÿìè õ22. Öåëè çà-
äà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íîðìòåîðåìà", "íåèçâåñòíûå õ20",
"èçâåñòíî õ19". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ24. Åñëè îí îòëè÷åí îò ñèì-
âîëà "îòêàç", òî ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
îòâåòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñïèñêå äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé ñïèñêà õ20 èìå-
åòñÿ ðàâåíñòâî, âûðàæàþùåå åå ÷åðåç íåêîòîðîå âûðàæåíèå. Ïåðåìåííîé õ26
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê òàêèõ âûðàæåíèé. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè àòîìàðíûõ âûðàæåíèé õ16 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ19 â
âûðàæåíèÿ õ26. Îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàò õ29 çàìåíû â òåðìå õ12 âñåõ ÷èñëî-
âûõ àòîìîâ ñïèñêà õ18 íà ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ ñïèñêà õ26, ïîñëå ÷åãî
ïåðåìåííîé õ12 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ29.

Ïî çàâåðøåíèè óêàçàííîé ïîïûòêè êîððåêöèè óòâåðæäåíèÿ õ12 âñå ïåðåìåí-
íûå íà÷èíàÿ ñ õ18 ñíîâà îêàçûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïå-
ðåìåííûå ñïèñêà õ17 âñòðå÷àþòñÿ â óòâåðæäåíèè õ12 òîëüêî âíóòðè âõîæäåíèé
àòîìàðíûõ âûðàæåíèé õ16.

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïàðàìîïèñàíèå" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ15 óêà-
çàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýý êîíñåêâåíò - ýêâè-
âàëåíòíîñòü, çàãîëîâêîì ëåâîé ÷àñòè êîòîðîé ñëóæèò ñèìâîë õ15. Ïåðåìåííîé
õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïðàâîé ÷àñòè äàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ22 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ, ïåðå-
ìåííîé õ23 - åäèíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè êâàíòîðà. Â
ñïèñêå õ22 âûáèðàåòñÿ ðàâåíñòâî õ24 ñ ïåðåìåííîé õ23 â ëåâîé ÷àñòè. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "a = âåêòîð(AB)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì ïðàâîé ÷àñòè
äàííîãî ðàâåíñòâà ñëóæèò ñèìâîë õ13. Âûáèðàåòñÿ ñïèñîê õ25 íå âõîäÿùèõ â
èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ16. Â íà-
øåì ïðèìåðå - ñïèñîê b, c. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â
óòâåðæäåíèè õ12 àòîìàðíûõ âûðàæåíèé õ16 íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå
õ225. Â íàøåì ïðèìåðå - "äëèíà(b + c) = äëèíà(b) + äëèíà(c)".

Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ28. Ïåðåìåí-
íîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå óòâåðæäåíèé íàáîðà õ8, ïàðàìåòðû êîòî-
ðûõ âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ29, ñ óòâåðæäåíèÿìè âèäà "õ15(X)" äëÿ âñåõ ïå-
ðåìåííûõ X ñïèñêà õ25. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå óòâåð-
æäåíèé íàáîðà õ8, ïàðàìåòðû êîòîðûõ íå âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ29, ñ ðàâåí-
ñòâàìè àòîìàðíûõ âûðàæåíèé õ16 ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì ñïèñêà õ25.
Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçíîñòü ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ31 è ïà-
ðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ28. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ30 è
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óñëîâèÿìè õ31. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå
õ32", "ïàðàìåòðû õ32", "èñêëþ÷". Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè ñóòü "Âåêòîð(b)",
"Âåêòîð(c)". Óñëîâèÿ ñóòü "¬(d = A)", "a − òî÷êà", "d − òî÷êà", "A − òî÷êà",
"òî÷êàëó÷à(A, d, a)", "âåêòîð(Aa) = b", "âåêòîð(Ad) = c". Íåèçâåñòíûå ñóòü
a, d, A. Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ34. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"¬(c = âåêòîð0) & îäíîíàïðàâëåíû(b, c)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò
ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ30 ñî
ñïèñêîì êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ34. ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àí-
òåöåäåíòàìè õ35 è êîíñåêâåíòîì õ28. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Âûâîä êâàçèïðîòîêîëîâ

1. Âûâîä äèçúþíêöèè äëÿ ðàçáîðà ñëó÷àåâ, ïîçâîëÿþùåãî âûïèñàòü ñîîòíîøåíèå
äëÿ çàäàííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñîçäàíèå êâàçèïðîòîêîëà

∀abAC(àêòèâ(l(bA)) & àêòèâ(l(aC)) & àêòèâ(l(ab)) & àêòèâ(l(AC)) & ¬(a = b) &
¬(a = C) & ¬(b = A) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & A− òî÷êà & C − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(ab) ⊥ ïðÿìàÿ(aC) & ïðÿìàÿ(aC) ‖ ïðÿìàÿ(bA)→
ðàçíûåñòîðîíû(A, C, ïðÿìàÿ(ab)) ∨ îäíàñòîðîíà(A, C, ïðÿìàÿ(ab)))

èç òåîðåìû

∀abAC(¬(a = b) & ¬(a = C) & ¬(b = A) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & A− òî÷êà &
C − òî÷êà & ïðÿìàÿ(ab) ⊥ ïðÿìàÿ(aC) & ïðÿìàÿ(aC) ‖ ïðÿìàÿ(bA) &
îäíàñòîðîíà(A, C, ïðÿìàÿ(ab))→ (−l(bA) + l(aC))2 + l(ab)2 = l(AC)2)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abAC(¬(a = b) & ¬(a = C) & ¬(b = A) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & A− òî÷êà &
C − òî÷êà & ïðÿìàÿ(ab) ⊥ ïðÿìàÿ(aC) & ïðÿìàÿ(aC) ‖ ïðÿìàÿ(bA) &
ðàçíûåñòîðîíû(A, C, ïðÿìàÿ(ab))→ (l(bA) + l(aC))2 + l(ab)2 = l(AC)2)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Â òåêóùåì ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà ñ õàðàêòåðèñòè-
êîé "÷èñëîâîéàòîì", îòëè÷íàÿ îò èñõîäíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîðíå-
âûå ñâÿçûâàþùèå ïðèñòàâêè èñõîäíîé è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåì îäèíàêîâû. Ïå-
ðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïå-
ðåìåííîé õ14 - ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ13 è õ8, ïåðåìåííîé õ15 - ðàçíîñòü ñïèñêîâ õ8
è õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáå ðàçíîñòè îäíîýëåìåíòíûå. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàè-
âàåòñÿ êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïåðåìåííîé õ17 - äèçúþíêöèÿ ýëå-
ìåíòîâ ñïèñêîâ õ14 è õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "ðàçíûåñòîðîíû(A, C, ïðÿìàÿ(ab))
∨ îäíàñòîðîíà(A, C, ïðÿìàÿ(ab)))". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå
ñïèñêîâ õ8 è õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî íåïóñòî. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ äèçúþíêöèè õ17 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ18 ïðè ïîìîùè
çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå. Â íàøåì ïðèìåðå - êîíñòàíòà "èñòèíà". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" êîíñåêâåíòîâ èñõîäíîé è
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåì ðàçëè÷íû. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ õ20. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè ýëåìåíòàðíû.
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Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîí-
ñåêâåíòà õ9, ïåðåìåííîé õ23 - ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîí-
ñåêâåíòà õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáà ñïèñêà ñîäåðæàò îäíè è òå æå àòîìû. Ïå-
ðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà óòâåðæäåíèé "àêòèâ(P )" äëÿ
âñåâîçìîæíûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ P íàáîðà õ22 ñî ñïèñêàìè õ18 è õ21. Ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ24 è êîíñåêâåíòîì õ17, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè "äèçúþíêöèÿ" è "òåîðåìàïðèåìà".

3.145 Õàðàêòåðèñòèêà "÷èñëîïðåä"

Õàðàêòåðèñòèêîé "÷èñëîïðåä(N)" ñíàáæàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, âûðàæàþùèå óòâåð-
æäåíèå ÷åðåç ïàðàìåòðû êîîðäèíàò. N - íàïðàâëåíèå çàìåíû.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïåðåõîä ê èìïëèêàöèè, óñìàòðèâàþùåé ñâîéñòâî îáúåêòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdefEK(êîîðä(E, K) = setxy(f + ax2 + bxy + cy2 + dx + ey = 0 & x− ÷èñëî &
y−÷èñëî) & (a+c)(4acf +bde−ae2−cd2−fb2) < 0 & 0 < 4ac−b2 & a−÷èñëî &
b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & ïðÿìêîîðä(K)→
ýëëèïñ(E))

èç òåîðåìû

∀EKabcdef (a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî &
f −÷èñëî & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(E, K) = setxy(ax2 + bxy + cy2 +dx+ey +f =
0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)→ ýëëèïñ(E)↔ b2 − 4ac < 0 & (a + c)(4acf + bde−
ae2 − cd2 − fb2) < 0)

Õàðàêòåðèñòèêà - "÷èñëîïðåä(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿå-
ìàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè, ïåðåìåííîé õ12 - çàìåíÿþùàÿ. Ñîçäàåòñÿ èìïëè-
êàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ8 è óòâåðæäåíèå
õ12, à êîíñåêâåíòîì - õ11. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïåðåõîä ê èìïëèêàöèè, âûâîäÿùåé ñîîòíîøåíèå äëÿ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdxyABCK(¬(A = B) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) &
êîîðä(C, K) = (x, y) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→ (c− a)(y − b)− (d− b)(x− a) = 0)

èç òåîðåìû

∀ABCKabcdxy(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) &
¬(A = B) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) &
êîîðä(C, K) = (x, y)→ C ∈ ïðÿìàÿ(AB)↔ (c− a)(y − b) = (d− b)(x− a))
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Õàðàêòåðèñòèêà - "÷èñëîïðåä(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿ-
åìàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè, ïåðåìåííîé õ12 - çàìåíÿþùàÿ. Ïåðåìåííîé õ15
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ12 ïðè ïîìîùè âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ8 è õ11. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ8, õ11 è êîíñåêâåíòîì õ15. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3. Ïåðåõîä ê èìïëèêàöèè, âûâîäÿùåé èç îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ ñîîòíîøåíèå
äëÿ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdxyABCK(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) &
¬(A = B) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) &
êîîðä(C, K) = (x, y) & ¬(C ∈ ïðÿìàÿ(AB))→ ¬((c−a)(y−b)−(d−b)(x−a) = 0))

èç òåîðåìû

∀ABCKabcdxy(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) &
¬(A = B) & êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d) &
êîîðä(C, K) = (x, y)→ C ∈ ïðÿìàÿ(AB)↔ (c− a)(y − b) = (d− b)(x− a))

Õàðàêòåðèñòèêà - "÷èñëîïðåä(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿ-
åìàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè, ïåðåìåííîé õ12 - çàìåíÿþùàÿ. Ïåðåìåííîé õ15
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ õ12 ïðè ïîìîùè
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ8 è "íå(õ11)". Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ8, "íå(õ11)" è êîíñåêâåíòîì õ15. Îíà
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òåîðåìå

1. Èñïîëüçîâàíèå ÿâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcefpqACK(¬(A = C) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AC), K) = setxy(c + ax + by = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(âåêòîð(ef), K) = (p, q) & a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & f − òî÷êà & A− òî÷êà & C − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→
ïðÿìàÿ(AC) ‖ âåêòîð(ef)↔ ap + bq = 0)

èç òåîðåìû

∀abcABCKpq(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & A− òî÷êà & C − òî÷êà &
ñèñòêîîðä(K) & Âåêòîð(B) & ¬(A = C) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AC), K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(B, K) = (p, q) →
ïðÿìàÿ(AC) ‖ B ↔ ap + bq = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû
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∀a(Âåêòîð(a)↔ ∃AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & a = âåêòîð(AB)))

Õàðàêòåðèñòèêà - "÷èñëîïðåä(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â íåì âûáèðàåòñÿ óòâåð-
æäåíèå õ9 âèäà P (X), ãäå P - ïðåäèêàòíûé ñèìâîë, X - ïåðåìåííàÿ. Â íà-
øåì ïðèìåðå õ9 èìååò âèä "Âåêòîð(B)". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïàðàìî-
ïèñàíèå" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó P óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà
ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 èìååò âèä:

∀d(Âåêòîð(d)↔ ∃ef (e− òî÷êà & f − òî÷êà & d = âåêòîð(ef)))

Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñå-
êâåíòå òåîðåìû õ14, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê P . Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðâûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îïåðàíä - ïåðåìåííàÿ.
Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
ïðîòèâîïîëîæíîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ. Â ýòîì ñïèñêå íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî
õ20 ñ ïåðåìåííîé õ18 â îäíîé ÷àñòè è íåêîòîðûì âûðàæåíèåì õ23 â äðóãîé.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òåîðåìà õ14 íå èìååò àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ23 âìåñòî ïåðåìåííîé X
â îòëè÷íûå îò õ9 óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ8. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ24
ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ24 ñî ñïèñêîì îòëè÷íûõ îò õ20 ýëåìåíòîâ
íàáîðà õ19. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ26 è êîíñåêâåíòîì õ25.
Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âû-
âîäà.

2. Èñïîëüçîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ñòàíäàðòíîãî îáî-
çíà÷åíèÿ îáúåêòîâ äàííîãî òèïà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdpqBK(êîîðä(d,K) = setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
êîîðä(B, K) = (p, q) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & Ïðÿìàÿ(d) &
ñèñòêîîðä(K) & Âåêòîð(B)→ d ‖ B ↔ ap + bq = 0)

èç òåîðåìû

∀abcABCKpq(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & A− òî÷êà & C − òî÷êà &
ñèñòêîîðä(K) & Âåêòîð(B) & ¬(A = C) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AC), K) =
setxy(ax + by + c = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(B, K) = (p, q) →
ïðÿìàÿ(AC) ‖ B ↔ ap + bq = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀A(Ïðÿìàÿ(A)↔ ∃BC(B−òî÷êà & C−òî÷êà & ¬(B = C) & A = ïðÿìàÿ(BC)))

Õàðàêòåðèñòèêà - "÷èñëîïðåä(âòîðîéòåðì)".
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Â ýòîì ñïèñêå íàõîäèòñÿ
ðàâåíñòâî õ11, â ëåâîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ îáîçíà÷åíèå êîîðäèíàò õ12 íåêîòîðî-
ãî îáúåêòà õ13, îáîçíà÷åíîãî âûðàæåíèåì, îòëè÷íûì îò ïåðåìåííîé. Â íàøåì
ïðèìåðå õ11 èìååò âèä "êîîðä(ïðÿìàÿ(AC), K) = setxy(ax + by + c = 0 & x −
÷èñëî & y − ÷èñëî)", õ12 - ñèìâîë "êîîðä", õ13 - âûðàæåíèå "ïðÿìàÿ(AC)".
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè
â êîíñåêâåíòå èñõîäíîé òåîðåìû. Âíóòðè íåãî ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ15
âûðàæåíèÿ õ13. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ15. Â
íàøåì ïðèìåðå - "ïðÿìàÿ". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "íàçûâàòü" îïðåäåëÿåò
ïî õ16 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðå-
ìåííûå, íå âñòðå÷àþùèåñÿ â èñõîäíîé òåîðåìå. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 èìååò
âèä:

∀d(Ïðÿìàÿ(d)↔ ∃ef (e− òî÷êà & f − òî÷êà & ¬(e = f) & d = ïðÿìàÿ(ef)))

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïðàâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîí-
ñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ21 - êâàíòîð ñóùåñòâî-
âàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà, ïåðåìåí-
íîé õ23 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùå-
ñòâîâàíèÿ. Â ñïèñêå õ23 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ24, çàãîëîâîê ïðàâîé ÷àñòè êî-
òîðîãî - ñèìâîë õ16. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòà ïðàâàÿ ÷àñòü. Îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ22, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ25
è 13. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòà-
íîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì õ23. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöå-
äåíòîâ òåîðåìû õ19. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ29 ñ
óòâåðæäåíèÿìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. ëåâîé ÷àñòè êîí-
ñåêâåíòà òåîðåìû õ19, ê êîòîðîìó äîáàâëÿåòñÿ ñàìà ýòà ëåâàÿ ÷àñòü. Ðåøàåòñÿ
çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ30 è óñëîâèÿìè õ28. Öåëè çàäà÷è - "ïîë-
íûé","ïîïûòêàñïóñêà", "ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå X", ãäå X - ñïèñîê ïàðà-
ìåòðîâ òåðìà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå ïîñûëêè - "d − set", "Ïðÿìàÿ(d)"; óñëî-
âèÿ - "A − òî÷êà", "C − òî÷êà", "¬(A = C)", "A ∈ d"; íåèçâåñòíûå - A, C.
Îòâåò çàäà÷è ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ32. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"C ∈ d & A− òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = C) & A ∈ d". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò
îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", è ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ ýòîãî îòâåòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ãëóáèíû âõîæäåíèé íåèçâåñòíûõ
çàäà÷è â óòâåðæäåíèÿ õ33 (ñ òî÷íîñòüþ äî îòáðàñûâàíèÿ êîðíåâîãî îòðèöàíèÿ)
ðàâíû 1. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ èñ-
õîäíîé òåîðåìû ñ ëåâîé ÷àñòüþ ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ19.
Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä óêàçàííîé ëåâîé ÷àñòè. Â íà-
øåì ïðèìåðå - d. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäå-
íèÿ õ15 â êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû íà âûðàæíèå õ35. Â íàøåì ïðèìåðå
- "d ‖ B ↔ ap + bq = 0". Ïðåäïðèíèìàåòñÿ çàìåíà íà âûðàæåíèå d âñåõ âõî-
æäåíèé òåðìà õ13 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ34. Ïåðåìåííîé õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ34 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî
ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ36. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ37 è êîíñåêâåíòîì õ36. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðå-
ãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.



3.145. Õàðàêòåðèñòèêà "÷èñëîïðåä" 1375

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ âàðüèðîâàíèÿ òåêóùåé òåî-
ðåìû

1. Ïîïûòêà ïîëó÷åíèÿ èìïëèêàöèè, âûâîäÿùåé îãðàíè÷åíèå íà ïàðàìåòðû ïðè
óñìîòðåíèè ðàçëè÷èÿ îáúåêòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdefhijkGK(êîîðä(ïðÿìàÿ(hi), K) = setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(jk), K) = setuv(f + du + ev = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî &
f − ÷èñëî & ñèñòêîîðä(K) & h− òî÷êà & i− òî÷êà & j − òî÷êà & k − òî÷êà &
¬(j = k) & ¬(h = i) & G ∈ ïðÿìàÿ(hi) & G ∈ ïðÿìàÿ(jk) &
¬(ïðÿìàÿ(hi) = ïðÿìàÿ(jk))→ ¬(ae− bd = 0))

èç òåîðåìû

∀abcdefhijkK(¬(h = i) & ¬(j = k) & êîîðä(ïðÿìàÿ(hi), K) =
setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(jk), K) = setuv(f + du + ev = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) &
a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî &
h− òî÷êà & i− òî÷êà & j − òî÷êà & k − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→
ïðÿìàÿ(hi) ‖ ïðÿìàÿ(jk)↔ ae− bd = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABEFG(A− òî÷êà & B − òî÷êà & E − òî÷êà & F − òî÷êà & ¬(E = F ) &
¬(A = B) & ïðÿìàÿ(AB) ‖ ïðÿìàÿ(EF ) & G ∈ ïðÿìàÿ(AB) &
G ∈ ïðÿìàÿ(EF )→ ïðÿìàÿ(AB) = ïðÿìàÿ(EF ))

Õàðàêòåðèñòèêà - "÷èñëîïðåä(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿå-
ìàÿ ÷àñòü, ïåðåìåííîé õ12 - çàãîëîâîê çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Â íàøåì ïðèìåðå -
ñèìâîë "ïàðàëëåëüíû". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü íåîäíîáóêâåííàÿ,
è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê åå ïåðâîãî îïåðàíäà. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ñèìâîë "ïðÿìàÿ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îñòàëüíûå îïåðàíäû èìåþò òîò æå
çàãîëîâîê. Ñïðàâî÷íèê "ðàçíûåòî÷êè" îïðåäåëÿåò çàãîëîâîê õ14 ïðîâåðî÷íîãî
îïåðàòîðà, óñìàòðèâàþùåãî ðàçëè÷èå çíà÷åíèé âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ13.
Â íàøåì ñëó÷àå õ14 - ñèìâîë "ðàçíûåïðÿìûå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 îòëè÷íî
îò 0. Â ðàçäåëå, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ12, âûáèðàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ
òåîðåìà ñ çàãîëîâêîì "ðàâíû". Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöå-
äåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Â ýòîì ñïèñêå íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå õ21 ñ
çàãîëîâêîì õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû òåðìîâ õ11 è õ21 ðàâíû. Ïåðåìåííîé
õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîðíåâûõ îïåðàíäîâ óòâåðæäåíèÿ õ21.

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî, è ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïàðà ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ22 è õ24 ñîñòîÿò èç
îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáî-
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â
èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ25 ñîâïàäàåò ñ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìîé.



1376 Ãëàâà 3. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä"

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ26. Â ýòì ñïèñêå
âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ27 ñ çàãîëîâêîì õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî äëèíà ðàâ-
íà äëèíå óòâåðæäåíèÿ õ21. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
óòâåðæäåíèÿ õ27. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ28, ïåðå-
âîäÿùàÿ óòâåðæäåíèå õ27 â óòâåðæäåíèå õ11. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ
êîíñåêâåíò òåîðåìû õ25. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åãî ñïèñîê ïàðàìåòðîâ âêëþ÷àåòñÿ
â ñïèñîê õ28. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâ-
êè S ê óòâåðæäåíèþ õ30. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ
ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îòëè÷íûì îò õ27 óòâåðæäåíèÿì ñïèñêà õ26. Ïå-
ðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ8 è õ32, ê êîòîðîìó äîáàâ-
ëÿåòñÿ îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ31. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå
çàìåíÿþùåé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ33 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðà-
ìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ34. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ35 è
êîíñåêâåíòîì õ34. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàíèÿ òîæäåñòâà, âûðàæàþùåãî êîîðäèíàòû îäíîãî îáúåêòà
÷åðåç êîîðäèíàòû äðóãèõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀defghpqrv(êîîðä(g, h) = (d, e, f) & êîîðä(v, h) = (p, q, r) & Âåêòîð(g) &
Âåêòîð(v) & Òðåõìåðí(h)→ v = −g ↔ p = −d & q = −e & r = −f)

èç òåîðåìû

∀abcpqruvK(Òðåõìåðí(K) & Âåêòîð(u) & Âåêòîð(v) & êîîðä(u, K) = (a, b, c) &
êîîðä(v, K) = (p, q, r)→ u = v ↔ a = p & b = q & c = r)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀AabcK(Âåêòîð(A) & ñèñòêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b, c)→
êîîðä(−A, K) = (−a,−b,−c))

Õàðàêòåðèñòèêà - "÷èñëîïðåä(âòîðîéòåðì)".

Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñå-
êâåíòå èñõîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå - ïðàâàÿ ÷àñòü. Ïåðåìåííîé õ11
ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ðàâåíñòâî äëÿ
êîîðäèíàòíîãî íàáîðà. Â íàøåì ïðèìåðå - àíòåöåäåíòà "êîîðä(u, K) = (a, b, c)".
Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, ïåðåìåííîé
õ13 - ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèåìåðå õ12 - ñèìâîë "êîîðä", õ13 -
âûðàæåíèå (a, b, c). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû òåðìà õ13 âêëþ÷àþòñÿ â ïà-
ðàìåòðû òåðìà õ10. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îïðåäêîîðä" îïðåäåëÿåò ïî
ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "âûâîäïî-
ñûëêè" ïðèñâàèâàåò ïåðåìåííîé õ16 ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ
äîïîëíèòåëüíîé è èñõîäíîé òåîðåì ïðè óíèôèêàöèè êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû ñ àíòåöåäåíòîì õ11 èñõîäíîé òåîðåìû. Òåîðåìà õ16 îáðàáàòûâà-
åòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.



3.145. Õàðàêòåðèñòèêà "÷èñëîïðåä" 1377

Èñïîëüçîâàíèå òåêóùåé òåîðåìû äëÿ óñèëåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåò-
ðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ

1. Ïîïûòêà ïîëó÷åíèÿ èìïëèêàöèè, äàþùåé îáùèé âèä óðàâíåíèÿ äëÿ ìíîæåñòâà
òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùåãî çàäàííîìó îãðàíè÷åíèþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀defjkqrstwz(¬(j = k) & ¬(w = z) & t = (q, r, s) & êîîðä(ïðÿìàÿ(jk), t) =
setuv(f + du + ev = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & w ∈ ïëîñêîñòü(qrs) &
z ∈ ïëîñêîñòü(qrs) & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & j − òî÷êà &
k − òî÷êà & w − òî÷êà & z − òî÷êà & ïðÿìàÿ(jk) ‖ ïðÿìàÿ(wz) &
ñèñòêîîðä(t)→ ∃b(êîîðä(ïðÿìàÿ(wz), t) = setnp(b + dn + ep = 0 &
n− ÷èñëî & p− ÷èñëî) & b− ÷èñëî))

èç òåîðåìû

∀abcdefhijkK(¬(h = i) & ¬(j = k) & êîîðä(ïðÿìàÿ(hi), K) =
setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(jk), K) = setuv(f + du + ev = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) &
a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî &
h− òî÷êà & i− òî÷êà & j − òî÷êà & k − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→
ïðÿìàÿ(hi) ‖ ïðÿìàÿ(jk)↔ ae− bd = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀MNABCK(¬(M = N) & K = (A, B, C) & M ∈ ïëîñêîñòü(ABC) &
N ∈ ïëîñêîñòü(ABC) & M − òî÷êà & N − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→
∃abc(¬(a2 + b2 = 0) & êîîðä(ïðÿìàÿ(MN), K) = setxy(c + ax + by = 0 &
x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ11 - çàìåíÿå-
ìàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå òåîðåìû. Â ñïèñêå õ8 íàõîäèòñÿ ðà-
âåíñòâî õ12, â îäíîé èç ÷àñòåé êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî îáîçíà÷åíèå êîîðäèíàò,
à â äðóãîé - îïèñàòåëü "êëàññ". Âõîæäåíèå ïåðâîé ÷àñòè ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðå-
ìåííîé õ13, âõîæäåíèå âòîðîé - ïåðåìåííîé õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 èìååò
âèä "êîîðä(ïðÿìàÿ(hi), K) =
setxy(c+ax+ by = 0 & x−÷èñëî & y−÷èñëî", õ13 - âõîæäåíèå ëåâîé ÷àñòè, õ14
- ïðàâîé. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ13. Â íàøåì
ïðèìåðå - "êîîðä". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ïåðâîãî îïåðàíäà
âõîæäåíèÿ õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò çàãîëîâîê - ëîãè÷åñêèé ñèìâîë. Â íàøåì
ïðèìåðå - ñèìâîë "ïðÿìàÿ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ13
âñòðå÷àåòñÿ â óòâåðæäåíèè õ11.

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îáùèé" îïðåäåëÿåò ïî õ16 óêàçàííóþ âûøå äîïîë-
íèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ19 èìååò âèä:

∀wzqrst(¬(w = z) & t = (q, r, s) & w ∈ ïëîñêîñòü(qrs) & z ∈ ïëîñêîñòü(qrs) &
w−òî÷êà & z−òî÷êà & mbox(t)→ ∃glm(¬(g2 + l2 = 0) & êîîðä(ïðÿìàÿ(wz), t) =
setnp(m+gn+lp = 0 & n−÷èñëî & p−÷èñëî) & g−÷èñëî & l−÷èñëî & m−÷èñëî))
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Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ19. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò - êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ19, ïåðåìåííîé õ22 - ñïèñîê êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. Â ñïèñêå õ22 íà-
õîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ23, â îäíîé èç ÷àñòåé êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî âûðàæåíèå ñ
çàãîëîâêîì õ15, â äðóãîé - îïèñàòåëü "êëàññ". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå ïåðâîé ÷àñòè, ïåðåìåííîé õ25 - âòîðîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 èìååò
âèä "êîîðä(ïðÿìàÿ(wz), t) = setnp(m + gn + lp = 0 & n − ÷èñëî & p − ÷èñëî)".
Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ ðàâåíñòâà õ12. Îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ26, óíèôèöèðóþùàÿ ðàâåíñòâà õ12 è
õ23. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà õ20. Ïå-
ðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê
îòëè÷íûì îò õ12 ýëåìåðòàì ñïèñêà õ8. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
òåõ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ29, êîòîðûå èìåþò ïàðàìåòð ñïèñêà õ28, ïåðåìåííîé
õ31 - îñòàëüíàÿ ÷àñòü ñïèñêà õ29. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêîâ õ31 è õ21, ïåðåìåííîé õ33 - îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ32 è õ22. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ30, íå âõîäÿùåå â ñïèñîê õ22, ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ33. Äëÿ ïðîâåðêè èñïîëüçóþòñÿ ïðîâåðî÷íûå îïåðà-
òîðû.

Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåð-
æäåíèþ õ11. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ óòâåðæäå-
íèÿ õ34 ê ñïèñêó õ32. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ
ïîäñòàíîâêè S ê çàìåíÿþùåé ÷àñòè èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ37 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì õ28
íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ22 è êîíúþíêòèâíûõ÷ëåíîâ óòâåðæäå-
íèÿ õ36. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ35 è êîíñåêâåíòîì õ37. Îíà
îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Âàðüèðîâàíèå àíòåöåäåíòîâ

1. Ïîïûòêà îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò ìíîæåñòâà òî÷åê, ðàññìàòðè-
âàåìûõ â àíòåöåäåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀defklmnB(n = (k, l, m) & êîîðä(B, n) = setuv(f + du + ev = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî) & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & Ïðÿìàÿ(B) &
ñèñòêîîðä(n)→ B ‖ ïðÿìàÿ(kl)↔ d = 0)

èç òåîðåìû

∀abcdefhiBK(¬(h = i) & êîîðä(B, K) = setuv(f + du + ev = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(hi), K) = setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî &
f − ÷èñëî & Ïðÿìàÿ(B) & h− òî÷êà & i− òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→
B ‖ ïðÿìàÿ(hi)↔ ae− bd = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCK(ñèñòêîîðä(K) & K = (A, B, C)→ êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy(y = 0 & x− ÷èñëî))
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà òåîðåìû, ïðåäñòàâëÿþ-
ùåãî ñîáîé ðàâåíñòâî ñ îïèñàòåëåì "êëàññ" â ïðàâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ9 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, ïåðåìåííîé õ10 - çàãîëîâîê ýòîé
÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ,÷òî õ10 - íàçâàíèå êîîðäèíàò. Â íàøåì ïðèìåðå õ9 - âõîæäå-
íèå âûðàæåíèÿ "êîîðä(ïðÿìàÿ(hi), K)", õ10 - ñèìâîë "êîîðä". Ïåðåìåííîé õ11
ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ïåðâîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ9. Â íàøåì ïðèìåðå -
ñèìâîë "ïðÿìàÿ". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óðàâíìíîæåñòâî" îïðåäåëÿåò ïî
õ11 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñïèñ-
êå íåò ðàâåíñòâà, â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî îáîçíà÷åíèå êîîðäèíàò
êàêîãî-ëèáî îáúåêòà èëè ìíîæåñòâà îáúåêòîâ. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå ðàâåíñòâà - êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ðàñïîëîæåí îïèñàòåëü "êëàññ", äëèíà ñâÿçû-
âàþùåé ïðèñòàâêè êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêå îïèñàòåëÿ -
ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ8. Îïåðàòîð "òîæäâûâîä" îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò õ16
ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîæäåíèÿ õ9 â èñõîäíóþ òåîðåìó ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 èìååò âèä:

∀abcdefklmnB(¬(k = l) & êîîðä(B, n) = setuv(f + du + ev = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî) & setgj(j = 0 & g − ÷èñëî) = setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî &
f−÷èñëî & Ïðÿìàÿ(B) & k−òî÷êà & l−òî÷êà & ñèñòêîîðä(n) & n = (k, l, m)→
B ‖ ïðÿìàÿ(kl)↔ ae− bd = 0)

Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà òåîðåìû õ16, ïðåäñòàâ-
ëÿþùåãî ñîáîé ðàâåíñòâî ñ îïèñàòåëÿìè "êëàññ" â îáåèõ ÷àñòÿõ. Ïåðåìåííîé
õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ëåâîãî îïèñòàëÿ, ïåðåìåííîé õ19 - åãî ñâÿçûâàþ-
ùàÿ ïðèñòàâêà. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïðàâîãî îïèñàòåëÿ,
ïåðåìåííîé õ21 - åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû ïåðåìåííûõ ñïèñêà õ21 íà ïåðåìåííûå õ19 â óòâåðæäåíèè ïîä
îïèñàòåëåì õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - "c + ag + bj = 0 & g − ÷èñëî & j − ÷èñëî".
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ äâóõ êâàíòîðîâ îáùíîñòè ñ îäíîé
è òîé æå êâàíòîðíîé ïðèñòàâêîé õ19. Àíòåöåäåíòàìè ïåðâîãî èç íèõ ñëóæàò
êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ ïîä îïèñàòåëåì õ18, àíòåöåäåíòàìè âòî-
ðîãî - êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû óòâåðæäåíèÿ õ22. Êîíñåêâåíòîì ïåðâîãî ñëóæèò
óòâåðæäåíèå õ22, êîíñåêâåíòîì âòîðîãî - óòâåðæäåíèå ïîä îïèñàòåëåì õ18. Â
íàøåì ïðèìåðå õ23 èìååò âèä:

∀gj(j = 0 & g − ÷èñëî→ c + ag + bj = 0 & g − ÷èñëî & j − ÷èñëî) &
∀gj(c + ag + bj = 0 & g − ÷èñëî & j − ÷èñëî→ j = 0 & g − ÷èñëî)

Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óäàëåíèÿ èç ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ òåî-
ðåìû õ16 àíòåöåäåíòà õ17. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåò-
ðîâ óòâåðæäåíèÿ õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Ñïèñîê õ24 ðàçáèâàåòñÿ íà
ïîäñïèñîê õ26 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå íàáîðà õ25, è ïîäñïè-
ñîê õ27 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè
õ27, óñëîâèÿìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ26 è óòâåðæäåíèå õ23.
Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", íåèçâåñòíûå
õ25". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ31. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"a = 0 & c = 0 & ¬(b = 0) & b−÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îòâåò îòëè÷åí îò
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ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â òåîðåìå
õ16 àíòåöåäåíòîâ õ17 íà óòâåðæäåíèå õ31. Çàòåì òåîðåìà õ32 îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ ðåàëèçàöèè óðàâíåíèÿ â àíòåöå-
äåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀defgjklpqrB(êîîðä(B, r) = setuv(f + du + ev = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) &
d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & Ïðÿìàÿ(B) & p− òî÷êà & q − òî÷êà &
ñèñòêîîðä(r) & ¬(p = q) & êîîðä(p, r) = (g, j) & êîîðä(q, r) = (k, l)→
B ‖ ïðÿìàÿ(pq)↔ (l − j)e− (g − k)d = 0)

èç òåîðåìû

∀abcdefhiBK(¬(h = i) & êîîðä(B, K) = setuv(f + du + ev = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(hi), K) = setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî &
f − ÷èñëî & Ïðÿìàÿ(B) & h− òî÷êà & i− òî÷êà & ñèñòêîîðä(K)→
B ‖ ïðÿìàÿ(hi)↔ ae− bd = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABabcdK(A− òî÷êà & B − òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) & ¬(A = B) &
êîîðä(A, K) = (a, b) & êîîðä(B, K) = (c, d)→ êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy((d− b)x + (a− c)y + cb− ad = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé
ðàâåíñòâî ñ îïèñàòåëåì "êëàññ" â îäíîé ÷àñòè è îáîçíà÷åíèåì êîîðäèíàò â
äðóãîé. Â íàøåì ïðèìåðå õ8 - àíòåöåäåíò "êîîðä(ïðÿìàÿ(hi), K) = setxy(c +
ax + by = 0 & x − ÷èñëî & y − ÷èñëî)". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãî-
ëîâîê âûðàæåíèÿ, êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàññìàòðèâàþòñÿ. Â íàøåì ïðèìåðå
- "ïðÿìàÿ". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óðàâíìíîæåñòâî" îïðåäåëÿåò ïî õ12
óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè" íàõîäèò
ðåçóëüòàò õ15 ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé è èñõîäíîé òåî-
ðåì ïðè óíèôèêàöèè àíòåöåäåíòà õ8 èñõîäíîé òåîðåìû ñ êîíñåêâåíòîì äîïîë-
íèòåëüíîé. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ15,
ïåðåìåííîé õ17 - åå êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îá-
ðàáîòêè ñïèñêà õ16 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ
òåðìà õ17. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ18 è êîíñåêâåíòîì õ17,
êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.146 Õàðàêòåðèñòèêà "÷èñëîöåíêà"

Õàðàêòåðèñòèêîé "÷èñëîöåíêà" ñíàáæàþòñÿ ïðîñòûå èìïëèêàöèè, äàþùèå íåðàâåí-
ñòâî äëÿ íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.
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Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïîïûòêà îòáðîñèòü îòðèöàíèå ðàâåíñòâà â àíòåöåäåíòàõ è ïåðåéòè îò ñòðîãîãî
íåðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå ê íåñòðîãîìó.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(C = D) &
¬(A = B) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB)→
0 ≤ l(AC)− l(CD))

èç òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(C = D) &
¬(A = B) & ¬(A = D) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) →
0 < l(AC)− l(CD))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ9 èìååò çàãîëîâîê "ìåíüøå". Â ñïèñêå õ8 íàõîäèòñÿ îòðè-
öàíèå ðàâåíñòâà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "¬(A = D)". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. êîí-
ñåêâåíòà è îòëè÷íûõ îò õ10 àíòåöåäåíòîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ10 íå ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ11. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû
â ñïèñêå õ8 óòâåðæäåíèÿ õ10 íà åãî îòðèöàíèå. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò èçìåíåíèÿ çàãîëîâêà êîíñåêâåíòà õ9 íà ñèìâîë "ìåíüøåèëèðàâíî".
Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ13 - ñëåäñòâèå
ïîñûëîê õ12. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ îòëè÷-
íûå îò õ10 óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ8, à êîíñåêâåíòîì - õ13. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

2. Êîíòðàïîçèöèÿ íåðàâåíñòâ, åñëè êîíñåêâåíò èìååò åäèíñòâåííûé ÷èñëîâîé àòîì,
à àíòåöåäåíò - äâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(B = C) & ¬(A ∈ ïðÿìàÿ(BC)) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & 0 ≤ −π/2 + ∠(ACB)→ 0 < l(AB)− l(BC))

èç òåîðåìû

∀ABC(¬(B = C) & ¬(A ∈ ïðÿìàÿ(BC)) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & l(AB) ≤ l(BC)→ ∠(ACB) < π/2)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ9 - íåðàâåíñòâî, èìåþùåå åäèíñòâåííûé ÷èñëîâîé àòîì. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè àíòåöåäåíòîâ èìååòñÿ åäèíñòâåííîå íåðàâåíñòâî õ12. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ óòâåðæäåíèÿ õ12 ðàâíî
2. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû, îò-
ëè÷íûõ îò õ12, íåò íè îäíîãî, çàãîëîâîê êîòîðîãî îòëè÷àëñÿ áûîò ñèìâîëà
"íå". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, îòëè÷íûõ îò õ12.
Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ îòðèöàíèÿ íåðàâåíñòâà
õ9 îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ15, ïåðåìåííîé õ18 - ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ îòðè-
öàíèÿ íåðàâåíñòâà õ12 îòíîñèòåëüíî òåõ æå ïîñûëîê. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ,
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àíòåöåäåíòû êîòîðîé ïîëó÷åíû çàìåíîé â ñïèñêå õ8 óòâåðæäåíèÿ õ12 íà õ16, à
êîíñåêâåíòîì ñëóæèò õ18. Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü âñòðå÷íîå íåðàâåíñòâî äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ÷èñëîâîãî àòî-
ìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(B = C) & ¬(A ∈ ïðÿìàÿ(BC)) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & l(AB) ≤ l(BC)→ ∠(ACB) < π/2)

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) & ¬(B = C) &
¬(A = C) & l(AB) ≤ l(BC)→ ∠(ACB) ≤ ∠(BAC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(¬(a = b) & ¬(C ∈ ïðÿìàÿ(ab)) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà→
0 < −∠(acb)− ∠(bac) + π)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñå-
êâåíò. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ
êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå - ∠(ACB), ∠(BAC). Â ñïèñêå õ10 âûáèðàåòñÿ
àòîì õ11; ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ11
- ∠(BAC). Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ13, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìå-
íû âõîæäåíèé àòîìà õ11 â êîíñåêâåíò íà ïåðåìåííóþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå -
"∠(ACB) ≤ a". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ8 è óñëîâèÿìè "÷èñ-
ëî(õ13)", õ15. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü",
"íåèçâåñòíûå õ13". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ17. Â íàøåì ïðèìåðå -
"a−÷èñëî & ∠(ACB) ≤ a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç".
Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îòëè÷íûõ îò "÷èñëî(õ13)" êîíúþíêòèâ-
íûõ ÷ëåíîâ îòâåòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê îäíîýëåìåíòíûé è ñîñòîèò èç
íåêîòîðîãî íåðàâåíñòâà õ19. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷à-
ñòè íåðàâåíñòâà õ19, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ õ13. Ïåðåìåííîé
õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(ACB)". Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "÷èñëïàðàì" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîë-
íèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðè-
ìåðå ýòîò ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìîé.

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ25, ïåðåìåííîé
õ27 - åå êîíñåêâåíò. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðûé ÷èñëîâîé àòîì õ28 óòâåðæäå-
íèÿ õ27, èìåþùèé çàãîëîâîê õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(acb)". Ïåðåìåííîé
õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ àòîìà õ28. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29, óíèôèöèðóþùàÿ àòîìû õ28 è õ11. Ïåðåìåííîé õ31
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì
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ñïèñêà õ26, ïåðåìåííîé õ33 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòàíîâêè ê óòâåð-
æäåíèþ õ27 è ïîñëåäóþùåé îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä". Ïåðåìåííîé õ34
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" êîíñåêâåíòà õ9 èñõîä-
íîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ33 èìååò âèä "0 < −∠(ACB)−∠(BAC) + π",
õ34 - âèä "∠(ACB) ≤ ∠(BAC)". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâû-
ðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ óòâåðæäåíèÿ õ33. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè âõî-
äÿò â óòâåðæäåíèå õ34. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè
îïåðàòîðîì "ñòàíä" àòîìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(BAC)". Ïåðåìåííîé
õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âñåõ âõîæäåíèé òåðìà õ36 â óòâåðæäå-
íèå õ33 íà ïåðåìåííóþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 < −∠(ACB) − a + π". Ðå-
øàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ31 è óñëîâèÿìè "÷èñëî(õ13)", õ38.
Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå
õ13". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ40. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"a−÷èñëî & a < −∠(ACB)+π". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò õ40 îòëè÷åí îò ñèìâî-
ëà "îòêàç", è ïåðåìåííîé õ41 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ,
îòëè÷íûõ îò "÷èñëî(õ13)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî ñïèñîê îäíîýëåìåíòíûé, è ïå-
ðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ42 - íåðàâåíñòâî.
Ïåðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé åãî ÷àñòè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïåðåìåííóþ õ13. Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî åñëè õ20 - ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà, òî õ43 - ïðàâàÿ, è íàîáîðîò. Åñëè
õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ õ19, õ42 ñòðîãîå, òî ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñèìâîë "ìåíüøå", èíà÷å - ñèìâîë "ìåíüøåèëèðàâíî". Åñëè õ20 - ëåâàÿ ÷àñòü
íåðàâåíñòâà, òî ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ íåðàâåíñòâî "õ46(õ45 õ22)", èíà-
÷å - "õ46(õ22 õ45)". Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(ACB) < −∠(ACB)+π". Ïåðåìåííîé
õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ8 è õ31.

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà õ47 îòíîñèòåëüíî
÷èñëîâîãî àòîìà. Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñ-
ëîâûõ àòîìîâ òåðìà õ47. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî àòîìà
õ50. Ïåðåìåííîé õ52 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â íåðàâåíñòâå õ47 âñåõ
âõîæäåíèé àòîìà õ50 íà ïåðåìåííóþ õ13. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïî-
ñûëêàìè õ48 è óñëîâèÿìè "÷èñëî(õ13)", õ52. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå",
"ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ13". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåí-
íîé õ54. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ðåçóëüòàò çàìåíû â
íåì ïåðåìåííîé õ13 íà âûðàæåíèå õ50 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ47. Â
íàøåì ïðèìåðå õ47 ïðèîáðåòàåò âèä "∠(ACB)− ÷èñëî & ∠(ACB) < π/2".

Ïîñëå óêàçàííîé ïîïûòêè âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ49 ñíîâà îêàçûâàþòñÿ
íå îïðåäåëåíû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ48 è êîíñåêâåíòîì
õ47. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

2. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ÷èñëîâîãî àòîìà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & ¬(A = C) & ¬(B = C) & l(AB) < l(BC) & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(BC)→ ∠(ACB) < π/4)

èç òåîðåìû
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∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) & ¬(B = C) &
¬(A = C) & l(AB) < l(BC)→ ∠(ACB) < ∠(BAC))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(B = C) & ¬(A = C) &
¬(A = B) & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(AC)→ ∠(ACB) + ∠(ABC) = π/2)

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî ïðè-
åìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åãî. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå -
∠(ACB), ∠(BAC). Â ñïèñêå õ10 âûáèðàåòñÿ àòîì õ11; ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàè-
âàåòñÿ åãî çàãîëîâîê. Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - ∠(BAC). Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ
õ13, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðå-
ìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèé àòîìà õ11 â êîíñåêâåíò
íà ïåðåìåííóþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(ACB) < a". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïè-
ñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ8 è óñëîâèÿìè "÷èñëî(õ13)", õ15. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé",
"ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ13". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ
ïåðåìåííîé õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "a − ÷èñëî & ∠(ACB) < a". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê îòëè÷íûõ îò "÷èñëî(õ13)" êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îòâåòà. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòîò ñïèñîê îäíîýëåìåíòíûé è ñîñòîèò èç íåêîòîðîãî íåðàâåíñòâà õ19. Ïåðå-
ìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà õ19, êîòîðàÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåìåííóþ õ13. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü.
Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(ACB)".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ íåáîëüøèå îòëè÷èÿ. Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "÷èñëà-
òîìû" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó.
Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïå-
ðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò ðåçóëüòàò
èìååò âèä:

∀abc(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & ¬(b = c) & ¬(a = c) &
¬(a = b) & ïðÿìàÿ(ab) ⊥ ïðÿìàÿ(ac)→ ∠(acb) + ∠(abc) = π/2)

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ25, ïåðåìåííîé
õ27 - åå êîíñåêâåíò. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðûé ÷èñëîâîé àòîì õ28 óòâåðæäå-
íèÿ õ27, èìåþùèé çàãîëîâîê õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(acb)". Ïåðåìåííîé
õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ àòîìà õ28. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S
âìåñòî ïåðåìåííûõ õ29, óíèôèöèðóþùàÿ àòîìû õ28 è õ11. Ïåðåìåííîé õ31
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèÿì
ñïèñêà õ26, ïåðåìåííîé õ33 - ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ýòîé ïîäñòàíîâêè ê óòâåð-
æäåíèþ õ27 è ïîñëåäóþùåé îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä". Ïåðåìåííîé õ34
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" êîíñåêâåíòà õ9 èñõîä-
íîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå õ33 èìååò âèä "∠(ACB)+∠(BAC) = π/2", õ34
- âèä "∠(ACB) < ∠(BAC)". Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæ-
äåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ óòâåðæäåíèÿ õ33. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îíè âõîäÿò
â óòâåðæäåíèå õ34. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè îïå-
ðàòîðîì "ñòàíä" àòîìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(BAC)". Ïåðåìåííîé õ38
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âñåõ âõîæäåíèé òåðìà õ36 â óòâåðæäåíèå õ33
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íà ïåðåìåííóþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(ACB)+a = π/2". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà
îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ31 è óñëîâèÿìè "÷èñëî(õ13)", õ38. Öåëè çàäà÷è - "ïîë-
íûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ13". Îòâåò ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ40. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "a = −∠(ACB)+π/2".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò õ40 îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", è ïåðåìåííîé õ41 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ, îòëè÷íûõ îò "÷èñëî(õ13)". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî ñïèñîê îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî
ýëåìåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ42 - ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé õ13 â ëåâîé ÷àñòè. Ïå-
ðåìåííîé õ43 ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü. Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò ïîäñòàíîâêè â íåðàâåíñòâî õ9 âûðàæåíèÿ õ43 âìåñòî ïåðåìåííîé õ13.
Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ õ8 è õ31. Â íàøåì ïðèìåðå
õ44 èìååò âèä "∠(ACB) < −∠(ACB) + π/2".

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà õ44 îòíîñèòåëüíî
÷èñëîâîãî àòîìà. Ïåðåìåííîé õ46 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñ-
ëîâûõ àòîìîâ òåðìà õ44. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî àòîìà
õ47. Ïåðåìåííîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â íåðàâåíñòâå õ44 âñåõ
âõîæäåíèé àòîìà õ47 íà ïåðåìåííóþ õ13. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïî-
ñûëêàìè õ45 è óñëîâèÿìè "÷èñëî(õ13)", õ49. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå",
"ïðÿìîéîòâåò", "óïðîñòèòü", "íåèçâåñòíûå õ13". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåí-
íîé õ51. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ðåçóëüòàò çàìåíû â
íåì ïåðåìåííîé õ13 íà âûðàæåíèå õ47 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ44. Â
íàøåì ïðèìåðå õ47 ïðèîáðåòàåò âèä "∠(ACB)− ÷èñëî & ∠(ACB) < π/4".

Ïîñëå óêàçàííîé ïîïûòêè âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ46 ñíîâà îêàçûâàþòñÿ
íå îïðåäåëåíû. Äëÿ ïðîâåðêè íåïðîòèâîðå÷èâîñòè óòâåðæäåíèé õ45 ðåøàåòñÿ
âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòå-
öåäåíòàìè õ45 è êîíñåêâåíòîì õ44. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåî-
ðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ïðèåìîâ çàäàííîãî òèïà

1. Èçâëå÷åíèå èìïëèêàöèè äëÿ óñìîòðåíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿïðè êîíòðîëå ïîäñëó÷àÿ
- ñëó÷àé åäèíñòâåííîãî ÷èñëîâîãî àòîìà â êîíñåêâåíòå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aABC(¬(A = B) & ¬(B = C) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà &
∠(ABC) = a & a < 0→ ëîæü)

èç òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & ¬(B = C) & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà→
0 ≤ ∠(ABC))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íåâûðîæäåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñå-
êâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ
åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - ∠(ABC). Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ12, íå âñòðå-
÷àþùàÿñÿ â èñõîäíîé òåîðåìå. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèé òåðìà õ11 â óòâåðæäåíèå õ9 íà
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ïåðåìåííóþ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 èìååò âèä "0 ≤ a". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà
îïèñàíèå, ïîñûëêàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèå "÷èñëî(õ12)" è óòâåðæäå-
íèÿ ñïèñêà õ8, à åäèíñòâåííûì óñëîâèåì - îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ14. Çàäà÷à
èìååò åäèíñòâåííóþ öåëü "ðåäàêöèÿ". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ17. Â
íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä a < 0. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
îáðàáîòêè ñïèñêà õ8 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ
óòâåðæäåíèé õ8. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê õ18
óòâåðæäåíèé "ðàâíî(õ11 õ12)" è õ17. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöå-
äåíòàìè õ19 è êîíñåêâåíòîì "ëîæü". Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ
åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "êîíòðîëü".

2. Èçâëå÷åíèå èìïëèêàöèè äëÿ óñìîòðåíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿïðè êîíòðîëå ïîäñëó÷àÿ
- ñëó÷àé äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ â êîíñåêâåíòå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) & ¬(B = C) &
¬(A = C) & 0 < −∠(ACB) + ∠(BAC) & l(AB) = a & l(BC) = b &
0 ≤ a− b→ ëîæü)

èç òåîðåìû

∀ABC(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = B) & ¬(B = C) &
¬(A = C) & ∠(ACB) < ∠(BAC)→ l(AB) < l(BC))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëîâûõ àòîìîâ êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé è âñå åãî ýëåìåíòû - íåâûðîæäåííûå àòîìû. Âû-
áèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X, Y , íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå
- ïåðåìåííûå a, b. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå ðåçóëüòàòà çàìåíû
â óòâåðæäåíèè õ9 âñåõ âõîæäåíèé ïåðâîãî èç àòîìîâ õ10 íà X, à âòîðîãî - íà
Y . Â íàøåì ïðèìåðå õ13 èìååò âèä "¬(a < b)". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò óïðîùåíèÿ òåðìà õ13 â åãî î.ä.ç. ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâà-
íèå. Â íàøåì ïðèìåðå - "0 ≤ a − b". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
îáðàáîòêè ñïèñêà õ8 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåò-
ðîâ óòâåðæäåíèé õ8. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê
óòâåðæäåíèÿì õ18 ðàâåíñòâà ïåðâîãî àòîìà ïàðû õ10 ïåðåìåííîé X, à âòîðîãî
- ïåðåìåííîé Y . Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ17 è êîíñåêâåíòîì
"ëîæü". Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé
"êîíòðîëü".

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ ðåàëèçàöèè ñëîæíîãî àíòå-
öåäåíòà

1. Êîíòðàïîçèöèÿ è ðåàëèçàöèÿ íåðàâåíñòâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀adefhD(¬(e = f) & ¬(h = D) & a ∈ îêðóæíîñòü(ef) & d ∈ îêðóæíîñòü(ef) &
a− òî÷êà & d− òî÷êà & e− òî÷êà & f − òî÷êà & h− òî÷êà & D − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(hD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(ef)→ ¬(D ∈ èíòåðâàë(ad)))
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èç òåîðåìû

∀abcdD(¬(b = c) & a ∈ îêðóæíîñòü(bc) & d ∈ îêðóæíîñòü(bc) &
D ∈ èíòåðâàë(ad) & a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà &
D − òî÷êà→ 0 < −l(bD) + l(bc))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCD(A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ¬(A = B) &
¬(C = D) & ïðÿìàÿ(CD)− êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòü(AB)→
0 ≤ l(AC)− l(AB))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñå-
êâåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñðåäè àíòåöåäåíòîâ íåò ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ, à êîíñå-
êâåíò ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì íåðàâåíñòâîì. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
âñåõ ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà, èìåþùèõ åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â êîíñåêâåíò
è åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â àíòåöåäåíòû õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê
îäíîýëåìåíòíûé, è ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ åãî ýëåìåíò. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ13 - ïåðåìåííàÿ D. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò óïðîùå-
íèÿ îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ8 îòðèöàíèÿ êîíñåêâåíòà õ9. Â íàøåì ïðèìåðå -
"0 ≤ −l(bc) + l(bD)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëåìåíò ñïèñêà õ11, ñî-
äåðæàùèé ïåðåìåííóþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "D ∈ èíòåðâàë(ad)". Ïåðåìåí-
íîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîé òåîðåìû çàìåíîé
àíòåöåäåíòà õ17 íà óòâåðæäåíèå õ15, à êîíñåêâåíòà - íà îòðèöàíèå óòâåðæäå-
íèÿ õ17. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà õ15 â òåîðåìó
õ18. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëîâûõ àòîìîâ óòâåðæäåíèÿ õ9.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò ñïèñîê äâóõýëåìåíòíûé, ïðè÷åì îáà åãî ýëåìåíòà èìå-
þò îäèí è òîò æå çàãîëîâîê õ21. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ðàññòîÿíèå".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "×èñëàòîìû" îïðåäåëÿåò ïî õ21 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðàòîð "âûâîäïîñûëêè" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ24 ïî-
ñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ18, ïðè êî-
òîðîì àíòåöåäåíò õ19 òåîðåìû õ18 óíèôèöèðóåòñÿ ñ êîíñåêâåíòîì äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû
õ24 îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ25 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêà-
öèÿ. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, ïîëó÷àåìàÿ èç õ25 îáðàáîò-
êîé îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" åå àíòåöåäåíòîâ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ
êîíñåêâåíòà. Íàêîíåö, òåîðåìà õ27 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

1. Ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, óñòàíàâëèâàþùåé ñâîéñòâî
ïîíÿòèÿ, îïðåäåëÿåìîãî â äàííîé ÿ÷åéêå âûâîäà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdD(¬(b = c) & a ∈ îêðóæíîñòü(bc) & d ∈ îêðóæíîñòü(bc) &
D ∈ èíòåðâàë(ad) & a−òî÷êà & b−òî÷êà & c−òî÷êà & d−òî÷êà & D−òî÷êà→
¬(D ∈ îêðóæíîñòü(bc)))

èç òåîðåìû
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∀abcdD(¬(b = c) & a ∈ îêðóæíîñòü(bc) & d ∈ îêðóæíîñòü(bc) &
D ∈ èíòåðâàë(ad) & a−òî÷êà & b−òî÷êà & c−òî÷êà & d−òî÷êà & D−òî÷êà→
0 < −l(bD) + l(bc))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀aAB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & 0 < −l(aA) + l(AB)→ ¬(a ∈ îêðóæíîñòü(AB)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò
- íåêîòîðîå íåðàâåíñòâî. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí íå ìåíåå ÷åì äâóõýëåìåíòíûé. Ïåðåìåí-
íîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà. Ñðåäè õàðàêòåðèñòèê
ñòàðòîâîé òåîðåìû òåêóùåé ÿ÷åéêè âûâîäà íàõîäèòñÿ ýëåìåíò "îïðåäåëåíèå(P )".
Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê òåðìà P . Â íàøåì ïðèìåðå èìååì
õàðàêòåðèñòèêó "îïðåäåëåíèå(îêðóæíîñòü(AB))", õ14 - ñèìâîë "îêðóæíîñòü".
Â èñõîäíîé òåîðåìå ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ15 ñèìâîëà õ14 â íåêîòî-
ðûé àíòåöåäåíò. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå îñòàëüíûå ïîäòåðìû èñõîäíîé òåîðå-
ìû, èìåþùèå çàãîëîâîê "îêðóæíîñòü", ðàâíû ïîäòåðìó õ15. Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - "îêðóæíîñòü(bc)". Ïåðåìåí-
íîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "íàáîð(õ9 õ16)". Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä
"íàáîð(0 < −l(bD) + l(bc), îêðóæíîñòü(bc))".

Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà ñ õàðàêòåðèñòèêîé "ñâîé-
ñòâà(õ14(. . .))". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ñèìâîëà õ14 â êîí-
ñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ22 àíòåöåäåíòà
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, çàãîëîâîê êîòîðîãî ðàâåí çàãîëîâêó êîíñåêâåíòà èñ-
õîäíîé òåîðåìû. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò àíòåöåäåíò èìååò âèä "0 < −l(aA) +
l(AB)". Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "íàáîð(R T )", ãäå R - ïîäòåðì
õ22, T - ïîäòåðì õ21. Â íàøåì ïðèìåðå õ23 èìååò âèä "íàáîð(−l(aA) + l(AB),
îêðóæíîñòü(AB))". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà
õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû.
Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ24, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ23 â
òåðì õ17. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîä-
ñòàíîâêè S ê îòëè÷íûì îò õ22 àíòåöåäåíòàì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðå-
ìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê êîíñåêâåíòó
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ8, õ26 è
êîíñåêâåíòîì õ27. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.147 Õàðàêòåðèñòèêà "÷èñëñâÿçü"

Õàðàêòåðèñòèêîé "÷èñëñâÿçü" ñíàáæàþòñÿ òîæäåñòâà áåç íåâûðîæäåííûõ ÷òñëîâûõ
àòîìîâ, ñîäåðæàùèå ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò ìíîæåñòâà òî÷åê.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà óìåíüøåíèÿ ÷èñëà ïàðàìåòðîâ îäíîãî èç óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ êîíñåêâåíòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû



3.147. Õàðàêòåðèñòèêà "÷èñëñâÿçü" 1389

∀defABCDK(¬(A = D) & ¬(B = C) & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) =
setuv(f + du + ev = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî &
f − ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìêîîðä(K) → ∃a(êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) =
setxy(a + ex− dy = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & a− ÷èñëî))

èç òåîðåìû

∀abcdefABCDK(¬(A = D) & ¬(B = C) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) =
setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) =
setuv(f + du + ev = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî &
c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà & D − òî÷êà & ïðÿìàÿ(AD) ⊥ ïðÿìàÿ(BC) & ïðÿìêîîðä(K) →
ad + be = 0)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò,
ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ðàâåíñòâî. Â ñïèñêå õ8 ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàâåíñòâî õ10
ñ îáîçíà÷åíèåì êîîðäèíàò â îäíîé ÷àñòè è îïèñàòåëåì "êëàññ" â äðóãîé. Ïåðå-
ìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îáîçíà÷åíèÿ êîîðäèíàò, ïåðåìåííîé õ12
- âõîæäåíèå îïèñàòåëÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 èìååò âèä

êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) = setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)

Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå -
ñèìâîë "êîîðä". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ îïèñàòåëü õ12. Ïåðåìåííîé õ15
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ýòîãî îïèñàòåëÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b, c.
Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêà õ15 ñ ñïèñêîì ïàðàìåòðîâ
êîíñåêâåíòà õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ16 íåïóñò.
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ êîíñåêâåíòà õ9. Â íàøåì
ïðèìåðå - a, b, d, e. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ õ8, ïà-
ðàìåòðû êîòîðûõ âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "a − ÷èñëî",
"b− ÷èñëî", "d− ÷èñëî", "e− ÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ18 íåïóñò. Îíà
ïîäðàçáèâàåòñÿ íà ñïèñîê õ19 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ ñïèñêà
õ16, è ñïèñîê õ20 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ20 òåðìà "ôèêòïîñûëêà(X)", ãäå X - ñïèñîê âñåõ
ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ8. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ21 è
óñëîâèÿìè õ19, õ9. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "âñïî-
ïàðàìåòð", "íåèçâåñòíûå õ16". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ24. Â íàøåì
ïðèìåðå îí èìååò âèä "∃g(g − ÷èñëî & a = eg & b = −dg)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
çàãîëîâîê òåðìà õ24 - êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà ýòîãî êâàíòîðà, ïåðåìåííîé õ26 - ñïèñîê êîíúþíê-
òèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê âñåõ ýëåìåíòîâ íàáîðà õ26, íå ñîäåðæàùèõ ïàðàìåòðà ñïèñêà õ16. Ïåðå-
ìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ íàáîðà õ26, â ëåâîé
÷àñòè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíà ïåðåìåííàÿ ñïèñêà õ16. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëèíû
ñïèñêîâ õ28 è õ16 ðàâíû. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà
õ27 ñî ñïèñêîì ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêîè òåðìîâ õ28 âìåñòî ïåðåìåííûõ õ16 â
óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ8. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå õ30 ñ ïîñûëêàìè õ29
è öåëÿìè "íîðìêëàññ", "èçâåñòíî", "òåîðâûâîä", "íåèçâåñòíûå Y ", ãäå Y - îáú-
åäèíåíèå çàíîñòè ñïèñêîâ õ15 è õ16 ñî ñïèñêîì õ25. Â íàøåì ïðèìåðå Y ñîñòîèò
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èç ïåðåìåííûõ c, g, a. Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è õ30 â åå ñïèñêå ïîñûëîê íàõîäèòñÿ
ðàâåíñòâî õ31, îäíà èç ÷àñòåé êîòîðîãî ðàâíà ïîäòåðìó õ11. Ïåðåìåííîé õ34
ïðèñâàèâàåòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü. Â íàøåì ïðèìåðå õ31 èìååò âèä

êîîðä(ïðÿìàÿ(AD), K) = setxy(a + ex− dy = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)

Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ñïèñêà ïàðàìåòðîâ âûðàæåíèÿ õ34
ñî ñïèñêîì íåèçâåñòíûõ çàäà÷è õ30. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííàÿ ïåðå-
ìåííàÿ a. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ35 êîðî÷å ñïèñêà õ15, ïðè÷åì êàæäàÿ åãî
ïåðåìåííàÿ èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â òåðì õ34. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâà-
èâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ïîñûëîê çàäà÷è õ30, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåí-
íóþ ñïèñêà õ35 è íå ñîäåðæàùèõ íåèçâåñòíûõ çàäà÷è õ30, íå âõîäÿùèõ â ñïèñîê
õ35. Â íàøåì ïðèìåðå - åäèíñòâåííàÿ ïîñûëêà "a−÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ37 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì õ35
íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé íàáîðà õ36 è óòâåðæäåíÿè õ31. Ñïèñîê õ8 ðàçáè-
âàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ38 óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ ñïèñêà õ15, è
ïîäñïèñîê õ39 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüò-
òà íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì õ15 íà êîíúþíêöèþ
óòâåðæäåíèé õ38. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî
õ40 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ39. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êî-
òîðîé ñëóæàò îòëè÷íûå îò õ10 óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ8, à êîíñåêâåíòîì - õ37.
Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè "íîðìòåîðåìà" è "Èñêëïîâòîð", ïîñëå ÷åãî
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Âàðüèðîâàíèå àíòåöåäåíòîâ

1. Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ ðåàëèçàöèè óðàâíåíèÿ â àíòåöå-
äåíòàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀defgjklpqrstB(êîîðä(B, t) = setuv(f + du + ev = 0 & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî) &
d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & Ïðÿìàÿ(B) & B ‖ ïðÿìàÿ(pq) &
p− òî÷êà & q − òî÷êà & r − òî÷êà & s− òî÷êà & ñèñòêîîðä(t) & ¬(p = q) &
r ∈ ïðÿìàÿ(pq) & s ∈ ïðÿìàÿ(pq) & êîîðä(r, t) = (g, j) & êîîðä(s, t) = (k, l) &
¬(r = s)→ (l − j)e− (g − k)d = 0)

èç òåîðåìû

∀abcdefhiBK(¬(h = i) & êîîðä(B, K) = setuv(f + du + ev = 0 & u− ÷èñëî &
v − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(hi), K) = setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî &
f − ÷èñëî & Ïðÿìàÿ(B) & h− òî÷êà & i− òî÷êà & B ‖ ïðÿìàÿ(hi) &
ñèñòêîîðä(K)→ ae− bd = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ABCDabcdK(A− òî÷êà & B− òî÷êà & C− òî÷êà & D− òî÷êà & ñèñòêîîðä(K) &
¬(A = B) & C ∈ ïðÿìàÿ(AB) & D ∈ ïðÿìàÿ(AB) & êîîðä(C, K) = (a, b) &
êîîðä(D, K) = (c, d) & ¬(C = D)→ êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxy((d− b)x + (a− c)y + cb− ad = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî))
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Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé
ðàâåíñòâî íåêîòîðîãî îáîçíà÷åíèÿ êîîðäèíàò îïèñàòåëþ "êëàññ". Ïåðåìåííîé
õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îáîçíà÷åíèÿ êîîðäèíàò, ïåðåìåííîé õ10 - âõîæäå-
íèå îïèñàòåëÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ8 - âõîæäåíèå àíòåöåäåíòà

êîîðä(ïðÿìàÿ(hi), K) = setxy(c + ax + by = 0 & x− ÷èñëî & y − ÷èñëî)

Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ïåðâîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ9. Â íà-
øåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïðÿìàÿ". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "óðàâíìíîæåñòâî"
îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ12 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Îïåðà-
òîð "âûâîäïîñûëêè" íàõîäèò ðåçóëüòàò õ15 ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ äî-
ïîëíèòåëüíîé è èñõîäíîé òåîðåì ïðè óíèôèêàöèè àíòåöåäåíòà õ8 èñõîäíîé òåî-
ðåìû ñ êîíñåêâåíòîì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ15, ïåðåìåííîé õ17 - åå êîíñåêâåíò. Íàõîäèòñÿ
ðåçóëüòàò õ18 îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" ñïèñêà õ16 îòíîñè-
òåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ17. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ18 è êîíñåêâåíòîì õ17, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Ïåðåõîä ê ñòàíäàðòíîìó îáîçíà÷åíèþ âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé ïî åå òèïó

1. Èñïîëüçîâàíèå ñòàíäàðòíîãî îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îáúåêòîâ ñïåöèàëüíîãî òèïà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcefghpqBK(¬(b = c) & ¬(e2 + g2 = 0) & êîîðä(B, K) = (p, q) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(bc), K) = setjk(∃i(j = f + ei & k = h + gi & i− ÷èñëî)) &
e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî & h− ÷èñëî & b− òî÷êà & c− òî÷êà &
B ‖ ïðÿìàÿ(bc) & ñèñòêîîðä(K) & Âåêòîð(B)→ gp− eq = 0)

èç òåîðåìû

∀defghpqBK(¬(e2 + g2 = 0) & êîîðä(d,K) = setjk(∃i(j = f + ei & k = h + gi &
i− ÷èñëî)) & êîîðä(B, K) = (p, q) & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî &
h− ÷èñëî & Ïðÿìàÿ(d) & d ‖ B & ñèñòêîîðä(K) & Âåêòîð(B)→ gp− eq = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀A(Ïðÿìàÿ(A)↔ ∃BC(B−òî÷êà & C−òî÷êà & ¬(B = C) & A = ïðÿìàÿ(BC)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Â ñïèñêå õ8 âûáèðàåòñÿ óòâåðæäåíèå õ10 äëèíû 2, çàãîëîâêîì êîòîðîãî ñëó-
æèò íåêîòîðûé ñèìâîë õ11, à îïåðàíäîì - ïåðåìåííàÿ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå
õ10 èìååò âèä "Ïðÿìàÿ(d)". Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "îáîçíà÷" îïðåäåëÿåò
ïî ñèìâîëó õ11 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà íå èìååò àíòåöåäåíòîâ. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ åå ïåðåìåííûõ íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â
èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 èìååò âèä:

∀a(Ïðÿìàÿ(a)↔ ∃bc(b− òî÷êà & c− òî÷êà & ¬(b = c) & a = ïðÿìàÿ(bc)))

Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ15. Ïåðåìåí-
íîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ êîðíåâîé îïåðàíä ëåâîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé
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õ18 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâà-
íèÿ â ïðàâîé ÷àñòè êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 - ïåðåìåííàÿ a. Â ñïèñêå
õ18 íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ19 ñ ïåðåìåííîé õ17 â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ20
ïðèñâàèâàåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà õ19. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïðÿìàÿ(bc)".
Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè
âûðàæåíèÿ õ20 âìåñòî ïåðåìåííîé õ12 â îòëè÷íûå îò õ10 àíòåöåäåíòû èñõîä-
íîé òåîðåìû ñî ñïèñêîì îòëè÷íûõ îò õ19 óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ18. Ïåðåìåííîé
õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ20 âìåñòî ïåðåìåííîé
õ12 â óòâåðæäåíèå õ9. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ21 è êîíñå-
êâåíòîì õ22. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.

Âàðüèðîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñ èñïîëüçîâàíèåì òåêóùåé

1. Ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ìíîæåñòâà òî÷åê â
ÿâíîå çàäàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdefghijpqrswx(¬(a = p) & ¬(q = r) & w = h(b + c) + i(d + f) + j(e + q) &
x = h2 + i2 + j2 & êîîðä(p, s) = (b, d, e) & êîîðä(ïðÿìàÿ(qr), s) =
settuv(t− ÷èñëî & u− ÷èñëî & v− ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((h, i, j), (c + t, f + u,
g + v))) & a ∈ ïðÿìàÿ(qr) & c− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî & h− ÷èñëî &
i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & a− òî÷êà & p− òî÷êà & q − òî÷êà & r − òî÷êà &
ïðÿìàÿ(ap) ⊥ ïðÿìàÿ(qr) & ïðÿìêîîðä(s)→ êîîðä(ïðÿìàÿ(ap), s) =
setlmn(l − ÷èñëî & m− ÷èñëî & n− ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((l − b, m− d,
n− e), (hw − x(b + c), iw − x(d + f), jw − x(e + g)))))

èç òåîðåìû

∀abcdefghkpqrABCDK(¬(A = B) & ¬(C = D) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (a + x,
b + y, c + z))) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuvw(u− ÷èñëî & v − ÷èñëî &
w − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((p, q, r), (g + u, h + v, k + w))) & a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî &
h− ÷èñëî & k − ÷èñëî & p− ÷èñëî & q − ÷èñëî & r − ÷èñëî & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) &
ïðÿìêîîðä(K)→ dp + eq + fr = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abcdehijklsBCK(¬(a = s) & ¬(B = C) & êîîðä(s, K) = (b, d, e) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî &
ïðîïîðöíàáîðû((j, k, l), (c + x, h + y, i + z))) & a ∈ ïðÿìàÿ(BC) & c− ÷èñëî &
h− ÷èñëî & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & k − ÷èñëî & l − ÷èñëî & a− òî÷êà &
s− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & Òðåõìåðí(K)→ ∃m(êîîðä(a, K) =
(jm− c, km−h, lm− i) & êîîðä(ïðÿìàÿ(as), K) = setpqr(p−÷èñëî & q−÷èñëî &
r − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((p− b, q − d, r − e), (jm− b− c, km− d− h,
lm− e− i))) & m− ÷èñëî))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò,
ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ðàâåíñòâî. Â ñïèñêå õ8 ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàâåíñòâî õ10 ñ
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îáîçíà÷åíèåì êîîðäèíàò â ëåâîé ÷àñòè è îïèñàòåëåì "êëàññ" â ïðàâîé. Â íàøåì
ïðèìåðå õ10 èìååò âèä:

êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) = setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî &
ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (a + x, b + y, c + z)))

Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà õ10. Â íàøåì
ïðèìåðå - ñèìâîë "êîîðä". Â ñïèñêå õ8 íàõîäèòñÿ îòëè÷íîå îò õ10 ðàâåíñòâî
õ12, çàãîëîâîê ëåâîé ÷àñòè êîòîðîé - ñèìâîë õ11, à ïðàâàÿ ÷àñòü - îïèñàòåëü
"êëàññ". Â íàøåì ïðèìåðå õ12 èìååò âèä:

êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuvw(u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî &
ïðîïîðöíàáîðû((p, q, r), (g + u, h + v, k + w)))

Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ ðàâåíñòâ õ10 è õ12. Ïðîâå-
ðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå èñõîäíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçäåë, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ11. Â íàøåì ïðèìåðå -
"ñèñòåìûêîîðäèíàò". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàçäåë, ïîäðàçäåëîì êî-
òîðîãî ÿâëÿåòñÿ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "àíàëãåîìåòðèÿ". Â ðàçäåëå õ15 íà-
õîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà ñ õàðàêòåðèñòèêîé "êîîðäèíàòû". Â íàøåì
ïðèìåðå îíà óêàçàíà âûøå. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò äîïîëíè-
òåëüíîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ñîäåðæèò ñèìâîë "êëàññ" è ñèìâîë õ11.
Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîë-
íèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå õ22 èìååò âèä:

∀ijlmnstEFGMRST (¬(i = M) & ¬(R = S) & êîîðä(M, T ) = (j, m, n) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(RS), T ) = setNPQ(N − ÷èñëî & P − ÷èñëî & Q− ÷èñëî &
ïðîïîðöíàáîðû((E, F, G), (l + N, s + P, t + Q))) & i ∈ ïðÿìàÿ(RS) & l− ÷èñëî &
s− ÷èñëî & t− ÷èñëî & E − ÷èñëî & F − ÷èñëî & G− ÷èñëî & i− òî÷êà &
M − òî÷êà & R− òî÷êà & S − òî÷êà & Òðåõìåðí(T )→ ∃H(êîîðä(i, T ) =
(EH − l, FH − s, GH − t) & êîîðä(ïðÿìàÿ(iM), T ) = setIJL(I − ÷èñëî &
J − ÷èñëî & L− ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((I − j, J −m, L− n), (EH − j − l,
FH −m− s, GH − n− t)) & H − ÷èñëî))

Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ22. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ýòîò êîíñåêâåíò - êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàè-
âàåòñÿ åãî ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà. Ïðîâåðÿåòñÿ,÷òî îíà îäíîýëåìåíòíàÿ, è ïå-
ðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ åå ýëåìåíò. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ H. Ïå-
ðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ ïîä
êâàíòîðîì õ23. Â ýòîì ñïèñêå íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ27, çàãîëîâîê ïðàâîé ÷àñòè
êîòîðîãî - ñèìâîë õ11, à çàãîëîâîê ïðàâîé ÷àñòè - ñèìâîë "êëàññ". Â ñïèñêå õ26
íàõîäèòñÿ òàêæå ðàâåíñòâî õ28, çàãîëîâîê ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî - ñèìâîë õ11, à
çàãîëîâîê ïðàâîé - ñèìâîë "íàáîð". Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àí-
òåöåäåíòîâ òåîðåìû õ22. Â íåì íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî õ30, çàãîëîâîê ëåâîé ÷àñòè
êîòîðîãî - ñèìâîë õ11, à çàãîëîâîê ïðàâîé ÷àñòè - ñèìâîë "êëàññ".

Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ13, ïåðåâîäÿùàÿ òåðì õ10 â
òåðì õ27, à òåðì õ12 - â òåðì õ30. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêà ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê îòëè÷íûì îò õ10 àíòåöåäåíòàì
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èñõîäíîé òåîðåìû ñî ñïèñêîì îòëè÷íûõ îò õ30 ýëåìåíòîâ íàáîðà õ29. Ïåðåìåí-
íîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê óòâåðæäåíèþ õ9.
Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ32 è åäèíñòâåííûì óñëîâèåì õ33.
Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå", "ïðÿìîéîòâåò", "îäç", "óïðîñòèòü", "íåèç-
âåñòíûå õ25". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ35. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò
âèä "H = (jE + lE + mF + nG + sF + tG)/(E2 + F 2 + G2)". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç", è ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïè-
ñîê åãî êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå â ýòîì ñïèñêå ðàâåíñòâà
ñ ïåðåìåííîé õ25 â ëåâîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå
ñïèñêîâ õ32 è õ36. Ïåðåìåííîé õ39 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè íàáîðà
õ38 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ ðàâåíñòâà õ27.
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ39 è êîíñåêâåíòîì õ27. Îíà îáðàáà-
òûâàåòñÿ ñíà÷àëà îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìû", âûïîëíÿþùèì îðèåíòðîâàííîå
íà ôîðìóëüíûé ðåäàêòîð ïåðåîáîçíà÷åíèå ïåðåìåííûõ, à çàòåì - îïåðàòîðîì
"Íîðìòåîðåìà" ñ îïöèåé "ñîêðàù". Äàëåå ýòà òåîðåìà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

2. Ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ìíîæåñòâà òî÷åê â
ÿâíîå çàäàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ è îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò òî÷êè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdefghijlmnptu(¬(a = l) & ¬(m = n) & t = h(b + c) + i(d + f) + j(e + q) &
u = h2 + i2 + j2 & êîîðä(l, p) = (b, d, e) & êîîðä(ïðÿìàÿ(mn), p) =
setqrs(q− ÷èñëî & r− ÷èñëî & s− ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((h, i, j), (c + q, f + r,
g + s))) & a ∈ ïðÿìàÿ(mn) & c− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g− ÷èñëî & h− ÷èñëî &
i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & a− òî÷êà & l − òî÷êà & m− òî÷êà & n− òî÷êà &
ïðÿìàÿ(al) ⊥ ïðÿìàÿ(mn) & ïðÿìêîîðä(p)→ êîîðä(a, p) = (−c + ht/u,
− f + it/u,−g + jt/u))

èç òåîðåìû

∀abcdefghkpqrABCDK(¬(A = B) & ¬(C = D) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((d, e, f), (a + x,
b + y, c + z))) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuvw(u− ÷èñëî & v − ÷èñëî &
w − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((p, q, r), (g + u, h + v, k + w))) & a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî &
h− ÷èñëî & k − ÷èñëî & p− ÷èñëî & q − ÷èñëî & r − ÷èñëî & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) &
ïðÿìêîîðä(K)→ dp + eq + fr = 0)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abcdehijklsBCK(¬(a = s) & ¬(B = C) & êîîðä(s, K) = (b, d, e) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî &
ïðîïîðöíàáîðû((j, k, l), (c + x, h + y, i + z))) & a ∈ ïðÿìàÿ(BC) & c− ÷èñëî &
h− ÷èñëî & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & k − ÷èñëî & l − ÷èñëî & a− òî÷êà &
s− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & Òðåõìåðí(K)→ ∃m(êîîðä(a, K) =
(jm− c, km−h, lm− i) & êîîðä(ïðÿìàÿ(as), K) = setpqr(p−÷èñëî & q−÷èñëî &
r − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((p− b, q − d, r − e), (jm− b− c, km− d− h,
lm− e− i))) & m− ÷èñëî))



3.148. Õàðàêòåðèñòèêà "ýêâóãëû" 1395

Ïðîãðàììà ïðèåìà, âïëîòü äî ñîçäàíèÿ çàâåðøàþùåé èìïëèêàöèè, ñîâïàäàåò
ñ ïðîãðàììîé ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Èñõîäíàÿ è äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìû òå
æå ñàìûå, è çíà÷åíèÿ ïðîãðàììíûõ ïåðåìåííûõ òå æå, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïðè-
ìåðå. Îòëè÷èå ñîñòîèò â ñïîñîáå ôîðìèðîâàíèÿ çàâåðøàþùåé èìïëèêàöèè. Â
äàííîì ñëó÷àå ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ39 è êîíñåêâåíòîì õ28.
Êàê è ðàíåå, îíà ñíà÷àëà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìû", à çàòåì
- îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà" ñ îïöèåé "ñîêðàù". Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

3.148 Õàðàêòåðèñòèêà "ýêâóãëû"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ýêâóãëû" ñíàáæàþòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ðàâåíñòâ íåâûðîæ-
äåííûõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Ïîëó÷åíèå èìïëèêàöèè äëÿ âûâîäà îäíîãî ðàâåíñòâà äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ èç
äðóãîãî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ABC(¬(A = B) & ¬(A = C) & l(AB) = l(BC) & A− òî÷êà & B − òî÷êà &
C − òî÷êà→ ∠(BAC) = ∠(ACB))

èç òåîðåìû

∀ABC(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & 4(ABC) → l(AB) = l(BC) ↔
∠(BAC) = ∠(BCA))

Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àí-
òåöåäåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ õ9, ê êîòîðûì äîáàâëåíû óòâåðæäå-
íèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ êîíñåêâåíòà ïî î.ä.ç., à òàêæå îäíà èç
÷àñòåé ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå. Êîíñåêâåíòîì íîâîé èìïëèêàöèè ñëó-
æèò äðóãàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè. Èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðàìè
"íîðìòåîðåìà" è "èñêëàíò", ïîñëå ÷åãî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

3.149 Õàðàêòåðèñòèêà "ýëåìåíòàðíî"

Õàðàêòåðèñòèêîé "ýëåìåíòàðíî" ñíàáæàþòñÿ êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè áåç ñóùåñòâåí-
íûõ àíòåöåäåíòîâ, èìåþùèå ýëåìåíòàðíûé êîíñåêâåíò.

Ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû

1. Âàðüèðîâàíèå ïðèìåðà ñ ïîìîùüþ ïåðåíåñåíèÿ êîíñòàíòíûõ ÷ëåíîâ â äðóãóþ
÷àñòü äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀c(c− ÷èñëî→ c− 1 < c)
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èç òåîðåìû

∀c(c− ÷èñëî→ c < c + 1)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ8 èìååò äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà, è ïåðåìåííîé õ10 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ8. Åñëè õ8 - ðàâåíñòâî, òî ïåðåìåííîé õ10
ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ òèï çíà÷åíèÿ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà. Â íàøåì ïðèìåðå õ10
- ñèìâîë "ìåíüøå". Ñïðàâî÷íèê "ïåðåãðóïïèðîâêà" îïðåäåëÿåò ïî õ10 òðîé-
êó (A, B, C), îçíà÷àþùóþ, ÷òî âîçìîæíà ïåðåãðóïïèðîâêà A-÷ëåíîâ îïåðàí-
äîâ îòíîøøåíèÿ õ10 èç îäíîé ÷àñòè â äðóãóþ ñ èçìåíåíèå çíàêà B, ïðè÷åì
C - åäèíèöà îïåðàöèè A. Â íàøåì ïðèìåðå A - ñèìâîë "ïëþñ", B - ñèìâîë
"ìèíóñ", C - 0. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîðíåâîãî îïåðàíäà
óòâåðæäåíèÿ õ8, èìåþùåãî çàãîëîâîê A. Â íàøåì ïðèìåðå - îïåðàíäà c+1. Ïå-
ðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå êîíñòàíòíîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ13.
Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îòëè÷íîãî îò õ13 êîðíåâîãî îïåðàí-
äà óòâåðæäåíèÿ õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàíä õ15 îäíîáóêâåííûé. Ïåðåìåííîé
õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò èñêëþ÷åíèÿ îïåðàíäà õ14 îïåðàöèè õ13, ïåðåìåí-
íîé õ17- ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé A ïîäòåðìà õ15 è ïîäòåðìà õ14, ó
êîòîðîãî èçìåíåí çíàê B. Âûðàæåíèå õ17 îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðàìè
îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè îòíîñèòåëüíî ïîñûëîê õ9. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû îïåðàíäîâ îòíîøåíèÿ õ8 íà âûðàæåíèÿ õ16 è õ17, ñ ó÷åòîì
èõ ïåðâîíà÷àëüíîãî ðàçìåùåíèÿ. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ9 è êîíñåêâåíòîì õ18, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Âûâîä ïðèåìà óñìîòðåíèÿ îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà â ñëó÷àå íåáåñïîâòîðíîãî êîí-
ñåêâåíòà, èìåþùåãî ñâîèì çàãîëîâêîì îòðèöàíèå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & a < b & b− ÷èñëî→ ¬(a = b))

èç òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ ¬(a < a))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíòà, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ8 èìååò çàãîëîâîê "íå" è íåáåñïîâòîðíî. Âûáèðàåòñÿ
ïàðàìåòð õ10 óòâåðæäåíèÿ õ8, èìåþùèé â ýòîì óòâåðæäåíèè áîëåå îäíîãî âõî-
æäåíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå - ïàðàìåòð a. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ11, íå âõî-
äÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ b. Ïåðåìåííîé õ14
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âòîðîãî âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé õ10 â õ8 íà
ïåðåìåííóþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ¬(a < b). Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ9 êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ14, ê êîòîðîìó
ïðèñîåäèíÿþòñÿ âñå óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ òåðìà õ14
ïî î.ä.ç. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ15, êîíñåêâåíòîì êîòîðîé ÿâ-
ëÿåòñÿ îòðèöàíèå ðàâåíñòâà âûðàæåíèé õ10 è õ11. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

3. Óñìîòðåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ îáúåêòà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû
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∃a(¬(a = ∅) & a− set)

èç òåîðåìû

∀cd(d− ñëîâî→ ¬({c; d} = ∅))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò. Åñëè õ8 èìååò âèä îòðèöàíèÿ, òî
ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå óòâåðæäåíèÿ ïîä ýòèì îòðèöàíèåì,
èíà÷å - êîðíåâîå âõîæäåíèå óòâåðæäåíèÿ õ8. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ9, ïåðåìåííîé õ11 - ñàì ýòîò îïåðàíä. Â íà-
øåì ïðèìåðå - "{c; d}". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ11 - íå ïåðåìåííàÿ, è ïåðåìåííîé
õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ïå-
ðå÷åíü". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ òèï çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì
õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ìíîæåñòâî". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ15, íå
âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé
õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ10 â òåðì õ8 íà ïåðåìåííóþ
õ15. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 èìååò âèä "¬(a = ∅)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäå-
íèå õ16 áåñïîâòîðíî. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòû êîòîðîé òå æå, ÷òî ó
èñõîäíîé òåîðåìû, à êîíñåêâåíòîì ñëóæèò ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé õ15 íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé "õ14(õ15)" è õ16.
Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðñèòèêîé "íîðìñóùåñòâóåò".

4. Âûâîä òåîðåìû äëÿ ïàðàìåòðèçîâàííîãî ïîäáîðà çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(∃c(a = {c})→ ¬(a = ∅) & a− set)

èç òåîðåìû

∀c(¬({c} = ∅)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - âõîæäåíèå
êîíñåêâåíòà. Åñëè êîíñåêâåíò èìååò âèä îòðèöàíèÿ, òî ïåðåìåííîé õ10 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ9, èíà÷å - ñàìî âõîæäåíèå õ9. Ïå-
ðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âõîæäåíèé îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ10. Â
ýòîì ñïèñêå âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå âûðàæå-
íèÿ "{c}". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ13 íåîäíîáóêâåííîå, à ïðî÷èå ýëå-
ìåíòû ñïèñêà õ11 - âõîæäåíèÿ îäíîáóêâåííûõ òåðìîâ. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ
õ14, íå âõîäÿùàÿ â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðå-
ìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ïîäòåðìå õ9 âõîæäåíèÿ õ13 íà
ïåðåìåííóþ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå - "¬(a = ∅)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå
õ15 áåñïîâòîðíî. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ ïîäòåðìà
õ13, èìåþùèõ åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â êîíñåêâåíòå òåîðåìû. Â íàøåì ïðè-
ìåðå îí ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ17
íåïóñò. Ñïèñîê õ8 ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñïèñîê õ18 óòâåðæäåíèé,ñîäåðæàùèõ ïå-
ðåìåííóþ íàáîðà õ17, è ïîäñïèñîê õ19 îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Åñëè çàãîëîâîê
óòâåðæäåíèÿ õ15 - íàçâàíèå òèïà îáåêòîâ, òî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â íàáîðå õ18 íåò
óòâåðæäåíèÿ ñ òàêèì çàãîëîâêîì. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äî-
áàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ19 êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì õ17, íàâåøåí-
íîãî íà êîíúþíêöèþ óòâåðæäåíèé õ18 è óòâåðæäåíèÿ "ðàâíî(õ14 õ16)". Åñëè
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çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ15 íå ÿâëÿåòñÿ íàçâàíèåì òèïà îáúåêòîâ, òî îïðåäå-
ëÿåòñÿ òèï T çíà÷åíèÿ ïîäòåðìà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "ìíîæåñòâî". Çàòåì
ïåðåìåííîé õ15 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèÿ õ15 è óòâåðæäå-
íèÿ "T (õ14)". Â íàøåì ïðèìåðå õ15 ïðèîáðåòàåò âèä "¬(a = ∅) & a − set".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå ïàðàìåòðû óòâåðæäåíèé íàáîðà õ20 âñòðå÷àþòñÿ â ñïèñ-
êå ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ15. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
õ20 è êîíñåêâåíòîì õ15. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé
õàðàêòåðèñòèêîé "ñìçíà÷(õ14)".

Îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îáîáùåíèå ïî òðàíçèòèâíîñòè ïðîñòîé èìïëèêàöèè, èñïîëüçóåìîé â ïðîâåðî÷-
íîì îïåðàòîðå (ðàçâÿçêà îïåðàíäîâ).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abc(b− set & c− set & a− set & b ⊆ a→ b ∩ c ⊆ a)

èç òåîðåìû

∀bc(b− set & c− set→ b ∩ c ⊆ b)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ. Åñëè çàãîëîâîê óòâåðæäåíèÿ õ8 - ñèìâîë "íå", òî ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâà-
èâàåòñÿ çàãîëîâîê êîðíåâîãî îïåðàíäà òåðìà õ8, èíà÷å - çàãîëîâîê ñàìîãî ýòî-
ãî òåðìà. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "ñîäåðæèòñÿ". Ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà
"òðàíçèòèâíî" óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî õ10 - òðàíçèòèâíîå äâóìåñòíî îòíîøåíèå.
Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ñèìâîëà õ10 â òåðì õ8, ïåðåìåííîé
õ12 - ñïèñîê îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ11. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè îïåðàíäû ðàç-
ëè÷íû, íî èìåþò îáùèé ïàðàìåòð. Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ13, íå âõîäÿùàÿ
â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ14 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ òèï çíà÷åíèÿ ïåðâîãî îïåðàíäà îòíîøåíèÿ õ10. Â íàøåì ïðèìåðå -
ñèìâîë "ìíîæåñòâî". Äàëüøå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ:

(a) Óòâåðæäåíèå õ8 íå èìååò çàãîëîâêà "íå". Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ
äâà ïîäñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäå-
íèå "õ10(õ13 P )", à ïåðåìåííîé õ16 - óòâåðæäåíèå "õ10(õ13 Q)". Âî âòî-
ðîì ñëó÷àå ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "õ10(Q õ13)", à
ïåðåìåííîé õ16 - óòâåðæäåíèå "õ10(P õ13)". Çäåñü P - ïåðâûé ýëåìåíò
ñïèñêà õ12, Q - âòîðîé ýëåìåíò ýòîãî ñïèñêà. Â íàøåì ïðèìåðå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ âòîðîé ïîäñëó÷àé. Â êàæäîì ïîäñëó÷àå ðàññìàòðèâàþòñÿ åùå äâà
ïîäñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç íèõ ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå
õ15, à ïåðåìåííîé õ18 - óòâåðæäåíèå õ16. Âî âòîðîì ïîäñëó÷àå ïåðåìåííîé
õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ õ16, à ïåðåìåííîé õ18 - îòðè-
öàíèå óòâåðæäåíèÿ õ15. Â íàøåì ïðèìåðå èìååò ìåñòî ïåðâûé èç ýòèõ
ïîäñëó÷àåâ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû òåðìà õ17 âêëþ÷àþòñÿ â ñïè-
ñîê ïàðàìåòðîâ òåðìà õ18. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè
êîòîðîé ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ9 è óòâåðæäåíèÿ "õ14(õ13)", õ17.
Êîíñåêâåíòîì ñëóæèò óòâåðæäåíèå õ18. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà.
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(b) Óòâåðæäåíèå õ8 èìååò çàãîëîâîê "íå". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåð-
æäåíèå "õ10(õ13 Q)", ïåðåìåííîé õ16 - óòâåðæäåíèå "íå(õ10(P õ13))", ãäå
P, Q - ýëåìåíòû ñïèñêà õ12. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, àíòåöåäåíòàìè êîòîðîé
ñëóæàò óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ9 è óòâåðæäåíèÿ "õ14(õ13)", õ15. Êîíñåêâåí-
òîì ñëóæèò óòâåðæäåíèå õ16. Ýòà èìïëèêàöèÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà.

2. Èñêëþ÷åíèå îïåðàöèè òèïà "îòðèöàíèå", åñëè îíà âñòðå÷àåòñÿ íàä âñåìè âõî-
æäåíèÿìè çàäàííîé ïåðåìåííîé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ce(c− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ ¬(e ∈ (e, c]))

èç òåîðåìû

∀ce(c− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ ¬(−e ∈ (−e, c]))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò. Â íåì ðàññìàîòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå
õ9, èìåþùåå åäèíñòâåííûé îïåðàíä - íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ õ10. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ9 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "−e". Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî
âõîæäåíèþ õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - "ìèíóñ". Ñïðàâî÷íèê "îòðèöàíèå" óñòàíàâ-
ëèâàåò, ÷òî äâîéíîå ïðèìåíåíèå îïåðàöèè õ11 âîññòàíàâëèâàåò èñõîäíîé çíà÷å-
íèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé õ10 âñòðå÷àþòñÿ â êîíñåêâåíòå
è àíòåöåäåíòàõ òîëüêî ïîä îïåðàöèåé õ11. Èñêëþ÷åíèå ìîãóò ñîñòàâëÿòü àíòå-
öåäåíòû, èìåþùèå åäèíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ õ10, âõîäÿùóþ â íèõ îäíîêðàòíî.
Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè â àíòåöåäåíòû
èñõîäíîé òåîðåìû âûðàæåíèÿ "õ11(õ10)" âìåñòî ïåðåìåííîé õ10. Ïåðåìåííîé
õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò òàêîé æå ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå õ8. Ñîçäàåò-
ñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ13 è êîíñåêâåíòîì õ14. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðàìè "ïîëíûåïîñûëêè" è "íîðìòåîðåìà", ïîñëå ÷åãî ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà.

Èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû äëÿ âàðüèðîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàíèÿ ïðîñòîé èìïëèêàöèè áåç ñóùåñòâåííûõ ïîñûëîê äëÿ
ðåàëèçàöèè êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà çàìåíÿåìîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè òèïà
"ñîåäèíåíèå".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ |a| ≤ a↔ 0 ≤ a)

èç òåîðåìû

∀c(c− ÷èñëî→ c ≤ |c|)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a ≤ b & b ≤ a↔ a = b)

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå
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- ñèìâîë "ìåíüøåèëèðàâíî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèìâîë õ10 îòëè÷åí îò "íå".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñîåäèíåíèå" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ10 óêàçàí-
íóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõî-
äÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 ñîâïàäàåò ñ äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìîé. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíî-
ñòè â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ13, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "è", ïåðåìåííîé õ16
- âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 èìååò ðîâíî äâà îïåðàíäà, è
ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ15, êîòî-
ðûé èìååò çàãîëîâîê õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå óòâåðæäåíèÿ "a ≤ b".
Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ15.
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ17, ïåðåìåííîé õ20 - îáúåäèíåíèå êîð-
íåâûõ ñâÿçûâàþùèõ ïðèñòàâîê èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ13. Îïðåäåëÿåòñÿ
ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ20, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ8 è õ19. Ïå-
ðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê
àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ13. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ïîäòåðìó õ18. Â íàøåì ïðèìåðå -
"|a| ≤ a". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî íå óäàåò-
ñÿ óñìîòðåòü óòâåðæäåíèå õ23 èç ïîñûëîê õ22. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ïîäòåðìó õ16. Â íàøåì ïðèìåðå -
"a = |a|". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ22 è êîíñåêâåíòîì "ýêâè-
âàëåíòíî(õ23 õ25)". Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà" ñ îïöèåé
"íàïðàâë(âòîðîéòåðì)", ïîñëå ÷åãî ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

2. Ïîïûòêà óñèëåíèÿ ïðîñòîé èìïëèêàöèè áåç ñóùåñòâåííûõ ïîñûëîê ñ ïîìîùüþ
ýêâèâàëåíòíîñòè òèïà "ñîåäèíåíèå".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀x(x− ÷èñëî→ | sin x| ≤ 1)

èç òåîðåìû

∀x(x− ÷èñëî→ sin x ≤ 1)

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a ≤ b & − a ≤ b↔ |a| ≤ b)

Ïðîãðàììà ïðèåìà ïî÷òè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé ïðåäûäóùåãî
ïðèåìà. Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïîâòîðèì åå.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò, ïåðåìåííîé õ9 - ñïèñîê àíòåöåäåí-
òîâ. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîëîâîê êîíñåêâåíòà. Â íàøåì ïðèìåðå
- ñèìâîë "ìåíüøåèëèðàâíî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèìâîë õ10 îòëè÷åí îò "íå".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñîåäèíåíèå" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ10 óêàçàí-
íóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû íà ïåðåìåííûå, íå âõî-
äÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå õ13 ñîâïàäàåò ñ äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìîé. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíî-
ñòè â êîíñåêâåíòå òåîðåìû õ13, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê "è", ïåðåìåííîé õ16
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- âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ15 èìååò ðîâíî äâà îïåðàíäà, è
ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ15, êîòî-
ðûé èìååò çàãîëîâîê õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå óòâåðæäåíèÿ "a ≤ b".
Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ15.
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ17, ïåðåìåííîé õ20 - îáúåäèíåíèå êîð-
íåâûõ ñâÿçûâàþùèõ ïðèñòàâîê èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ13. Îïðåäåëÿåòñÿ
ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííûõ õ20, óíèôèöèðóþùàÿ òåðìû õ8 è õ19. Ïå-
ðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê
àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé òåîðåìû è òåîðåìû õ13. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ïîäòåðìó õ18. Â íàøåì ïðèìåðå -
"− sin x ≤ 1".

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà äîêàçà-
òåëüñòâî óäàåòñÿ óñìîòðåòü óòâåðæäåíèå õ23 èç ïîñûëîê õ22. Ïåðåìåííîé õ25
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè S ê ïîäòåðìó õ16. Â íàøåì
ïðèìåðå - "| sin x| ≤ 1". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ22 è êîíñå-
êâåíòîì õ25. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ðàçðå-
øàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ óïðîùåíèé óæå èìåþùèåñÿ â ñïèñêå âûâîäà òåîðåìû.
Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òåîðåìå

1. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå äëÿ àòîìàðíûõ ïîäâûðàæå-
íèé ñ çàäàííûì çàãîëîâêîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀a(Âåêòîð(a)→ îäíîíàïðàâëåíû(a, a))

èç òåîðåìû

∀CD(C − òî÷êà & D − òî÷êà→ îäíîíàïðàâëåíû(âåêòîð(CD), âåêòîð(CD)))

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(Âåêòîð(a)↔ ∃AB(A− òî÷êà & B − òî÷êà & a = âåêòîð(AB)))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - êîíñåêâåíò.
Âíóòðè òåðìà õ9 âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ10 íåîäíîáóêâåííîãî àòîìàðíîãî ïîä-
òåðìà õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "âåêòîð(CD)". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ
çàãîëîâîê âûðàæåíèÿ õ11, ïåðåìåííîé õ14 - òèï åãî çíà÷åíèÿ. Â íàøåì ïðèìåðå
õ14 - ñèìâîë "Âåêòîð". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ àòîìàðíûõ
íåîäíîáóêâåííûõ ïîäâûðàæåíèé óòâåðæäåíèÿ õ9, èìåþùèõ òèï õ14. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îí íåïóñò. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò ñïèñîê ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî
âûðàæåíèÿ "âåêòîð(CD)". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
âûðàæåíèé õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - C, D. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè ïàðàìåòðû
âñòðå÷àþòñÿ â óòâåðæäåíèè õ9 òîëüêî âíóòðè âõîæäåíèé âûðàæåíèé íàáîðà
õ15.

Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ïàðàìîïèñàíèå" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ14 óêàçàí-
íóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè â åå êîíñåêâåíòå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì ëåâîé ÷àñòè
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äàííîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñëóæèò ñèìâîë õ14, à çàãîëîâêîì ïðàâîé - êâàíòîð
ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ýòîãî êâàíòîðà, ïå-
ðåìåííîé õ21 - ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ.
Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ - êîðíåâîé îïåðàíä ëåâîé ÷àñòè ýê-
âèâàëåíòíîñòè. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Â ñïèñêå õ21 íàõîäèòñÿ ðà-
âåíñòâî õ23 ñ ïåðåìåííîé õ22 â ëåâîé ÷àñòè è çàãîëîâêîì õ12 ïðàâîé ÷àñòè.
Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê íå âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ òåîðåìó ïåðå-
ìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ15. Â íàøåì ïðèìåðå - ñïèñîê a.
Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â óòâåðæäåíèè õ10 ïîäòåðìîâ
íàáîðà õ15 íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå õ24. Â íàøåì ïðèìåðå õ27 èìååò
âèä "îäíîíàïðàâëåíû(a, a)". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ
òåðìà õ27. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà óòâåðæäåíèé íà-
áîðà õ8, ïàðàìåòðû êîòîðûõ âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ28, ñî ñïèñêîì óòâåðæäåíèé
âèäà "õ14(X)" äëÿ âñåâîçìîæíûõ ïåðåìåííûõ X íàáîðà õ24. Ïåðåìåííîé õ30
ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà óòâåðæäåíèé íàáîðà õ8, ïàðàìåòðû êîòîðûõ
íå âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ28, ñî ñïèñêîì ðàâåíñòâ âûðàæåíèé íàáîðà õ15 ñîîò-
âåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì íàáîðà õ24. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé õ30, íå âõîäÿùèõ â ñïèñîê õ28. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà
îïèñàíèå ñ ïîñûëêàìè õ29 è óñëîâèÿìè õ30. Öåëè çàäà÷è - "ïîëíûé", "ÿâíîå",
"ïðÿìîéîòâåò", "íåèçâåñòíûå õ31", "ïàðàìåòðû õ31", "èñêëþ÷". Îòâåò çàäà÷è
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ33. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "D − òî÷êà".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòâåò îòëè÷åí îò ñèìâîëà "îòêàç". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàè-
âàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ29 ñî ñïèñêîì êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ óòâåðæäåíèÿ
õ33. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ34 è êîíñåêâåíòîì õ27. Îíà îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.

Èíäóêòèâíîå îáîáùåíèå òåîðåìû

1. Îáîáùåíèå íà êîíå÷íûå ñåìåéñòâà òðàíçèòèâíîãî îòíîøåíèÿ ñ äâóìÿ àññîöè-
àòèâíî-êîììóòàòèâíûìè äâóìåñòíûìè îïåðàöèÿìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀b(êîíå÷íîå(b) & êîíå÷íûå(b) & êëàññìíîæåñòâ(b)→ card(
⋃

a,a∈b a) ≤∑
a,a∈b card(a))

èç òåîðåìû

∀ab(a−set & b−set & êîíå÷íîå(a) & êîíå÷íîå(b)→ card(a∪b) ≤ card(a)+card(b))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ9 - âõîæäå-
íèå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ9 ðàâíî 2.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ9. Â íàøåì ïðèìåðå
- "ìåíüøåèëèðàâíî". Ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷íèêà óñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî õ10 - ñèì-
âîë òðàíçèòèâíîãî îòíîøåíèÿ. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îä-
íîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ9, ïåðåìåííîé õ12 - âõîæäåíèå äðóãîãî îïåðàíäà.
Â íàøåì ïðèìåðå õ11 - âõîæäåíèå òåðìà "card(a ∪ b)", õ12 - âõîæäåíèå òåðìà
"card(a)+ card(b)". Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäòåðì õ11. Â íåì âûáèðà-
åòñÿ âõîæäåíèå õ14 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà, èìåþùåãî ðîâíî äâà êîðíåâûõ
îïåðàíäà. Â íàøåì ïðèìåðå - ïîäòåðìà "a ∪ b". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ14. Â íàøåì ïðèìðå - "îáúåäèíåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ,
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÷òî ñèìâîë õ15 àññîöèàòèâíûé è êîììóòàòèâíûé. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïåðâûì
îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ14 ñëóæèò íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ16, âòîðûì - äðóãàÿ
ïåðåìåííàÿ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, b. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî
îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ12 ðàâíî 2, è ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî
âõîæäåíèþ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - "ïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèìâîë õ18 àññî-
öèàòèâíûé è êîììóòàòèâíûé. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû
âõîæäåíèÿ õ14 â òåðì õ13 íà ïåðåìåííóþ õ16. Â íàøåì ïðèìåðå - "card(a)".
Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ14 â òåðì õ13 íà
ïåðåìåííóþ õ17. Â íàøåì ïðèìåðå - "card(b)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ19, õ20 ñî-
äåðæàòñÿ â ñïèñêå îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ12. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ16 àíòåöåäåíòîâ íàáîðà õ8, ïåðåìåííîé õ22 -
ñïèñîê ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ17 àíòåöåäåíòîâ íàáîðà õ8. Ïåðåìåííîé õ23
ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ21, ïåðåìåííîé õ24 - êîíúþíêöèÿ
óòâåðæäåíèé õ22. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ïåðå-
ìåííîé õ17 âìåñòî ïåðåìåííîé õ16 â òåðì õ23. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû
îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" òåðìîâ õ25 è õ24 ñîâïàäàþò.

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ îäíîýëåìåíòûé ñïèñîê, îáðàçîâàííûé óòâåð-
æäåíèåì "õ10(a, b)", ãäå a, b - ïåðåìåííûå ËÎÑà ñ íîìåðàìè 1 è 2. Òî îáñòîÿ-
òåëüñòâî, ÷òî îíè ñîâïàäàþò ñ ïåðåìåííûìè èñõîäíîé òåîðåìû íàøåãî ïðèìåðà,
çäåñü íåñóùåñòâåííî. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "õ10(õ18(a, c),
õ18(b, c))". Ê ñïèñêó õ26 äîáàâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðî-
âîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. ýëåìåíòà íàáîðà õ26 è óòâåðæäåíèÿ õ27. Ïðè ïîìîùè çà-
äà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ27 - ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèé õ26.
Â íàøåì ïðèìåðå õ26 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé "a ≤ b", "c − ÷èñëî", "b −
÷èñëî", "a − ÷èñëî"; õ27 - óòâåðæäåíèå "a + c ≤ b + c". Ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷-
íèêà "ñóììàâñåõ" óñòàíâëèâàåòñÿ îáîáùåíèå õ29 àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé
îïåðàöèè õ15 íà íàáîðû ïðîèçâîëüíîé äëèíû è îáîáùåíèå õ30 àññîöèàòèâíî-
êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè õ18 íà íàáîðû ïðîèçâîëüíîé äëèíû. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ29 - "îáúåäèíåíèåâñåõ", õ30- - "ñóììàâñåõ". Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàè-
âàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà íå âõîäÿùèõ â õ21 è õ22 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ8
ñ óòâåðæäåíèÿìè "ìíîæåñòâî(õ17)", "êîíå÷íîå(õ17)" è âñåâîçìîæíûìè óòâåð-
æäåíèÿìè âèäà "äëÿëþáîãî(õ16 åñëè ïðèíàäëåæèò(õ16 õ17)òî A)", ãäå A - ýëå-
ìåíò ñïèñêà õ21. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ
õ14 â òåðì õ13 íà òåðì "õ29(îòîáðàæåíèå(õ16 ïðèíàäëåæèò(õ16 õ17) õ16))".
Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "õ30(îòîáðàæåíèå(õ16 ïðèíàäëåæèò(õ16
õ17)õ19))". Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "õ10(õ32 õ33)", åñëè
õ11 - ïåðâûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ9, èíà÷å - óòâåðæäåíèå "õ19(õ33 õ32)". Ïå-
ðåìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ31 îïåðàòîðîì "íîð-
ìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ34. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ35 è êîíñåêâåíòîì õ34. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
"íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà.



Ãëàâà 4

Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ

ê ñïðàâî÷íèêó "òåîðåìû"

Êàê óæå ãîâîðèëîñü â 8 òîìå ìîíîãðàôèè, áàçà òåîðåì ñîäåðæèò, ïîìèìî òåîðåì,
òàêæå òàê íàçûâàåìûå ïðîòîêîëû. Â îòëè÷èå îò òåîðåìû, ïðîòîêîë íå ÿâëÿåòñÿ
óòâåðæäåíèåì ëîãè÷åñêîãî ÿçûêà, à ëèøü íåêîòîðûì òåðìîì òåõíè÷åñêîãî õàðàê-
òåðà, ôèêñèðóþùèì êàêèå-ëèáî îáùèå ñâîéñòâà ïðåäìåòíîé îáëàñòè èëè ðåøåíèÿ,
îïðåäåëÿþùèå ñïîñîáû åå àëãîðèòìèçàöèè. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðîòîêîë ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïîïðîñòó óñòàíîâêó íà ñïåöèàëüíûé öèêë ëîãè÷åñêîãî âûâîäà. Ïðîòîêîë õðà-
íèòñÿ â áàçå òåîðåì â òîì æå ôîðìàòå, ÷òî è òåîðåìà: â ïåðâîì îêíå ðàñïîëàãàåòñÿ
òåðì, çàäàþùèé ïðîòîêîë, âî âòîðîì îêíå - ñïèñîê õàðàêòåðèñòèê. Íàëè÷èå ñèìâîëà
"ïðîòîêîë" â ýòîì ñïèñêå óêàçûâàåò íà ïðîòîêîë, îòñóòñòâèå åãî - íà òåîðåìó.

Òèïû ïðîòîêîëîâ áûëè ïåðå÷èñëåíû â 8 òîìå ìîíîãðàôèè. Ââèäó òîãî, ÷òî ñèñòåìà
ïîñòîÿííî ðàçâèâàåòñÿ, ýòîò ñïèñîê ìîæåò îêàçàòüñÿ íåïîëíûì.

Êàê è òåîðåìà, ïðîòîêîë ìîæåò îêàçàòüñÿ "ñòàðòîâîé òåîðåìîé" ÿ÷åéêè ëîãè÷åñêîãî
âûâîäà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ çàïóñê âûâîäà òåîðåì â ýòîé ÿ÷åéêå îñóùñòâëÿåòñÿ îäíîé è
òîé æå ïðîöåäóðîé "ïðîãðâûâîä". Îäíàêî, äëÿ îáðàáîòêè ïðîòîêîëà äàííàÿ ïðîöå-
äóðà èñïîëüçóåò íå ñïðàâî÷íèê "ïðîãðâûâîä", à ñïðàâî÷íèê "òåîðåìû". Îáðàùåíèå
ê ñïðàâî÷íèêó ïðåäïðèíèìàåòñÿ íà ëîãè÷åñêîì ñèìâîëå, ÿâëÿþùåìñÿ çàãîëîâêîì
ïðîòîêîëà. Âõîäíûå äàííûå òàêîãî îáðàùåíèÿ ñóòü: õ1 - òåêóùàÿ ÷åòâåðêà ñïèñêà
âûâîäà, îáðàáàòûâàåìàÿ îïåðàòîðîì "ïðîãðâûâîä"; õ2 - òåðì, çàäàþùèé ïðîòîêîë;
õ3 - õàðàêòåðèñòèêè ïðîòîêîëà (ñðåäè íèõ - ñèìâîë "ïðîòîêîë"); õ4 - áëîê âûâîäà;
õ5 - ïàðà (íàêîïèòåëü ÷åòâåðîê ñïèñêà âûâîäà - èíäèêàòîð èçìåíåíèé); õ6 - óðîâåíü
ñêàíèðîâàíèÿ. Ñïðàâî÷íèê ïðåäïðèíèìàåò âûâîä òåîðåì, èíèöèèðóåìûé ïðîòîêî-
ëîì õ2, è ðåãèñòðèðóåò ðåçóëüòàòû â íàêîïèòåëå õ5. Åñëè öèêë âûâîäà äîëæåí áûòü
ïðåðâàí, òî ñïðàâî÷íèê âûäàåò çíà÷åíèå R, ðàâíîå 2. Åñëè íåîáõîäèì îòêàò ê íà÷à-
ëó öèêëà ñêàíèðîâàíèÿ ñïèñêà âûâîäà è ïîíèæåíèå óðîâíÿ ñêàíèðîâàíèÿ äî íóëÿ,
òî R := 3. Åñëè íåîáõîäèì íåìåäëåííûé ïåðåõîä ê àíàëèçó ñëåäóþùèåé ÷åòâåðêè
ñïèñêà âûâîäà, òî R := 4.

Çàìåòèì, ÷òî â îäíîì è òîì æå öèêëå âûâîäà ìîæåò ïðîèñõîäèòü êàê ðàññìîòðå-
íèå òåîðåì, òàê è ðàññìîòðåíèå ïðîòîêîëîâ. Âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿëàñü ëè
ñòàðòîâîé òî÷êîé òåîðåìà ëèáî ïðîòîêîë, ñïèñîê âûâîäà îáðàáàòûâàåòñÿ ïî îäíîé
è òîé æå ñõåìå; íà êàæäîì øàãå ïðîöåäóðà "ïðîãðâûâîä" àäðåñóåò îáðàáîòêó ëèáî
ñïðàâî÷íèêó "ïðîãðâûâîä", ëèáî ñïðàâî÷íèêó "òåîðåìû". Â ïðîöåññå âûâîäà ìîæåò
ïðåäïðèíèìàòüñÿ ðåãèñòðàöèÿ â ñïèñêå âûâîäà íîâûõ ïðîòîêîëîâ. Ïðè ðàññìîòðåíèè
ïðèåìîâ ñïðàâî÷íèêà "ïðîãðâûâîä" ìû ñòàëêèâàëèñü ñ ñèòóàöèåé, êîãäà ïðîòîêîë
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ñîçäàâàëñÿ ïî òåîðåìå. Îáû÷íî â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà ëèøü ïîäñêàçûâàëà íåêîòîðûé
ïðîñìîòð òåîðåì ðàçäåëà, ïðèâîäÿùèé ê ñîçäàíèþ ïðîòîêîëà.

Êðîìå ïðîòîêîëîâ è "îáû÷íûõ" òåîðåì, â áàçå òåîðåì âñòðå÷àþòñÿ òàêæå êâàçèïðî-
òîêîëû. Ïî âíåøíåìó âèäó îíè ïîõîæè íà òåîðåìû - ïðîðèñîâûâàþòñÿ â îáû÷íîé
ôîðìóëüíîé çàïèñè è íå èìåþò õàðàêòåðèñòèêè "ïðîòîêîë". Âìåñòî ýòîãî êâàçèïðî-
òîêîëû ñîïðîâîæäàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé "òåîðåìàïðèåìà" è ðÿäîì äðóãèõ õàðàê-
òåðèñòèê. Îáû÷íî êâàçèïðîòîêîë ñëóæèò èñòî÷íèêîì êàêîãî-ëèáî ïðèåìà, âûïîëíÿ-
þùåãî âñïîìîãàòåëüíóþ ðàáîòó. Íàïðèìåð, ââîä â çàäà÷å âñïîìîãàòåëüíûõ îáîçíà-
÷åíèé ëèáî îáðàùåíèå ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å, è ò.ï. Äëÿ òàêèõ äåéñòâèé, ñòðîãî
ãîâîðÿ, ñïåöèàëüíîé òåîðåìû íå òðåáóåòñÿ. Âìåñòå ñ òåì, òàêîå æå èñïîëüçîâàíèå
ôîðìóëüíîãî ðåäàêòîðà, êàê åñëè áû ââîäèëàñü òåîðåìà, óïðîùàåò îïèñàíèå ñèòóà-
öèè, â êîòîðîé ýòè äåéñòâèÿ íóæíû.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ïðèåìîâ ñïðàâî÷íèêà "òåîðåìû". Âûéòè íà ýòè ïðèåìû
ìîæíî ÷åðåç ïóíêò "Áàçà òåîðåì" - "Ïðîãðàììèðóþùèé âûâîä" - "Ïðèåìû âûâîäà
òåîðåì (ñïðàâî÷íèê ÒÅÎÐÅÌÛ)" îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.

4.1 Ïðîòîêîë "ðàçäåë"

Ïðîòîêîë "ðàçäåë(õ1)" èíèöèèðóåò ïðåäâàðèòåëüíîå ðàññìîòðåíèå òåîðåì ðàçäåëà
õ1 äëÿ îáùåé àëãîðèòìèçàöèè ýòîãî ðàçäåëà.

Óñìîòðåíèå óíèôèöèðóåìîãî àðãóìåíòà ãðóïïû îäíîìåñòíûõ îïåðàöèé

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñîçäàíèå ïðîòîêîëà "óíèôèêàöèÿ(ñåêàíñ êîñåêàíñ
ñèíóñ êîñèíóñ òàíãåíñ êîòàíãåíñ òðèãàðãóìåíò)" èç ïðîòîêîëà "ðàçäåë(ýëåìåíòàð-
íàÿàëãåáðà)".

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîòîêîë "óíèôèêàöèÿ(õ1 õ2)" ïåðå÷èñëÿåò â ñïèñêå õ1 òàêèå îä-
íîìåñòíûå îïåðàöèè, äëÿ êîòîðûõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà îïèñàíèå öåëåñîîáðàçíî
ñâåäåíèå èõ ê îáùåìó àðãóìåíòó (óíèôèêàöèÿ àðãóìåíòîâ). õ2 - íàçâàíèå èäåíòè-
ôèöèðóþùåãî òåðìà ÃÅÍÎËÎÃà, ïåðå÷èñëÿþùåãî àðãóìåíòû îïåðàöèé ñïèñêà õ1 â
òåêóùåì òåðìå. Õàðàêòåðèñòèêà "ñèìâîë(A)", åñëè îíà åñòü, óêàçûâàåò îäíîìåñòíóþ
îïåðàöèþ A, äîïóñêàþùóþ âûíåñåíèå èç-ïîä îïåðàöèé ñïèñêà õ1.

Ïåðåõîäèì ê îïèñàíèþ ïðèåìà. Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ íàçâàíèå ðàçäåëà èç
ïðîòîêîëà. Â íàøåì ïðèìåðå - "ýëåìåíòàðíàÿàëãåáðà". Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü
õ9 ãðóïï îäíîìåñòíûõ îïåðàöèé, äëÿ êîòîðûõ öåëåñîîáðàçíà óíèôèêàöèÿ àðãóìåí-
òîâ.

Íà÷èíàåòñÿ ïðîñìîòð òåîðåì õ12 ðàçäåëà õ7, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé êâàíòîðíûå
òîæäåñòâà ñ õàðàêòåðèñòèêîé "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)" ëèáî "ñâåðòêà(. . .)". Ïåðåìåííîé
õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíñåêâåíò òåîðåìû õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí ýëåìåíòàðíûé, íå
ñîäåðæèò ñèìâîëà "âàðèàíò" è íå èìååò ñóùåñòâåííûõ àíòåöåäåíòîâ. Âíóòðè õ15
âûáèðàåòñÿ âõîæäåíèå õ16 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà ñ îäíîìåñòíîé êîðíåâîé îïå-
ðàöèåé õ17. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îòëè÷íûõ îò õ17 îäíîìåñòíûõ
îïåðàöèé, äëÿ êîòîðûõ â õ15 èìååòñÿ âõîæäåíèå ñ òåì æå àðãóìåíòîì, ÷òî ó õ16.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ18 íåïóñò, è ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äî-
áàâëåíèÿ ñèìâîëà õ17 ê ñïèñêó õ18. Èç ñïèñêà õ19 óäàëÿþòñÿ ñèìâîëû òèïà "îòðèöà-
íèå" è ñèìâîëû, îïðåäåëÿåìûå ÷åðåç óñëîâíûå âûðàæåíèÿ. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëå
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ýòîãî ñïèñîê õ19 èìååò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ. Çàòåì ïðîñìàòðèâàþòñÿ íàáîðû
ñïèñêà õ9, ïåðåñåêàþùèåñÿ ñî ñïèñêîì õ19. Îíè óäàëÿþòñÿ èç ñïèñêà õ9, à âìåñòî
íèõ â õ9 çàíîñèòñÿ îáúåäèíåíèå èõ âñåõ ñî ñïèñêîì õ19.

Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà òåîðåì õ12 âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ10 ñíîâà îêàçûâà-
þòñÿ íå îïðåäåëåíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ9 îêàçûâàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç ÷åòûðåõ ãðóïï
"êîñåêàíc, ñèíóñ, ñåêàíñ, êîñèíóñ, êîòàíãåíñ, òàíãåíñ"; "àðêêîñèíóñ, àðêñèíóñ"; "àðê-
êîòàíãåíñ, àðêòàíãåíñ"; "ãèïêîñèíóñ, ãèïñèíóñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ9 íåïóñò.
Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ9, ïðè÷åì
íà êàæäîé ïîçèöèè íàáîðà õ10 ðàñïîëàãàåòñÿ íàáîð èç ñòîëüêèõ ñèìâîëîâ "ïóñòîå-
ñëîâî", êàêîâà äëèíà ñîîòâåòñòâóþùåãî íàáîðà ñïèñêà õ9. Ýòîò íàáîð ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íàêîïèòåëü íàáîðîâ îäíîìåñòíûõ îïåðàöèé, äîïóñêàþùèõ "âûíåñåíèå" èç-ïîä
ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèé íàáîðîâ ñïèñêà õ9.

Äëÿ çàïîëíåíèÿ íàêîïèòåëÿ õ10 ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîâòîðíûé ïðîñìîòð òåîðåì ðàç-
äåëà õ7. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ òåêóùàÿ òåîðåìà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé
êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ ñ õàðàêòåðèñòèêîé "ñîêðàù(. . .)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâà-
èâàåòñÿ çàìåíÿåìîå âûðàæåíèå òåîðåìû õ13, ïåðåìåííîé õ19 - åãî çàãîëîâîê. Â ñïèñ-
êå õ9 ïðîñìàòðèâàþòñÿ íàáîðû õ21, íåêîòîðûé ðàçðÿä õ22 êîòîðûõ ðàâåí õ19. Ïå-
ðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðâîãî îïåðàíäà òåðìà õ18. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî åäèíñòâåííûì îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ õ23 ñëóæèò íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ. Ïåðå-
ìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ23. Â íàêîïèòåëå õ10 íàõîäèòñÿ
âõîæäåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âõîæäåíèþ õ22 â íàáîð õ21 ñïèñêà õ9. Ê ñïèñêó ïî
ýòîìó âõîæäåíèþ äîáàâëÿåòñÿ (ñ áëîêèðîâêîé ïîâòîðåíèé) ñèìâîë õ24.

Ïî çàâåðøåíèè öèêëà ïðîñìîòðà òåîðåì âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ11 ñíîâà îêà-
çûâàþòñÿ íå îïðåäåëåíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ10 îêàçûâàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç ÷åòû-
ðåõ ñïèñêîâ. Ïåðâûé èç íèõ - "ìèíóñ", "ìèíóñ, ìîäóëü", "ìèíóñ", "ìèíóñ", "ìè-
íóñ,ìîäóëü", "ìèíóñ, ìîäóëü". Âòîðîé ñïèñîê - "ìèíóñ", "ìèíóñ, ìîäóëü". Òðåòèé
ñïèñîê - "ïóñòîåñëîâî", "ìèíóñ". ×åòâåðòûé - "ïóñòîåñëîâî", "ïóñòîåñëîâî". Âûáè-
ðàåòñÿ ïîçèöèÿ õ11 ñïèñêà õ9 è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïîçèöèÿ ñïèñêà õ10. Â íàøåì
ïðèìåðå õ11 - íà÷àëî ñïèñêà õ9. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð ïî âõîæäåíèþ
õ12, ïåðåìåííîé õ14 - ïåðåñå÷åíèå âñåõ ñïèñêîâ äàííîãî íàáîðà. Â íàøåì ïðèìå-
ðå îíî ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ñèìâîëà "ìèíóñ". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê ïî âõîæäåíèþ õ11. Â íàøåì ïðèìåðå - "êîñåêàíc, ñèíóñ, ñåêàíñ, êîñèíóñ, êî-
òàíãåíñ, òàíãåíñ". Ñèìâîëû íàáîðà õ15 ïåðåóïîðÿäî÷èâàþòñÿ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì
ïîðÿäêå, ïîñëå ÷åãî õ15 ïðèîáðåòàåò âèä: "ñåêàíñ, êîñåêàíñ, ñèíóñ, êîñèíóñ, òàíãåíñ,
êîòàíãåíñ". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "Íàçâàíèå(òðèãàðãóìåíò õ15)". Åñ-
ëè óæå èìååòñÿ èäåíòèôèöèðóþùèé òåðì ÃÅÍÎËÎÃà, óñìàòðèâàþùèé îïåðàíäû
îïåðàöèé íàáîðà õ15, òî åãî íàçâàíèå ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ16. Â íàøåì
ïðèìåðå õ16 ñòàíîâèòñÿ ëîãè÷åñêèì ñèìâîëîì "òðèãàðãóìåíò". Ïåðåìåííîé õ17 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïðîòîêîë "óíèôèêàöèÿ(õ15 õ16)", êîòîðûé ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âû-
âîäà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè "ïðîòîêîë" è "ñèìâîë(S)", ãäå S - âñåâîçìîæíûå ýëåìåíòû
ñïèñêà õ14.

4.2 Ïðîòîêîë "ëîãñèìâîë"

Ïðîòîêîë "ëîãñèìâîë(õ1)" èíèöèèðóåò ðàññìîòðåíèå âñåõ ñâÿçàííûõ ñ ñèìâîëîì õ1
òåîðåì äëÿ îáùåé àëãîðèòìèçàöèè ýòîãî ñèìâîëà.
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Ñîçäàíèå íîðìàëèçàòîðà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñîçäàíèå ïðîòîêîëà "íîðìàëèçàöèÿ(óìíîæåíèå íîð-
ìóìíîæåíèå)" ïî ïðîòîêîëó "ëîãñèìâîë(óìíîæåíèå)". Ñîçäàâàåìûé ïðîòîêîë ïîñëó-
æèò îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ ñîçäàíèÿ ñïåöèôèêàòîðîì ñîîòâåòñòâóþùåãî íîðìàëèçà-
òîðà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè.

Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë - êîðíåâîé îïåðàíä ïðîòîêîëà. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ7 - ñèìâîë "óìíîæåíèå". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ7 íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäèêàòíûì ñèìâî-
ëîì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àðíîñòü ñèìâîëà õ7 íå ðàâíà 0, ïðè÷åì õ7 îòëè÷íî îò ñèìâîëà
"çíà÷åíèå". Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàçâàíèå ðàçäåëà, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ
ñèìâîë õ7. Â íàøåì ïðèìåðå - "ýëåìåíòàðíàÿàëãåáðà". Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû
õ15 ðàçäåëà õ8, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "íîðìàëèçàöèÿ(N)" ëèáî "ñèñòêîîðä". Åñ-
ëè îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî òåîðåìà - ðàâåíñòâî ñ çàãîëîâêîì õ7 çàìåíÿåìîé ÷àñòè, òî
íà÷èíàåòñÿ ñîçäàíèå ïðîòîêîëà. Ïðåæäå âñåãî, ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì
"Íàçâàíèå(íîðì õ7)". Åñëè óæå èìååòñÿ íîðìàëèçàòîð îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè âûðà-
æåíèé ñ çàãîëîâêîì õ7, òî ïåðåìåííîé õ17 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ åãî íàçâàíèå. Â íàøåì
ïðèìåðå õ17 ññòàíîâèòñÿ ñèìâîëîì "íîðìóìíîæåíèå". Ñîçäàåòñÿ ïðîòîêîë "íîðìà-
ëèçàöèÿ(õ7 õ17)", êîòîðûé ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòå-
ðèñòèêîé "ïðîòîêîë".

Ñîçäàíèå ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà - îáùèé ñëó÷àé

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñîçäàíèå ïðîòîêîëà "ëåãêîâèäåòü(ìåíüøåèëèðàâíî(õ1
õ2) óñììåíüøåèëèðàâíî)" ïî ïðîòîêîëó "ëîãñèìâîë(ìåíüøåèëèðàâíî)". Ñîçäàâàå-
ìûé ïðîòîêîë ïîñëóæèò îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ ñîçäàíèÿ ñïåöèôèêàòîðîì ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà.

Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë - êîðíåâîé îïåðàíä ïðîòîêîëà. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ7 - ñèìâîë "ìåíüøåèëèðàâíî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ7 ÿâëÿåòñÿ ïðåäèêàòíûì
ñèìâîëîì. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àðíîñòü ñèìâîëà õ7 íå ðàâíà 0. Ïåðåìåííîé õ9 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàçâàíèå ðàçäåëà, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ7. Â íàøåì ïðèìåðå
- "ýëåìåíòàðíàÿàëãåáðà". Ââîäèòñÿ íàêîïèòåëü õ11, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé íàáîð
äëèíû 2. Âíà÷àëå îáà åãî ýëåìåíòû - ñèìâîëû "ïóñòîåñëîâî".

Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû õ14 ðàçäåëà õ9, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé êâàíòîðíûå èì-
ïëèêàöèè. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ14. Åñëè â
ñïèñêå õ15 èìååòñÿ óòâåðæäåíèå ñ çàãîëîâêîì õ7, òî â ïåðâûé íàáîð íàêîïèòåëÿ õ11
äîáàâëÿåòñÿ 1 (ïîâòîðåíèÿ áëîêèðóþòñÿ). Åñëè â ñïèñêå õ15 èìååòñÿ óòâåðæäåíèå ñ
çàãîëîâêîì "íå" è çàãîëîâêîì õ7 êîðíåâîãî îïåðàíäà, òî 1 çàíîñèòñÿ âî âòîðîé íàáîð
íàêîïèòåëÿ õ11.

Åñëè èìïëèêàöèÿ ïðîñòàÿ, ïðè÷åì åå êîíñåêâåíò èìååò çàãîëîâîê õ7, òî â ïåðâûé
íàáîð íàêîïèòåëÿ õ11 çàíîñèòñÿ 2. Åñëè êîíñåêâåíò èìååò çàãîëîâîê "íå", à åãî êîð-
íåâîé îïåðàíä - çàãîëîâîê õ7, òî 2 çàíîñèòñÿ âî âòîðîé íàáîð íàêîïèòåëÿ õ11.

Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà òåîðåì âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ12 ñíîâà îêàçûâàþòñÿ íå
îïðåäåëåíû. Â íàøåì ïðèìåðå ïåðâûé ýëåìåíò íàêîïèòåëÿ õ11 ñîñòîèò èç 1 è 2, à âòî-
ðîé - òîëüêî èç 2. Âûáèðàåòñÿ ïîçèöèÿ õ12 ïàðû õ11, íà êîòîðîé ðàñïîëîæåí íàáîð,
ñîäåðæàùèé 1 è 2. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîëüíîå ÷èñëî, ðàâíîå àðíîñòè
ñèìâîëà õ7. Â íàøåì ïðèìåðå - 2. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò íàâå-
øèâàíèÿ îòíîøåíèÿ õ7 íà ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íà÷èíàþùèéñÿ ñ ïåðâîé ïåðåìåííîé
ËÎÑà è çàêàí÷èâàþùèéñÿ ïåðåìåííîé ñ íîìåðîì õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 èìååò
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âèä "ìåíüøåèëèðàâíî(õ1 õ2)". Åñëè õ12 - âòîðîé ýëåìåíò ïàðû õ11, òî õ14 çàìåíÿ-
åòñÿ íà ñâîå îòðèöàíèå. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "Íàçâàíèå(ëåãêîâèäåòü
õ7 n)", ãäå n ðàâíî 1, åñëè õ14 èìååò çàãîëîâîê "íå", è ðàâíî 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Åñëè óæå èìåëîñü íàçâàíèå äëÿ ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà, ñâÿçàííîãî ñ øàáëîíîì õ14,
òî õ16 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ýòî íàçâàíèå. Â íàøåì ïðèìåðå õ16 ñòàíîâèòñÿ ñèìâîëîì
"óñììåíüøåèëèðàâíî". Äàëåå ñîçäàåòñÿ ïðîòîêîë "ëåãêîâèäåòü(õ14 õ15)", ðåãèñòðè-
ðóåìûé â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "ïðîòîêîë".

Ñîçäàíèå ïðîâåðî÷íîãî îïåðàòîðà - ñëó÷àé îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñîçäàíèå ïðîòîêîëà "ëåãêîâèäåòü(íå(ðàâíî(õ1 ïó-
ñòî))óñìíåïóñòî)" ïî ïðîòîêîëó "ëîãñèìâîë(ïóñòî)".

Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë - êîðíåâîé îïåðàíä ïðîòîêîëà. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ7 - ñèìâîë "ïóñòî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ7 íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì,
ïðè÷åì àðíîñòü åãî ðàâíà 0. Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàçâàíèå ðàçäåëà, ê êîòî-
ðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë õ7. Â íàøåì ïðèìåðå - "òåîðèÿìíîæåñòâ". Ââîäèòñÿ ïóñòîé
íàêîïèòåëü õ10.

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîñìîòð òåîðåì õ13 ðàçäåëà õ8. Åñëè ñðåäè àíòåöåäåíòîâ òåîðå-
ìû õ13 èìååòñÿ îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ñ ñèìâîëîì õ7 â îäíîé èç ñâîèõ ÷àñòåé, òî â
íàêîïèòåëü õ10 çàíîñèòñÿ 1 (ïîâòîðåíèÿ áëîêèðóþòñÿ). Åñëè êîíñåêâåíò òåîðåìû õ13
- îòðèöàíèå ðàâíñòâà ñ ñèìâîëîì õ7 â îäíîé èç ÷àñòåé, òî â íàêîïèòåëü õ10 çàíîñèòñÿ
2.

Ïî çàâåðøåíèè ïðîñìîòðà òåîðåì õ13 âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ13 ñíîâà îêàçûâà-
þòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî â íàêîïèòåëå õ10 åñòü è 1, è 2. Ïåðåìåííîé õ13
ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "íå(ðàâíî(a õ7))", ãäå a - ïåðåìåííàÿ ËÎÑà ñ íîìåðîì
1. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "Íàçâàíèå(ëåãêîâèäåòü õ7 2)". Åñëè óæå èìå-
åòñÿ ïðîâåðî÷íûé îïåðàòîðì äëÿ óñìîòðåíèÿ èñòèííîñòè óòâåðæäåíèé âèäà õ13, òî
ïåðåìåííîé õ14 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ åãî íàçâàíèå. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "óñìíå-
ïóñòî". Äàëåå ñîçäàåòñÿ ïðîòîêîë "ëåãêîâèäåòü(õ13 õ14)", êîòîðûé ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêîé "ïðîòîêîë".

Ñîçäàíèå íîðìàëèçàòîðà ñîêðàùåííîé ïåðåçàïèñè

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñîçäàíèå ïðîòîêîëà "íîðìóïðîñòèòü(äðîáü óïðî-
ùäðîáü)" ïî ïðîòîêîëó "ëîãñèìâîë(äðîáü)". Ñîçäàâàåìûé ïðîòîêîë ïîñëóæèò îò-
ïðàâíîé òî÷êîé äëÿ ñîçäàíèÿ ñïåöèôèêàòîðîì ñîîòâåòñòâóþùåãî íîðìàëèçàòîðà ñî-
êðàùåííîé ïåðåçàïèñè.

Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë - êîðíåâîé îïåðàíä ïðîòîêîëà. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ7 - ñèìâîë "äðîáü". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ7 íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àðíîñòü ñèìâîëà õ7 íå ðàâíà 0, ïðè÷åì õ7 îòëè÷íî îò ñèìâîëà
"çíà÷åíèå". Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ íàçâàíèå ðàçäåëà, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ
ñèìâîë õ7. Â íàøåì ïðèìåðå - "ýëåìåíòàðíàÿàëãåáðà". Ïðîñìàòðèâàþòñÿ òåîðåìû
õ15 ðàçäåëà õ8, èìåþùèå õàðàêòåðèñòèêó "ñâåðòêà(N)". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàè-
âàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü êîíñåêâåíòà òåîðåìû õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå åå
ïàðàìåòðû èìåþò â íåé áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì
"Íàçâàíèå(íîðìóïðîñòèòü õ7)". Åñëè óæå èìååòñÿ íîðìàëèçàòîð ñîêðàùåííîé ïåðå-
çàïèñè âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ7, òî ïåðåìåííîé õ18 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ åãî íàçâà-
íèå. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 ññòàíîâèòñÿ ñèìâîëîì "óïðîùäðîáü". Ñîçäàåòñÿ ïðîòîêîë
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"íîðìóïðîñòèòü(õ7 õ18)", êîòîðûé ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé
õàðàêòåðèñòèêîé "ïðîòîêîë".

Ñîçäàíèå ïðèåìà ââîäà âñïîìîãàòåëüíîé íåèçâåñòíîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâ-
íåíèÿ ñ îäíîé íåèçâåñòíîé, âõîäÿùåé áîëåå îäíîãî ðàçà

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñîçäàíèå êâàçèïðîòîêîëà

∀abcd(∠(abc) = d & d− ÷èñëî)

ïî ïðîòîêîëó "ëîãñèìâîë(óãîë)".

Ñîçäàâàåìûé êâàçèïðîòîêîë èìååò õàðàêòåðèñòèêè "âñïîìíåèçâåñòíàÿ(1)" è "òåî-
ðåìàïðèåìà". Ïî íåìó áóäåò ñîçäàâàòüñÿ ïðèåì ðåøàòåëÿ, ââîäÿùèé âñïîìîãàòåëü-
íóþ íåèçâåñòíóþ äëÿ óãëà, åñëè ýòîò óãîë âñòðå÷àåòñÿ â òåêóùåé ïîñûëêå çàäà÷è
íà èññëåäîâàíèå áîëåå îäíîãî ðàçà, ïðè÷åì âíå âõîæäåíèé äàííîãî óãëà â ïîñûëêó
íåèçâåñòíûå çàäà÷è îòñóòñòâóþò.

Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë - êîðíåâîé îïåðàíä ïðîòîêîëà. Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ7 - ñèìâîë "óãîë". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ7 íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ ñ çàãîëîâêîì õ7 èìåþò ÷èñëåííîå çíà÷åíèå è ÷òî àð-
íîñòü õ9 ñèìâîëà õ7 áîëüøå íóëÿ. Â íàøåì ïðèìåðå õ9 ðàâíî 3. Ïåðåìåííîé õ10 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ íàáîð ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ËÎÑà, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé è êîí÷àÿ
èìåþùåé íîìåð õ9. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå, ïîëó÷àåìîå íàâåøè-
âàíèåì îïåðàöèè õ7 íà íàáîð õ10. Â íàøåì ïðèìåðå - "∠(abc)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
õ11 - ÷èñëîâîé àòîì. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ ñ íîìåðîì õ9+1. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ d. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ êâàçèïðîòîêîë "äëÿ-
ëþáîãî(õ10 õ14 è(ðàâíî(õ11 õ14)÷èñëî(õ14)))". Îí ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ
õàðàêòåðèñòèêàìè "âñïîìíåèçâåñòíàÿ(1)" è "òåîðåìàïðèåìà".

Ñîçäàíèå ïðèåìà ââîäà âñïîìîãàòåëüíîé íåèçâåñòíîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñè-
ñòåìû äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñîçäàíèå êâàçèïðîòîêîëà

∀abcd(∠(abc) = d & d− ÷èñëî)

ïî ïðîòîêîëó "ëîãñèìâîë(óãîë)".
Ñîçäàâàåìûé êâàçèïðîòîêîë èìååò õàðàêòåðèñòèêè "âñïîìíåèçâåñòíàÿ(2)" è "òåî-

ðåìàïðèåìà". Ïî íåìó áóäåò ñîçäàâàòüñÿ ïðèåì ðåøàòåëÿ, ââîäÿùèé âñïîìîãàòåëü-
íóþ íåèçâåñòíóþ äëÿ óãëà ∠(abc), åñëè òåêóùåå óðàâíåíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå
ñîäåðæèò íåêîòîðóþ ÷èñëåííóþ íåèçâåñòíóþ X, à âñå ïðî÷èå âõîæäåíèÿ íåèçâåñò-
íûõ â ýòî óðàâíåíèå çàêëþ÷åíû âíóòðè âõîæäåíèé òåðìà ∠(abc). Ïðè ýòîì äîëæíî
èìåòüñÿ åùå îäíî óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå êàê X, òàê è ∠(abc) è íå ñîäåðæàùåå äðóãèõ
íåèçâåñòíûõ ïîäòåðìîâ.

Ïðîãðàììà ïðèåìà äîñëîâíî âîñïðîèçâîäèò ïðîãðàììó ïðåäûäóùåãî ïðèåìà. Îòëè-
÷èå çàêëþ÷àåòñÿ ëèøü â òîì, ÷òî íîâûé ïðîòîêîë ñîïðîâîæäàåòñÿ íå õàðàêòåðèñòè-
êîé "âñïîìíåèçâåñòíàÿ(1)", à õàðàêòåðèñòèêîé "âñïîìíåèçâåñòíàÿ(2)".

4.3 Ïðîòîêîë "ñòàíäàðòèçàöèÿ"

Ïðîòîêîë "ñòàíäàðòèçàöèÿ(A f1 . . . fn)" óêàçûâàåò íàçâàíèå A íîðìàëèçàòîðà ñòàí-
äàðòíîé ôîðìû è ñïèñîê f1, . . . , fn ñèìâîëîâ, äëÿ êîòîðûõ ïðåäóñìîòðåíà èíèöèàëè-



1410 Ãëàâà 4. Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, îòíîñÿùèåñÿ ê ñïðàâî÷íèêó "òåîðåìû"

çàöèÿ ïîïûòêè îáðàùåíèÿ ê äàííîìó íîðìàëèçàòîðó.

Ñîçäàíèå êâàçèïðîòîêîëà ïðèåìà, ïðåäïðèíèìàþùåãî ïîïûòêó óïðîùå-
íèÿ ïóòåì ïðèâåäåíèÿ ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå è ïîñëåäóþùåé ñâåðòêè

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñîçäàíèå êâàçèïðîòîêîëà

∀abc(c = a · b→ a · b = c)

ïî ïðîòîêîëó "ñòàíäàðòèçàöèÿ(ñòàíääí êí äí îòð ïëñ ýêâ èìï)"

Õàðàêòåðèñòèêè êâàçèïðîòîêîëà - "òåîðåìàïðèåìà", "óïðîùåäèíèöà", "îïåðàòîð(
ñòàíääí äâãóïïèðîâêè ñâåðòêà)". Ïî äàííîìó êâàçèïðîòîêîëó ñïåöèôèêàòîðîì ñî-
çäàåòñÿ ïðèåì ðåøàòåëÿ, ïðåäïðèíèìàþùèé ïîïûòêó óïðîñòèòü ôîðìóëó àëãåáðû
ëîãèêè ñ êîíúþíêöèåé â çàãîëîâêå ïóòåì ïðèâåäåíèÿ åå ê âèäó ä.í.ô. îïåðàòî-
ðîì "ñòàíääí" è ïîñëåäóþùåé ñâåðòêè ("ôàêòîðèçàöèè") ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ
"äâãðóïïèðîâêè" è "ñâåðòêà". Àíàëîãè÷íûå êâàçèïðîòîêîëû ñîçäàþòñÿ è äëÿ îñòàëü-
íûõ îïåðàöèé àëãåáðû ëîãèêè, ïåðå÷èñëåííûõ â ïðîòîêîëå "ñòàíäàðòèçàöèÿ".

Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ëîãè÷åñêèé ñèìâîë - ïåðâûé îïåðàíä ïðîòîêîëà. Â
íàøåì ïðèìåðå - "ñòàíääí". Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îïåðàíä ïðîòîêîëà, îò-
ëè÷íûé îò ïåðâîãî. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "êí". Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ
àðíîñòü ñèìâîëà õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - 2. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ïåðåìåííûõ íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé ïåðåìåííîé ËÎÑà äî ïåðåìåííîé ñ íîìåðîì õ10. Â
íàøåì ïðèìåðå - a, b. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ õ12 îïåðàöèåé õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - "êí(a, b)". Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ õ14, íå
âõîäÿùàÿ â òåðì õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - c. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëè-
êàöèÿ, àíòåöåäåíòîì êîòîðîé ñëóæèò ðàâåíñòâî "ðàâíî(õ14 õ13)", à êîíñåêâåíòîì -
ðàâåíñòâî "ðàâíî(õ13 õ14)". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ çàãîòîâêà õàðàêòåðèñòèê
íîâîãî ïðîòîêîëà - ñïèñîê, ñîñòîÿùèé èç ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ "ïâ", "òåîðåìàïðèå-
ìà", "óïðîùåäèíèöà". Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà (õ7, ñâåðòêà). Åñëè ñðåäè
ñòàðòîâûõ ïðîòîêîëîâ ÿ÷åéêè âûâîäà èìååòñÿ òåðì "ñâåðòêà(õ7 A)", óêàçûâàþùèé
íåêîòîðûé ñïåöèàëüíûé îïåðàòîð, èñïîëüçóåìûé äëÿ ñâåðòêè âûðàæåíèé, íàõîäÿ-
ùèõñÿ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå õ7, òî ïåðåìåííîé õ17 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ òðîéêà (õ7, A,
ñâåðòêà). Äàëåå ê ñïèñêó õ16 äîáàâëÿåòñÿ òåðì "îïåðàòîð(õ17)". Â íàøåì ïðèìåðå -
"îïåðàòîð(ñòàíääí äâóãðóïïèðîâêè ñâåðòêà)". Ýòîò òåðì îïðåäåëÿåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïðèìåíÿåìûõ îïåðàòîðîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - ñíà÷àëà ïðåîáðàçîâàíèå ê âèäó
ä.í.ô. è óïðîùåíèå, çàòåì - ñîêðàùàþùåå ïðåîáðàçîâàíèå îïåðàòîðîì "äâãðóïïèðîâ-
êè", âûïîëíÿþùèì ÷àñòè÷íóþ ôàêòîðèçàöèþ, è äàëåå - ïðåîáðàçîâàíèå îáû÷íûìè
îïåðàòîðàìè ñîêðàùåííîé ïåðåçàïèñè. Íàêîíåö, êâàçèïðîòîêîë õ15 ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè õ16.

Çàìåòèì, ÷òî â ÿ÷åéêå âûâîäà, ñîäåðæàùåé îïðåäåëåíèå ñòàíäàðòíîé ôîðìû, êðî-
ìå ïðîòîêîëîâ "ñòàíäàðòèçàöèÿ" è "ñâåðòêà", îáû÷íî ïðèñóòñòâóåò òàêæå ïðîòîêîë
"ñòàíääí(A f g)", ãäå A - íàçâàíèå íîðìàëèçàòîðà ñòàíäàðòíîé ôîðìû, èìåþùåé
êîðíåâóþ àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíóþ îïåðàöèþ f è âíóòðåííþþ àññîöèàòèâíî-
êîììóòàòèâíóþ îïåðàöèþ g. Â íàøåì ïðèìåðå - ïðîòîêîë "ñòàíääí(ñòàíääí äí êí)".

4.4 Ïðîòîêîë "ðàçâåðòêà"

Ïðîòîêîë "ðàçâåðòêà(õ1 õ2)" îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ äâóìåñòíîé àññîöèàòèâíî-êîììóòà-
òèâíîé îïåðàöèè õ2 ââåäåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïåðàöèÿ õ1 íàä ñåìåéñòâàìè îïåðàí-
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äîâ.

Ïðèìåíåíèå ñåðèéíîé îïåðàöèè ê ñåìåéñòâó êîíñòàíò

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ad(a− ÷èñëî & d− set & êîíå÷íîå(d)→
∑

e,e∈d a = a · card(d))

èç ïðîòîêîëà "ðàçâåðòêà(ñóììàâñåõ ïëþñ)"

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab + ac = a(b + c))

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ âòîðîé îïåðàíä ïðîòîêîëà. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë
"ïëþñ". Ñïðàâî÷íèêè ïîèñêà òåîðåì "ðàçäïàðàì", "ñâåðòêè" îïðåäåëÿþò ïî õ8 óêà-
çàííóþ âûøå äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðàÿ èìååò çàãîëî-
âîê õ8, ïåðåìåííîé õ13 - âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ
ñïèñîê îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé. Ïåðåìåí-
íîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæåíèå".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå âûðàæåíèå ïàðû õ14 èìååò çàãîëîâîê õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ13 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäå-
íèå íåîäíîáóêâåííîãî îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ13, ïåðåìåííîé õ17 - âõîæäíèå äðóãîãî
îïåðàíäà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ16 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé
õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ñïðàâî÷íèêà "ñóììàâñåõ" ê ñèìâîëó ïî
âõîæäåíèþ õ16. Ýòî ñïðàâî÷íèê îáåñïå÷èâàåò ïåðåõîä îò äâóìåñòíîé àññîöèàòèâíî-
êîììóòàòèâíîé îïåðàöèè ê ñîîòâåòñòâóþùåé îïåðàöèè íàä êîíå÷íûìè ñåìéåñòâàìè.
Â íàøåì ïðèìåðå õ18 - ñèìâîë "ñóììàâñåõ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ18 íå ðàâíî 0 è
÷òî ïî âõîæäåíèþ õ17 ðàñïîëàãàåòñÿ íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ19. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð îïåðàíäà õ17 âõîæäåíèÿ
õ13. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé òåðì ïàðû õ14 èìååò ðîâíî äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà,
ïðè÷åì îïåðàíäîì ñ íîìåðîì õ20 ñëóæèò ïåðåìåííàÿ õ19.

Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîðíåâûõ îïåðàíäîâ òåðìîâ õ14, íîìåð êî-
òîðûõ îòëè÷åí îò õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - b, c. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàíäû âõîæäå-
íèÿ õ16 âêëþ÷àþòñÿ â ñïèñîê õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïî âõîæäåíèþ õ16 ðàñïîëîæåí
ñèìâîë "ïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åäèíèöåé îïåðàöèè õ15 ñëóæèò ñèìâîë 1, ïðè-
÷åì ýòó åäèíèöó îïåðàöèÿ õ15 èìååò äëÿ îïåðàíäà õ16. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàè-
âàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ñïèñîê ýëåìåíòîâ íàáîðà õ23, íå èìåþùõ ïàðàìåòðà ñïèñêà õ21. Ïåðåìåííîé
õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ24 âñåâîçìîæíûõ óòâåðæäåíèé
"íàòóðàëüíîå(n)" äëÿ ïåðåìåííûõ n ñïèñêà õ21. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàç-
íîñòü ñïèñêîâ õ23 è õ24. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ28 ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé õ27. Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X, Y , íå âñòðå÷àþùèåñÿ â äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìå. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå d, e. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâà-
èâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ24 ñ óòâåðæäåíèÿìè "ìíîæåñòâî(X)", "êîíå÷íîå(X)".
Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ16 â ïîäòåðì õ13 íà
âûðàæåíèå "ìîùíîñòü(X)". Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ
"õ7(îòîáðàæåíèå(Y ïðèíàäëåæèò(Y X) õ19))" âûðàæåíèþ õ31. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èì-
ïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ30 è êîíñåêâåíòîì õ32, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà êàê îáû÷íàÿ òåîðåìà.
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Âûíåñåíèå çà çíàê ñåðèéíîé îïåðàöèè êîíñòàòíîãî îïåðàíäà

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ade(a− ÷èñëî & d−ôóíêöèÿ & êîíå÷íîå(e) & Dom(d) = e &
Val(d) ⊆ R→

∑
f,f∈e(ad(f)) = a

∑
f,f∈e d(f))

èç ïðîòîêîëà "ðàçâåðòêà(ñóììàâñåõ ïëþñ)"

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab + ac = a(b + c))

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà, âïëîòü äî ïðîâåðêè âêëþ÷åíèÿ îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ16
â ñïèñîê õ21, äîñëîâíî ñîâïàäàåò ñ ïðîãðàììîé ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà. Ïðîòîêîë è
äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà òå æå ñàìûå.

Äàëüøå íà÷èíàþòñÿ îòëè÷èÿ. Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X, Y, Z, íå âõîäÿùèå â äîïîë-
íèòåëüíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - d, e, f . Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ16 â ïîäòåðì õ13 íà âûðàæåíèå "X(Z)". Â íàøåì ïðèìåðå
õ23 èìååò âèä "ad(f)". Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "õ7(îòîáðàæåíèå(Z
ïðèíàäëåæèò(Z Y ) õ23))". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõî-
æäåíèÿ õ16 â ïîäòåðì õ13 íà âûðàæåíèå "õ18(îòîáðàæåíèå(Z ïðèíàäëåæèò(Z Y )
X(Z)))". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî âûðàæåíèé õ24 è õ25. Â íàøåì
ïðèìåðå îíî èìååò âèä:∑

f,f∈e(ad(f)) = a
∑

f,f∈e d(f)

Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàíäû âõîæäåíèÿ õ16 ñóòü íåêîòîðûå ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå õ28 è
õ29. Â íàøåì ïðèìåðå - b, c. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îáðàáîòàííûõ îïå-
ðàòîðîì "ñòàíä" óòâåðæäåíèé íàáîðà õ27, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ28; ïåðåìåííîé
õ31 - ñïèñîê îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä" óòâåðæäåíèé íàáîðà õ28. Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ30 è õ31 íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä" ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííîé õ28 íà ïåðåìåí-
íóþ õ39 â óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ30. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ32 è õ31, ñ òî÷íîñòüþ
äî ïîðÿäêà ýëåìåíòîâ, ðàâíû.

Ïåðåìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ "äëÿëþáîãî(Z åñëè ïðèíàä-
ëåæèò(Z Y ) òî P )", ãäå P - êîíúþíêöèÿ ðåçóëüòàòîâ ïîääñòàíîâêè âûðàæåíèÿ X(Z)
âìåñòî ïåðåìåííîé õ28 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ30. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ
îáúåäèíåíèå ñïèñêà íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûõ õ28,õ29 óòâåðæäåíèé íàáîðà õ27 ñ
óòâåðæäåíèÿìè "ôóíêöèÿ(X)", "êîíå÷íîå(Y )", "ðàâíî(îáëàñòü(X) Y )", õ33. Ïåðå-
ìåííîé õ35 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ34 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöå-
äåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ26. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöå-
äåíòàìè õ35 è êîíñåêâåíòîì õ26. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáû÷íàÿ
òåîðåìà.

Ñåðèéíàÿ îïåðàöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê âûðàæåíèþ, çàãîëîâêîì êîòîðîãî ñëó-
æèò åå îáû÷íàÿ âåðñèÿ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀fgA(f −ôóíêöèÿ & g −ôóíêöèÿ & êîíå÷íîå(A) & Dom(f) = A &
Dom(g) = A & Val(f) ⊆ R & Val(g) ⊆ R→

∑
x,x∈A(f(x) + g(x)) =∑

x,x∈A f(x) +
∑

x,x∈A g(x))
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èç ïðîòîêîëà "ðàçâåðòêà(ñóììàâñåõ ïëþñ)".

Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä ïðîòîêîëà, ïåðåìåííîé õ8 - âòîðîé
îïåðàíä ïðîòîêîëà. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîëû "ñóììàâñåõ", "ïëþñ". Ïåðåìåí-
íîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ f , ïåðåìåííîé õ10 - ïåðåìåííàÿ x, ïåðåìåííîé
õ11 - ïåðåìåííàÿ A, ïåðåìåííîé õ12 - ïåðåìåííàÿ g. Îïðåäåëÿåòñÿ òèï T çíà÷å-
íèé âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "÷èñëî". Ïåðåìåí-
íîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé "ôóíêöèÿ(õ9)", "ôóíêöèÿ(õ12)", "ìíî-
æåñòâî(õ11)", "êîíå÷íîå(õ11)", "ðàâíî(îáëàñòü(õ9)õ11)", "ðàâíî(îáëàñòü(õ12)õ11)",
"ñîäåðæèòñÿ(çíà÷åíèÿ(õ9) êëàññ(a T (a)))". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî
"ðàâíî(õ7(îòîáðàæåíèå(õ10 ïðèíàäëåæèò(õ10 õ11)õ8(õ9(õ10) õ12(õ10)))) õ8(õ7(îòî-
áðàæåíèå(õ10 ïðèíàäëåæèò(õ10 õ11)õ9(õ10)))õ7(îòîáðàæåíèå(õ10 ïðèíàäëåæèò(õ10
õ11)õ12(õ10)))))". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ14
îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ15. Çàòåì ñîçäà-
åòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16 è êîíñåêâåíòîì õ15. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà êàê îáû÷íàÿ òåîðåìà.

Âûíåñåíèå îäíîìåñòíîé îïåðàöèè çà çíàê ñåðèéíîé îïåðàöèè

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀fA(f − ôóíêöèÿ & êîíå÷íîå(A) & Dom(f) = A & Val(f) ⊆ R →
∑

x,x∈A(−f(x)) =
−

∑
x,x∈A f(x))

èç ïðîòîêîëà

"ðàçâåðòêà(ñóììàâñåõ ïëþñ)"

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀bc(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ −b− c = −(b + c))

Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä ïðîòîêîëà, ïåðåìåííîé õ8 - âòîðîé
îïåðàíä ïðîòîêîëà. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîëû "ñóììàâñåõ", "ïëþñ". Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "ïåðåñòàíîâêè" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ8 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíè-
òåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â
êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðàÿ èìååò åäèíñòâåííûé êîðíåâîé îïå-
ðàíä, ïðè÷åì çàãîëîâêîì ýòîãî îïåðàíäà ñëóæèò ñèìâîë õ8. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâà-
èâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò çàãîëîâîê õ8
è ðîâíî äâà êîðíåâûõ îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäå-
íèþ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "−(b + c)", õ13 - âõîæäåíèå
âûðàæåíèÿ "−b−c", õ14 - ñèìâîë "ìèíóñ". Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå
îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "b+c". Ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî îïåðàíäàìè âõîæäåíèÿ õ15 ñëóæàò íåêîòîðûå ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå õ16
è õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàãîëîâêîì îáîèõ îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ13 ñëóæèò ñèìâîë
õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îïåðàíäû îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ13 ñóòü ïåðåìåííûå õ16, õ17.
Îïðåäåëÿåòñÿ òèï T çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë
"÷èñëî". Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ f , ïåðåìåííîé õ22 - ïåðåìåííàÿ
x, ïåðåìåííîé õ23 - ïåðåìåííàÿ A. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäå-
íèé "ôóíêöèÿ(õ21)", "ìíîæåñòâî(õ23)", "êîíå÷íîå(õ23)", "ðàâíî(îáëàñòü(õ21)õ23)",
"ñîäåðæèòñÿ(çíà÷åíèÿ(õ21) êëàññ(a T (a)))". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåí-
ñòâî "ðàâíî(õ7(îòîáðàæåíèå(õ22 ïðèíàäëåæèò(õ22 õ23) õ14(õ21(õ22)))) õ14(õ7(îòî-
áðàæåíèå(õ22 ïðèíàäëåæèò(õ22 õ23)õ21(õ22)))))". Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
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çóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ24 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåò-
ðîâ òåðìà õ25. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ26 è êîíñåêâåíòîì õ25. Îíà
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáû÷íàÿ òåîðåìà.

Ñåðèéíàÿ îïåðàöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê óñëîâíîìó âûðàæåíèþ ñ åäèíèöåé îïå-
ðàöèè

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀aAB(êîíå÷íîå(A) & B − set & a−ôóíêöèÿ & Dom(a) = A & Val(a) ⊆ R→∑
i,i∈A(0 ïðè i ∈ B, èíà÷å a(i)) =

∑
i,i∈A\B a(i))

èç ïðîòîêîëà

"ðàçâåðòêà(ñóììàâñåõ ïëþñ)".

Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä ïðîòîêîëà, ïåðåìåííîé õ8 - âòîðîé
îïåðàíä ïðîòîêîëà. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîëû "ñóììàâñåõ", "ïëþñ". Ïåðåìåííîé
õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ åäèíèöà îïåðàöèè õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - 0. Ïåðåìåííîé õ11 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ A, ïåðåìåííîé õ12 - B, ïåðåìåííîé õ13 - i. Îïðåäåëÿåòñÿ òèï
T çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "÷èñëî". Ïåðåìåí-
íîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê, îáðàçîâàííûé óòâåðæäåíèÿìè "ìíîæåñòâî(õ11)", "êî-
íå÷íîå(õ11)", "ìíîæåñòâî(õ12)", "ôóíêöèÿ(a)", "ðàâíî(îáëàñòü(a)õ11)", "ñîäåðæèò-
ñÿ(çíà÷åíèÿ(a) êëàññ(b T (b)))". Ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåð-
âîì èç íèõ ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî "ðàâíî(õ7(îòîáðàæåíèå(õ13 ïðè-
íàäëåæèò(õ13 õ11)âàðèàíò(ïðèíàäëåæèò(õ13 õ12) õ10 a(õ13)))) õ7(îòîáðàæåíèå(õ13
ïðèíàäëåæèò(õ13 ðàçíîñòü(õ11 õ12)) a(õ13))))", âî âòîðîì - ðàâåíñòâî "ðàâíî(õ7(îòî-
áðàæåíèå(õ13 ïðèíàäëåæèò(õ13 õ11)âàðèàíò(ïðèíàäëåæèò(õ13 õ12) a(õ13) õ10)))
õ7(îòîáðàæåíèå(õ13 ïðèíàäëåæèò(õ13 ïåðåñå÷åíèå(õ11 õ12)) a(õ13))))". Â íàøåì ïðè-
ìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâûé ñëó÷àé. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îá-
ðàáîòêè ñïèñêà õ15 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà
õ16. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ17 è êîíñåêâåíòîì õ16, ðåãèñòðè-
ðóåìàÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáû÷íàÿ òåîðåìà.

Ñåðèéíîå îáîáùåíèå äèñòðèáóòèâíîñòè

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä êâàçèïðîòîêîëà

∀Anf (
∑

a,a∈
∏n

i=1 A(i)

∏n
i=1 f(a(i), i) =

∏n
i=1

∑
j,j∈A(i) f(j, i))

èç ïðîòîêîëà

"ðàçâåðòêà(ñóììàâñåõ ïëþñ)"

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab + ac = a(b + c))

Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä ïðîòîêîëà, ïåðåìåííîé õ8 - âòîðîé
îïåðàíä ïðîòîêîëà. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîëû "ñóììàâñåõ", "ïëþñ". Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "ðàçäïàðàì" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ8 óêàçàííóþ âûøå äîïîëíè-
òåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ8. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, à ïåðåìåííîé õ14 - ñèìâîë
ïî âõîæäåíèþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "ab + ac", õ13 -
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âõîæäåíèå ïîäòåðìà "a(b + c)", õ14 - ñèìâîë "óìíîæåíèå". Ïðè ïîìîùè ñïðàâî÷-
íèêà "äèñòðèáóòèâíî" ïðîâåðÿåòñÿ äèñòðèáóòèâíîñòü îïåðàöèè õ14 îòíñèòåëüíî õ8.
Ñïðàâî÷íèê "ñóììàâñåõ" îïðåäåëÿåò îáîáùåíèå õ15 îïåðàöèè õ14 íà íàáîðû ïðîèç-
âîëüíîé äëèíû. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 - ñèìâîë "ïðîèçâåäåíèåâñåõ". Ïåðåìåííîé õ16
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ f , ïåðåìåííîé õ17 - n, ïåðåìåííîé õ18 - A, ïåðåìåííîé
õ19 - i, ïåðåìåííîé õ20 - j. Ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "äëÿëþáîãî(õ18 õ17
õ16 ðàâíî(õ7(îòîáðàæåíèå(a ïðèíàäëåæèò(a Ïðÿìîåïðîèçâåäåíèå(îòîáðàæåíèå(õ19
è(öåëîå(õ19)ìåíüøåèëèðàâíî(1 õ19) ìåíüøåèëèðàâíî(õ19 õ17)) çíà÷åíèå(õ18 õ19))))
õ15(îòîáðàæåíèå(õ19 è(öåëîå(õ19) ìåíüøåèëèðàâíî(1 õ19) ìåíüøåèëèðàâíî(õ19 õ17))
çíà÷åíèå(õ16 íàáîð(çíà÷åíèå(a õ19)õ19)))))) õ15(îòîáðàæåíèå(õ19 è(öåëîå(õ19) ìåíü-
øåèëèðàâíî(1 õ19) ìåíüøåèëèðàâíî(õ19 õ17)) õ7(îòîáðàæåíèå(õ20 ïðèíàäëåæèò(õ20
çíà÷åíèå(õ18 õ19)) çíà÷åíèå(õ16 íàáîð(õ20 õ19))))))))". Ýòîò òåðì ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêîé "òåîðåìàïðèåìà". Õàðàêòåðèçàòîð äîáàâëÿåò õà-
ðàêòåðèñòèêè "ðàâíû", "îòîáðàæåíèå", "îáëôèëüòðà(âòîðîéòåðì)".

Èñïîëüçîâàíèå ñîêðàùàþùåãî òîæäåñòâà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîñòåéøèõ ñå-
ðèéíûõ îïåðàöèé

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀cd(c− öåëîå & d− öåëîå & 0 ≤ d− c→ d + 2
∑d

x=c x− c + 1 = −c2 + (d + 1)2)

èç ïðîòîêîëà

"ðàçâåðòêà(ñóììàâñåõ ïëþñ)"

è äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì

∀a(a− ÷èñëî→ a− a = 0)

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ (a + b)2 = a2 + 2ab + b2)

Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä ïðîòîêîëà, ïåðåìåííîé õ8 - âòîðîé
îïåðàíä ïðîòîêîëà. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîëû "ñóììàâñåõ", "ïëþñ". Ñïðàâî÷íèê
ïîèñêà òåîðåì "êîíñòíîðì" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ8 óêàçàííóþ âûøå ïåðâóþ äî-
ïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåí-
ñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ8. Ïåðåìåí-
íîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, à ïåðåìåííîé õ14 - ñèìâîë
ïî âõîæäåíèþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "a − a", õ13 - âõî-
æäåíèå ïîäòåðìà "0", õ14 - ñèìâîë "0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ14 - åäèíèöà îïåðàöèè
õ8. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ12 èìååò ðîâíî äâà îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ
âõîæäåíèå îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ12, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ
õ18, ïåðåìåííîé õ17 - âõîæäåíèå äðóãîãî îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ
ïîäòåðì õ17. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 - ïåðåìåííàÿ a, õ19 - "−a". Îïðåäåëÿåòñÿ òèï
T çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé ñ çàãîëîâêîì õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë "÷èñëî". Ïå-
ðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ íàçâàíèå ðàçäåëà, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñèìâîë T . Â
íàøåì ïðèìåðå - "ýëåìåíòàðíàÿàëãåáðà". Ñðåäè òåîðåì äàííîãî ðàçäåëà íàõîäèò-
ñÿ âòîðàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, èìåþùàÿ õàðàêòåðèñòèêó "äåêîìïîçèöèÿ(N)"
ëèáî "ñîêðàù(N)". Â íàøåì ïðèìåðå - "äåêîìïîçèöèÿ(âòîðîéòåðì)". Ïåðåìåííîé
õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå âòîðîé äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åå îöåíêà ñëîæíîñòè áîëüøå 4. Â íàøåì ïðèìåðå
õ30 èìååò âèä "(a + b)2". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ30 áåñïîâòîðíî è ñîäåðæèò
ñèìâîë "ïëþñ". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñèìâîë "ïëþñ" èìååò åäèíñòâåííîå âõîæäåíèå â
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âûðàæåíèå õ30, è ïåðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ýòî âõîæäåíèå. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âõîæäåíèå õ32 èìååò ðîâíî äâà îïåðàíäà - íåêîòîðûå ïåðåìåííû õ33 è õ34. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííûå a, b. Ïåðåìåííîé õ35 ïðèñâàèñàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü âòîðîé
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â
íåå åäèíèöû âìåñòî ïåðåìåííîé õ34. Â íàøåì ïðèìåðå - "a2 +2a ·1+12". Ïåðåìåííîé
õ37 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ32 â òåðì õ30 íà ïåðåìåííóþ õ33,
ïåðåìåííîé õ38 - ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â ïîäòåðì õ17 âûðàæåíèÿ õ37 âìåñòî ïåðå-
ìåííîé õ18. Â íàøåì ïðèìåðå õ37 èìååò âèä a2, õ38 - âèä "−a2". Ïåðåìåííîé õ39
ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîäåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ8 âûðàæåíèé õ36 è õ38. Â íàøåì
ïðèìåðå - "a2 + 2a · 1 + 12 − a2".

Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ âòîðîé äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû, ïåðåìåííîé õ41 - ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè åäèíèöû âìåñòî ïåðåìåííîé
õ34 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ40. Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè
ñïèñêà õ41 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèé
ýòîãî æå ñïèñêà. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ42 è óñëîâèåì
õ39. Öåëè çàäà÷è - "óïðîñòèòü", "íîðìòåîðåìà", "íåèçâåñòíûå õ33". Îòâåò ïðèñâà-
èâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ44. Â íàøåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "2a + 1". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
÷èñëî âõîæäåíèé ïåðåìåííîé õ33 â âûðàæåíèå õ44 ìåíüøå ÷èñëà âõîæäåíèé ýòîé
ïåðåìåííîé â âûðàæåíèå õ39. Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ óòâåðæäå-
íèé íàáîðà õ42, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ õ33. Â íàøåì ïðèìåðå îí ñîñòîèò èç åäèí-
ñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ "a−÷èñëî". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîíúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé õ45
- ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèÿ "öåëîå(õ33)".

Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X, Y , íå âõîäÿùèå âî âòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå c, d. Ïåðåìåííîé õ47 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "õ7(îòî-
áðàæåíèå(õ33 è(öåëîå(õ33)ìåíüøåèëèðàâíî(X õ33)ìåíüøåèëèðàâíî(õ33 Y ))õ44))".
Ïåðåìåííîé õ48 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ðàçíîñòè ñïèñêîâ õ42 è õ45 ñ óòâåðæäå-
íèÿìè "öåëîå(X)", "öåëîå(Y )", "ìåíüøåèëèðàâíî(0 ïëþñ(Y ìèíóñ(X)))". Ïåðåìåí-
íîé õ49 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â òåðì õ37 âûðàæåíèÿ "ïëþñ(Y 1)"âìå-
ñòî ïåðåìåííîé õ33. Â íàøåì ïðèìåðå - "(d + 1)2". Ïåðåìåííîé õ50 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â òåðì õ38 ïåðåìåííîé X âìåñòî ïåðåìåííîé õ33. Â íàøåì
ïðèìåðå - "−c2". Ïåðåìåííîé õ51 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ8
âûðàæåíèé õ49 è õ50. Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ48 è êîíñåêâåíòîì
"ðàâíî(õ47 õ51)". Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Íîðìòåîðåìà", êîòîðîìó ðàç-
ðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ óïðîùåíèé óæå èìåþùèåñÿ â ñïèñêå âûâîäà òåîðåìû.
Ðåçóëüòàò ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáû÷íàÿ òåîðåìà.

Èñïîëüçîâàíèå íîðìàëèçóþùåãî òîæäåñòâà ïåðåãðóïïèðîâî÷íîãî òèïà

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bce(e−ôóíêöèÿ & c−ôóíêöèÿ & êîíå÷íîå(b) & Dom(e) = b & Dom(c) = b &
¬(0 ∈ Val(c)) & Val(c) ⊆ R & Val() ⊆ R→

∏
a,a∈b(e(a)/c(a)) =

∏
a,a∈b e(a)/

∏
a,a∈b c(a))

èç ïðîòîêîëà

"ðàçâåðòêà(ïðîèçâåäåíèåâñåõ óìíîæåíèå)"

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀abe(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ e · (a/b) = (ae)/b)
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Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä ïðîòîêîëà, ïåðåìåííîé õ8 - âòîðîé
îïåðàíä ïðîòîêîëà. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîëû "ïðîèçâåäåíèåâñåõ", "óìíîæåíèå".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "âêëþ÷" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ8 óêàçàííóþ âûøå äî-
ïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîé ÷àñòè ðàâåí-
ñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðàÿ èìååò çàãîëîâîê õ8. Ïåðåìåí-
íîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, à ïåðåìåííîé õ14 - ñèìâîë
ïî âõîæäåíèþ õ13. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - âõîæäåíèå ïîäòåðìà "e · (a/b)", õ13 - âõî-
æäåíèå ïîäòåðìà "(ae)/b", õ14 - ñèìâîë "äðîáü". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ
âõîæäåíèÿ õ12 ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî îïåðàíäà,
êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ïåðåìåííóþ õ17. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàè-
âàåòñÿ âõîæäåíèå äðóãîãî îïåðàíäà. Â íàøåì ïðèìåðå õ17 - ïåðåìåííàÿ e. Âûáèðà-
åòñÿ ïåðåìåííàÿ õ18, íå âõîäÿùàÿ â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå -
ïåðåìåííàÿ c. Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "õ14(õ17, õ18)", ïåðåìåííîé õ20
- òåðì "õ8(õ19 A)", ãäå A - ïîäòåðì õ16. Â íàøåì ïðèìåðå õ19 èìååò âèä "e/c",
õ20 - âèä "(e/c) · (a/b)". Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåáðàçîâàíèå, ïîñûëêàè êîòîðîé ñëó-
æàò óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ òåðìà õ20 ïî î.ä.ç, à óñëîâèåì
- òåðì õ20. Öåëè çàäà÷è - "óïðîñòèòü". Îòâåò ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ23. Â íà-
øåì ïðèìåðå îí èìååò âèä "(ae)/(bc)". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå õ23 áåñïîâòîðíî
è èìååò òå æå ïàðàìåòðû, ÷òî âûðàæåíèå õ20. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ
âõîæäåíèÿ õ16 ðàâíî 2, ïðè÷åì ýòè îïåðàíäû ñóòü íåêîòîðûå ïåðåìåííûå õ24, õ25.
Â íàøåì ïðèìåðå - a, b. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ24 â
òåðì õ23, ïåðåìåííîé õ27 - âõîæäåíèå, îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò âõîæäåíèå õ26.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ27 ðàâíî 2, ïðè÷åì îòëè÷íûé îò õ26
îïåðàíä ðàâåí õ17. Ïåðåìåííîé õ29 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå, îïåðàíäîì êîòîðîãî
ñëóæèò õ27. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âõîæäåíèå õ29 êîðíåâîå. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ âõîæäåíèå ïåðåìåííîé õ25 â òåðì õ23. Ïåðåìåííîé õ31 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå,
îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò õ30. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàíäîâ âõîæäåíèÿ õ31
ðàâíî 2, ïðè÷åì îòëè÷íûé îò õ30 îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ31 ðàâåí õ18. Ïåðåìåííîé
õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå, îïåðàíäîì êîòîðîãî ñëóæèò õ31. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
âõîæäåíèå õ33 êîðíåâîå. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ27.
Â íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæåíèå". Ñïðàâî÷íèê "ñóììàâñåõ" îïðåäåëÿåò ñèìâîë õ35
îïåðàöèè íàä êîíå÷íûìè íàáîðàìè, îáîáùàþùåé îïåðàöèþ õ34. Â íàøåì ïðèìåðå -
ñèìâîë "ïðîèçâåäåíèåâñåõ". Àíàëîãè÷íî, ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî
âõîæäåíèþ õ31, è îïðåäåëÿåòñÿ ñèìâîë õ37 îïåðàöèè íàä êîíå÷íûìè íàáîðàìè, îáîá-
ùàþùåé îïåðàöèþ õ36. Â íàøåì ïðèìåðå õ37 - òîæå ñèìâîë "ïðîèçâåäåíèåâñåõ". Ïå-
ðåìåííîé õ38 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ
ïî î.ä.ç. òåðìà õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîïðîâî-
æäåíèÿ ïî î.ä.ç. òåðìà õ20, ñóòü ñëåäñòâèÿ óòâåðæäåíèé ñïèñêà õ38 è óòâåðæäåíèé,
íåîáõîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ ïî î.ä.ç. ïîäòåðìà õ16.

Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X, Y , îòëè÷íûå îò ïåðåìåííûõ õ17 è õ18. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ïåðåìåííûå a, b. Ïåðåìåííîé õ40 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê óòâåðæäåíèé "ôóíê-
öèÿ(õ17)", "ôóíêöèÿ(õ18)", "êîíå÷íîå(Y )", "ðàâíî(îáëàñòü(õ17) Y )", "ðàâíî(îá-
ëàñòü(õ18)Y )". Ðàññìàòðèâàþòñÿ òåðìû C, D âèäà "çíà÷åíèå(õ17 X)", "çíà÷åíèå(õ18
X)". Ïåðåìåííîé õ42 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà õ40 ñî ñïèñêîì âñåâîçìîæ-
íûõ óòâåðæäåíèé âèäà "äëÿëþáîãî(X åñëè ïðèíàäëåæèò(X Y ) òî P )", ãäå P - ðåçóëü-
òàò ïîäñòàíîâêè òåðìîâ C, D âìåñòî ïåðåìåííûõ õ17, õ18 â óòâåðæäåíèå ñïèñêà õ38.
Ïåðåìåííîé õ44 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî "ðàâíî(õ7(îòîáðàæåíèå(X ïðèíàäëåæèò(X
Y )õ14(õ41))) õ14(õ35(îòîáðàæåíèå(X ïðèíàäëåæèò(X Y )C)) õ37(îòîáðàæåíèå(X ïðè-
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íàäëåæèò(X Y ) D))))". Ïåðåìåííîé õ45 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà
õ42 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîû ðàâåíñòâà õ44. Çàòåì
ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ45 è êîíñåêâåíòîì õ44, êîòîðàÿ ðåãèñòðè-
ðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáû÷íàÿ òåîðåìà.

Èñïîëüçîâàíèå ðàçäåëÿþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ac(a−ôóíêöèÿ & Dom(a) = c & êîíå÷íîå(c) & Val(a) ⊆ R→
∏

b,b∈c a(b) = 0↔
∃b(b ∈ c & a(b) = 0))

èç ïðîòîêîëà

"ðàçâåðòêà(ïðîèçâåäåíèåâñåõ óìíîæåíèå)"

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ ab = 0↔ a = 0 ∨ b = 0)

Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä ïðîòîêîëà, ïåðåìåííîé õ8 - âòîðîé
îïåðàíä ïðîòîêîëà. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîëû "ïðîèçâåäåíèåâñåõ", "óìíîæåíèå".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ðàçäåëèòü" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ8 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà èìååò õàðàêòåðèñòèêó õ11 ñ çàãî-
ëîâêîì "èëè". Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè â
êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðèñòèêè õ11. Ïåðåìåí-
íîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü. Â íàøåì ïðèìåðå õ14 èìååò âèä "ab = 0",
õ15 - âèä "a = 0 ∨ b = 0". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáà óòâåðæäåíèÿ õ14, õ15 áåñïîâòîðíû,
ïðè÷åì õ15 èìååò çàãîëîâîê "èëè". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîðíåâûõ
îïåðàíäîâ óòâåðæäåíèÿ õ15. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí äâóõýëåìåíòíûé. Ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå
õ15 èìååò òå æå ïàðàìåòðû, ïðè÷åì ÷èñëî ýòèõ ïàðàìåòðîâ ðàâíî 2. Ïåðåìåííîé õ18
ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò ïàðû õ16, ïåðåìåííîé õ19 - âòîðîé ýëåìåíò. Â íàøåì
ïðèìåðå õ18 èìååò âèä a = 0, õ19 - âèä b = 0. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ18, ïåðåìåííîé õ21 - ñïèñîê ïàðàìåòðîâ óòâåðæäåíèÿ õ19.
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îáà ñïèñêà îäíîýëåìåíòíûå. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ýëå-
ìåíò ñïèñêà õ20. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ a. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò çàìåíû â óòâåðæäåíèè õ18 ïåðåìåííîé õ22 íà ïåðåìåííóþ õ21. Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè îïåðàòîðîì "ñòàíä" óòâåðæäåíèé õ23 è õ19 ñîâïàäàþò.
Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà S âìåñòî ïåðåìåííîé õ22, ïåðåâîäÿùàÿ óòâåðæäåíèå õ18
â óòâåðæäåíèå õ14. Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì, â êîòîðûé ýòà ïåðåñòàíîâ-
êà ïåðåâîäèò ïåðåìåííóþ õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - ab. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå
õ25 èìååò çàãîëîâîê õ8 è ÷òî íàáîð åãî êîðíåâûõ îïåðàíäîâ âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê
îäíîáóêâåííûõ òåðìîâ,îáðàçîâàííûõ ïåðåìåííûìè íàáîðà õ17.

Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïå-
ðåìåííîé õ27 - ïîäñïèñîê ñïèñêà õ26,îáðàçîâàííûé óòâåðæäåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè
ïåðåìåííóþ õ22. Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäñïèñîê ñïèñêà õ26,îáðàçîâàííûé
óòâåðæäåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè ïåðåìåííóþ õ21. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ27 è õ28
íå ïåðåñåêàþòñÿ è äëèíû èõ ðàâíû. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê îáðàáîòàííûõ îïåðàòî-
ðîì "ñòàíä" ðåçóëüòàòîâ çàìåíû ïåðåìåííîé õ22 íà ïåðåìåííóþ õ21 â óòâåðæäåíè-
ÿõ ñïèñêà õ27 âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä" óòâåðæäåíèé
ñïèñêà õ28.
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Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X, Y , îòëè÷íûå îò ïåðåìåííîé õ22. Â íàøåì ïðèìåðå - ïå-
ðåìåííûå b, c. Ïåðåìåííîé õ30 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà "ôóíêöèÿ(õ22)",
"ðàâíî(îáëàñòü(õ22)Y )", "êîíå÷íîå(Y )" ñî ñïèêîì âñåâîçìîæíûõ óòâåðæäåíèé âè-
äà "äëÿëþáîãî(X åñëè ïðèíàäëåæèò(X Y ) òî P )", ãäå P - ðåçóëüòàòû ïîäñòàíîâêè
âûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(õ22 X)" âìåñòî ïåðåìåííîé õ22 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ27. Ïå-
ðåìåííîé õ32 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè òåðìà "õ7(îòîáðàæåíèå(X ïðè-
íàäëåæèò(X Y ) çíà÷åíèå(õ22 X)))" âìåñòî ïåðåìåííîé õ22 â óòâåðæäåíèå õ18. Ïåðå-
ìåííîé õ33 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(õ22 X)" âìå-
ñòîïåðåìåííîé õ22 â óòâåðæäåíèå õ18. Ïåðåìåííîé õ34 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå
"ñóùåñòâóåò(X è(ïðèíàäëåæèò(X Y )õ33))", ïåðåìåííîé õ35 - óòâåðæäåíèå "ýêâè-
âàëåíòíî(õ32 õ34)". Ïåðåìåííîé õ36 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáîàáîòêè ñïèñêà õ30
îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ35. Çàòåì ñîçäàåò-
ñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ36 è êîíñåêâåíòîì õ35, êîòîðàÿ ðåãèñòðèðóåòñÿ â
ñïèñêå âûâîäà êàê îáû÷íàÿ òåîðåìà.

Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ èçìåíåíèÿ çíàêà

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀fA(f − ôóíêöèÿ & Dom(f) = A & êîíå÷íîå(A) & Val(f) ⊆ R →
∏

x,x∈A(−f(x)) =

(−1)card(A)
∏

x,x∈A f(x))

èç ïðîòîêîëà

"ðàçâåðòêà(ïðîèçâåäåíèåâñåõ óìíîæåíèå)"

è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀a(a− ÷èñëî→ (−1)a = −a)

Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä ïðîòîêîëà, ïåðåìåííîé õ8 - âòîðîé
îïåðàíä ïðîòîêîëà. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîëû "ïðîèçâåäåíèåâñåõ", "óìíîæåíèå".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "Èçìçíàêà" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ8 óêàçàííóþ âûøå
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå òîãî îïåðàí-
äà ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðûé èìååò çàãîëîâîê õ8,
ïåðåìåííîé õ12 - âõîæäåíèå äðóãîãî îïåðàíäà. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ òîò
îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ13, êîòîðûé íå èìååò ïàðàìåòðîâ. Â íàøåì ïðèìåðå - "−1". Ïå-
ðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë ïî âõîæäåíèþ õ12. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîë
"ìèíóñ". Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ïàðà õ19 - ðåçóëüòàò îáðàùåíèÿ ê ñïðàâî÷-
íèêó "ñòåïåíü" íà ñèìâîëå õ8. Ýòà ïàðà ñîñòîèò èç íàçâàíèÿ îïåðàöèè òèïà ñòåïåíè,
âîçíèêàþùåé ïðè ïðèìåíåíèè îïåðàöèè õ8 ê íàáîðó îäèíàêîâûõ àðãóìåíòîâ, è íî-
ìåðà òîãî àðãóìåíòà, êîòîðûé èãðàåò ðîëü ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè. Â íàøåì ïðèìåðå
õ19 - ïàðà ("ñòåïåíü", 2). Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò ïàðû õ19,
ïåðåìåííîé õ21 - âòîðîé åå ýëåìåíò.

Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííàÿ A, ïåðåìåííîé õ23 - ïåðåìåííàÿ x, ïå-
ðåìåííîé õ24 - ïåðåìåííàÿ f . Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòåöåäåíòîâ
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ñïèñêà óòâåð-
æäåíèé "ôóíêöèÿ(õ24)", "ðàâíî(îáëàñòü(õ24)õ22)", "êîíå÷íîå(õ22)" ñî ñïèñêîì âñå-
âîçìîæíûõ óòâåðæäåíèé âèäà "äëÿëþáîãî(õ23 åñëè ïðèíàäëåæèò(õ23 õ22)òî P )",
ãäå P - ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèÿ íàáîðà õ25 âûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(õ24
õ23)" âìåñòî ïåðåìåííîé - îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ12. Ïåðåìåííîé õ27 ïðèñâàèâà-
åòñÿ ðàâåíñòâî "ðàâíî(õ7(îòîáðàæåíèå(õ23 ïðèíàäëåæèò(õ23 õ22) õ17(çíà÷åíèå(õ24
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õ23)))) õ8(Q õ18(îòîáðàæåíèå(õ23 ïðèíàäëåæèò(õ23 õ22)çíà÷åíèå(õ24 õ23)))))". Åñëè
õ21 ðàâíî 1, òî Q èìååò âèä "õ20(ìîùíîñòü(õ22) õ16)", èíà÷å - âèä "õ20(õ16 ìîù-
íîñòü(õ22))". Ïåðåìåííîé õ28 ïðèñâàèâàåñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ26 îïåðà-
òîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ ðàâåíñòâà õ27. Çàòåì ñîçäàåòñÿ
èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ28 è êîíñåêâåíòîì õ27. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà êàê îáû÷íàÿ òåîðåìà.

Èñïîëüçîâàíèå èìïëèêàöèè òèïà ñáîðêè

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bd(b−ôóíêöèÿ & Dom(b) = d & êîíå÷íîå(d) & Val(b) ⊆ (0,∞)→ 0 <
∏

c,c∈d b(c))

èç ïðîòîêîëà

"ðàâçåðòêà(ïðîèçâåäåíèåâñåõ óìíîæåíèå)" è äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

∀ab(0 < a & 0 < b & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ 0 < ab)

Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä ïðîòîêîëà, ïåðåìåííîé õ8 - âòîðîé
îïåðàíä ïðîòîêîëà. Â íàøåì ïðèìåðå - ñèìâîëû "ïðîèçâåäåíèåâñåõ", "óìíîæåíèå".
Ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì "ñáîðêà" îïðåäåëÿåò ïî ñèìâîëó õ8 óêàçàííóþ âûøå äî-
ïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ åå êîíñåêâåíò. Â íåì ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 íåîäíîáóêâåííîãî ïîäòåðìà ñ äâóìÿ êîðíåâûìè îïåðàíäàìè,
êîòîðûìè ñëóæàò íåêîòîðûå ïåðåìåííûå õ13 è õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - âõîæäåíèå
ïîäòåðìà ab; õ13 - ïåðåìåííàÿ a; õ14 - b. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê àíòå-
öåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäñïèñîê ñïèñêà
õ15, îáðàçîâàííûé óòâåðæäåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè ïåðåìåííóþ õ13. Ïåðåìåííîé õ17
ïðèñâàèâàåòñÿ ïîäñïèñîê ñïèñêà õ15, îáðàçîâàííûé óòâåðæäåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè
ïåðåìåííóþ õ14. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñêè õ16 è õ17 íå ïåðåñåêàþòñÿ è èìåþò ðàâ-
íûå äëèíû. Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä"
ðåçóëüòàòîâ çàìåíû â óòâåðæäåíèÿõ ñïèñêà õ16 ïåðåìåííîé õ13 íà ïåðåìåííóþ õ14.
Ïåðåìåííîé õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê îáðàáîòàííûõ îïåðàòîðîì "ñòàíä" óòâåðæäå-
íèé ñïèñêà õ17. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïèñîê õ18 âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê õ19. Ïåðåìåííîé
õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ îòáðàáîòàííûé îïåðàòîðîì "ñòàíä" ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ
õ12 â òåðì õ11 íà ïåðåìåííóþ õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ20 èìååò âèä "0 < b". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå õ20 âõîäèò â ñïèñîê õ19. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû
ïîäñòàíîâêè ïîäòåðìà õ12 âìåñòî ïåðåìåííîé õ14 â îòëè÷íûå îò õ20 óòâåðæäåíèÿ
ñïèñêà õ19 ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè óòâåðæäåíèé íàáîðà õ15.

Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X, Y , íå âõîäÿùèå â äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó. Â íàøåì
ïðèìåðå - ïåðåìåííûå c, d. Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíåíèå íàáîðà óòâåð-
æäåíèé "ôóíêöèÿ(õ14)", "ðàâíî(îáëàñòü(õ14) Y )", "êîíå÷íîå(Y )" ñî âñåâîçìîæíûìè
óòâåðæäåíèÿìè âèäà "äëÿëþáîãî(X åñëè ïðèíàäëåæèò(X Y ) òî P )", ãäå P - åçóëü-
òàòû ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ "çíà÷åíèå(õ14 X)" âìåñòî ïåðåìåííîé õ14 â óòâåð-
æäåíèÿ íàáîðà õ19. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "õ7(îòîáðàæåíèå(X
ïðèíàäëåæèò(X Y ) çíà÷åíèå(õ14 X)))". Ïåðåìåííîé õ25 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò
çàìåíû âõîæäåíèÿ õ12 â òåðì õ11 íà âûðàæåíèå õ24. Ïåðåìåííîé õ26 ïðèñâàèâàåòñÿ
ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñïèñêà õ22 îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðà-
ìåòðîâ òåðìà õ25. Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ26 è êîíñåêâåíòîì
õ25. Îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáû÷íàÿ òåîðåìà.
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4.5 Ïðîòîêîë "ôóíêöèè"

Ïðîòîêîë "ôóíêöèè(õ1 õ2 õ3)" ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâêîé íà âûâîä òîæäåñòâ äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ çàäàííîé õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòåéøèõ ôóíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ îïåðàöèÿìè
çàäàííîãî ðàçäåëà. õ1 - øàáëîí âû÷èñëÿåìîé õàðàêòåðèñòèêè ôóíêöèè, õ2 - ïåðåìåí-
íàÿ, îáîçíà÷àþùàÿ â íåì ðàññìàòðèâàåìóþ ôóíêöèþ, õ3 - êîíúþíêöèÿ îãðàíè÷åíèé
íà ïàðàìåòðû øàáëîíà õ1. Ïðîòîêîë ñîïðîâîæäàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè "ïðîòîêîë"
è "ðàçäåë(A)", ãäå A - íàçâàíèå òîãî ðàçäåëà, îïåðàöèè êîòîðîãî áóäóò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ.

Ðàññìîòðåíèå îïåðàöèè çàäàííîãî ðàçäåëà

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdfg(f − set & [a, b] ⊆ f & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & g − ÷èñëî & 0 ≤ b− a &
c− boolean & d− boolean→ îáðàç(λe(e + g, e ∈ f), [a, b]) = [a + b, b + g])

èç ïðîòîêîëà

"ôóíêöèè(îáðàç(f, [a, b]), f, f −ôóíêöèÿ & Val(f) ⊆ R & Dom(f) ⊆ R & a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & a ≤ b & c− boolean & d− boolean)"

Çäåñü ïàðàìåòðû c, d - äâîè÷íûå óêàçàòåëè ïðèíàäëåæíîñòè ïðîìåæóòêó åãî êîíöîâ:
0 - íå ïðèíàäëåæèò, 1 - ïðèíàäëåæèò. Îíè îäíè è òå æå ó îáîèõ ðàññìàòðèâàåìûõ â
âûâîäèìîé òåîðåìå ïðîìåæóòêîâ. Õàðàêòåðèñòèêà "ðàçäåë(ýëåìåíòàðíàÿàëãåáðà)"
óêàçûâàåò àíàëèçèðóåìûé ðàçäåë.

Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä ïðîòîêîëà. Â íàøåì ïðèìåðå ýòîò îïå-
ðàíä èìååò âèä "îáðàç(f, [a, b])". Âòîðîé îïåðàíä ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ9. Â íà-
øåì ïðèìåðå - ïåðåìåííàÿ f . Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ ïîñëåäíåãî îïåðàíäà ïðîòîêîëà. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ îïðåäåëÿå-
ìîå ïî õàðàêòåðèñòèêå "ðàçäåë(. . .)" íàçâàíèå ðàçäåëà. Â íàøåì ïðèìåðå - "ýëåìåí-
òàðíàÿàëãåáðà". Ïåðåìåííîé õ12 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ,
îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçäåëó õ11 è âñåì åãî ïîäðàçäåëàì. Ýòîò ñïèñîê ïðîñìàòðèâàåòñÿ,
è â íàêîïèòåëü õ13 èç íåãî îòáèðàþòñÿ âñå ñèìâîëû îïåðàöèé, èìåþùèå àðíîñòü 1
ëèáî 2.

Ââîäèòñÿ ïóñòîé íàêîïèòåëü õ14 âûðàæåíèé äëÿ îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ îïåðàöèÿì ñïèñêà õ13. Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå X, Y , íå âñòðå÷àþùèåñÿ
â òåðìå õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - e, g.

Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðîñìîòð ñèìâîëîâ õ16 ñïèñêà õ13. Åñëè îïåðàöèÿ õ16 îäíîìåñò-
íàÿ, òî ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ òåðì "õ16(X)", èíà÷å - òåðì "õ16(X, Y )". Â
ñïèñêå õ10 íàõîäèòñÿ óòâåðæäåíèå âèäà "ñîäåðæèòñÿ(çíà÷åíèÿ(õ9)B)" è óòâåðæäå-
íèå âèäà "ñîäåðæèòñÿ(îáëàñòü(õ9)C)", ãäå B, C - âûðàæåíèÿ ñ çàãîëîâêîì "ïðîìå-
æóòîê". Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ ñ çàãîëîâêîì õ16 èìåþò ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ,
ïðè÷åì ñîãëàñíî ñïðàâî÷íèêó "î.ä.ç." äëÿ òåðìà õ18 çíà÷åíèÿ åãî ïåðåìåííûõ òîæå
èìåþò ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ. Äàëåå â íàêîïèòåëü õ14 çàíîñèòñÿ òåðì "îòîáðàæåíèå(X
÷èñëî(X)õ18)". Åñëè ñèìâîë õ16 íåêîììóòàòèâíûé è èìååò àðíîñòü 2, òî â õ14 çàíî-
ñèòñÿ òàêæå òåðì "îòîáðàæåíèå(Y ÷èñëî(Y ) õ18)".

Ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà ñïèñêà õ13 âñå ïåðåìåííûå íà÷èíàÿ ñ õ16 ñíîâà îêàçûâà-
þòñÿ íå îïðåäåëåíû. Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê âñåõ òåðìîâ ñïèñêà õ10,
íå ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííé õ9. Â ñïèñêå õ14 âûáèðàåòñÿ âûðàæåíèå õ17. Â íàøåì
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ïðèìåðå - "λe(e + g, e − ÷èñëî)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò äîáàâëå-
íèÿ ê ñïèñêó õ16 óòâåðæäåíèÿ "ðàâíî(õ9 õ17)", à òàêæå âñåõ óòâåðæäåíèé, íåîá-
õîäèìûõ äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ òåðìà õ17 ïî î.ä.ç. Â íàøåì ïðèìåðå õ18 ñîñòîèò èç
óòâåðæäåíèé "a − ÷èñëî", "b − ÷èñëî", "0 ≤ b − a", "c − boolean", "d − boolean",
"λe(e + g, e− ÷èñëî) = f", "g − ÷èñëî".

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå ñ ïîñûëêàìè õ18 è óñëîâèåì õ8. Öåëè çàäà÷è
- "óïðîñòèòü", "ýëåìåíòàðíî", "âàðèàíòû". Ïîñëåäíÿÿ öåëü îçíà÷àåò, ÷òî òðåáóåòñÿ
ïîëó÷èòü ñåðèþ àëüòåðíàòèâíûõ ðåçóëüòàòîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàçëè÷íûõ äîïîë-
íèòåëüíûõ ïîñûëêàõ. Îòâåò çàäà÷è íàêàïëèâàåòñÿ â êîììåíòàðèÿõ (÷àñòè÷íûéîòâåò
A1 A2), ãäå A1 - âàðèàíò îòâåòà, A2 - êîíúþíêöèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïîñûëîê. Â íà-
øåì ñëó÷àå òàêàÿ öåëü ïîçâîëÿåò ââîäèòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, ñâÿçàííû ñ
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè.

Â íàøåì ïðèìåðå âîçíèêàåò åäèíñòâåííûé êîììåíòàðèé õ21 âèäà (÷àñòè÷íûéîòâåò
[a + g, b + g] èñòèíà). Ïåðåìåííîé õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè âûðàæå-
íèÿ õ17 âìåñòî ïåðåìåííîé õ9 â òåðì õ8. Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî
âûðàæåíèÿ õ22 âòîðîìó òåðìó íàáîðà õ21. Ïåðåìåííîé õ24 ïðèñâàèâàåòñÿ îáúåäèíå-
íèå ñïèñêà õ16 ñ íàáîðîì êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà íàáîðà õ21.

Âíóòðè ðàâåíñòâà õ23 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäòåðì âèäà "îòîáðàæåíèå(Z÷èñëî(Z)Q)".
Âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ U , íå âõîäÿùàÿ â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ24 è â õ23, è âìåñòî
"÷èñëî(Z)" â ðàâåíñòâî Z ïîäñòàâëÿåòñÿ òåðì "ïðèíàäëåæèò(ZU)". Â íàøåì ïðè-
ìåðå õ23 ïðèîáðåòàåò âèä "îáðàç(λe(e + g, e ∈ f), [a, b]) = [a + g, b + g]". Ñïèñîê õ24
ñ äîáàâëåííûìè ê íåìó óòâåðæäåíèÿìè, ñîïðîâîæäàþùèìè òåðì õ23 ïî î.ä.ç., îá-
ðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìàíòåöåäåíòû" îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ òåðìà õ23.
Çàòåì ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ24 è êîíñåêâåíòîì õ23. Îíà îáðàáà-
òûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà êàê îáû÷íàÿ
òåîðåìà.

4.6 Ïðîòîêîë "ñòàíäôîðìà"

Ïðîòîêîë "ñòàíäôîðìà(A B1(n1) . . . Bk(nk))" ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñòàíîâêó íà âû-
âîä óïðîùàþùèõ òîæäåñòâ äëÿ íîðìàëèçàòîðà ñòàíäàðòíîé ôîðìû A. Òåðì Bi(ni)
óêàçûâàåò îöåíêó ni ñòîèìîñòè îïåðàöèè Bi.

Äëÿ èíèöèàëèçàöèè öèêëà âûâîäà, êðîìå ïåðâîãî ïóíêòà ÿ÷åéêè âûâîäà, ñîäåðæà-
ùåé óêàçàííûé ïðîòîêîë, èñïîëüçóþòñÿ äâà ïîñëåäóþùèõ ïóíêòà. Ïåðâûé èç íèõ
ñîäåðæèò òîæäåñòâà, íåîáõîäèìûå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèé ê âèäó ñòàíäàðò-
íîé ôîðìû A. Äðóãîé - èñõîäíûå òîæäåñòâà äëÿ âûðàæåíèé, óæå íàõîäÿùèõñÿ â
äàííîé ñòàíäàðòíîé ôîðìå. Òîæäåñòâà èç ïåðâîãî ïóíêòà ñîïðîâîæäàþòñÿ õàðàê-
òåðèñòèêîé "ñòàíäôîðìà(A N)", ãäå N - íàïðàâëåíèå çàìåíû. Òîæäåñòâà èç âòîðî-
ãî ïóíêòà ñîïðîâîæäàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé "òîæä(A)", à òàêæå õàðàêòåðèñòèêîé
"ñòàíä(A N)", óêàçûâàþùåé, ÷òî òîæäåñòâî ñîçäàíî äëÿ óïðîùåíèé â ñòàíäàðòíîé
ôîðìå A. Âûøå ìû óæå ïðèâîäèëè ïðèåìû ñïðàâî÷íèêà "ïðîãðâûâîä" äëÿ ñèìâîëà
"ñòàíä", êîòîðûå, ñîáñòâåííî, è ðåàëèçóþò âûâîä äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ óïðîùàþùèõ
òîæäåñòâ.

Îáùàÿ ñõåìà ïðîöåññà âûâîäà òàêîâà. Íà ïåðèîä âûâîäà ñîçäàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé
íîðìàëèçàòîð ñ çàãîëîâêîì "òåêíîðì". Òîæäåñòâà äëÿ ïðèâåäåíèÿ ê âèäó ä.í.ô. è
èñõîäíûå òîæäåñòâà äëÿ äàííîé ä.í.ô. ïîðîæäàþò ñòàðòîâûå ïðèåìû íîðìàëèçàòîðà
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"òåêíîðì". Êàæäàÿ íîâàÿ òåîðåìà îáðàáàòûâàåòñÿ ýòèì íîðìàëèçàòîðîì, ÷òîáû èñ-
êëþ÷èòü ïîÿâëåíèå óïðîùàþùèõ òîæäåñòâ, ñâîäéùèõñÿ ê óæå èìåþùèìñÿ. Òå òåîðå-
ìû, êîòîðûå ïðîøëè òàêóþ îáðàáîòêó, åñëè îíè íå âûðîäèëèñü â êîíñòàíòó "èñòèíà",
ðåãèñòðèðóþòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêîé "ñòàíä(A N)", è ïî íèì ñðàçó æå
ñîçäàåòñÿ ïðèåì íîðìàëèçàòîðà "òåêíîðì". Òàê êàê ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ òåîðåì
îáû÷íî íåîãðàíè÷åííûé, â õàðàêòåðèñòèêè èñõîäíîãî ïðîòîêîëà "ñòàíäôîðìà(. . .)"
äîáàâëÿåòñÿ ýëåìåíò "÷èñëî(K)", óêàçûâàþùèé êîëè÷åñòâî K òåîðåì ñïèñêà âûâî-
äà, ïî äîñòèæåíèè êîòîðîãî âûâîä îáðûâàåòñÿ. Ïðè ýòîì íîðìàëèçàòîð "òåêíîðì"
è âñå åãî ïðèåìû óäàëÿþòñÿ.

Äëÿ ïðîòîêîëà "ñòàíäôîðìà" ñîçäàí åäèíñòâåííûé ïðèåì ñïðàâî÷íèêà "òåîðåìû",
âûïîëíÿþùèé èíèöèàëèçàöèþ öèêëà âûâîäà. Îí ñîçäàåò íîðìàëèçàòîð "òåêíîðì"
è ïîïîëíÿåò èñõîäíûé ñïèñîê âûâîäà. Ðàáîòó ýòîãî ïðèåìà ïðîèëëþñòðèðóåì íà
ïðèìåðå âûâîäà òîæäåñòâ â äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå. Óñòàíîâêó íà ýòîò
âûâîä ìîæíî íàéòè â ðàçäåëå "Äèêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà" - "Àëãåáðà ëîãèêè" - "Äèçú-
þíêöèÿ" - "Äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà" - "Âûâîä òîæäåñòâ â äèçúþíêòèâ-
íîé íîðìàëüíîé ôîðìå" îãëàâëåíèÿ áàçû òåîðåì. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîòîêîë èìå-
åò âèä "ñòàíäôîðìà(ñòàíääí îòð(1) êí(2) äí(2))". Õàðàêòåðèñòèêè - "ïðîòîêîë",
"÷èñëî(20)". Â êà÷åñòâå òîæäåñòâ äëÿ ïðèâåäåíèÿ ê âèäó ä.í.ô. âûáðàíû ñëåäóþ-
ùèå: ∀abc(a − boolean & b − boolean & c − boolean → a · (b ∨ c) = a · b ∨ a · c),
∀ab(a − boolean & b − boolean → a ⇒ b = ¬a ∨ b), ∀ab(a − boolean & b − boolean →
a + b = a · ¬b ∨ ¬a · b), ∀ab(a − boolean & b − boolean → a ⇔ b = a · b ∨ ¬a · ¬b),
∀ab(a− boolean & b− boolean→ ¬(a · b) = ¬a ∨ ¬b), ∀ab(a− boolean & b− boolean→
¬(a∨b) = ¬a · ¬b). Êðîìå òîãî, äîáàâëåíû óïðîùàþøèå òîæäåñòâà äëÿ äèçúþíêöèè
è êîíúþíêöèè ñ íå áîëåå ÷åì îäíîé ïåðåìåííîé: ∀a(a−boolean→ a∨¬a = 1), ¬1 = 0
è ò.ï.

Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ òîæäåñòâ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèé, óæå èìåþùèõ âèä
ä.í.ô., âûáðàíû ñëåäóþùèå: ∀ab(a − boolean & b − boolean → acdotb ∨ a · ¬b = a),
∀ab(a − boolean & b − boolean → a ∨ a · b = a), ∀ab(a − boolean & b − boolean →
a ∨ ¬a · b = a ∨ b). Ñîáñòâåííîå, òîëüêî èç íèõ è áóäóò âûâîäèòüñÿ ñëåäñòâèÿ.

Ðàáîòà ïðèåìà íà÷èíàåòñÿ ñ òîãî, ÷òî ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ íàçâàíèå ñòàí-
äàðòíîé ôîðìû. Â íàøåì ïðèìåðå - "ñòàíääí". Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
óñòàíîâîê íà âûâîä, ïîïîëíåííûé íàáîðîì (ñòàíäôîðìà õ9) è íàáîðîì (÷èñëî . . .),
èçâëå÷åííûì èç õàðàêòåðèñòèê ïðîòîêîëà. Â íàøåì ïðèìåðå õ7 ñîñòîèò èç íàáîðîâ
(ñòàíäôîðìà ñòàíääí) è (÷èñëî 20). Çíà÷åíèå õ7 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ2
âíåøíåãî îïåðàòîðà "ïðîãðâûâîä", ò.å. ñïèñêó óñòàíîâîê íà âûâîä, êîòîðûé áóäåò
äîñòóïåí âñåì ïðèåìàì âûâîäà, ñðàáàòûâàþùèì â öèêëå.

Ïðè ïðîñìîòðå ÿ÷åéêè âûâîäà çàïîëíÿþòñÿ íàêîïèòåëè õ10 è õ11. Â íàêîïèòåëü
õ10 çàíîñÿòñÿ òðîéêè (ññûëêà "òåîðåìà(. . .)" - òåîðåìà - íàáîð åå õàðàêòåðèñòèê)
äëÿ òîæäåñòâ ïðèâåäåíèÿ ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå, â íàêîïèòåëü õ11 - àíàëîãè÷íûå
òðîéêè äëÿ èñõîäíûõ òîæäåñòâ ñòàíäàðòíîé ôîðìû. Ïåðåìåííîé õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ
íàáîð ñèìâîëîâ Bi èç ïðîòîêîëà, ïåðåìåííîé õ14 - íàáîð èõ îöåíîê ni. Â íàøåì
ïðèìåðå õ13 - (îòð, êí, äí), õ14 - (1,2,2). Â ñïèñîê óñòàíîâîê íà âûâîä âíåøíåãî
îïåðàòîðà "ïðîãðâûâîä" äîáàâëÿåòñÿ ýëåìåíò (îöåíêà õ13 õ14). Ñîçäàþòñÿ ñòàðòîâûå
ïðèåìû "áûñòðïðåîáð" è "îêîí÷àíèå" âñïîìîãàòåëüíîãî íîðìàëèçàòîðà "òåêíîðì".
Òåîðåìîé ýòèõ ïðèåìîâ ñëóæèò òåðì "áûñòðïðåîáð(òåêíîðì ñïèñîêïîñûëîê îáùíîðì
óðîâåíü(4))".

Íîðìàëèçàòîð "òåêíîðì" ïîïîëíÿåòñÿ ïðèåìàìè, âûïîëíÿþùèìè ëåêñèêîãðàôè÷å-
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ñêîå óïîðÿäî÷åíèå êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèé è èñêëþ÷åíèå âëîæåííûõ àññîöèàòèâíî-
êîììóòàòèâíûõ îïåðàöèé. Äàëåå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ñîçäàíèå ïðèåìîâ äëÿ òîæäåñòâ
ïðèâåäåíèÿ ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå è ñîçäàíèå ïðèåìîâ äëÿ èñõîäíûõ óïðîùàþùèõ
òîæäåñòâ. Â ðåçóëüòàòå ñïèñîê âûâîäà îêàçûâàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç èñõîäíîãî ïðîòî-
êîëà è óêàçàííûõ óïðîùàþùèõ òîæäåñòâ. Îí ïåðåóïîðÿäî÷èâàåòñÿ ïî âîçðàñòàíèþ
äëèíû òåîðåì, è íà ýòîì ðàáîòà ïðèåìà çàâåðøàåòñÿ. Äàëüøå ïðîèñõîäèò îáû÷íîå
ñêàíèðîâàíèå ñïèñêà âûâîäà è ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìîâ äëÿ õàðàêòåðèñòèêè "ñòàíä".

4.7 Ïðîòîêîë "ôàêòîðèçàöèÿ"

Ïðîòîêîë "ôàêòîðèçàöèÿ(A)" ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñòàíîâêó íà âûâîä òîæäåñòâ ïðè-
âåäåíèÿ ê çàãîëîâêó A.

Öèêë âûâîäà òîæäåñòâ ïðèâåäåíèÿ ê çàäàííîìó çàãîëîâêó ðåàëèçóåòñÿ ïî ñëåäóþùåé
ñõåìå. Â êà÷åñòâå ñòàðòîâûõ òåîðåì ãåíåðèðóþòñÿ íåñêîëüêî òîæäåñòâ ðàñêðûâàíèÿ
ñêîáîê ïî äèñòðèáóòèâíîñòè (ò.å. äëÿ îïåðàöèè A äîëæíû èìåòüñÿ òîæäåñòâà òàêî-
ãî òèïà). Ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðîñòåéøèé ñëó÷àé "âûíåñåíèÿ îáùåãî ìíîæèòåëÿ"
èç ñóììû íåñêîëüêèõ ñëàãàåìûõ, òàê è ñëó÷àè ïåðåìíîæåíèÿ íåñêîëüêèõ ñóìì, ïî
íåñêîëüêó ñëàãàåìûõ â êàæäîé. Âñëåä çà ïåðâûì ïóíêòîì ÿ÷åéêè âûâîäà ðàçìå-
ùàåòñÿ ïóíêò, â êîòîðîì ðàñïîëàãàþòñÿ íåñêîëüêî òîæäåñòâ òèïà ñîêðàùåíèÿ, ò.å.
òîæäåñòâ, â êîòîðûõ ÷èñëî "ñëàãàåìûõ" çàìåíÿþùåé ÷àñòè ìåíüøå ÷èñëà ñëàãàå-
ìûõ çàìåíÿåìîé. Âûâîä ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè òàêèõ ñîêðàùàþ-
ùèõ òîæäåñòâ ê çàìåíÿåìîé ÷àñòè òîæäåñòâ ïðèâåäåíèÿ ê çàãîëîâêó A, ïîëó÷åííûõ
ðàíåå. Êàê è â ñëó÷àå ïðîòîêîëà "ñòàíäôîðìà", ïðîòîêîë "ôàêòîðèçàöèÿ" îáû÷íî
ñîïðîâîæäàåòñÿ îãðàíè÷èòåëåì "÷èñëî(N)" êîëè÷åñòâà âûâîäèìûõ òåîðåì. Ïî âûâî-
äèìûì òîæäåñòâàì ñîçäàþòñÿ ïðèåìû âñïîìîãàòåëüíîãî íîðìàëèçàòîðà ïðèâåäåíèÿ
ê çàãîëîâêó A "òåêíîðì", êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óñìîòðåíèÿ èçáûòî÷íûõ òîæ-
äåñòâ è ïî çàâåðøåíèè öèêëà âûâîäà óäàëÿåòñÿ.

Â ñïèñîê õ16 çàíîñèòñÿ íàáîð ïàð (òåîðåìà - ñïèñîê åå õàðàêòåðèñòèê) äëÿ âñåõ
ñîêðàùàþùèõ òîæäåñòâ, óêàçàííûõ â ÿ÷åéêå âûâîäà. Îíè ðàñïîçíàþòñÿ ïî õàðàê-
òåðèñòèêå "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)". Ê ñïèñêó óñòàíîâîê íà âûâîä âíåøíåãî îïåðàòîðà
"ïðîãðâûâîä" äîáàâëÿåòñÿ íàáîð (ôàêòîðèçàöèÿ õ9 (P A)õ16), ãäå P -

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðîòîêîë "ôàêòîðèçàöèÿ(óìíîæåíèå)" ñ õàðàêòå-
ðèñòèêàìè "ïðîòîêîë", "÷èñëî(100)". Â ÿ÷åéêå âûâîäà èñïîëüçóåòñÿ åäèíñòâåííîå
ñîêðàùàþùåå òîæäåñòâî ∀a(a − ÷èñëî → a − a = 0). Öèêë âûâîäà îáåñïå÷èâàåò
ïîëó÷åíèå ðàçëè÷íûõ ôîðìóë ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ, ïîïîëíÿÿ èõ ñïèñîê ýêçî-
òè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè âðîäå "hg4 + g5 + h5 = (gh + g2 + h2)(g3 + h3 − gh2)".

Ïðåæäå âñåãî, óñòàíîâêà íà âûâîä âíåøíåãî îïåðàòîðà "ïðîãðâûâîä" ïåðåîïðåäåëÿ-
åòñÿ íà ïàðó (íà÷àëî ÷èñëî(N)).Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñèìâîë èç ïðîòîêî-
ëà. Â íàøåì ïðèìåðå - "óìíîæåíèå". Ñîçäàþòñÿ ñòàðòîâûå ïðèåìû "áûñòðïðåîáð"
è "îêîí÷àíèå" âñïîìîãàòåëüíîãî íîðìàëèçàòîðà "òåêíîðì". Òåîðåìîé ýòèõ ïðèåìîâ
ñëóæèò òåðì "áûñòðïðåîáð(òåêíîðì ñïèñîêïîñûëîê îáùíîðì óðîâåíü(4))". Ñïðàâî÷-
íèê "äèñòðèáðàçâåðòêà" îïðåäåëÿåò ñïèñîê ññûëîê "òåîðåìà(. . .)" íà òîæäåñòâà äèñ-
òðèáóòèâíîñòè äëÿ îïåðàöèè õ9. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàþòñÿ òîæäåñòâà õ13
äàííîãî ñïèñêà, ïðè÷åì ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð õàðàêòåðèñòèê òîæ-
äåñòâà õ13. Â íàøåì ïðèìåðå áóäóò ðàññìîòðåíû äâà òîæäåñòâà äèñòðèáóòèâíîñòè;
îäíî äëÿ âåùåñòâåííîãî ñëîæåíèÿ, äðóãîå - äëÿ êîìïëåêñíîãî. Äëÿ òåêóùåãî òîæäå-
ñòâà õ13 ââîäèòñÿ ïðèåì îïåðàòîðà "òåêíîðì".
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Â ñïèñîê õ16 çàíîñèòñÿ íàáîð ïàð (òåîðåìà - ñïèñîê åå õàðàêòåðèñòèê) äëÿ âñåõ
ñîêðàùàþùèõ òîæäåñòâ, óêàçàííûõ â ÿ÷åéêå âûâîäà. Îíè ðàñïîçíàþòñÿ ïî õàðàê-
òåðèñòèêå "íîðìàëèçàöèÿ(. . .)". Ê ñïèñêó óñòàíîâîê íà âûâîä âíåøíåãî îïåðàòîðà
"ïðîãðâûâîä" äîáàâëÿåòñÿ íàáîð (ôàêòîðèçàöèÿ õ9 (õ13 õ14) õ16). Äàëåå ñîçäàþòñÿ
òåîðåìû, îáîáùàþùèå èñõîäíîå òîæäåñòâî äèñòðèáóòèâíîñòè íà ñëó÷àé ïðîèçâåäå-
íèÿ äâóõ "ñóìì", â êàæäîé èç êîòîðûõ äâà ëèáî òðè ñëàãàåìûõ. Îíè ðåãèñòðèðóþòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêîé (ôàêòîðèçàöèÿ õ9 âòîðîéòåðì). Ïî íèì ñðàçó æå
ñîçäàþòñÿ ïðèåìû îïåðàòîðà "òåêíîðì". Ïî çàâåðøåíèè îáðàáîòêè òîæäåñòâ õ13 ðà-
áîòà äàííîãî ïðèåìà çàâåðøàåòñÿ. Äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ïðèåìîì
ñïðàâî÷íèêà "ïðîãðâûâîä" ïðè ñêàíèðîâàíèè ñïèñêà âûâîäà. Ýòîò ïðèåì, èíèöèè-
ðóåìûé õàðàêòåðèñòèêîé "ôàêòîðèçàöèÿ", áûë îïèñàí ðàíåå. Â íàøåì ïðèìåðå, ê
ìîìåíòó ïåðâîãî ïðèìåíåíèÿ ïîñëåäíåãî ïðèåìà, ñïèñîê âûâîäà ñîäåðæèò èñõîäíûé
ïðîòîêîë è òîæäåñòâà

∀abde(a−÷èñëî & b−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî→ ad+ae+bd+be = (a+b)(d+e))

∀abdef (a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî→ ad + ae + af +
bd + be + bf = (a + b)(d + e + f))

∀abcdef (a − ÷èñëî & b − ÷èñëî & c − ÷èñëî & d − ÷èñëî & e − ÷èñëî & f − ÷èñëî →
ad + ae + af + bd + be + bf + cd + ce + cf = (a + b + c)(d + e + f)).

4.8 Ïðîòîêîë "ðîäîáúåêòà"

Ïðîòîêîë "ðîäîáúåêòà(A)" óêàçûâàåò, ÷òî A - íàçâàíèå îäíîãî èç îñíîâíûõ òèïîâ
îáúåêòîâ (÷èñëî, òî÷êà è ò.ï.).

Îòáðàñûâàíèå èçáûòî÷íîãî îáîáùåííîãî àíòåöåäåíòà - ðàâåíñòâà â êîíñå-
êâåíòå

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bB(¬(b− íàòóðàëüíîå)→ ∀a(a− íàòóðàëüíîå & B(a)→ a = b)↔
∀a(a− íàòóðàëüíîå→ ¬(B(a))))

èç ïðîòîêîëà

"ðîäîáúåêòà(íàòóðàëüíîå)".

Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä ïðîòîêîëà. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàè-
âàåòñÿ òåðì "íå(õ7(b))", ïåðåìåííîé õ11 - óòâåðæäåíèå "ýêâèâàëåíòíî(äëÿëþáîãî(a
åñëè õ7(a) çíà÷åíèå(B a) òî ðàâíî(a b)) äëÿëþáîãî(a åñëè õ7(a) òî íå(çíà÷åíèå(B
a))))". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ10 è êîíñåêâåíòîì õ11. Îíà ðåãè-
ñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "àíòåöåäåíòû(âòîðîé-
òåðì)".

4.9 Ïðîòîêîë "Ëèíðåø"

Ïðîòîêîë "Ëèíðåø(A)" îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ÷èñëîâûõ àòîìîâ ñ çàãîëîâêîì A ñîçäàþò-
ñÿ ïðèåìû âûðàæåíèÿ îäíîãî àòîìà ÷åðåç äðóãîé èç ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Íåîáõî-
äèìîñòü èíäèâèäóàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé, õîòÿ èìåþòñÿ íåñëîæíûå
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îáùèå ôîðìóëû, ïðîäèêòîâàíà òåì, ÷òî óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ öåëåñîîáðàçíî ðàç-
ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî ÷èñëîâîãî àòîìà, äëÿ ðàçëè÷íûõ àòîìîâ ìîãóò ñóùåñòâåííî
îòëè÷àòüñÿ. Ðàçëè÷íûìè áóäóò è óðîâíè ñðàáàòûâàíèÿ ðàçðåøàþùèõ ïðèåìîâ. Îñî-
áåííî íàãëÿäíî ýòî âèäíî íà ïðèìåðå ïëàíèìåòðè÷åñêèõ ïðèåìîâ ðåøàòåëÿ. Íåêî-
òîðóþ ðîëü èãðàåò òàêæå óñêîðåíèå èäåíòèôèêàöèè, òàê êàê ðàçðåøàþùèå ïðèåìû
áóäóò èíèöèèðîâàòüñÿ ñðàâíèòåëüíî ðåäêî âñòðå÷àþùèìèñÿ íàçâàíèÿìè àòîìîâ.

Ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ îáùåãî âèäà

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdefg(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & f − ÷èñëî & ¬(e = 0) &
e− ÷èñëî & g − ÷èñëî→ el(ab) + fl(cd) = g ↔ l(ab) = (g − fl(cd))/e)

èç ïðîòîêîëà

"ëèíðåø(ðàññòîÿíèå)".

Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ëîãè÷åñêèé ñèìâîë èç ïðîòîêîëà. Â íàøåì ïðè-
ìåðå - ñèìâîë "ðàññòîÿíèå". Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ àðíîñòü ýòîãî ñèìâîëà.
Â íàøåì ïðèìåðå - 2. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà àðíîñòü áîëüøå 0 è ìåíüøå 9. Ïå-
ðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà
õ8. Â íàøåì ïðèìåðå - a, b. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå
âõîäÿùèõ â ñïèñîê õ9, ïðè÷åì äëèíà ýòîãî ñïèñêà ðàâíà äëèíå ñïèñêà õ9. Â íà-
øåì ïðèìåðå - c, d. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöè-
åé õ7 íàáîðà ïåðåìåííûõ õ9, ïåðåìåííîé õ12 - íàáîðà õ10. Â íàøåì ïðèìåðå -
l(ab), l(cd). Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå õ14, õ15, õ16, íå âõîäÿùèå â ñïèñêè õ9 è õ10. Â
íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå e, f, g. Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî "ðàâ-
íî(ïëþñ(óìíîæåíèå(õ14 õ11)óìíîæåíèå(õ15 õ12))õ16)", ïåðåìåííîé õ18 - ðàâåíñòâî
"ðàâíî(õ11 äðîáü(ïëþñ(õ16 ìèíóñ(óìíîæåíèå(õ15 õ12)))õ14))". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêà-
öèÿ ñ åäèíñòâåííûì àíòåöåäåíòîì "íå(ðàâíî(õ14 0))" è êîíñåêâåíòîì "ýêâèâàëåíò-
íî(õ17 õ18)". Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Ïîëíûåïîñûëêè" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "âûðàæåíèå(âòîðîéòåðì)".

Âûðàæåíèå ÷èñëîâîãî àòîìà èç ÿâíîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdef (a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & f − ÷èñëî & ¬(e = 0) &
e− ÷èñëî→ el(ab) = fl(cd)↔ l(ab) = fl(cd)/e)

èç ïðîòîêîëà

"ëèíðåø(ðàññòîÿíèå)".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî
ïðèåìà. Ðàçëè÷èÿ íà÷èíàþòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé õ17. Òåïåðü ýòî
ðàâåíñòâî "ðàâíî(óìíîæåíèå(õ14 õ11) óìíîæåíèå(õ15 õ12))". Ïåðåìåííîé õ18 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî "ðàâíî(õ11 äðîáü(óìíîæåíèå(õ15 õ12)õ14))". Ñîçäàåòñÿ èìïëè-
êàöèÿ ñ åäèíñòâåííûì àíòåöåäåíòîì "íå(ðàâíî(õ14 0))" è êîíñåêâåíòîì "ýêâèâàëåíò-
íî(õ17 õ18)". Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Ïîëíûåïîñûëêè" è ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "âûðàæåíèå(âòîðîéòåðì)".
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Âûðàæåíèå ÷èñëîâîãî àòîìà èç íåÿâíîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî-
ñòè

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdef (a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & f − ÷èñëî & ¬(e = 0) &
e− ÷èñëî→ el(ab) + fl(cd) = 0↔ l(ab) = −fl(cd)/e)

èç ïðîòîêîëà

"ëèíðåø(ðàññòîÿíèå)".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùå-
ãî ïðèåìà. Ðàçëè÷èÿ íà÷èíàþòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé õ17. Òåïåðü
ýòî ðàâåíñòâî "ðàâíî(ïëþñ(óìíîæåíèå(õ14 õ11) óìíîæåíèå(õ15 õ12))0)". Ïåðåìåííîé
õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî "ðàâíî(õ11 ìèíóñ(äðîáü(óìíîæåíèå(õ15 õ12)õ14)))".
Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ åäèíñòâåííûì àíòåöåäåíòîì "íå(ðàâíî(õ14 0))" è êîíñå-
êâåíòîì "ýêâèâàëåíòíî(õ17 õ18)". Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Ïîëíûåïîñûë-
êè" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "âûðàæå-
íèå(âòîðîéòåðì)".

Âûðàæåíèå ÷èñëîâîãî àòîìà èç ðàâåíñòâà äëÿ ñóììû äâóõ ÷èñëîâûõ àòî-
ìîâ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdg(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & g − ÷èñëî→
l(ab) + l(cd) = g ↔ l(ab) = g − l(cd))

èç ïðîòîêîëà

"ëèíðåø(ðàññòîÿíèå)".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùå-
ãî ïðèåìà. Ðàçëè÷èÿ íà÷èíàþòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé õ17. Òåïåðü
ýòî ðàâåíñòâî "ðàâíî(ïëþñ(õ11 õ12)õ16)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî
"ðàâíî(õ11 ïëþñ(õ16 ìèíóñ(õ12)))". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ áåç àíòåöåäåíòîâ ñ êîíñå-
êâåíòîì "ýêâèâàëåíòíî(õ17 õ18)". Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Ïîëíûåïîñûë-
êè" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "âûðàæå-
íèå(âòîðîéòåðì)".

Âûðàæåíèå ÷èñëîâîãî àòîìà èç ðàâåíñòâà äëÿ ðàçíîñòè äâóõ ÷èñëîâûõ
àòîìîâ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdg(a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & g − ÷èñëî→
l(ab)− l(cd) = g ↔ l(ab) = g + l(cd))

èç ïðîòîêîëà

"ëèíðåø(ðàññòîÿíèå)".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî
ïðèåìà. Ðàçëè÷èÿ íà÷èíàþòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé õ17. Òåïåðü ýòî
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ðàâåíñòâî "ðàâíî(ïëþñ(õ11 ìèíóñ(õ12))õ16)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåí-
ñòâî "ðàâíî(õ11 ïëþñ(õ16 õ12))". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ áåç àíòåöåäåíòîâ ñ êîíñå-
êâåíòîì "ýêâèâàëåíòíî(õ17 õ18)". Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Ïîëíûåïîñûë-
êè" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "âûðàæå-
íèå(âòîðîéòåðì)".

Âûðàæåíèå ÷èñëîâîãî àòîìà èç ðàâåíñòâà äëÿ ñóììû ýòîãî àòîìà è ïðî-
èçâåäåíèÿ íà êîýôôèöèåíò äðóãîãî àòîìà

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdfg(a − òî÷êà & b − òî÷êà & c − òî÷êà & d − òî÷êà & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî →
l(ab) + fl(cd) = g ↔ l(ab) = g − fl(cd))

èç ïðîòîêîëà

"ëèíðåø(ðàññòîÿíèå)".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî
ïðèåìà. Ðàçëè÷èÿ íà÷èíàþòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé õ17. Òåïåðü ýòî
ðàâåíñòâî "ðàâíî(ïëþñ(õ11 óìíîæåíèå(õ15 õ12))õ16)". Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåò-
ñÿ ðàâåíñòâî "ðàâíî(õ11 ïëþñ(õ16 ìèíóñ(óìíîæåíèå(õ15 õ12))))". Ñîçäàåòñÿ èìïëè-
êàöèÿ áåç àíòåöåäåíòîâ ñ êîíñåêâåíòîì "ýêâèâàëåíòíî(õ17 õ18)". Îíà îáðàáàòûâàåò-
ñÿ îïåðàòîðîì "Ïîëíûåïîñûëêè" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé
õàðàêòåðèñòèêîé "âûðàæåíèå(âòîðîéòåðì)".

4.10 Ïðîòîêîë "÷èñëàòîì"

Ïðîòîêîë "÷èñëàòîì(A)" îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ÷èñëîâûõ àòîìîâ ñ çàãîëîâêîì A ñîçäà-
þòñÿ ïðèåìû âûðàæåíèÿ ýòîãî àòîìà èç ïðîñòåéøèõ óðàâíåíèé.

Ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ îáùåãî âèäà

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcde(a − òî÷êà & b − òî÷êà & d − ÷èñëî & ¬(c = 0) & c − ÷èñëî & e − ÷èñëî →
cl(ab) + d = e↔ l(ab) = (e− d)/c)

èç ïðîòîêîëà

"÷èñëàòîì(ðàññòîÿíèå)".

Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ëîãè÷åñêèé ñèìâîë èç ïðîòîêîëà. Â íàøåì ïðèìåðå -
ñèìâîë "ðàññòîÿíèå". Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ àðíîñòü ýòîãî ñèìâîëà. Â íàøåì
ïðèìåðå - 2. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà àðíîñòü áîëüøå 0 è ìåíüøå 9. Ïåðåìåííîé õ9
ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà õ8. Â íàøåì
ïðèìåðå - a, b. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ7
íàáîðà ïåðåìåííûõ õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - l(ab). Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå õ12, õ13,
õ14, íå âõîäÿùèå â ñïèñîê õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå c, d, e. Ïåðåìåííîé õ15
ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî "ðàâíî(ïëþñ(óìíîæåíèå(õ12 õ10)õ13)õ14)", ïåðåìåííîé õ16
- ðàâåíñòâî "ðàâíî(õ10 äðîáü(ïëþñ(õ14 ìèíóñ(õ13))õ12))". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ
åäèíñòâåííûì àíòåöåäåíòîì "íå(ðàâíî(õ12 0))" è êîíñåêâåíòîì "ýêâèâàëåíòíî(õ15
õ16)". Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Ïîëíûåïîñûëêè" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "÷èñë(âòîðîéòåðì)".
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Ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(a− òî÷êà & b− òî÷êà & ¬(c = 0) & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ cl(ab) = d↔
l(ab) = d/c)

èç ïðîòîêîëà

"÷èñëàòîì(ðàññòîÿíèå)".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäóùåãî
ïðèåìà. Ðàçëè÷èÿ íà÷èíàþòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé õ15. Òåïåðü ýòî
ðàâåíñòâî "ðàâíî(óìíîæåíèå(õ12 õ10))õ13)". Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåí-
ñòâî "ðàâíî(õ10 äðîáü(õ13 õ12))". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ åäèíñòâåííûì àíòåöåäåí-
òîì "íå(ðàâíî(õ12 0))" è êîíñåêâåíòîì "ýêâèâàëåíòíî(õ15 õ16)". Îíà îáðàáàòûâàåò-
ñÿ îïåðàòîðîì "Ïîëíûåïîñûëêè" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé
õàðàêòåðèñòèêîé "÷èñë(âòîðîéòåðì)".

Ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà ñ äðîáíûì êîýôôè-
öèåíòîì

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcde(a−òî÷êà & b−òî÷êà & ¬(d = 0) & ¬(e = 0) & c−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî→
cl(ab)/d = e↔ l(ab) = de/c) & ¬(c = 0)

èç ïðîòîêîëà

"÷èñëàòîì(ðàññòîÿíèå)".

Íà÷àëî ïðîãðàììû ïðèåìà ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïðîãðàììû ïðåäûäó-
ùåãî ïðèåìà. Ðàçëè÷èÿ íà÷èíàþòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé õ15. Òå-
ïåðü ýòî ðàâåíñòâî "ðàâíî(äðîáü(óìíîæåíèå(õ12 õ10)õ13)õ14)". Ïåðåìåííîé õ16 ïðè-
ñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "è(ðàâíî(õ10 äðîáü(óìíîæåíèå(õ13 õ14)õ12)) íå(ðàâíî(õ12
0)))". Ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè "íå(ðàâíî(õ13 0))", "íå(ðàâíî(õ14 0))"
è êîíñåêâåíòîì "ýêâèâàëåíòíî(õ15 õ16)". Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Ïîë-
íûåïîñûëêè" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé
"÷èñë(âòîðîéòåðì)".

4.11 Ïðîòîêîë "ëèíêîìá"

Ïðîòîêîë "÷èñëàòîì(A)" îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ÷èñëîâûõ àòîìîâ ñ çàãîëîâêîì A ñîçäà-
þòñÿ ïðèåìû êîìáèíàöèè óðàâíåíèé ñ ýòèìè àòîìàìè.

Êîìáèíàöèÿ äâóõ óðàâíåíèé äëÿ èñêëþ÷åíèÿ çàäàííîãî ÷èñëîâîãî àòîìà

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdef (a− òî÷êà & b− òî÷êà & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî &
cl(ab) + d = 0 & ¬(c = 0) & c− ÷èñëî→ el(ab) + f = 0↔ cf − de = 0

èç ïðîòîêîëà

"ëèíêîìá(ðàññòîÿíèå)".
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Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ëîãè÷åñêèé ñèìâîë èç ïðîòîêîëà. Â íàøåì ïðèìåðå
- ñèìâîë "ðàññòîÿíèå". Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ àðíîñòü ýòîãî ñèìâîëà. Â íà-
øåì ïðèìåðå - 2. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà àðíîñòü áîëüøå 0 è ìåíüøå 9. Ïåðåìåííîé
õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà õ8. Â íàøåì
ïðèìåðå - a, b. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ7 íà-
áîðà ïåðåìåííûõ õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - l(ab). Âûáèðàþòñÿ ïåðåìåííûå õ12, õ13, õ14,
õ15, íå âõîäÿùèå â ñïèñîê õ9. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå c, d, e, f . Ïåðåìåííîé
õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâåíñòâî "ðàâíî(ïëþñ(óìíîæåíèå(õ12 õ10)õ13)0)", ïåðåìåííîé
õ17 - ðàâåíñòâî "ðàâíî(ïëþñ(óìíîæåíèå(õ14 õ10)õ15)0)", ïåðåìåííîé õ18 - ðàâåíñòâî
"ðàâíî(ïëþñ(óìíîæåíèå(õ12 õ15) ìèíóñ(óìíîæåíèå(õ13 õ14)))0)". Ñîçäàåòñÿ èìïëè-
êàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ16, "íå(ðàâíî(õ12 0))" è êîíñåêâåíòîì "ýêâèâàëåíòíî(õ17
õ18)". Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "Ïîëíûåïîñûëêè" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå
âûâîäà ñ åäèíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé "óðàâíìåíüøå(âòîðîéòåðì)".

Êîìáèíàöèÿ äâóõ óðàâíåíèé äëÿ âûâîäà ðàâåíñòâà äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcdef (a− òî÷êà & b− òî÷êà & c− òî÷êà & d− òî÷êà & el(ab) = f & ¬(e = 0) & e−
÷èñëî→ el(cd) = f ↔ l(ab) = l(cd))

èç ïðîòîêîëà

"ëèíêîìá(ðàññòîÿíèå)".

Ïåðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ëîãè÷åñêèé ñèìâîë èç ïðîòîêîëà. Â íàøåì ïðèìåðå -
ñèìâîë "ðàññòîÿíèå". Ïåðåìåííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ àðíîñòü ýòîãî ñèìâîëà. Â íà-
øåì ïðèìåðå - 2. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà àðíîñòü áîëüøå 0 è ìåíüøå 9. Ïåðåìåí-
íîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà õ8. Â
íàøåì ïðèìåðå - a, b. Ïåðåìåííîé õ10 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, íå âõî-
äÿùèõ â ñïèñîê õ9, è èìåþùèé òó æå äëèíó, ÷òî ñïèñîê õ9. Â íàøåì ïðèìåðå -
c, d. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ îïåðàöèåé õ7 ïåðåìåííûõ
õ9, ïåðåìåííîé õ12 - ðåçóëüòàò ñîåäèíåíèÿ ýòîé îïåðàöèåé ïåðåìåííûõ õ10. Âûáè-
ðàþòñÿ ïåðåìåííûå õ14 è õ15, íå âõîäÿùèå â ñïèñêè õ9 è õ10. Â íàøåì ïðèìå-
ðå - ïåðåìåííûå e, f . Ïåðåìåííîé õ16 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè
"ðàâíî(óìíîæåíèå(õ14 õ11)õ15)", "íå(ðàâíî(õ14 0))" è êîíñåêâåíòîì "ýêâèâàëåíò-
íî(ðàâíî(óìíîæåíèå(õ14 õ12)õ15) ðàâíî(õ11 õ12))". Ýòà èìïëèêàöèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ
îïåðàòîðîì "Ïîëíûåïîñûëêè" è ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà ñ õàðàêòåðèñòèêîé
"÷èñëåííûéàòîì(âòîðîéòåðì)".
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Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, íå ñâÿçàííûå

ñ õàðàêòåðèñòèêàìè

Îáû÷íî ïðèåìû âûâîäà òåîðåì èíèöèèðóåòñÿ ðàññìîòðåíèåì íåêîòîðîé õàðàêòåðè-
ñòèêè òåêóùåé òåîðåìû ñïèñêà âûâîäà. Îäíàêî, íåñêîëüêî ïðèåìîâ íå ñâÿçàíû ñ ðàñ-
ñìîòðåíèåì êàêîé-ëèáî õàðàêòåðèñòèêè òåîðåìû. Îíè ñãðóïïèðîâàíû â ïðîöåäóðå
"áëîêâûâîäà". Îáðàùåíèå ê äàííîé ïðîöåäóðå ïðîèñõîäèò èç ïðîöåäóðû "ïðîãðâû-
âîä" íà íóëåâîì òåêóùåì óðîâíå. Âûéòè íà òî÷êó ËÎÑ-ïðîãðàììû, ãåä âûïîëíÿåòñÿ
òàêîå îáðàùåíèå, ìîæíî ÷åðåç ïóíêò "Áàçà òåîðåì" - "Ïðîãðàììèðóþùèé âûâîä" -
"Ïðîöåäóðà ÏÐÎÃÐÂÛÂÎÄ" - "Âûâîä áåçîòíîñèòåëüíî ê õàðàêòåðèñòèêàì òåîðå-
ìû" îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì. Ïåðåéòè ê ïðîãðàììå ïðîöåäóðû "áëîêâûâîäà" ìîæíî
÷åðåç ïóíêò "Áàçà òåîðåì" - "Ïðîãðàììèðóþùèé âûâîä" - "Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì
(ïðîöåäóðà ÁËÎÊÂÛÂÎÄÀ)" îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì.

Îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå èìååò âèä "áëîêâûâîäà(õ1 õ2)", ãäå õ1 - ïàðà (ñïèñîê ÷åò-
âåðîê (âåñ - òåîðåìà - õàðàêòåðèñòèêè - áëîê âûâîäà), îáðàçóþùèõ òåêóùèé ñïèñîê
âûâîäà - èíäèêàòîð èçìåíåíèé), õ2 - òåêóùàÿ ÷åòâåðêà ñïèñêà âûâîäà.

Ïåðåõîä îò ïåðåìåííîé äëÿ ïàðû ê ÿâíîìó çàäàíèþ ïàðû

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀abcd(a− set & b− set→ (c, d) ∈ a× b↔ c ∈ a & d ∈ b)

èç òåîðåìû

∀abf (a− set & b− set→ f ∈ a× b↔ l(f) = 2 & f(1) ∈ a & f(2) ∈ b & f − ñëîâî)

Ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ èñõîäíàÿ òåîðåìà, ïåðåìåííîé õ4 - ñïèñîê åå õàðàêòå-
ðèñòèê, ïåðåìåííîé õ5 - åå áëîê âûâîäà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ3 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêà-
öèÿ. Ïåðåìåííîé õ6 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â íåå ñèìâîëà "ñëîâî". Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî õ6 - îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ7 íåêîòîðîé êîíúþíêöèè, ïðè÷åì îïåðàíäîì âõîæäåíèÿ
õ6 ñëóæèò íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ õ8. Â íàøåì ïðèìåðå õ6 - âõîæäåíèå óòâåðæäåíèÿ
"f−ñëîâî", õ7 - âõîæäåíèå êîíúþíêöèè "l(f) = 2 & f(1) ∈ a & f(2) ∈ b & f−ñëîâî",
õ8 - ïåðåìåííàÿ f . Ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ7,
ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ðàâåíñòâî, èìåþùåå âèä "ðàâíî(äëèíàíàáîðà(õ8)2)". Ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ñòàðòîâîé òåîðåìîé ÿ÷åéêè âûâîäà. Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ âõîæäåíèå õ12 êâàíòîðà, âíóòðè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî âõîæäåíèå õ7.
Â íàøåì ïðèìåðå õ12 - êîðíåâîå âõîæäåíèå êâàíòîðà îáùíîñòè. Ïåðåìåííîé õ13
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ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà êâàíòîðà õ12. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà ñîäåð-
æèò ïåðåìåííóþ õ8. Ïåðåìåííîé õ14 ïðèñâàèâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ îïåðàíäîâ âõîæäå-
íèÿ õ7, îòëè÷íûõ îò õ6 è õ9. Ïåðåìåííîé õ15 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â
ïîäòåðìå õ12 âõîæäåíèÿ õ7 íà âõîæäåíèå õ14. Â íàøåì ïðèìåðå õ15 èìååò âèä
"∀abf (a − set & b − set → f ∈ a × b ↔ f(1) ∈ a & f(2) ∈ b). Âûáèðàþòñÿ ïåðå-
ìåííûå X, Y , íå âõîäÿùèå â èñõîäíóþ òåîðåìó. Â íàøåì ïðèìåðå - ïåðåìåííûå c, d.
Ïåðåìåííîé õ17 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû â ñïèñêå õ13 ïåðåìåííîé õ8 íà ïåðå-
ìåííûå X, Y . Ïåðåìåííîé õ18 ïðèñâàèâàåòñÿ âûðàæåíèå "íàáîð(X, Y )". Ïåðåìåííîé
õ19 ïðèñâàèâàåòñÿ íàáîð, îáðàçîâàííûé êîíñåêâåíòîì óòâåðæäåíèÿ õ15, ê êîòîðîìó
äîáàâëåíû âñå àíòåöåäåíòû ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Åñëè õ19 íå ÿâëÿåòñÿ êâàíòîðíîé èì-
ïëèêàöèåé, òî õ19 ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèÿ õ15. Ïåðåìåííîé õ20 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ õ18 âìåñòî ïåðåìåííîé õ8 â óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà
õ19. Åñëè õ15 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, òî ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäå-
íèå "äëÿëþáîãî(õ17 åñëè P òî Q)", ãäå Q - ïåðâûé ýëåìåíò íàáîðà õ20, P - ñïèñîê
îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ íàáîðà õ20. Åñëè õ15 íå ÿâëÿåòñÿ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèåé, òî
ïåðåìåííîé õ21 ïðèñâàèâàåòñÿ óòâåðæäåíèå "ñóùåñòâóåò(õ17 è(õ20))". Ïåðåìåííîé
õ22 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò çàìåíû âõîæäåíèÿ õ12 â èñõîäíóþ òåîðåìó íà òåðì õ21.
Ïåðåìåííîé õ23 ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëüòàò îáðàáîòêè òåîðåìû õ22 îïåðàòîðîì "íîðì-
òåîðåìà". Â íàøåì ïðèìåðå õ23 - óêàçàííàÿ âûøå èòîãîâàÿ òåîðåìà. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî ýòîé òåîðåìû èëè åå ýêâèâàëåíòà íåò â ñïèñêå âûâîäà. Äàëåå îíà ðåãèñòðèðóåòñÿ
â ñïèñêå âûâîäà. Âìåñòî îáðàùåíèÿ ê îïåðàòîðó "ðåãòåîð" çäåñü ïðåäïðèíèìàåòñÿ
íåïîñðåäñòâåííîå îáðàùåíèå ê õàðàêòåðèçàòîðó, ôîðìèðîâàíèå íîâîé ÷åòâåðêè äëÿ
ñïèñêà âûâîäà è åå äîáàâëåíèå ê êîíöó äàííîãî ñïèñêà.

Ðàçáèåíèå òåîðåìû ñ óñëîâíûì âûðàæåíèåì íà äâå òåîðåìû äëÿ ïîäñëó-
÷àåâ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & a ≤ b→ max(a, b) = b)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ max(a, b) = (b ïðè a ≤ b, èíà÷å a))

Ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ èñõîäíàÿ òåîðåìà, ïåðåìåííîé õ4 - ñïèñîê åå õàðàêòå-
ðèñòèê, ïåðåìåííîé õ5 - åå áëîê âûâîäà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ3 - êâàíòîðíàÿ èìïëè-
êàöèÿ. Ïåðåìåííîé õ6 ïðèñâàèâàåòñÿ âõîæäåíèå â åå êîíñåêâåíò ñèìâîëà "âàðèàíò".
Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî íå çàêëþ÷åíî âíóòðè äðóãîãî ïîäòåðìà ñ çàãîëîâêîì "âàðè-
àíò". Â íàøåì ïðèìåðå õ6 - âõîæäåíèå âûðàæåíèÿ "(b ïðè a ≤ b, èíà÷å a)". Ïå-
ðåìåííîé õ7 ïðèñâàèâàåòñÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà èìïëèêàöèè õ3. Ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî îíà ñîäåðæèò âñå ïàðàìåòðû ïîäòåðìà õ6. Ïåðåìííîé õ8 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê
àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû õ3. Ïîî÷åðåäíî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì èç
íèõ ïåðåìåííé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé îïåðàíä âõîæäåíèÿ õ6, à ïåðåìåííîé õ10 -
âòîðîé îïåðàíä. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïåðåìåííîé õ9 ïðèñâàèâàåòñÿ îòðèöàíèå ïåðâîãî
îïåðàíäà âõîæäåíèÿ õ6, à ïåðåìåííîé õ10 - ïîñëåäíèé îïåðàíä ýòîãî âõîæäåíèÿ. Â
íàøåì ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâûé ñëó÷àé. Ïåðåìåííîé õ11 ïðèñâàèâàåòñÿ ðå-
çóëüòàò çàìåíû â êîíñåêâåíòå èñõîäíîé òåîðåìû âõîæäåíèÿ õ6 íà âûðàæåíèå õ10,
ïåðåìåííîé õ12 - ðåçóëüòàò äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó õ8 óòâåðæäåíèÿ õ9. Ïåðåìåííîé
õ13 ïðèñâàèâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåíòàìè õ12 è êîíñåêâåíòîì õ11. Îíà îáðà-
áàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà", à çàòåì - îïåðàòîðîì "ñîêðàùàíòåöåäåíòû".
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Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò õ15 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ, îò-
ñóòñòâóþùóþ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîñòåéøåãî âàðüèðîâàíèÿ) â ñïèñêå âûâîäà. Çàòåì
òåîðåìà õ15 ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñïèñêå âûâîäà. Õàðàêòåðèñòèêè åå îïðåäåëÿþòñÿ ïðî-
öåäóðîé "õàðàêòåðèçàòîð".

Èñêëþ÷åíèå àíòåöåäåíòîâ, ÿâíî âûðàæàþùèõ ïåðåìåííûå

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀bcd(b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî→ c = d↔ b + c = b + d)

èç òåîðåìû

∀abcd(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & a = b→ c = d↔ a + c = b + d)

Ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ èñõîäíàÿ òåîðåìà, ïåðåìåííîé õ4 - ñïèñîê åå õàðàêòå-
ðèñòèê, ïåðåìåííîé õ5 - åå áëîê âûâîäà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ3 - êâàíòîðíàÿ èìïëèêà-
öèÿ. Ïåðåìåííîé õ6 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åå àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ7 - êîðíåâàÿ
ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà, ïåðåìåííîé õ8 - êîíñåêâåíò. Åñëè â ñïèñêå õ6 âñòðå÷àåòñÿ
ðàâåíñòâî R ïåðåìåííîé x íå ñîäåðæàùåìó åå âûðàæåíèþ t, òî ïðîâåðÿåòñÿ, íå èìå-
åò ëè ìåñòî îäèí èç ñëó÷àåâ, êîãäà èñêëþ÷åíèå x íåöåëåñîîáðàçíî. Íàïðèìåð, åñëè
ðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò ñèñòåìó êîîðäèíàò ëèáî âðåìåííîé ïðîìåæóòîê. Åñëè òàêîé
ñèòóàöèè íåò, òî ïåðåìåííîé õ6 ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê ðåçóëüòàòîâ ïîäñòàíîâêè t
âìåñòî x â îòëè÷íûå îò R óòâåðæäåíèÿ ñïèñêà õ6, à ïåðåìåííîé õ8 - ðåçóëüòàò òàêîé
æå ïîäñòàíîâêè â óòâåðæäåíèå õ8. Äàííàÿ ïðîöåäóðà ïðèìåíÿåòñÿ äî èñ÷åðïàíèÿ
âîçìîæíîñòåé. Åñëè ñïèñîê õ6 áûë èçìåíåí, òî ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäåí-
òàìè õ6 è êîíñåêâåíòîì õ8. Îíà îáðàáàòûâàåòñÿ îïåðàòîðîì "íîðìòåîðåìà" è, ïîñëå
ïðîâåðêè îòñóòñòâèÿ åå â ñïèñêå âûâîäà, ðåãèñòðèðóåòñÿ â äàííîì ñïèñêå.

Êîíñåêâåíò äîïóñêàåò ïðîñòåéøèå ñòàíäàðòèçèðóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûâîä òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a + b− a = b)

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ a + (b− a) = b)

Ïåðåìåííîé õ3 ïðèñâàèâàåòñÿ èñõîäíàÿ òåîðåìà, ïåðåìåííîé õ4 - ñïèñîê åå õàðàê-
òåðèñòèê, ïåðåìåííîé õ5 - åå áëîê âûâîäà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî õ3 - êâàíòîðíàÿ èì-
ïëèêàöèÿ. Ïåðåìåííîé õ6 ïðèñâàèâàåòñÿ ñïèñîê åå àíòåöåäåíòîâ, ïåðåìåííîé õ7 -
êîðíåâàÿ ñâÿçûâàþùàÿ ïðèñòàâêà, ïåðåìåííîé õ8 - êîíñåêâåíò. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ,
ïîêà ýòî âîçìîæíî, öèêë ñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé òåðìà õ8:

1. Åñëè â òåðìå õ8 âñòðå÷àåòñÿ ðàâåíñòâî ñ ðàâíûìè ÷àñòÿìè, îíî çàìåíÿåòñÿ íà
êîíñòàíòó "èñòèíà".

2. Åñëè â òåðìå õ8 âñòðå÷àþòñÿ âëîæåííûå àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíûå îïåðà-
öèè ñ îäèíàêîâûì çàãîëîâêîì, òî îíè îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó îïåðàöèþ ñ òåì æå
çàãîëîâêîì.

3. Òåðì õ8 îáðàáàòûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì "íîðìëîã", è åñëè ðåçóëüòàò îòëè÷åí
îò èñõîäíîãî òåðìà, òî îí ïåðåïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé õ8.
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Åñëè òåðì õ8 áûë ïðåîáðàçîâàí, òî ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ ñ àíòåöåäíòàìè õ6 è íîâîé
âåðñèåé òåðìà õ8 â êà÷åñòâå êîíñåêâåíòà. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà èìïëèêàöèÿ îòñóò-
ñòâóåò â ñïèñêå âûâîäà, ïîñëå ÷åãî îíà â íåì ðåãèñòðèðóåòñÿ.



Ãëàâà 6

Ïîïûòêà êëàññèôèêàöèè ïðèåìîâ

âûâîäà òåîðåì

Ïðèâåäåííûé âûøå ñïèñîê ïðèåìîâ âûâîäà òåîðåì óæå ñåé÷àñ ÿâëÿåòñÿ íåïîëíûì.
Àíàëèç ïðèìåðîâ âûâîäà ïðîäîëæàëñÿ ïàðàëëåëüíî ñ íàïèñàíèåì ýòîé êíèãè, ñëåä-
ñòâèåì ÷åãî ÿâèëèñü ñîòíè íîâûõ ïðèåìîâ, íå îòðàæåííûõ â íåé. Òåì íå ìåíåå, óæå
ñëîæèâøàÿñÿ êàðòèíà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ îáúÿñíåíèÿ ïðîèñõîæäåíèÿ äàæå òîëüêî
îäíèõ âàðèàöèé òåîðåì, íåîáõîäèìûõ ðåøàòåëþ, ïðèåìîâ âûâîäà òåîðåì ïîíàäîáèò-
ñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ìíîãî. Ïðè ýòîì ñàìè îáúÿñíåíèÿ, êàê ïðàâèëî, ïî÷òè îäíîçíà÷íû
è íå îñòàâëÿþò íàäåæäû íà ñêîëü-íèáóäü ñóùåñòâåííûå àëüòåðíàòèâû.

Ïîõîæàÿ ñèòóàöèÿ èìåëà ìåñòî ïðè îáó÷åíèè ðåøàòåëÿ íà ÃÅÍÎËÎÃå. Â òîì ñëó-
÷àå ïðîäâèæåíèÿ óäàëîñü äîáèòüñÿ ñ ïîìîùüþ êëàññèôèêàöèè ïðèåìîâ ðåøàòåëÿ.
Îíà ïðèâåëà ê ïîÿâëåíèþ ëîãè÷åñêîãî àññåìáëåðà è îñíîâàííîãî íà íåì ãåíåðàòîðà
ïðèåìîâ. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî è â ñëó÷àå ïðèåìîâ âûâîäà òåîðåì êëàññèôè-
êàöèÿ íàêîïëåííîãî ìàòåðèàëà ïîçâîëèò ïîäíÿòüñÿ íà áîëåå âûñîêèé óðîâåíü. Ëèáî
îíà ïîäñêàæåò ïðèíöèïû àâòîìàòè÷åñêîãî ñîçäàíèÿ íîâûõ ïðèåìîâ âûâîäà, ëèáî
ïîçâîëèò, õîòÿ áû âðó÷íóþ, äîâåñòè êîëëåêöèþ ýòèõ ïðèåìîâ äî ñîñòîÿíèÿ ïîëíîòû.

Ïîêà ïîñëåäíåå ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå âåðîÿòíûì, òàê êàê áîëüøèíñòâî ïðèåìîâ èìå-
åò îáùåëîãè÷åñêèé õàðàêòåð. Èíîãäà èõ ìîæíî ñëåãêà îáîáùèòü, íî è íå áîëåå òîãî.
Ê òîìó æå óæå ñåé÷àñ, ïî êðàéíåé ìåðå êàê àïïàðàò ïðîãðàììèðóþùåãî âûâîäà,
èìåþùàÿñÿ áàçà ïðèåìîâ âûâîäà äåìîíñòðèðóåò ñïîñîáíîñòü íàõîäèòü ìíîæåñòâî
ïîëåçíûõ (ïóñòü ïîêà ïðîñòûõ) ñëåäñòâèé èç èñõîäíûõ îïðåäåëåíèé è òåîðåì. Òåì
ñàìûì ðåàëèçóåòñÿ ÷òî-òî âðîäå "ïîíèìàíèÿ" ýòèõ òåîðåì è îïðåäåëåíèé. Äëÿ óñè-
ëåíèÿ äàííîé ñïîñîáíîñòè íóæíî ïîïðîñòó ïðîäîëæàòü îáó÷åíèå ñèñòåìû.

Ïðîãðàììèðóþùèé ëîãè÷åñêèé âûâîä ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ïðîöåññà àëãîðèòìèçàöèè
òåîðåì. Îí áëèçêî ïðèìûêàåò ê èññëåäîâàòåëüñêîìó ëîãè÷åñêîìó âûâîäó, îáåñïå÷è-
âàþùåìó ïîëó÷åíèå ñàìèõ òåîðåì. Â ïðèâåäåííîé âûøå êîëëåêöèè ìíîãèå ïðèåìû
îòíîñèëèñü ñêîðåå ê èññëåäîâàòåëüñêîìó, íåæåëè ïðîãðàììèðóþùåìó âûâîäó. Âå-
ðîÿòíî, ê òàêîé êàòåãîðèè åñòåñòâåííî îòíåñòè ïðèåìû, "îòêðûâàþùèå" ôîðìóëó
Êàðäàíî, òåîðåìó Ïèôàãîðà, ðàçëè÷íûå òåîðåìû èç àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ãðàíèöà ìåæäó ýòèìè äâóìÿ êàòåãîðèÿìè ïðèåìîâ âåñüìà
óñëîâíàÿ. È òå, è äðóãèå îáû÷íî ïðèáåãàþò ê ïîìîùè ðåøàòåëÿ. Êîíå÷íî, îáû÷íàÿ
ïðàêòèêà ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòàíîâêå çàäà÷ è ïîïûòêàõ
èõ ðåøèòü. Íî äëÿ òàêîãî ðåøåíèÿ óæå íóæíî èìåòü êàêèå-òî ïðèåìû, è äàëåêî íå
âñåãäà ïîïûòêè äîáèòüñÿ ðåçóëüòàòà "â ëîá" îêàçûâàþòñÿ óñïåøíûìè. Âîçìîæíî, ïî
ìåðå ïðîðàáîòêè íîâûõ ïðèìåðîâ, ñâÿçàííûõ óæå ñ èññëåäîâàòåëüñêèì âûâîäîì, âñå

1435



1436 Ãëàâà 6. Ïîïûòêà êëàññèôèêàöèè ïðèåìîâ âûâîäà òåîðåì

áîëüøóþ ðîëü áóäåò èãðàòü ëîãèêà ïîñòàíîâêè çàäà÷ è çàáëàãîâðåìåííîå ðàçâèòèå
ðåøàòåëÿ, à ïîòîê ïðèåìîâ íåïîñðåäñòâåííîãî èçâëå÷åíèÿ ñëåäñòâèé èç òåîðåì, êîòî-
ðûå è ñîñòàâëÿþò ïðèâåäåííóþ âûøå êîëëåêöèþ, îêàæåòñÿ äîâåäåí äî íàñûùåíèÿ.
Íà ýòîì ýòàïå ðàáîòû òðóäíî îöåíèâàòü òàêèå ïåðñïåêòèâû. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íîé
êàðòèíû ïðèäåòñÿ ïðîäîëæàòü àíàëèç ïðèìåðîâ.

Íà òåêóùèé ìîìåíò áûëà ïðåäïðèíÿòà ëèøü ïðåäâàðèòåëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðè-
åìîâ âûâîäà òåîðåì. ×òîáû åå çàôèêñèðîâàòü, áûëî ñîçäàíî îãëàâëåíèå òèïîâ ïðè-
åìîâ âûâîäà òåîðåì. Ïîïàñòü â äàííîå îãëàâëåíèå ìîæíî èç îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì
íàæàòèåì êëàâèè "ò" (êèð). Êàæäûé ïðèåì ñïðàâî÷íèêà "ïðîãðâûâîä" ñîîòâåòñòâó-
åò íåêîòîðîìó êîíöåâîìó ïóíêòó îãëàâëåíèÿ òèïîâ ïðèåìîâ. Åñëè âîéòè â êîíöåâîé
ïóíêò âåòâè "Áàçà òåîðåì" - "Ïðîãðàììèðóþùèé âûâîä" - "Ïðèåìû âûâîäà òåîðåì
(ñïðàâî÷íèê ÏÐÎÃÐÂÛÂÎÄ)" îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì, ñîîòâåòñòâóþùèé íåêîòîðîóì
ïðèåìó âûâîäà òåîðåì, è íàæàòü "Ò" (êèð.), òî ïðîèçîéäåò ïåðåõîä â ñâÿçàííûé ñ
ýòèì ïðèåìîì êîíöåâîé ïóíêò îãëàâëåíèÿ òèïîâ ïðèåìîâ âûâîäà òåîðåì. Íàçâàíèå
ýòîãî ïóíêòà ñîâïàäàåò ñ íàçâàíèåì ñîîòâåòñâóþùåãî ïóíêòà îãëàâëåíèÿ ïðèåìîâ.
Ïîñëå íàçâàíèÿ â ñêîáêàõ äîáàâëåíà ïàðà (ëîãè÷åñêèé ñèìâîë, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ
ËÎÑ-ïðîãðàììà ïðèåìà - íîìåð N êîíòðîëüíîé òî÷êè "ïðèåì(N)"â ýòîé ïðîãðàì-
ìå). ×òîáû ïåðåéòè èç êîíöåâîãî ïóíêòà îãëàâëåíèÿ òèïîâ ïðèåìîâ â êîíöåâîé ïóíêò
îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì, äîñòàòî÷íî íàæàòü "êóðñîð âïðàâî".

Åñëè íóæíî çàðåãèñòðèðîâàòü â îãëàâëåíèè òèïîâ ïðèåìîâ íîâûé ïðèåì, ñëåäóò âîé-
òè â ïðîñìîòð êîíöåâîãî ïóíêòà îãëàâëåíèÿ ïðîãðàìì, ñîîòâåòñòâóþùåãî äàííîìó
ïðèåìó, íàæàòü "ò" äëÿ ïåðåõîäà â îãëàâëåíèå òèïîâ, âûáðàòü íóæíûé ïîäðàçäåë
ïîñëåäíåãî îãëàâëåíèÿ è íàæàòü "ä". Â êîíöå ìåíþ ýòîãî ïîäðàçäåëà àâòîìàòè÷å-
ñêè ñôîðìèðóåòñÿ ññûëêà íà ïðèåì. Â ðàìêàõ îãëàâëåíèÿ òèïîâ ïðèåìîâ âûâîäà
ïåðåíåñåíèå ïóíêòîâ èç ðàçäåëà â ðàçäåë ïðåäïðèíèìàåòñÿ îáû÷íûìè ñðåäñòâàìè.

Ïðèåì âûâîäà òåîðåì - îáúåêò ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûé, ÷åì ïðàâèëî âûâîäà â ìà-
òåìàòè÷åñêîé ëîãèêå. Êàê ïðàâèëî, èñõîäíîé òî÷êîé äëÿ åãî ñðàáàòûâàíèÿ ñëóæèò
ðàññìîòðåíèå íåêîòîðîé òåîðåìû. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ïðàâèëà âûâîäà, êîòîðîìó â
ÿâíîì âèäå ñîîáùàåòñÿ âåñü íàáîð òåîðåì, èç êîòîðûõ èçâëåêàåòñÿ ñëåäñòâèå, ïðèåì
âûâîäà äîëæåí ñàì íàõîäèòü íóæíûå äîïîëíèòåëüíûå òåîðåìû. Äåëàåò îí ýòî, ðó-
êîâîäñòâóÿñü îïðåäåëåííûìè öåëåâûìè ñîáðàæåíèÿìè. Ñîáñòâåííî, äàæå èíèöèàëè-
çàöèÿ ïîïûòêè ñðàáàòûâàíèÿ ïðèåìà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè êàêîé-ëèáî
õàðàêòåðèñòèêè òåîðåìû, óêàçûâàþùåé íà âîçìîæíûå öåëè åå ïðèìåíåíèÿ. Â ïðàâè-
ëå âûâîäà öåëåâûå ñîîáðàæåíèÿ îòñóòñòâóþò. Ïîñëå òîãî, êàê íåîáõîäèìûé ïðèåìó
íàáîð òåîðåì ïîëó÷åí, îí ïðèìåíÿåò íåêîòîðûé àëãîðèòì âûâîäà ñëåäñòâèé. "Îáû÷-
íûå" ïðàâèëà âûâîäà â ëîãèêå ôîðìèðóþò ñëåäñòâèå íåïîñðåäñòâåííî èç ôðàãìåí-
òîâ èñõîäíûõ òåîðåì. Ïðèåì âûâîäà ìîæåò îáðàùàòüñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôðàãìåíòîâ
ñëåäñòâèÿ ê öåïî÷êå âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷, èñïîëüçóÿ âåñü ïîòåíöèàë ðåøàòåëÿ.
Ýòî ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò êàêîå-ëèáî ïðåäñêàçàíèå ðåçóëüòàòîâ âûâîäà, òàê êàê
ïðîöåññ ðåøåíèÿ çàäà÷è èíîãäà íàñ÷èòûâàåò ñîòíè øàãîâ. Çàâåðøàþùåå ðåäàêòè-
ðîâàíèå ïîëó÷åííîãî ñëåäñòâèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ îïÿòü-òàêè îáðàùåíèåì ê ðåøàòåëþ.
Îíî ïðèñóòñòâóåò ïðàêòè÷åñêè â êàæäîì ïðèåìå. Íàêîíåö, ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ñëåä-
ñòâèÿ ïðèåì âûâîäà îñóùåñòâëÿåò åãî õàðàêòåðèçàöèþ - ñíàáæàåò ãðóïïîé õàðàê-
òåðèñòèê, ïðåäîïðåäåëÿþùèõ öåëè äàëüíåéøèõ øàãîâ âûâîäà. Âêðàòöå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü äåéñòâèé òèïè÷íîãî ïðèåìà âûâîäà òåîðåì ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê: ïîèñê
äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì - ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà âûâîäà - ñáîðêà ñëåäñòâèÿ èç ôðàã-
ìåíòîâ - ðåäàêòèðîâàíèå åãî - õàðàêòåðèçàöèÿ.

Ãèáðèäíûé õàðàêòåð ïðèåìîâ âûâîäà ñîçäàåò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè ïðè èõ êëàñ-
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ñèôèêàöèè. Ìîæíî ñ÷èòàòü ïåðâè÷íîé êëàññèôèêàöèþ èõ ïî àëãîðèòìàì âûâîäà,
ëèáî ïî öåëåâîé íàïðàâëåííîñòè, ëèáî êàêèì-òî îáðàçîì ñî÷åòàòü îäíî ñ äðóãèì.
Ìû ïðåäñòàâèì çäåñü ëèøü ïðåäâàðèòåëüíóþ âåðñèþ êëàññèôèêàöèè. Ðàáîòà íàä
íåé ëèøü íà÷àòà, è ñêîðåå âñåãî îíà áóäåò ñóùåñòâåííî ïåðåðàáîòàíà. Îäíàêî, ïðè-
âåäåííûå âûøå îïèñàíèÿ ïðèåìîâ âûâîäà òåîðåì ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèøü ïåðå-
ôðàçèðîâêó ïðîãðàìì ËÎÑà, è ïîíèìàíèå ñìûñëà èõ äåéñòâèé çàòðóäíåíî. Ïîýòîìó
äàæå ñîâñåì íåñîâåðøåííàÿ êëàññèôèêàöèÿ ìîãëà áû ñäåëàòü áîëåå íàãëÿäíîé õîòÿ
áû îáùóþ êàðòèíó.

Çà îñíîâó êëàññèôèêàöèè ïîêà âçÿòû àëãîðèòìû âûâîäà. Ñëåäóåò ïîíèìàòü, ÷òî
èíîãäà äëÿ îäíîãî è òîãî æå àëãîðèòìà ñîçäàâàëèñü äåñÿòêè ðàçëè÷íûõ ïðèåìîâ,
îòëè÷àþùèõñÿ öåëåâîé îðèåíòàöèåé. Êðîìå òîãî, â ðÿäå ñëó÷àåâ îäèí è òîò æå ïðèåì
èíèöèèðîâàëñÿ ðàññìîòðåíèåì ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê, è òîãäà ñîçäàâàëèñü êîïèè
åãî ïðîãðàììû.

Íèæå ìû îãðàíè÷èìñÿ ïåðå÷èñëåíèåì ëèøü ðàçäåëîâ, îïóñêàÿ ïåðå÷íè ïðèåìîâ, ê
íèì îòíåñåííûõ. Â êàæäîì ðàçäåëå ïðèâîäèì ÷èñëî ïðèåìîâ ýòîãî ðàçäåëà. Åùå ðàç
íàïîìíèì, ÷òî ïðèâîäèòñÿ òîëüêî êëàññèôèêàöèÿ ïðèåìîâ. Êðàòêîñòü íàçâàíèé ðàç-
äåëîâ ýòîé êëàñèôèêàöèè, áåçóñëîâíî, ñîçäàåò çàòðóäíåíèÿ äëÿ ïîíèìàíèÿ. Îäíàêî,
ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû ìîæíî ïåðåéòè îò íàçâàíèÿ ðàçäåëà ê
íàçâàíèÿì âõîäÿùèõ â íåãî ïðèåìîâ, äàëåå - ê ñàìèì ïðèåìàì è ê ïðèìåðàì èõ
ñðàáàòûâàíèé. Îáû÷íî ýòî ïîëíîñòüþ ïðîÿñíÿåò ñèòóàöèþ.

Êâàíòîðíûå èìïëèêàöèè, êîíñåêâåíò êîòîðûõ - ðàâåíñòâî ëèáî ýêâèâàëåíòíîñòü, íè-
æå íàçûâàåì, ñîîòâåòñòâåííî, òîæäåñòâàìè è ýêâèâàëåíòíîñòÿìè. Åñëè êîíñåêâåíò
íå ÿâëÿåòñÿ íè ðàâåíñòâîì, íè ýêâèâàëåíòíîñòüþ, êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ íàçûâà-
åì èìïëèêàöèåé.

Íèæå ó÷òåíû òîëüêî ïðèåìû ñïðàâî÷íèêà "ïðîãðâûâîä". Âñåãî 1706 ïðèåìîâ.

6.1 Ïðîñòåéøèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû
Â ýòîì ðàçäåëå ñîáðàíû ïðèåìû, íàèáîëåå ïðèáëèæåííûå ê îáû÷íûì îäíîìåñòíûì
ïðàâèëàì âûâîäà. Âñåãî 518 ïðèåìîâ.

Ïðåîáðàçîâàíèå êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè

42 ïðèåìà.

1. Êîíòðàïîçèöèè èìïëèêàöèè. 21 ïðèåì.

(a) Ïðîñòàÿ êîíòðàïîçèöèÿ: îòðèöàíèå êîíñåêâåíòà ñòàíîâèòñÿ àíòåöåäåíòîì,
à îòðèöàíèå íåêîòîðîãî àíòåöåäåíòà - êîíñåêâåíòîì. 6 ïðèåìîâ.

(b) Ïðîñòàÿ êîíòðàïîçèöèÿ ñ óïðîùåíèåì îòðèöàíèé. 4 ïðèåìà.

(c) Ïðîñòàÿ êîíòðàïîçèöèÿ ñ äèçúþíêòèâíûì êîíñåêâåíòîì: îòðèöàíèÿ åãî
äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ïåðåíîñÿòñÿ â àíòåöåäåíòû, à îòðèöàíèå íåêîòî-
ðîãî àíòåöåäåíòà ïðåâðàùàåòñÿ â êîíñåêâåíò. 1 ïðèåì.

(d) Êîíòðàïîçèöèÿ è çàìåíà íîâîãî àíòåöåäåíòà íà áîëåå ñèëüíîå îãðàíè÷å-
íèå. 1 ïðèåì.
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(e) Àíòåöåäåíò P (A, B) ñ òðàíçèòèâíûì îòíîøåíèåì P çàìåíÿåòñÿ íà äâà àí-
òåöåäåíòâ P (A, C) è P (D, B) äëÿ íîâûõ îáúåêòîâ C, D. Çàòåì îòðèöàíèå
êîíñåêâåíòà ïåðåíîñèòñÿ â àíòåöåäåíòû, à â êîíñåêâåíò ïåðåíîñèòñÿ îòðè-
öàíèå ðàâåíñòâà îáúåêòîâ C, D. 1 ïðèåì.

(f) Íåñêîëüêî àíòåöåäåíòîâ îáúåäèíÿþòñÿ â êîíúþíêöèþ, ïîñëå ÷åãî ïðåä-
ïðèíèìàåòñÿ åå êîíòðàïîçèöèÿ ñ êîíñåêâåíòîì. 1 ïðèåì.

(g) Êîíòðàïîçèöèÿ ïîñëå ðàçâåðòêè îòðèöàíèÿ êîíñåêâåíòà â êâàíòîð ñóùå-
ñòâîâàíèÿ. 1 ïðèåì.

(h) Ïåðåíåñåíèå â àíòåöåäåíòû îòðèöàíèÿ êîíñåêâåíòà è çàìåíà êîíñåêâåíòà
íà êîíñòàíòó "ëîæü". 1 ïðèåì.

(i) Àíòåöåäåíò ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîäóòâåðæäåíèÿ, âîçìîæíî, ñî ââîäîì âñïî-
ìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà. Çàòåì êîíòðàïîçèöèÿ ðåàëèçóåòñÿ äëÿ îäíîãî èç
ýòèõ ïîäóòâåðæäåíèé. 1 ïðèåì.

(j) Ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ïîäâûðàæåíèÿ êîíñåêâåíòà,
ïîñëå ÷åãî êîíòðàïîçèöèÿ ïðåäïðèíèìàåòñÿ äëÿ ðàâåíñòâà, ââîäÿùåãî ýòî
îáîçíà÷åíèå. 4 ïðèåìà.

(k) Îòðèöàíèå àíòåöåäåíòà äîáàâëÿåòñÿ ê êîíñåêâåíòó â êà÷åñòâå äèçúþíê-
òèâíîãî ÷ëåíà. 1 ïðèåì.

2. Ïåðåñòàíîâêà ìåñòàìè àíòåöåäåíòà è êîíñåêâåíòà áåç ïåðåõîäà ê îòðèöàíèÿì.
3 ïðèåìà.

(a) Óñìîòðåíèå òîãî, ÷òî àíòåöåäåíò A ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðî÷èõ àíòåöå-
äåíòîâ è êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà B êîíñåêâåíòà, ïîñëå ÷åãî B ïåðåíîñèòñÿ
â àíòåöåäåíòû, à A ñòàíîâèòñÿ êîíñåêâåíòîì. 2 ïðèåìà.

(b) Óñìîòðåíèå òîãî, ÷òî îäèí èç êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ A êîíñåêâåíòà ÿâëÿ-
åòñÿ ñëåäñòâèåì äðóãîãî ÷ëåíà B, äàæå ïðè óäàëåíèè àíòåöåäåíòà C. Òîãäà
C óäàëÿåòñÿ, B ñòàíîâèòñÿ àíòåöåäåíòîì, à A - êîíñåêâåíòîì. 1 ïðèåì.

3. ×àñòè÷íàÿ ñâåðòêà êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè. 5 ïðèåìîâ.

(a) Êâàíòîð îáùíîñòè ïî îäíîé èç ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè çàíîñèò-
ñÿ âãëóáü òåîðåìû è ñâîðà÷èâàåòñÿ â ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå. 3 ïðèåìà.

(b) Êâàíòîð îáùíîñòè ïî îäíîé èç ïåðåìåííûõ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè çàíî-
ñèòñÿ âãëóáü òåîðåìû è ñâîðà÷èâàåòñÿ â äðóãóþ êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ,
èìåþùóþ áîëåå ïðîñòûå ïîíÿòèÿ. 1 ïðèåì.

(c) Êâàíòîð ñóùåñòâîâàíè÷ ïî íåêîòîðîé ïåðåìåííîé íàâåøèâàåòñÿ íà âñå ñî-
äåðæàùèå ýòó ïåðåìåííóþ àíòåöåäåíòû, à çàòåì òàêîé æå êâàíòîð - íà êîí-
ñåêâåíò. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ êâàíòîðû ñâîðà÷èâàþòñÿ â ýëåìåíòàðíûå óòâåð-
æäåíèÿ. 1 ïðèåì.

4. Ðàçâåðòêà êîíñåêâåíòà â êâàíòîðíóþ èìïëèêàöèþ. 1 ïðèåì.

5. Ïðåîáðàçîâàíèÿ èìïëèêàöèè ñ äèçúþíêöèåé â êîíñåêâåíòå. 5 ïðèåìîâ.

(a) Âûâîä ýêâèâàëåíòíîñòè îòðèöàíèÿ îäíîãî èç äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîí-
ñåêâåíòà äèçúþíêöèè îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ. 1 ïðèåì.
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(b) Îäèí èç äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿåòñÿ íà áîëåå ñëàáîå îãðàíè÷åíèå.
1 ïðèåì.

(c) Äèçúþíêöèÿ ñ àëüòåðíàòèâíûìè ÷ëåíàìè ïîçâîëÿåò ïåðåãðóïïèðîâàòü äèçúþíêòèâíî-
êîíúþíêòèâíóþ êîíñòðóêöèþ ñ äâóìÿ äðóãèìè äèçúþíêöèÿì, àëüòåðíàòè-
âû êîòîðûõ ñîäåðæàò â êà÷åñòâå ñâîèõôðàãìåíòîâ àëüòåðíàòèâû èñõîäíîé
äèçúþíêöèè, â îäíó äèçúþíêöèþ ñ òàêèìè æå ôðàãìåíòàìè. 2 ïðèåìà.

(d) Èñêëþ÷åíèå äèçúþíêöèè ïóòåì îòîæäåñòâëåíèÿ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ.
2 ïðèåìà.

(e) Óïðîùåíèå äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. 1 ïðèåì.

6. Ïðåîáðàçîâàíèÿ èìïëèêàöèè ñ êîíúþíêöèåé â êîíñåêâåíòå. 2 ïðèåìà.

(a) Ñîõðàíåíèå â êîíñåêâåíòå ëèøü îäíîãî èç êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. 2 ïðè-
åìà.

7. Ïðåîáðàçîâàíèÿ èìïëèêàöèè ñ êâàíòîðîì â êîíñåêâåíòå. 5 ïðèåìîâ.

(a) Êâàíòîð îáùíîñòè èç êîíñåêâåíòà âûíîñèòñÿ â íà÷àëî òåîðåìû. Åñëè ïðè
ýòîì êîíñåêâåíò ñòàíîâèòñÿ êîíúþíêòèâíûì, ñîõðàíÿåòñÿ ëèøü îäèí èç
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ. 1 ïðèåì.

(b) Îòáðàñûâàíèå ÷àñòè óòâåðæäåíèé ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ â êîíñå-
êâåíòå. 1 ïðèåì.

(c) Èçâëå÷åíèå èç ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ êëàññà óñëîâèÿ íà ñàì êëàññ. 2
ïðèåìà.

(d) Ïîïûòêà ïåðåñòàíîâêè êâàíòîðîì îáùíîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ. 1 ïðèåì.

Ïðåîáðàçîâàíèå êâàíòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè

47 ïðèåìîâ.

1. Ïåðåíåñåíèå ÷àñòè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ îäíîé èç ÷àñòåé ýêâèâàëåíòíîñòè â
àíòåöåäåíòû. 9 ïðèåìîâ.

2. Ïðåîáðàçîâàíèå êâàíòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñ äèçúþíêöèåé â îäíîé èç ñâîèõ
÷àñòåé. 18 ïðèåìîâ.

(a) Îäíà èç ÷àñòåé ýêâèâàëåíòíîñòè - äèçúþíêöèÿ ðàâåíñòâà x = t è íåêîòî-
ðîãî óòâåðæäåíèÿ P (x). Ðàâåíñòâî â äàííîé äèçúþíêöèè îòáðàñûâàåòñÿ, â
äðóãóþ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè ïåðåíîñèòñÿ åãî îòðèöàíèå, è ê àíòåöåäåí-
òàì äîáàâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå ¬P (t). 1 ïðèåì.

(b) Ñîõðàíåíèå â êîíñåêâåíòå åäèíñòâåííîãî äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà ïóòåì ïå-
ðåíåñåíèÿ â àíòåöåäåíòû ôðàãìåíòà ýòîãî äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà, íåñîâ-
ìåñòíîãî ñ îñòàëüíûìè äèçúþíêòèâíûìè ÷ëåíàìè ëèáî îòîæäåñòâëÿþùå-
ãî èõ ñ äàííûì ÷ëåíîì. 3 ïðèåìà.

(c) Â îäíîé èç ÷àñòåé êîíñåêâåíòà ðàñïîëàãàåòñÿ íåäèçúþíêòèâíàÿ ÷àñòü A, à
â äðóãîé - äèçúþíêöèÿ óòâåðæäåíèé B è C. Êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, âû-
ðàæàþùàÿ, ÷òî èç B âûòåêàåò negC, ñâîðà÷èâàåòñÿ â ýëåìåíòàðíîå óòâåð-
æäåíèå D. Çàòåì A è D ïåðåíîñÿòñÿ â àíòåöåäåíòû, à êîíñåêâåíòîì ñòà-
íîâèòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü B è ¬C. 2 ïðèåìà.
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(d) Ïåðåíåñåíèå â àíòåöåäåíòû îòðèöàíèé ôðàãìåíòîâ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëå-
íîâ îäíîé èç ÷àñòåé êîíñåêâåíòà. 8 ïðèåìîâ.

(e) Â îäíîé èç ÷àñòåé ýêâèâàëåíòíîñòè íàõîäèòñÿ äèçúþíöèÿ ðàâåíñòâ ïåðå-
ìåííîé ðàçëè÷íûì êîíñòàíòàì. Âûâîäèòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñóùåñòâîâà-
íèÿ çíà÷åíèé ýòîé ïåðåìåííîé, óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëüíûì óñëî-
âèÿì, äèçúþíêöèè òàêèõ óñëîâèé äëÿ êîíñòàíòíûõ àëüòåðíàòèâ. 1 ïðèåì.

(f) Ïîïûòêà ïîäáîðà ïàðàìåòðîâ, îòîæäåñòâëÿþùèõ äèçúþíêòèâíûå ÷ëåíû.
1 ïðèåì.

(g) Âûâîä ýêâèâàëåíòíîñòè íåäèçþíêòèâíîé ÷àñòè A äèçúþíêöèè A ∨ B, ãäå
B - îäèí èç äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ äðóãîé ÷àñòè. 1 ïðèåì. 1 ïðèåì.

(h) Ðåøåíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ àíòåöåäåíòîâ
òåîðåìû, ïðè êîòîðûõ äèçúþíêöèÿ â çàìåíÿþùåé ÷àñòè ñâîäèòñÿ ê îäíîìó
èç ñâîèõ ïîäñëó÷àåâ. 1 ïðèåì.

3. Ïðåîáðàçîâàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, âûïîëíÿþùåé êâàíòîðíóþ ñâåðòêó. 10 ïðèå-
ìîâ.

(a) Ïîïûòêà èñêëþ÷åíèÿ êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè â îäíîé èç ÷àñòåé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ïóòåì îòîæäåñòâëåíèÿ àíòåöåäåíòà ñ êîíñåêâåíòîì ëèáî ñ åãî
îòðèöàíèåì. 2 ïðèåìà.

(b) Ïîïûòêà ñâåðòêè êâàíòîðà â îäíîé èç ÷àñòåé ýêâèâàëåíòíîñòè â áåñêâàí-
òîðíîå óòâåðæäåíèå. 1 ïðèåì.

(c) Àíòåöåäåíò êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè A èìååò âèä ïðèíàäëåæíîñòè âàðüè-
ðóåìîé ïåðåìåííîé x íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó a. Ýòî ìíîæåñòâî çàìåíÿåòñÿ
íà ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå êëàññà, ÷òî ïîçâîëÿåò ñâåñòè óñëîâèå ïðè-
íàäëåæíîñòè ê íîâîé âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé y - ïàðàìåòðó êëàññà - è
òàêèì îáðàçîì îáåñïå÷èòü ðàçâÿçêó ñî "ñòàðûì" âõîæäåíèåì x â êîíñå-
êâåíòå èìïëèêàöèè A. 1 ïðèåì.

(d) Ýêâèâàëåíòíîñòü ðàçâîðà÷èâàåò ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå â êâàíòîð ñó-
ùåñòâîâàíèÿ. Ê îáåèì åå ÷àñòÿì äîáàâëÿåòñÿ îäíî è òî æå äîïîëíèòåëüíîå
îãðàíè÷åíèå îáùåãî âèäà, ïîñëå ÷åãî íà îáå ÷àñòè íàâåøèâàåòñÿ êâàíòîð
ñóùåñòâîâàíèÿ ïî äîïîëíèòåëüíûì ïàðàìåòðàì ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ. 1 ïðè-
åì.

(e) Ïîäñòàíîâêà âìåñòî ïàðàìåòðà çàìåíÿåìîé ÷àñòè ñëîæíîãî âûðàæåíèÿ,
óïðîùåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè è îáðàòíàÿ ñâåðòêà ïðè ïîìîùè òîé æå òåî-
ðåìû. 1 ïðèåì.

(f) Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â çàìåíÿþùåé ÷àñòè ïóòåì ïåðåíå-
ñåíèÿ â àíòåöåäåíòû ðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùåãî çíà÷åíèå åãî ñâÿçàííîé
ïåðåìåííîé. 1 ïðèåì.

(g) Â çàìåíÿåìîé ÷àñòè óñìàòðèâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå A ñ ïåðå-
ìåííîé x è ïîâòîðíûì åå âõîæäåíèåì â âèäå íåêîòîðîãî íåîäíîáóêâåííîãî
âûðàæåíèÿ t(x). Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèå t(x) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ïî àíòåöåäåíòàì è óòâåðæäåíèþ A, ïðè÷åì ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ
â çàìåíÿþùåé ÷àñòè èìååòñÿ ðàâåíñòâî x = P . Âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåí-
íàÿ y, êîòîðàÿ çàìåùàåò â çàìåíÿåìîé ÷àñòè âûðàæåíèå t(x). Ïðè ýòîì ïîä
êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ çàíîñèòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óòâåðæäåíèå y = t(P ),
ïîñëå ÷åãî ïîäêâàíòîðíûå óòâåðæäåíèÿ óïðîùàþòñÿ. 1 ïðèåì.
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(h) Çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè - îáùèé âèä óðàâíåíèÿ äëÿ êîîðäè-
íàò ìíîæåñòâà M òî÷åê ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ââîäèòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà
A äàííîãî ìíîæåñòâà, ê àíòåöåäåíòàì äîáàâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî äëÿ åå ïðî-
èçâîëüíûõ êîîðäèíàò, è êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ñîäåðæàùåãî A ìíîæåñòâà M óêàçàííîãî òèïà è îïðåäåëÿåìîãî
óêàçàííûì óðàâíåíèåì âûïîëíåíèþ ýòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò òî÷êè
A. 1 ïðèåì.

(i) Çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè - îáùèé âèä óðàâíåíèÿ äëÿ êîîðäè-
íàò ìíîæåñòâà M òî÷åê ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ
êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ, äàþùåãî ýòîò îáùèé âèä, óñìàòðèâàþòñÿ îãðàíè-
÷åíèÿ R íà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ. Âûâîäèòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü óñëî-
âèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìíîæåñòâà M óêàçàííîãî âèäà ñ äàííûì óðàâíåíèåì
âûïîëíåíèþ îãðàíè÷åíèé R. Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîâåðÿåòñÿ ïðè ïîìîùè
âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷. 1 ïðèåì.

4. Ïåðåíåñåíèå àíòåöåäåíòà â çàìåíÿþùóþ ÷àñòü ñ ïðîâåðêîé êîððåêòíîñòè. 3
ïðèåìà.

5. Ïåðåíåñåíèå àíòåöåäåíòà â çàìåíÿåìóþ ÷àñòü ñ ïðîâåðêîé êîððåêòíîñòè. 1 ïðè-
åì.

6. Íà îáå ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè íàâåøèâàåòñÿ îòðèöàíèå. 5 ïðèåìîâ.

7. Ïîïûòêà ââåñòè â çàìåíÿþùåé ÷àñòè óñëîâíîå âûðàæåíèå è ïðåäïðèíÿòü îá-
ðàòíóþ ñâåðòêó äëÿ àëüòåðíàòèâ. 1 ïðèåì.

Îòîæäåñòâëåíèå ïîäòåðìîâ òåîðåìû

13 ïðèåìîâ.

1. Îòîæäåñòâëåíèå ïåðåìåííûõ. 6 ïðèåìîâ.

2. Îòîæäåñòâëåíèå ïåðåìåííûõ è êîíòðàïîçèöèÿ. 1 ïðèåì.

3. Îòîæäåñòâëåíèå ïîäòåðìîâ. 6 ïðèåìîâ.

Ïîäñòàíîâêà êîíñòàíòû ëèáî íåêîòîðîãî ïðîñòîãî âûðàæåíèÿ

44 ïðèåìà.

1. Äîáàâëåíèå àíòåöåäåíòà, âûðàæàþùåãî ðàâåíñòâî íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ êîí-
ñòàíòå. 2 ïðèåìà.

2. Ïîäñòàíîâêà âìåñòî ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé êîíñòàíòíîé ëèáî òîæäåñòâåí-
íîé ôóíêöèè. 9 ïðèåìîâ.

3. Ïîäñòàíîâêà âìåñòî ïåðåìåííîé êîíñòàíòû, óïðîùàþùåé âûðàæåíèå. 23 ïðèå-
ìà.

4. Ïîäñòàíîâêà âìåñòî ïåðåìåííîé ñïåöèàëüíîé êîíñòàíòû. 3 ïðèåìà.

5. Ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâ ñ ìàëûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ. 1 ïðèåì.
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6. Ðàññìîòðåíèå íàáîðîâ ìàëîé äëèíû. 2 ïðèåìà.

7. Çàìåíà íàáîðà íà ïðîñòåéøóþ îïåðàöèþ íàä íàáîðàìè. (êîíêàòåíàöèÿ, ñóô-
ôèêñ, ïðåôèêñ, èíâåðòèðîâàíèå è ò.ï.) 4 ïðèåìà.

Âàðüèðîâàíèå ëèáî èñêëþ÷åíèå óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ

20 ïðèåìîâ.

1. Àëüòåðíàòèâàìè óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ â çàìåíÿþùåé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñëóæàò
êîíñòàíòû. Âûâîäèòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà,
ïðè êîòîðîì âûïîëíåíî íåêîòîðîå óñëîâèå íà çàìåíÿåìóþ ÷àñòü, äèçúþíêöèè
óñëîâèé íà àëüòåðíàòèâíûå çíà÷åíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè. 2 ïðèåìà.

2. Èñêëþ÷åíèå óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ ïóòåì äîáàâëåíèÿ àíòåöåäåíòà. 7 ïðèåìîâ.

3. Âûâîä îáùåãî ñëåäñòâèÿ êàæäîé èç àëüòåðíàòèâ óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ. 3 ïðè-
åìà.

4. Îáîçíà÷åíèå óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ íîâîé ïåðåìåííîé è âûðàæåíèå ÷åðåç íåå
ñòàðîãî ïàðàìåòðà. 1 ïðèåì.

5. Ïåðåõîä ê îòðèöàíèþ óñëîâèÿ è ïåðåñòàíîâêà àëüòåðíàòèâ óñëîâíîãî âûðàæå-
íèÿ. 1 ïðèåì.

6. Âûâîä óñëîâèÿ ðàâåíñòâà óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ îäíîé èç ñâîèõ àëüòåðíàòèâ. 2
ïðèåìà.

7. Âûâîä ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ñâåðòêè äèçúþíêöèè ðàâåíñòâ íîâîé ïåðåìåííîé
àëüòåðíàòèâàì óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ. 3 ïðèåìà.

8. Âûâîä ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðàâåíñòâà îäíîé èç ÷àñòåé òîæäåñòâà íåêîòîðîé
àëüòåðíàòèâå, ðàñïîëîæåííîé â äðóãîé åå ÷àñòè. 1 ïðèåì.

Èñïîëüçîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ

6 ïðèåìîâ.

1. Âûâîä ðàâåíñòâà ìîùíîñòåé êëàññîâ çíà÷åíèé ïàðàìåòðèçóåìîé ïåðåìåííîé äî
èñïîëüçîâàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ è ïîñëå åãî èñïîëüçîâàíèÿ. 3 ïðèå-
ìà.

2. Óñìîòðåíèå òèïà îáúåêòà èç âûðàæåíèÿ åãî ÷åðåç ïàðàìåòðû. 1 ïðèåì.

3. Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ðàâåíñòâà ïîçâîëÿåò ïåðåôîðìóëèðîâàòü óñëîâèå
ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ åãî ëåâîé ÷àñòè ÷åðåç óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ ïðàâîé
÷àñòè. 1 ïðèåì.

4. Âûâîä óñëîâèÿ ðàâåíñòâà îáúåêòîâ, îïðåäåëÿåìûõ ÷åðåç ïàðàìåòðè÷åñêîå îïè-
ñàíèå. 1 ïðèåì.
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Ñïåöèàëüíàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ òåîðåìû

41 ïðèåì.

1. Ãðóïïèðîâêà â îäíîé ÷àñòè âñåõ íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ. 20
ïðèåìîâ.

2. Ðàçíåñåíèå ÷ëåíîâ ïî ðàçíûì ÷àñòÿì äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ. 5 ïðèåìîâ.

3. Ðàçáèåíèå ñòàðîãî ïàðàìåòðà íà äâà íîâûõ è ïåðåãðóïïèðîâêè ìåæäó ÷ëåíàìè
îïåðàíäîâ äâóìåñòíûõ îòíîøåíèé. 3 ïðèåìà.

4. Ðàçðåøåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè ñòàíäàðòèçèðóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîñè-
òåëüíî ïåðåìåííîé. 2 ïðèåìà.

5. Îïðåäåëåíèå ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿ íà íåèçâåñòíóþ äëÿ ðàçðåøàþ-
ùåé ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîïàäàþò. 1 ïðèåì.

6. Ïðåîáðàçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ åãî èñïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî
òîæäåñòâà ïðè âûâîäå òåîðåì. 1 ïðèåì.

7. Ïåðåãðóïïèðîâêà ÷ëåíîâ òîæäåñòâà è ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàòü îäíó èç ÷àñòåé ê
çàäàííîìó çàãîëîâêó. 1 ïðèåì.

8. Ïðåîáðàçîâàíèå òåîðåìû äëÿ ñïåöèàëüíîãî íîðìàëèçàòîðà. 5 ïðèåìîâ.

9. Ïîëó÷åíèå èç ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òåîðåìû ïðèåìà äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé. 1 ïðèåì.

10. Ââîä äîïîëíèòåëüíîãî êîðíåâîãî îïåðàíäà îáåèõ ÷àñòåé òîæäåñòâà è èñïîëüçî-
âàíèå åãî êàê îäíîãî èç âõîäíûõ äàííûõ âû÷èñëåíèÿ. 2 ïðèåìà.

Èñïîëüçîâàíèå ñèììåòðèè

13 ïðèåìîâ.

1. Âàðüèðîâàíèå îäíîé èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå ïóòåì ïåðåñòàíîâêè
ñèììåòðè÷íûõ ïåðåìåííûõ â äðóãîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà. 5 ïðèåìîâ.

2. Îïðåäåëåíèå êëàññà ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ è ñâÿçàí-
íîé ïåðåìåííîé. Ýòî ïîçâîëÿåò âîñïîëüçîâàòüñÿ èõ ïåðåñòàíîâêîé äëÿ âûâîäà
óòâåðæäåíèÿ î ðàâåíñòâå äâóõ êëàññîâ ëèáî ýêâèâàëåíòíîñòè óòâåðæäåíèé ïðè-
íàäëåæíîñòè äâóì êëàññàì. 2 ïðèåìà.

3. Âûâîä ýêâèâàëåíòíîñòè èç èìïëèêàöèè, ó êîòîðîé àíòåöåäåíò è êîíñåêâåíò
îòëè÷àþòñÿ ïåðåîáîçíà÷åíèåì ïåðåìåííûõ. 2 ïðèåìà.

4. Ïåðåîáîçíà÷åíèå ïåðåìåííûõ ñîõðàíÿåò àíòåöåäåíòû, íî äîáàâëÿåò åùå îäíó
âåðñèþ êîíñåêâåíòà. 3 ïðèåìà.

5. Ïåðåñòàíîâêà ìåñòàìè äâóõ âçàèìíî îáðàòíûõ îïåðàöèé: ê êàæäîé ÷àñòè òîæ-
äåñòâà f(g(x)) = x ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàöèÿ g, ïîñëå ÷åãî òåðì g(x) îáîçíà÷àåòñÿ
íîâîé ïåðåìåííîé y, è ê àíòöåäåíòàì ïðèñîåäèíÿåòñÿ óñëîâèå ïðåäñòàâèìîñòè
y â âèäå f(x). 1 ïðèåì.
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Ïåðåõîä ê ýêâèâàëåíòíîñòè ñ êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ

8 ïðèåìîâ.

1. Ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óñëîâèå ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ. 5 ïðèåìîâ.

2. Ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííîé
ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. 1 ïðèåì.

3. Êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ íàâåøèâàåòñÿ íà îáå ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîñëå ÷åãî
â îäíîé èç ÷àñòåé îí èñêëþ÷àåòñÿ. 1 ïðèåì.

4. Âûðàæåíèå îáúåêòà èç çàìåíÿåìîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè ÷åðåç âñïîìîãàòåëü-
íûå ïàðàìåòðû, ïî êîòîðûì íàâåøèâàåòñÿ êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. 1 ïðèåì.

Ïåðåõîä ê ýêâèâàëåíòíîñòè ñ êâàíòîðîì îáùíîñòè

4 ïðèåìà.

1. Ïåðåõîä îò óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ê óñëîâèþ ðàâåíñòâà, âêëþ÷åíèÿ ëèáî
íåïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ ïóòåì íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà îáùíîñòè. 4 ïðèåìà.

Ïîïûòêà âûâåñòè ñëåäñòâèå íåñêîëüêèìè ïðèìåíåíèÿìè îäíîé è òîé æå
òåîðåìû

35 ïðèåìîâ.

1. Èç ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåëÿþùåé çíà÷åíèå îïåðàöèè, âûâîäèòñÿ ýêâòâàëåíò-
íîñòü äëÿ ðàâåíñòâà çíà÷åíèé ýòîé îïåðàöèè. 1 ïðèåì.

2. Çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà îáùåé ñòàíäàðòèçàöèè èìååò ïîäòåðì âèäà f(x,
t(y)), ãäå f - àññîöèàòèâíàÿ è êîììóòàòèâíàÿ îïåðàöèÿ, x - óíèêàëüíàÿ ïåðå-
ìåííàÿ, t(y) - âûðàæåíèå ñ íåêîòîðîé äðóãîé óíèêàëüíîé ïåðåìåííîé y. Âû-
áèðàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ z, ïîäòåðì f(x, t(y)) çàìåíÿåòñÿ íà f(x, t(z), t(y)),
è èñõîäíîå òîæäåñòâî ïðèìåíÿåòñÿ äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè - îòíîñèòåëüíî
t(y) ëèáî t(z). Ðàâåíñòâ äâóõ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñòàíîâèòñÿ êîíñåêâåíòîì
íîâîé òåîðåìû. 1 ïðèåì.

3. Óñìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîâàðèðîâàòü ÷àñòü ïàðàìåòðîâ ñ ñîõðàíåíèåì
÷àñòè ïîäâûðàæåíèé êîíñåêâåíòà íåèçìåííûìè. Èõ íåèçìåííîñòü ïîçâîëÿåò
ñâÿçàòü ìåæäó ñîáîé ïðîâàðüèðîâàííûå è èñõîäíûå âûðàæåíèÿ êîíñåêâåíòà. 5
ïðèåìîâ.

4. ×àñòü ïàðàìåòðîâ ÷èñëîâûõ àòîìîâ âàðüèðóþòñÿ, ê àíòåöåäåíòàì äîáàâëÿþòñÿ
ðàâåíñòâ ëèáî ñîîòíîøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ èñõîäíûõ è ïðîâàðüèðî-
âàííûõ àòîìîâ îäíîé èç ÷àñòåé òîæäåñòâà. Îíè ïîçâîëÿþò ñâÿçàòü ïðîòèâîïî-
ëîæíûå ÷àñòè òîæäåñòâà. 4 ïðèåìà.

5. Îäèí èç ïàðàìåòðîâ çàìåíÿåìîé ÷àñòè ïåðåîáîçíà÷àåòñÿ íà íîâóþ ïåðåìåí-
íóþ. Çàòåì ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà âûâåñòè èç îáúåäèíåííûõ êîíòåêñòîâ
èñõîäíîé è ïðîâàðüèðîâàííîé òåîðåìû ñëåäñòâèå, ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî
ñòàðîãî è íîâîãî ïàðàìåòðîâ. 1 ïðèåì.
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6. Çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà íåñêîëüêî ðàç ïðåîáðàçóåòñÿ ïðè ïîìîùè ñàìîãî
òîæäåñòâà. 6 ïðèåìîâ.

7. Êîíñåêâåíò òåîðåìû - ðàâåíñòâî äâóõ âåðñèé îäíîãî è òîãî æå âûðàæåíèÿ,
îòëè÷àþùèõñÿ òåì, ÷òî â îäíîì èç íèõ ïàðàìåòð äëÿ ìíîæåñòâà T çàìåíåí
ïàðàìåòðîì äëÿ ýëåìåíòà t ýòîãî ìíîæåñòâà. Àíòåöåäåíò "ïðèíàäëåæèò(t T )"
çàìåíÿåòñÿ íà "ñîäåðæèòñÿ(S T )", è òàêàÿ æå çàìåíà t íà S âûïîëíÿåòñÿ â
êîíñåêâåíòå. 2 ïðèåìà.

8. Çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ. Ïðè âàðüèðî-
âàíèè ïàðàìåòðà êîíúþíêöèè A åå àíòåöåäåíòîâ âîçíèêàåò òàêîå óòâåðæäåíèå
B, ÷òî èìïëèêàöèÿ B → A ñâîðà÷èâàåòñÿ â áåñêâàíòîðíîå óòâåðæäåíèå. Ýòî
óòâåðæäåíèå äîáàâëÿåòñÿ ê àíòåöåäåíòàì âìåñòå ñ èñõîäíîé çàìåíÿåìîé ÷à-
ñòüþ ýêâèâàëåíòíîñòè, à êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèòñÿ ïðîâàðüèðîâàííàÿ çàìåíÿå-
ìàÿ ÷àñòü. 1 ïðèåì.

9. Âûâîäèòñÿ ñëåäñòâèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðîå ñâîðà÷èâà-
åòñÿ ïðè ïîìîùè òîé æå ñàìîé òåîðåìû. 1 ïðèåì.

10. Çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè - êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ, êîòîðàÿ îñòà-
åòñÿ èñòèííîé ïðè íåêîòîðîì íåñëîæíîì ïðåîáðàçîâàíèè. Çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü
èñõîäíîé òåîðåìû ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â çàìåíÿþùóþ, ïðåîáðàçóåòñÿ óêàçàííûì
îáðàçîì è ñíîâà ñâîðà÷èâàåòñÿ. 6 ïðèåìîâ.

11. Óñìàòðèâàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ îïðåäåëèìîñòü îäíîãî èç ïîäâûðàæåíèé êîíñåêâåí-
òà ÷åðåç äðóãèå ïîäâûðàæåíèÿ. Èç ýòîãî âûâîäèòñÿ ðàâåíñòâî êîïèé äàííîãî
ïîäâûðàæåíèé ïðè óñëîâèè ðàâåíñòâà êîïèé ïðî÷èõ ïîäâûðàæåíèé. 2 ïðèåìà.

12. Ïðåîáðàçîâàíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè òîæäåñòâà è îáðàòíàÿ ñâåðòêà. 4 ïðèåìà.

13. Îïðåäåëÿåìîå ïîíÿòèå ïðèìåíÿåòñÿ ê íåêîòîðîé ñòàíäàðòíîé îïåðàöèè íàä ñâî-
èì àðãóìåíòîì, ïîñëå ÷åãî çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü óïðîùàåòñÿ è ñâîðà÷èâàåòñÿ îá-
ðàòíî. 1 ïðèåì.

Ïåðåõîä ê èìïëèêàöèè îò ýêâèâàëåíòíîñòè

98 ïðèåìîâ.

1. Ýêâèâàëåíòíîñòü ñ êîíúþíêöèåé â çàìåíÿþùåé ÷àñòè.

28 ïðèåìîâ.

(a) Çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè ïåðåâîäèòñÿ â àíòåöåäåíòû, à êîíñå-
êâåíòîì ñòàíîâèòñÿ îäèí èç êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷àñòè
ëèáî åãî ïðîñòîå ñëåäñòâèå. 11 ïðèåìîâ.

(b) Çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè ïåðåíîñèòñÿ â àíòåöåäåíòû, à êîíñå-
êâåíòîì ñòàíîâèòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. 7 ïðèåìîâ.

(c) Îòðèöàíèå êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà çàìåíÿþùåé ÷àñòè ïåðåíîñèòñÿ â àíòå-
öåäåíòû, à êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèòñÿ îòðèöàíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. 1 ïðèåì.
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(d) Êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí çàìåíÿþùåé ÷àñòè ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â êâàíòîðíóþ
èìïëèêàöèþ. Åå àíòåöåäåíòû äîáàâëÿþòñÿ ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû, à êîí-
ñåêâåíò ñòàíîâèòñÿ êîíñåêâåíòîì òåîðåìû. Çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü èñõîäíîé
òåîðåìû òîæå ïåðåíîñèòñÿ â àíòåöåäåíòû. 1 ïðèåì.

(e) Êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí çàìåíÿþùåé ÷àñòè ñòàíîâèòñÿ êîíñåêâåíòîì, à çà-
ìåíÿåìàÿ ÷àñòü ïåðåâîäèòñÿ â àíòåöåäåíòû. 1 ïðèåì.

(f) Ïîïûòêà ïîäáîðà çíà÷åíèé, îïðîâåðãàþùèõ êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ â êîíú-
þíêòèâíûõ ÷ëåíàõ çàìåíÿþùåé ÷àñòè, ïîñëå ÷åãî âûâîäèòñÿ îòðèöàíèå
çàìåíÿåìîé ÷àñòè. 1 ïðèåì.

(g) Â àíòåöåäåíòû ïåðåíîñèòñÿ îòðèöàíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè è âñå êîíúþíê-
òèâíûå ÷ëåíâ çàìåíÿþùåé, êðîìå îäíîãî. Êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèòñÿ îòðè-
öàíèå ýòîãî ïîñëåäíåãî êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà. 1 ïðèåì.

(h) Îòðèöàíèå êîíúþíêòèâíîãî ÷ëåíà çàìåíÿþùåé ÷àñòè ïåðåíîñèòñÿ â àíòå-
öåäåíòû, à êîíñåêâåíòì ñòàíîâèòñÿ îòðèöàíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. 1 ïðèåì.

(i) Çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè ïåðåíîñèòñÿ â àíòåöåäåíòû, à êîíñå-
êâåíòîì ñòàíîâèòñÿ ðåçóëüòàò ñâåðòêè â ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå êâàí-
òîðà ñóùåñòâîâàíèÿ, íàâåøàííîãî íà çàìåíÿåìóþ ÷àñòü ïî íåêîòîðîé åå
ïåðåìåííîé. 1 ïðèåì.

(j) Âûáèðàþòñÿ äâà ïàðàìåòðà òåîðåìû è ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîûïòêà âûâåñòè
ñëåäñòâèÿ èç èõ ðàâåíñâà, â ïðåäïîëîæåíèè èñòèííîñòè àíòåöåäåíòîâ è
çàìåíÿþùåé ÷àñòè. Îòðèöàíèå íåêîòîðîãî òàêîãî ñëåäñòâèÿ âìåñòå ñ çà-
ìåíÿåìîé ÷àñòüþ äîáàâëÿåòñÿ ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû, à åå êîíñåêâåíòîì
ñòàíîâèòñÿ îòðèöàíèå ðàâåíñòâà óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ. 1 ïðèåì.

(k) Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà îïèñàíèå ïîäáèðàþòñÿ ïðèìåðû îáúåêòîâ, ðåàëè-
çóþùèõ çàìåíÿþùóþ ÷àñòü. Êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü.
1 ïðèåì.

(l) Óñìàòðèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå çíà÷åíèÿ íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà îäíîé èç
÷àñòåé ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðè êîòîðîì ýòà ÷àñòü èñòèííà. Êîíñåêâåíòîì
ñòàíîâèòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿïî äàííîé ïå-
ðåìåííîé íà êîíúþíêöèþ çàìåíÿåìîé ÷àñòè è íåêîòîðûõ êîíúþíêòèâíûõ
÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷àñòè. 1 ïðèåì.

2. Ýêâèâàëåíòíîñòü ñ äèçúþíêöèåé â çàìåíÿþùåé ÷àñòè.

7 ïðèåìîâ.

(a) Îäèí èç äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷àñòè ïåðåíîñèòñÿ â àíòåöå-
äåíòû, à êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. 6 ïðèåìîâ.

(b) Îòðèöàíèÿ âñåõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷àñòè, êðîìå îäíîãî,
è çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ïåðåíîñÿòñÿ â àíòåöåäåíòû, à êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèòñÿ
êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí îñòàâøåãîñÿ äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà. 1 ïðèåì.

3. Ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé.

31 ïðèåì.
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(a) Îäíà ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè ëèáî åå îòðèöàíèå ïåðåíîñèòñÿ â àíòåöåäåí-
òû, à êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèòñÿ äðóãàÿ ÷àñòü ëèáî åå îòðèöàíèå. 28 ïðèå-
ìîâ.

(b) Â àíòåöåäåíòû ïåðåíîñèòñÿ îäíà èç ÷àñòåé ýêâèâàëåíòíîñòè è îòðèöàíèå
äðóãîé ÷àñòè, à êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèòñÿ îòðèöàíèå îäíîãî èç ñòàðûõ àí-
òåöåäåíòîâ. 1 ïðèåì.

(c) Â àíòåöåäåíòû ïåðåíîñèòñÿ îäíà èç ÷àñòåé ýêâèâàëåíòíîñòè ëèáî åå îòðè-
öàíèå, à êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèòñÿ ïðîñòîå ñëåäñòâèå äðóãîé ÷àñòè ëèáî åå
îòðèöàíèÿ. 1 ïðèåì.

(d) Óñìîòðåíèå âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ èç ñîêðàùàþùåé ýêâè-
âàëåíòíîñòè. 1 ïðèåì.

4. Ýêâèâàëåíòíîñòü, ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷àñòè êîòîðîé
âñòðå÷àåòñÿ êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ.

10 ïðèåìîâ.

(a) Çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíîñòè è àíòåöåäåíòû çàìåíÿþùåé êâàíòîð-
íîé èìïëèêàöèè ïåðåíîñÿòñÿ â àíòåöåäåíòû, à êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèòñÿ
êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí êîíñåêâåíòà çàìåíÿþùåé èìïëèêàöèè. 4 ïðèåìà.

(b) Àíòåöåäåíòû è îòðèöàíèå êîíñåêâåíòà çàìåíÿþùåé èìïëèêàöèè ïåðåíî-
ñÿòñÿ â àíòåöåäåíòû òåîðåìû, à åå êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèòñÿ îòðèöàíèå
çàìåíÿåìîé ÷àñòè. 1 ïðèåì.

(c) Âñå êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû çàìåíÿþùåé ÷àñòè, âêëþ÷àÿ êâàíòîðíûå èì-
ïëèêàöèè, ïåðåíîñÿòñÿ â àíòåöåäåíòû, à êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèòñÿ çàìåíÿ-
åìàÿ ÷àñòü. 1 ïðèåì.

(d) Êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ â çàìåíÿþùåé ÷àñòè îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè, óïîìèíàåìîé â çàìåíÿåìîé ÷àñòè. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ îïðåäå-
ëèòü ôóíêöèþ ÷åðåç îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå" è ïîëó÷èòü èìïëèêàöèþ, ó
êîòîðîé êîíñåêâåíòîì ñëóæèò çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü èñõîäíîé òåîðåìû ñ ïîä-
ñòàâëåííûì â íåå îïèñàòåëåì. 1 ïðèåì.

(e) Çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ïåðåíîñèòñÿ â àíòåöåäåíòû. Êâàíòîðíàÿ èìïëèêàöèÿ â
çàìåíÿþùåé ÷àñòè ïðè ïîìîùè çàäà÷ íà îïèñàíèå ÷àñòè÷íî ñâîðà÷èâàåòñÿ,
è ÷àñòü åå àíòåöåäåíòîâ äîáàâëÿåòñÿ ê àíòåöåäåíòàì òåîðåìû, à îñòàòîê -
ïðåâðàùàåòñÿ â êîíñåêâåíò òåîðåìû. 2 ïðèåìà.

(f) Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà íàéòè óñëîâèå, ïðè êîòîðîì àíòåöåäåíòû êâàí-
òîðà îáùíîñòè â çàìåíÿþùåé ÷àñòè ñòàíîâÿòñÿ ëîæíûìè. Ýòî óñëîâèå äî-
áàâëÿåòñÿ ê àíòåöåäåíòàì, à êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèòñÿ áåñêâàíòîðíàÿ ÷àñòü
èñõîäíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. 1 ïðèåì.

5. Ýêâèâàëåíòíîñòü, ñðåäè êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷àñòè êîòîðîé
âñòðå÷àåòñÿ êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ.

22 ïðèåìà.

(a) Óòâåðæäåíèå ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ è ïðî÷èå êîíúþíêòèâíûå ÷ëå-
íû çàìåíÿþùåé ÷àñòè ïåðåíîñÿòñÿ â àíòåöåäåíòû, à êîíñåêâåíòîì ñòàíî-
âèòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. 5 ïðèåìîâ.
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(b) Çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ïåðåíîñèòñÿ â àíòåöåäåíòû, à êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèò-
ñÿ êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ - êîíúþíêòèâíûé ÷ëåí çàìåíÿþùåé ÷àñòè. 6
ïðèåìîâ.

(c) Íàõîäèòñÿ íåêîòîðîå ñëåäñòâèå ïîäêâàíòîðíûõ óòâåðæäåíèé êâàíòîðà ñó-
ùåñòâîâàíèÿ â çàìåíÿþùåé ÷àñòè. Åãî îòðèöàíèå äîáàâëÿåòñÿ ê àíòåöå-
äåíòàì, à êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèòñÿ îòðèöàíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. 1 ïðèåì.

(d) Îòðèöàíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â çàìåíÿþùåé ÷àñòè ñâîðà÷èâàåòñÿ
â ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå, äîáàâëÿåìîå ê àíòåöåäåíòàì. Êîíñåêâåíòîì
ñòàíîâèòñÿ îòðèöàíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè. 1 ïðèåì.

(e) Â àíòåöåäåíòû ïåðåíîñèòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü è íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî
óòâåðæäåíèé èç-ïîä êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ çàìåíÿþùåé ÷àñòè, ñîäåð-
æàùåå âñå ïåðåìåííûå êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè. Êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèò-
ñÿ êîíúþíêöèÿ îñòàâøèõñÿ óòâåðæäåíèé ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ.
Ïðåäïðèíèìàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïðîâåðêà. 1 ïðèåì.

(f) Â àíòåöåäåíòû ïåðåâîäèòñÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèé èç-ïîä êâàíòîðà ñóùåñòâî-
âàíèÿ çàìåíÿþùåé ÷àñòè, ñîäåðæàùàÿ âñå ïåðåìåííûå ñâÿçûâàþùåé ïðè-
ñòàâêè ýòîãî êâàíòîðà. Êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèòñÿ ðåçóëüòàò íàâåøèâàíèÿ
êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ïî íåêîòîðîé ïåðåìåííîé çàìåíÿåìîé ÷àñòè íà
êîíúþíêöèþ çàìåíÿåìîé ÷àñòè è îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé ïîä êâàíòîðîì
ñóùåñòâîâàíèÿ. Ñîäåðæàùèå äàííóþ ïåðåìåííóþ ñòàðûå àíòåöåäåíòû îò-
áðàñûâàþòñÿ. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïðîâåðêà. 1 ïðèåì.

(g) Íåêîòîðàÿ ïîäñòàíîâêà ðåàëèçóåò çàìåíÿåìóþ ÷àñòü. Îíà ïðèìåíÿåòñÿ ê
àíòåöåäåíòàì è çàìåíÿþùåé ÷àñòè, êîòîðàÿ ñòàíîâèòñÿ êîíñåêâåíòîì. 1
ïðèåì.

(h) Èç ðåàëèçóåìîñòè êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â çàìåíÿþùåé ÷àñòè âûâîäèòñÿ
ðåàëèçóåìîñòü çàìåíÿåìîé ÷àñòè. 1 ïðèåì.

(i) Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðàÿ ïîäñòàíîâêà âìåñòî ïåðåìåííûõ, ñâÿçàííûõ
êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ, è ïîäêâàíòîðíûå óòâåðæäåíèÿ äîáàâëÿþòñÿ ê
àíòåöåäåíòàì, à çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ñòàíîâèòñÿ êîíñåêâåíòîì. 3 ïðèåìà.

(j) Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà íàéòè óñëîâèå, ïðè êîòîðîì êâàíòîð ñóùåñòâî-
âàíèÿ â çàìåíÿþùåé ÷àñòè ñòàíîâèòñÿ èñòèííûì. Ýòî óñëîâèå äîáàâëÿåòñÿ
ê àíòåöåäåíòàì, à êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèòñÿ áåñêâàíòîðíàÿ ÷àñòü èñõîäíîé
ýêâèâàëåíòíîñòè. 1 ïðèåì.

(k) Ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà íàéòè áåñêâàíòîðíîå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì êâàí-
òîð ñóùåñòâîâàíèÿ â çàìåíÿþùåé ÷àñòè ñòàíîâèòñÿ èñòèííûì. Îíî äîáàâ-
ëÿåòñÿ ê àíòåöåäåíòàì, ïîñëå ÷åãî ýòà ÷àñòü óïðîùàåòñÿ è òîæå äîáàâëÿåò-
ñÿ ê àíòåöåäåíòàì. Êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. 1 ïðèåì.

Ïåðåõîä ê ýêâèâàëåíòíîñòè îò èìïëèêàöèè

4 ïðèåìà.

1. Âûâîä èç êîñâåííîãî (÷åðåç èìïëèêàöèþ) îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ
ðàâåíñòâà îïðåäåëÿåìîìó âûðàæåíèþ. 1 ïðèåì.

2. Âûâîä ýêâèâàëåíòíîñòè êîíñåêâåíòó äèçúþíêöèè àíòåöåäåíòà è êîíñåêâåíòà. 1
ïðèåì.
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3. Îñëàáëåíèå àíòåöåäåíòà è ïîëó÷åíèå ýêâèâàëåíòíîñòè èñõîäíîãî êîíñåêâåíòà
äèçúþíêöèè äâóõ óñëîâèé - îòðèöàíèÿ äîáàâëåííîé ïðè îñëàáëåíèè ñèòóàöèè è
ðåçóëüòàòà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíñåêâåíòà ïðè íàëè÷èè òàêîé ñèòóàöèè. 1 ïðèåì.

4. Êîíñåêâåíòîì èìïëèêàöèè ñëóæèò óòâåðæäåíèå, ñâÿçûâàþùåå çíà÷åíèÿ âõîä-
íûõ ïåðåìåííûõ ñ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûìè ïî íèì çíà÷åíèÿìè âûõîäíûõ.
1 ïðèåì.

Ïåðåõîä ê òåîðåìå ñ ôóíêöèîíàëüíûìè ïåðåìåííûìè

23 ïðèåìà.

1. Âìåñòî ïåðåìåííîé äëÿ ìíîæåñòâà ïîäñòàâëÿåòñÿ îïèñàòåëü "êëàññ(x A(x))".
12 ïðèåìîâ.

2. Òîæäåñòâî äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà óòâåðæäåíèÿ èñïîëüçóåò-
ñÿ äëÿ ïåðåõîäà îò ìîùíîñòè êëàññà, çàäàííîãî ïàðàìåòðè÷åñêèì îïèñàíèåì,
ê ìîùíîñòè êëàññà, çàäàííîãî îáû÷íûì îïèñàíèåì. 1 ïðèåì.

3. Çàìåíà îáû÷íûõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèîíàëüíûìè ñ äîáàâëåíèåì àíòåöåäåíòîâ,
ôèêñèðóþùèõ çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê ýòèõ ïåðåìåííûõ, âñòðå÷àþùèõñÿ â çà-
ìåíÿåìîé ÷àñòè òîæäåñòâà. 2 ïðèåìà.

4. Âûðàæåíèå ïåðåìåííûõ äëÿ ôóíêöèé ÷åðåç îïèñàòåëè "îòîáðàæåíèå". 1 ïðèåì.

5. Âìåñòî îáúåêòîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè, çíà÷åíèÿìè êîòîðûõ îíè ÿâëÿþò-
ñÿ, è íà àðãóìåíòû ýòèõ ôóíêöèé íàâåøèâàåòñÿ êâàíòîð îáùíîñòè. 3 ïðèåìà.

6. Èç ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ âûâîäèòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
äëÿ ðàçâåðòêè êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â êîíå÷íóþ äèçúþíêöèþ. 1 ïðèåì.

7. Âûâîä óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ, çíà÷åíèÿ êîòîðîé çàäàþòñÿ îïðåäåëÿåìûì âûðà-
æåíèåì. 3 ïðèåìà.

Ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîíñåêâåíòà

19 ïðèåìîâ.

1. Íîðìàëèçàòîð "íîðì÷èñë" âûïîëíÿåò ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîíñåêâåí-
òà äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ñëîæíûõ îïåðàöèé (íàïðèìåð, ñòåïåíåé èëè äðîáíûõ âûðà-
æåíèé). 3 ïðèåìà.

2. Ïîïûòêà ñâåðòêè çàìåíÿþùåé ÷àñòè ïðè ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è. 8
ïðèåìîâ.

3. Ïîïûòêà ðàçâåðòêè çàìåíÿþùåé ÷àñòè ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà îïèñàíèå. 2 ïðè-
åìà.

4. Ïîñëåäîâàòåëüíûå ðàçâåðòêà è ñâåðòêà çàìåíÿþùåé ÷àñòè ïðè ïîìîùè çàäà÷è
íà îïèñàíèå. 1 ïðèåì.

5. Íàâåøèâàíèå îòðèöàíèÿ íà îáå ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè. 1 ïðèåì.
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6. Êâàíòîðíàÿ ðàñøèôðîâêà êîíñåêâåíòà. 2 ïðèåìà.

7. Ïîïûòêà ïðåîáðàçîâàòü çàìåíÿþùóþ ÷àñòü íîðìàëèçàòîðîì ïðèâåäåíèÿ ê çà-
äàííûì çàãîëîâêàì. 1 ïðèåì.

8. Îáùàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ çàìåíÿþùåé ÷àñòè çàäà÷åé íà îïèñàíèå. 1 ïðèåì.

Ïîâòîðíîå óïðîùåíèå òåîðåìû

9 ïðèåìîâ.

1. Ïîâòîðíîå óïðîùåíèå òåîðåìû ñ ðàçáëîêèðîâêîé ïðèåìîâ, îñíîâàííûõ íà óæå
èìåþùèõñÿ â ñïèñêå âûâîäà òåîðåìàõ. 3 ïðèåìà.

2. Ïîâòîðíîå óïðîùåíèå òåîðåìû ñ íåïîñðåäñòâåííûì èñïîëüçîâàíèåì óæå èìå-
þùèõñÿ â ñïèñêå âûâîäà òåîðåì. 1 ïðèåì.

3. Ïîïûòêà ñïåöèàëüíîé ñòàíäàðòèçàöèè. 4 ïðèåìà.

4. Ïîïûòêà óïðîùåíèÿ àíòåöåäåíòîâ. 1 ïðèåì.

Ïåðåíåñåíèå îïåðàöèè, ïðèìåíÿåìîé ê óñëîâíîìó âûðàæåíèþ ñ íóëåì
ýòîé îïåðàöèè, âíóòðü äàííîãî âûðàæåíèÿ

1 ïðèåì.

Ïåðåõîä ê ýêâèâàëåíòíîñòè îò òîæäåñòâà

14 ïðèåìîâ.

1. Òîæäåñòâî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ýêâèâàëåíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâåíñòâà. 2 ïðè-
åìà.

2. Ïîäâûðàæåíèå t îäíîé èç ÷àñòåé òîæäåñòâà îáîçíà÷àåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé ïå-
ðåìåííîé x, è âûâîäèòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü èçìåíåííîãî òàêèì îáðàçîì ðàâåí-
ñòâà ðàâåíñòâó x = t. Ïðåäâàðèòåëüíî ê òîæäåñòâó ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà
óïðîùàþùàÿ ïîäñòàíîâêà. 4 ïðèåìà.

3. Âûâîä èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ïðèíàäëåæíîñòè
ýòèì ìíîæåñòâàì. 2 ïðèåìà.

4. Èñïîëüçîâàíèå ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ A(x) = B(x) äëÿ âûâîäà óñëîâèé ðàâåíñòâà,
âêëþ÷åíèÿ ëèáî íåïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ A(x), A(y). 1 ïðèåì.

5. Âûâîä ýêâèâàëåíòíîñòè ðàâåíñòâà îáúåêòîâ ðàâåíñòâó èõ êîîðäèíàò. Èñõîäíàÿ
òåîðåìà - ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû óòâåðæäåíèé, îïðåäåëÿþùèõ äàííûå
êîîðäèíàòû. 1 ïðèåì.

6. Óñìîòðåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå êîíúþíêöèè ãðóïïû àí-
òåöåäåíòîâ. 1 ïðèåì.

7. Âûâîä óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè îïðåäåëåíèÿ îáúåêòà ÷åðåç ñâîè êîîðäèíàòû
îïðåäåëåíèþ åãî áåç èñïîëüçîâàíèÿ êîîðäèíàò. Èñõîäíàÿ òåîðåìà - âûðàæåíèå
äëÿ êîîðäèíàò îáúåêòà. 1 ïðèåì.

8. Âûâîä èç îáðàùàþùåãî òîæäåñòâà ñîêðàùàþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè. 2 ïðèåìà.



6.1. Ïðîñòåéøèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 1451

Ïåðåõîä ê òîæäåñòâó îò ýêâèâàëåíòíîñòè

13 ïðèåìîâ.

1. Ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâàì ïîðîæäàåò ðàâåí-
ñòâî äëÿ ìíîæåñòâ. 5 ïðèåìîâ.

2. Ýêâèâàëåíòíîñòü ïîðîæäàåò ðàâåíñòâî õàðàêòåðèñòèê êëàññîâ, îïðåäåëÿåìûõ
÷àñòÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè. 4 ïðèåìà.

3. Ýêâèâàëåíòíîñòü, â îäíîé ÷àñòè êîòîðîé íàõîäèòñÿ ðàâåíñòâî, ïîðîæäàåò èì-
ïëèêàöèþ ñ ýòèì ðàâåíñòâîì â êîíñåêâåíòå. 2 ïðèåìà.

4. Â îäíîé èç ÷àñòåé ýêâèâàëåíòíîñòè íàõîäèòñÿ êâàíòîðíîå óòâåðæäåíèå ñ ðàâåí-
ñòâîì â ãëóáèíå. Ïðåäïðèíèìàåòñÿ âûíåñåíèå ýòîãî ðàâåíñòâà íàðóæó â êîíñå-
êâåíòå íîâîé êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè. 1 ïðèåì.

5. Óñìîòðåíèå îáðàùàþùåãî òîæäåñòâà. 1 ïðèåì.

Ñëåäñòâèÿ òîæäåñòâà ñ îïèñàòåëåì "êëàññ"

13 ïðèåìîâ.

1. Âûâîä óòâåðæäåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè îäíîé èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà äëÿ êëàññîâ
èç ïðèíàäëåæíîñòè äðóãîé ÷àñòè. 4 ïðèåìà.

2. Ïîïûòêà ïîäîáðàòü ïðèìåð ýëåìåíòà êëàññà ïóòåì ðåàëèçàöèè óñëîâèÿ íà îáú-
åêòû ýòîãî êëàññà. 1 ïðèåì.

3. Ïîïûòêà çàìåíèòü îïèñàòåëü "êëàññ" íà êîíå÷íûé ñïèñîê. 2 ïðèåìà.

4. Óðàâíåíèå äëÿ êîîðäèíàò ìíîæåñòâà îáúåêòîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òåîðåìó,
óñìàòðèâàþùóþ òèï ìíîæåñòâà ïî åãî óðàâíåíèþ. 1 ïðèåì.

5. Âûâîä óñëîâèÿ íà ìîùíîñòü êëàññà. 2 ïðèåìà.

6. Îñëàáëåíèå óñëîâèÿ ïîä îïèñàòåëåì "êëàññ" è âûâîä òîæäåñòâà äëÿ ðàçíîñòè
íîâîãî è ñòàðîãî êëàññîâ. 1 ïðèåì.

7. Âûâîä óñëîâèé âêëþ÷åíèÿ ëèáî íåïåðåñå÷åíèÿ ñ êëàññîì. 2 ïðèåìà.

Ñëåäñòâèÿ òîæäåñòâà ñ îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå"

8 ïðèåìîâ.

1. Çàíåñåíèå âíåøíèõ îïåðàíäîâ ïîä êîíå÷íóþ îïåðàöèþ. 2 ïðèåìà.

2. Îïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ÷åðåç îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå". 1
ïðèåì.

3. Ðàñøèôðîâêà îòíîøåíèÿ äëÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ÷åðåç îïèñàòåëü "îòîáðàæå-
íèå". 1 ïðèåì.

4. Âàðüèðîâàíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, çàäàííîé îïèñàòåëåì "îòîáðàæå-
íèå". 3 ïðèåìà.

5. Ðàññìîòðåíèå êîíñòàíòíîé ôóíêöèè ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæåíèå". 1 ïðèåì.
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Èçâëå÷åíèå èç êîñâåííîãî îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè óñëîâèÿ íà åå çíà÷åíèå

1 ïðèåì.

Çàìåíà ïåðåìåííîé â òåîðåìå

8 ïðèåìîâ.

1. Ïîäâûðàæåíèå êîíñåêâåíòà îáîçíà÷àåòñÿ íîâîé ïåðåìåííîé. 4 ïðèåìà.

2. Âàðüèðîâàíèå ïåðåìåííîé ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè òèïà "îòðèöàíèå". 3 ïðèåìà.

3. Çàìåíà âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé îïèñàòåëÿ. 1 ïðèåì.

Ââîä â àíòåöåäåíòàõ òåîðåìû ðàâåíñòâ, èñïîëüçóåìûõ â ïðèåìàõ äëÿ èäåí-
òèôèêàöèè

43 ïðèåìà.

1. Âûíåñåíèå â àíòåöåäåíòû ðàâåíñòâ äëÿ âûðàæåíèé ñ íåâûðîæäåííûìè ÷èñëî-
âûìè àòîìàìè. 7 ïðèåìîâ.

2. Âûíåñåíèå â àíòåöåäåíòû ðàâåíñòâ äëÿ âûðàæåíèé ñ íå÷èñëîâûìè àòîìàìè. 6
ïðèåìîâ.

3. Âûíåñåíèå â àíòåöåäåíòû ðàâåíñòâ ñ íåàòîìàðíûìè âûðàæåíèÿìè. 9 ïðèåìîâ.

4. Âûíåñåíèå â àíòåöåäåíòû ðàâåíñòâà, îáðàùàþùåãîñÿ ê âû÷èñëåíèþ. 4 ïðèåìà.

5. Ââîä â àíòåöåäåíòàõ ñîîòíîøåíèé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äëÿ ÷èñëîâûõ àòîìîâ.
8 ïðèåìîâ.

6. Ââîä â àíòåöåäåíòàõ îáû÷íûõ ëèáî êâàíòîðíûõ ðàâåíñòâ äëÿ ïîäáîðà çíà÷åíèÿ.
8 ïðèåìîâ.

7. Ââîä â àíòåöåäåíòàõ êâàíòîðíîãî ðàâåíñòâà äëÿ èäåíòèôèêàöèè ïîäâûðàæåíèÿ
êîíñåêâåíòà, èìåþùåãî ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå. 1 ïðèåì.

Âûâîä íåðàâåíñòâà èç ðàâåíñòâà

5 ïðèåìîâ.

1. Ïîïûòêà äîêàçàòü íåðàâåíñòâî äëÿ êîìáèíàöèè ÷èñëîâûõ àòîìîâ. 3 ïðèåìà.

2. Âûâîä ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ íåðàâåíñòâ, âûðàæàþùåé îäèíàêîâîñòü çíàêîâ ÷à-
ñòåé ðàâåíñòâà. 2 ïðèåìà.
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Äîáàâëåíèå àíòåöåäåíòîâ, óïðîùàþùèõ êîíñåêâåíò

5 ïðèåìîâ.

1. Íàõîæäåíèå óñëîâèé âûðîæäåíèÿ çàìåíÿþùåé ÷àñòè êîíñåêâåíòà. 1 ïðèåì.

2. Äîáàâëåíèå óñëîâèé, ïîçâîëÿþùèõ ïðèìåíèòü ê êîíñåêâåíòó ýêâèâàëåíòíîñòü
òèïà ñîêðàùåíèÿ. 3 ïðèåìà.

3. Ïîïûòêà óïðîñòèòü êîíñåêâåíò, äîáàâèâ ê àíòåöåäåíòàì óñëîâèå íåâûðîæäåí-
íîñòè íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ. 1 ïðèåì.

Ïðèìåíåíèå íåêîòîðîãî îïåðàòîðà ê îáåèì ÷àñòÿì òîæäåñòâà

4 ïðèåìà.

1. Ïåðåõîä îò ðàâåíñòâà çíà÷åíèé ê ðàâåíñòâó ôóíêöèé è âûâîä ñëåäñòâèé èç
ýòîãî ðàâåíñòâà (íàïðèìåð, èíòåãðèðîâàíèå ÷àñòåé ðàâåíñòâà). 1 ïðèåì.

2. Ïðèìåíåíèå îäíîé è òîé æå îïåðàöèè ê îáåèì ÷àñòÿì òîæäåñòâà è óïðîùåíèå
îäíîé èç ýòèõ ÷àñòåé. 3 ïðèåìà.

Ïåðåõîä ê óòâåðæäåíèþ ñóùåñòâîâàíèÿ

8 ïðèåìîâ.

1. Óñìàòðèâàåòñÿ ðåàëèçóåìîñòü ãðóïïû àíòåöåäåíòîâ, ñîäåðæàùèõ íåêîòîðûå ïà-
ðàìåòðû X êîíñåêâåíòà. Ýòè àíòåöåäåíòû èñêëþ÷àþòñÿ; ÷àñòü èõ äîáàâëÿåòñÿ
ê êîíñåêâåíòó, è íà êîíñåêâåíò íàâåøèâàåòñÿ êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ïî X. Åñ-
ëè íåêîòîðûå ïåðåìåííûå X â íîâîì êîíñåêâåíòå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äðóãèå, òî
îíè èñêëþ÷àþòñÿ. 3 ïðèåìà.

2. Ïîäâûðàæåíèå êîíñåêâåíòà çàìåíÿåòñÿ íà âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ, è íà
êîíñåêâåíò íàâåøèâàåòñÿ êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ýòîé ïåðåìåííîé. 3 ïðèåìà.

3. Âûâîä óòâåðæäåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èç ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ. 2 ïðèåìà.

Ïåðåõîä ê èìïëèêàöèè, èñïîëüçóåìîé ïðèåìîì óñìîòðåíèÿ ïðîòèâîðå÷è-
âîñòè ïîñûëîê

5 ïðèåìîâ.

1. Îòðèöàíèå êîíñåêâåíòà ïåðåíîñèòñÿ â àíòåöåäåíòû, à êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèòñÿ
êîíñòàíòà "ëîæü". 2 ïðèåìà.

2. Îòðèöàíèå êîíñåêâåíòà ïåðåíîñèòñÿ â àíòåöåäåíòû è ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ â òåð-
ìèíàõ âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ, îáîçíà÷àþùèõ ÷èñëîâûå àòîìû. Ðàâåí-
ñòâà, ââîäÿùèå òàêèå îáîçíà÷åíèÿ, òîæå äîáàâëÿþòñÿ ê àíòåöåäåíòàì. 3 ïðèå-
ìà.
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Êîíñåêâåíò äàåò ðàâåíñòâî êîîðäèíàò íåêîòîðîìó ñïåöèàëüíîìó íàáîðó.
Â àíòåöåäåíòû çàíîñèòñÿ ðàâåíñòâî ýòèõ êîîðäèíàò íàáîðó íîâûõ ïàðà-
ìåòðîâ, à êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèòñÿ ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå íîâûé ïà-
ðàìåòð ñî ñòàðûì âûðàæåíèåì

4 ïðèåìà.

Ïåðåõîä îò ýëåìåíòàðíîãî êîíñåêâåíòà ê êîíñåêâåíòó ñ îïèñàòåëåì

1 ïðèåì.

Ïðîâåðêà ñòàíäàðòíîãî ñâîéñòâà îäíîé ÷àñòè òîæäåñòâà è ïåðåíåñåíèå åãî
íà äðóãóþ ÷àñòü

1 ïðèåì.

Íåïîñðåäñòâåííîå óñìîòðåíèå ïðîñòåéøåãî ñâîéñòâà îïðåäåëÿåìîãî ïîíÿ-
òèÿ

3 ïðèåìà.

Ïåðåõîä îò òîæäåñòâà, äàþùåãî çíà÷åíèå ôóíêöèè, ê çàäàíèþ ýòîé ôóíê-
öèè ÷åðåç îïèñàòåëü "îòîáðàæåíèå"

2 ïðèåìà.

6.2 Ñêëåéêà íåñêîëüêèõ òåîðåì
Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû ïðèåìû, ïðåäïðèíèìàþùèå ïîïûòêó îáúåäèíèòü äâå
èëè áîëåå òåîðåìû òåêóùåãî ñïèñêà âûâîäà â îäíó îáîáùàþùóþ èõ òåîðåìó. Â èñ-
êëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ ê îáúåäèíåíèþ ìîæåò áûòü ïðèâëå÷åíà òåîðåìà èç äðóãîé
ÿ÷åéêè âûâîäà. Êàê ïðàâèëî, ïîñëå ñêëåéêè èñõîäíûå òåîðåìû èç äàëüíåéøèõ ðàñ-
ñìîòðåíèé èñêëþ÷àþòñÿ. Âñåãî â ðàçäåëå 63 ïðèåìà.

1. Äâå èìïëèêàöèè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ãðóïïàìè àíòåöåäåíòîâ, äèçúþíêöèÿ êî-
òîðûõ òîæäåñòâåííî èñòèííà. Îíè îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó èìïëèêàöèþ, ïîëó÷à-
åìóþ èç èñõîäíûõ îòáðàñûâàíèåì óêàçàííûõ àíòåöåäåíòîâ. 15 ïðèåìîâ.

2. Äâå èìïëèêàöèè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî äâóìÿ àíòåöåäåíòàìè, ïðè÷åì äèçúþíê-
öèÿ ýòèõ àíòåöåäåíòîâ ïðåîáðàçóåòñÿ â ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå. Èìïëèêà-
öèè îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó, ãäå èñõîäíûå àíòåöåäåíòû çàìåíåíû íà óêàçàííîå
ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå. 8 ïðèåìîâ.

3. Äâà òîæäåñòâà ñ îäèíàêîâûìè çàìåíÿåìûìè ÷àñòÿìè è ðàçëè÷íûìè çàìåíÿþ-
ùèìè èìåþò ñïèñêè àíòåöåäåíòîâ, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî äâóìÿ óòâåðæäåíèÿìè
A1 è A2, äèçúþíêöèÿ êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíà ýëåìåíòàðíîìó óòâåðæäåíèþ B.
Îíè îáúåäèíÿþòñÿ â îäíî òîæäåñòâî ñ óñëîâíûì âûðàæåíèåì â çàìåíÿþùåé
÷àñòè è àíòåöåäåíòîì B, çàìåùàþùèì A1 è A2. 3 ïðèåìà.
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4. Íåñêîëüêî òåîðåì îòëè÷àþòñÿ ëèøü çàìåíîé îäíèõ è òåõ æå âõîæäåíèé íåêî-
òîðîãî ïîäòåðìà íà äðóãîé ïîäòåðì. Íà ýòè âõîæäåíèÿ ïîìåùàåòñÿ íîâàÿ ïå-
ðåìåííàÿ, à â àíòåöåäåíòàõ äîáàâëÿåòñÿ óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè åå ñïèñêó
âàðüèðóåìûõ ïîäòåðìîâ. 4 ïðèåìà.

5. Íåñêîëüêî òåîðåì, îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî àíòåöåäåíòàìè, ïðåîáðàçóþòñÿ â íåñêîëü-
êî äðóãèõ, íî áîëåå ïðîñòûõ. 2 ïðèåìà.

(a) Äâå òåîðåìû îòëè÷àþòñÿ òîëüêî äâóìÿ ïàðàìè àíòåöåäåíòîâ: ó îäíîéA1, A2,
à ó äðóãîé - B1, B2. Äèçúþíêöèÿ (A1 & A2 ∨ B1 & B2) óïðîùàåòñÿ. Åñ-
ëè ïîëó÷àåòñÿ äèçúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé, òî äëÿ êàæäîãî
äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà C ñîçäàåòñÿ èìïëèêàöèÿ, ïîëó÷àåìàÿ èç èñõîäíûõ
çàìåíîé óêàçàííîé ïàðû àíòåöåäåíòîâ íà C. 1 ïðèåì.

(b) Íåñêîëüêî èìïëèêàöèé îòëè÷àþòñÿ òîëüêî àíòåöåäåíòàìè. Ôîðìèðóåòñÿ
äèçúþíêöèÿ êîíúþíêöèé òåõ ôðàãìåíòîâ àíòåöåäåíòîâ, ïî êîòîðûì íà-
áëþäàåòñÿ îòëè÷èå. Îíà ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ,
ïðè÷åì ïîñëå ýòîãî ÷èñëî àëüòåðíàòèâ ñòàíîâèòñÿ ìåíüøèì. Äëÿ êàæäîé
àëüòåðíàòèâû ñîçäàåòñÿ ñâîÿ âåðñèÿ òåîðåìû. 1 ïðèåì.

6. Èñïîëüçîâàíèå òðåòüåé òåîðåìû äëÿ ñêëåéêè äâóõ òåîðåì. 5 ïðèåìîâ.

7. Ïîëó÷åíèå ýêâèâàëåíòíîñòè èç äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ èìïëèêàöèé. 2 ïðèåìà.

8. Íåñêîëüêî ýêâèâàëåíòíîñòåé ñ îäèíàêîâûìè çàìåíÿåìûìè ÷àñòÿìè ñêëåèâàþò-
ñÿ òàê, ÷òî çàìåíÿþùåé ÷àñòüþ ñòàíîâèòñÿ äèçúþíêöèÿ êîíúþíêöèé A & B,
ãäå A - çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü äëÿ ïîäñëó÷àÿ, B - àíòåöåäåíòû, âûäåëÿþùèå ýòîò
ïîäñëó÷àé. 5 ïðèåìîâ.

9. Íåñêîëüêî òåîðåì îïðåäåëÿþò ïî îòäåëüíîñòè ïàðàìåòðû íåêîòîðîãî òåðìà.
Îíè ñêëåèâàþòñÿ â òåîðåìó, îïðåäåëÿþùóþ äàííûé òåðì. 2 ïðèåìà.

10. Äâå ýêâèâàëåíòíîñòè èìåþò â ñâîèõ çàìåíÿåìûõ ÷àñòÿõ êîíúþíêöèè íåêîòî-
ðîãî óòâåðæäåíèÿ A ñ òàêèìè óòâåðæäåíèÿìè, äèçúþíêöèÿ êîòîðûõ èñòèííà.
Îíè îáúåäèíÿþòñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèÿ A äèçúþíêöèè èñõîäíûõ
çàìåíÿþùèõ ÷àñòåé. 1 ïðèåì.

11. Ñêëåèâàþòñÿ äâå êîïèè îäíîé è òîé æå êâàíòîðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïðè ïî-
ìîùè äðóãîé ýêâèâàëåíòíîñòè, âûðàæàþùåé êîíúþíêöèþ çàìåíÿþùèõ ÷àñòåé
èñõîäíûõ êîïèé â âèäå ýëåìåíòàðíîãî óòâåðæäåíèÿ. Êîíúþíêöèÿ çàìåíÿåìûõ
÷àñòåé ïðèâîäèòñÿ ê âèäó ýëåìåíòàðíîãî óòâåðæäåíèÿ ïðè ïîìîùè âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷è íà îïèñàíèå. 1 ïðèåì.

12. Äâå òåîðåìû ïîçâîëÿþò ñîñòàâèòü ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
äâóõ ñëîæíûõ âûðàæåíèé. Ïîñëå åå ðåøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ òîæäåñòâà äëÿ äàí-
íûõ âûðàæåíèé. 1 ïðèåì.

13. Íåñêîëüêî èìïëèêàöèé ñ îäèíàêîâûìè êîíñåêâåíòàìè, âûðàæàþùèìè íåêîòî-
ðîå "ñëîæíîå" ñâîéñòâî, îòëè÷àþòñÿ ãðóïïàìè "ïðîñòûõ" àíòåöåäåíòîâ. Îíè
îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó, ñ íîâûì äèçúþíêòèâíûì àíòåöåäåíòîì, ñîñòàâëåííûì
èç èñõîäíûõ ðàçëè÷àþùèõñÿ àíòåöåäåíòîâ. 1 ïðèåì.
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14. Èìåþòñÿ äâå èìïëèêàöèè ñ îäèíàêîâûìè êîíñåêâåíòàìè, ó êîòîðûõ ÷àñòü ïàðà-
ìåòðîâ àíòåöåäåíòîâ íå âõîäèò â êîíñåêâåíò. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå
ñïîñîáû óíèôèêàöèè ïî ýòèì ïåðåìåííûì àíòåöåäåíòîâ îäíîé èìïëèêàöèè ñ
àíòåöåäåíòàìè äðóãîé, ïðè êîòîðûõ îñòàåòñÿ íå îòîæäåñòâëåííûì åäèíñòâåí-
íûé àíòåöåäåíò. Äèçúþíêöèÿ òàêèõ îñòàòî÷íûõ àíòåöåäåíòîâ (èõ ìîæåò áûòü
áîëüøå äâóõ, èç-çà ðàçëè÷èÿ óíèôèöèðóþùèõ ïîäñòàíîâîê) ïðåîáðàçóåòñÿ ê
ýëåìåíòàðíîìó óòâåðæäåíèþ, êîòîðîå è çàìåùàåò íå îòîæäåñòâëåííûé àíòåöå-
äåíò. 1 ïðèåì.

15. Êîíñåêâåíòû äâóõ òåîðåì îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò â ñîâîêóïíîñòè ïàðàìåòðû
ïðàâîé ÷àñòè íåêîòîðîãî îáùåãî äëÿ ýòèõ òåîðåì ðåàëèçóåìîãî ðàâåíñòâà â
àíòåöåäåíòàõ. Òîãäà ñîçäàåòñÿ òåîðåìà, ó êîòîðîé ýòî ðàâåíñòâî ïåðåíåñåíî â
êîíñåêâåíò, à îáà ñòàðûõ êîíñåêâåíòà ïåðåíåñåíû â àíòåöåäåíòû. 1 ïðèåì.

16. Äâå òåîðåìû îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå õàðàêòåðèñòèêó äâóõ ôóíêöèé, îòëè÷à-
þùèõñÿ òîëüêî îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ. Äèçúþíêöèÿ óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè
ýòèì îáëàñòÿì ñâîäèòñÿ ê ýëåìåíòàðíîìó óòâåðæäåíèþ, ïðè÷åì óñëîâíîå âû-
ðàæåíèå äëÿ çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòèêè ïðåîáðàçóåòñÿ ê áåçóñëîâíîìó âèäó A.
Íîâàÿ òåîðåìà äàåò õàðàêòåðèñòèêó A äëÿ ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà îáúåäè-
íåíèè èñõîäíûõ îáëàñòåé. 1 ïðèåì.

17. Òåîðåìà - òîæäåñòâî, îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå íåêîòîðîãî "ñëîæíîãî" âûðàæå-
íèÿ. Â ñïèñêå âûâîäà íàõîäèòñÿ ãðóïïà äðóãèõ òîæäåñòâ äëÿ òîãî æå âûðàæå-
íèÿ, íî â àëüòåðíàòèâíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, ïðè÷åì äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ óäàåòñÿ
óñìîòðåòü, ÷òî "îáùåå" çíà÷åíèå èñõîäíîãî òîæäåñòâà ñîõðàíÿåòñÿ, à äèçúþíê-
öèÿ óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè òîæäåñòâ ñâîäèòñÿ ê êîíúþíêöèè ýëåìåíòàðíûõ
óòâåðæäåíèé. 1 ïðèåì.

18. Èìååòñÿ äâà âàðèàíòà ðàâåíñòâà äëÿ äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ A è B, ïðè÷åì
àòîì B îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ èç ðàâåíñòâà ïî àòîìó A. Èõ àíòåöå-
äåíòû îòëè÷àþòñÿ òîëüêî óñëîâèÿìè íà àòîìû A. Â îáëàñòè, ãäå ýòè óñëîâèÿ
îäíîâðåìåííî èñòèííû, òîæäåñòâà ýêâèâàëåíòíû. Ïåðåìåííûå ðàâåíñòâ ïåðå-
îáîçíà÷àþòñÿ òàê, ÷òîáû íå ïåðåñåêàëèñü; ðàçëè÷àþùèåñÿ àíòåöåäåíòû çàìå-
íÿþòñÿ íà óñëîâèå ðàâåíñòâà äâóõ âåðñèé àòîìà A, à êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèòñÿ
ðàâåíñòâî àòîìîâ B. Èñõîäíûå òåîðåìû ñîõðàíÿþòñÿ. 1 ïðèåì.

19. Èìååòñÿ äâà âðèàíòà òîæäåñòâà äëÿ äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ A è B. Èõ ïåðåìåí-
íûå ñíà÷àëà ïåðåîáîçíà÷àþòñÿ òàê, ÷òîáû íå ïåðåñåêàëèñü,à çàòåì ïðåäïðè-
íèìàåòñÿ óíèôèêàöèÿ äâóõ àòîìîâ B. Äîïîëíèòåëüíî óíèôèöèðóåòñÿ ÷àñòü
àíòåöåäåíòîâ. Â ïîëó÷åííîì êîíòåêñòå K, ãäå ïðèñóòñòâóþò êàê óíèôèöèðî-
âàííûå, òàê è íå óíèôèöèðîâàííûå àíòåöåäåíòû, ïðåäïðèíèìàåòñÿ èñêëþ÷åíèå
èç äâóõ òîæäåñòâ àòîìà B è ïîëó÷åíèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ àòîìîâ A. Ýòî ñîîòíî-
øåíèå ñòàíîâèòñÿ êîíñåêâåíòîì íîâîé òåîðåìû; åå àíòåöåäåíòû - óòâåðæäåíèÿ
êîíòåêñòà K. Èñõîäíûå òåîðåìû ñîõðàíÿþòñÿ. 1 ïðèåì.

20. Äâå ýêâèâàëåíòíîñòè îòëè÷àþòñÿ ëèøü êîíñåêâåíòàìè. Äèçúþíêöèÿ ëåâûõ ÷à-
ñòåé ýòèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ýêâèâàëåíòíà ýëåìåíòàðíîìó óòâåðæäåíèþA, äèçú-
þíêöèÿ ïðàâûõ - ýëåìåíòàðíîìó óòâåðæäåíèþ B. Âûâîäèòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
A è B. Èñõîäíûå òåîðåìû ñîõðàíÿþòñÿ. 1 ïðèåì.

21. Ñêëåéêà äâóõ êâàíòîðíûõ òîæäåñòâ, îòëè÷àþùèõñÿ àëüòåðíàòèâíûìè àíòåöå-
äåíòàìè è ïðàâûìè ÷àñòÿìè êîíñåêâåíòîâ. 1 ïðèåì.
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22. Ñêëåéêà äâóõ èìïëèêàöèé ñ îäèíàêîâûìè àíòåöåäåíòàìè, êîíúþíêöèÿ êîíñå-
êâåíòîâ êîòîðûõ ñâîðà÷èâàåòñÿ â ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå. 1 ïðèåì.

23. Êîíòðàïîçèöèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñ äèçúþíêöèåé â êîíñåêâåíòå ïîçâî-
ëÿåò ðåàëèçîâàòü àíòåöåäåíò èñõîäíîé òåîðåìû, ïîñëå ÷åãî íîâûé àíòåöåäåíò,
âîçíèêøèé èç äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà êîíñåâêåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû,
âîçâðàùàåòñÿ â êîíñåêâåíò, êîòîðûé òàêèì îáðàçîì ïðèîáðåòàåò âèä äèçúþíê-
öèè. 1 ïðèåì.

24. Ñêëåéêà íåñêîëüêèõ òåîðåì, ïîëó÷àåìûõ ïðè ïðèìåðêå ïîäñëó÷àåâ êîíúþíêòèâíî-
äèçúþíêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ íà ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè ðàçäåëà. 1 ïðèåì.

6.3 Èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû äëÿ âàðüèðîâàíèÿ äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

Â ýòîì ðàçäåëå ñîáðàíû ïðèåìû, êîòîðûå íàõîäÿò ïî èñõîäíîé òåîðåìå íåêîòîðóþ
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó - â ïðîèçâîëüíîì ìåñòå áàçû òåîðåì ëèáî â òåêóùåì ñïèñêå
âûâîäà. Ðåçóëüòàòîì âûâîäà ñëóæèò îïðåäåëåííîå ïðåîáðàçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû ïðè ïîìîùè èñõîäíîé. Âñåãî â ðàçäåëå 105 ïðèåìîâ.

Èñïîëüçîâàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû

18 ïðèåìîâ.

1. Ýêâèâàëåíòíîñòü ïîçâîëÿåò îäíîâðåìåííî ïðîâàðüèðîâàòü àíòåöåäåíòû è êîí-
ñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. 7 ïðèåìîâ.

2. Äîïîëíèòåëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåîáðàçóåòñÿ â èìïëèêàöèþ, ïîñëå ÷åãî òå-
êóùàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ðåàëèçóåò ãðóïïû åå àíòåöåäåíòîâ. 2 ïðèåìà.

3. Îäíà èç ÷àñòåé ýêâèâàëåíòíîñòè ïåðåíîñèòñÿ â àíòåöåäåíòû, à äðóãàÿ, ñðåäè
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîòîðîé ñîäåðæàòñÿ ðàâåíñòâà, ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçî-
âàòü êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. 2 ïðèåìà.

4. Çàìåíà ïåðåìåííûõ äëÿ ìíîæåñòâ â äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìå íà îïèñàòåëè "êëàññ"
è èñïîëüçîâàíèå òåêóùåé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòèõ îïèñàòå-
ëåé. 1 ïðèåì.

5. Ýêâèâàëåíòíîñòü ñ îïåðàöèÿìè íàä ñåìåéñòâàìè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èíäóêòèâ-
íîå îáîáùåíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. 2 ïðèåìà.

6. Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåîáðàçóåò çàìåíÿåìóþ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè. 3 ïðèåìà.

7. Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ïðåîáðàçóåò òîæäåñòâî äëÿ
îïèñàòåëÿ "êëàññ" ñ ñîõðàíåíèåì ìîùíîñòè êëàññà. 1 ïðèåì.
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Èñïîëüçîâàíèå êâàíòîðíîé èìïëèêàöèè ñ äèçúþíêöèåé â êîíñåêâåíòå äëÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

2 ïðèåìà.

1. Òåêóùàÿ òåîðåìà - äèçúþíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ íåêîòîðóþ àëüòåðíàòèâó äëÿ
îáúåêòîâ çàäàííîãî òèïà. Íàõîäèòñÿ äèçúþíêòèâíîå îïðåäåëåíèå äëÿ îáúåêòîâ
íåêîòîðîãî íàäòèïà, äèçúþíêòèâíûå ÷ëåíû êîòîðîãî óäàåòñÿ óñèëèòü ñ ïîìî-
ùüþ äàííîé àëüòåðíàòèâû ïðè ïåðåõîäå ê èñõîäíîìó òèïó îáúåêòîâ. 1 ïðèåì.

2. Òåêóùàÿ òåîðåìà - äèçúþíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ íåêîòîðóþ àëüòåðíàòèâó äëÿ
îáúåêòîâ çàäàííîãî òèïà. Íàõîäèòñÿ äèçúþíêòèâíîå îïðåäåëåíèå äëÿ îáúåêòîâ
íåêîòîðîãî íàäòèïà. Ó äàííîãî îïðåäåëåíèÿ îòðèöàíèå îäíîãî èç äèçúþíêòèâ-
íûõ ÷ëåíîâ ïåðåíîñèòñÿ â îïðåäåëÿåìóþ ÷àñòü, ïîñëå ÷åãî ýòà ÷àñòü óñèëèâà-
åòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àíëüòåðíàòèâû. 1 ïðèåì.

Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

80 ïðèåìîâ.

1. Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

23 ïðèåìà.

(a) Òîæäåñòâî ïðåîáðàçóåò çàìåíÿåìóþ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíî-
ñòè. 18 ïðèåìîâ.

(b) Òåêóùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò âûâåñòè èç îäíîé ÷àñòè äîïîëíèòåëüíîé ýêâè-
âàëåíòíîñòè ðàâåíñòâî, íà êîòîðîå ìîæíî çàìåíèòü íåêîòîðûé êîíúþíê-
òèâíûé ÷ëåí ïðîòèâîïîëîæíîé ÷àñòè ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè. 2 ïðèåìà.

(c) Òîæäåñòâî âàðüèðóåò çàìåíÿþùóþ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíî-
ñòè, ïîñëå ÷åãî îíà ñâîðà÷èâàåñÿ îáðàòíî. 1 ïðèåì.

(d) Òîæäåñòâî ðåàëèçóåò îäíó èç ÷àñòåé äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè,
ïðåîáðàçóåìîé äàëåå â èìïëèêàöèþ. 2 ïðèåìà.

2. Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà.

49 ïðèåìîâ.

(a) Òîæäåñòâî ïðåîáðàçóåò çàìåíÿåìóþ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà. 37
ïðèåìîâ.

(b) Òîæäåñòâî ïðåîáðàçóåò çàìåíÿþùóþ ÷àñòü äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà. 2
ïðèåìà.

(c) Òîæäåñòâî ïðèìåíÿåòñÿ ê îáåèì ÷àñòÿì äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà. 6
ïðèåìîâ.

(d) Òîæäåñòâî ïðåîáðàçóåò îïåðàíä ïåðåãðóïïèðîâî÷íîãî òîæäåñòâà. 2 ïðèå-
ìà.

(e) Êîîðäèíàòíûå âûðàæåíèÿ èñõîäíîãî è äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà âûðà-
æàþòñÿ ÷åðåç îäíè è òå æå ÷èñëîâûå àòîìû, ÷òî ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü ìåæäó
ñîáîé ýòè êîîðäèíàòû áåç èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñëîâûõ àòîìîâ. 1 ïðèåì.
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(f) Òîæäåñòâî ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîäâûðàæåíèÿ, è ðåçóëüòàò ïîäñòàâ-
ëÿåòñÿ â äîïîëíèòåëüíîå òîæäåñòâî. 1 ïðèåì.

3. Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé èì-
ïëèêàöèè.

7 ïðèåìîâ.

(a) Ïðåîáðàçîâàíèå îïåðàíäà êîíñåêâåíòà. 2 ïðèåìà.

(b) Èíäóêòèâíîå îáîáùåíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà
äëÿ îïåðàöèè íàä ñåìåéñòâîì. 1 ïðèåì.

(c) Îïðåäåëåíèå êëàññà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñøèôðîâêè óñëîâèÿ ïðèíàäëåæ-
íîñòè. 1 ïðèåì.

(d) Òîæäåñòâî ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîäâûðàæåíèÿ, è ðåçóëüòàò ïîäñòàâ-
ëÿåòñÿ â êîíñåêâåíò äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. 1 ïðèåì.

(e) Òîæäåñòâî ïîçâîëÿåò ôèêñèðîâàòü çíà÷åíèå ïåðåìåííîé, ñâÿçàííîé â äî-
ïîëíèòåëüíîé òåîðåìå êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ. 2 ïðèåìà.

4. Èñïîëüçîâàíèå òîæäåñòâà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé äîïîëíèòåëüíîé òåî-
ðåìû. 1 ïðèåì.

Èñïîëüçîâàíèå èìïëèêàöèè äëÿ âàðüèðîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

5 ïðèåìîâ.

1. Èìïëèêàöèÿ ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü ñïèñîê óñëîâèé ïîä êâàíòîðîì ñóùåñòâîâà-
íèÿ â äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìå. 1 ïðèåì.

2. Ïðîñòàÿ èìïëèêàöèÿ ðåàëèçóåò ôðàãìåíò êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðå-
ìû. 3 ïðèåìà.

3. Ôèêñàöèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâ
èç êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû. 1 ïðèåì.

6.4 Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ âà-
ðüèðîâàíèÿ òåêóùåé òåîðåìû

Â ýòîì ðàçäåëå ñîáðàíû ïðèåìû, êîòîðûå íàõîäÿò ïî èñõîäíîé òåîðåìå íåêîòîðóþ
äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó - â ïðîèçâîëüíîì ìåñòå áàçû òåîðåì ëèáî â òåêóùåì ñïèñêå
âûâîäà. Ðåçóëüòàòîì âûâîäà ñëóæèò îïðåäåëåííîå ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíîé òåîðåìû
ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé. Âñåãî 372 ïðèåìà.

Âûâîä äèçúþíêòèâíîãî óòâåðæäåíèÿ ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîãî òîæ-
äåñòâà

1 ïðèåì.
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1. Äîïîëíèòåëüíîå òîæäåñòâî, ñâÿçûâàþùåå äâà âûðàæåíèÿ A è B, ïîçâîëÿåò ïå-
ðåôîðìóëèðîâàòü íåêîòîðûé àíòåöåäåíò P , ñîäåðæàùèé A, ÷åðåç âûðàæåíèå
B. Ïîñëå òàêîé ïåðåôîðìóëèðîâêè âîçíèêàåò íîâàÿ âåðñèÿ òåîðåìû. Ïðè íåêî-
òîðîì ïåðåîáîçíà÷åíèè ïåðåìåííûõ åå àíòåöåäåíòû ñîâïàäàþò ñ àíòåöåäåíòàìè
èñõîäíîé, êðîìå åäèíñòâåííîãî àíòåöåäåíòà Q, ïîëó÷åííîãî èç P . Ïðîâåðÿåò-
ñÿ, ÷òî äèçúþíêöèÿ P è Q òîæäåñòâåííî èñòèííà, ïîñëå ÷åãî àíòåöåäåíò P
èñõîäíîé òåîðåìû îòáðàñûâàåòñÿ, à êîíñåêâåíòîì ñòàíîâèòñÿ äèçúþíêöèÿ êîí-
ñåêâåíòîâ èñõîäíîé è ìîäèôèöèðîâàííîé òåîðåì. 1 ïðèåì.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ êîíñåêâåí-
òà òåîðåìû

202 ïðèåìà.

1. Ïðåîáðàçîâàíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè òîæäåñòâà. 85 ïðèåìîâ.

2. Ïðåîáðàçîâàíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè òîæäåñòâà. 31 ïðèåì.

3. Ïðåîáðàçîâàíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè. 30 ïðèåìîâ.

4. Ïðåîáðàçîâàíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè. 16 ïðèåìîâ.

5. Ïðèìåíåíèå ê îáåèì ÷àñòÿì äâóõ òîæäåñòâ A = B è C = D îäíîé è òîé æå
äâóìåñòíîé îïåðàöèè f è ñîêðàùåíèå îäíîé èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà f(A, C) =
f(B, D. 1 ïðèåì.

6. Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà è èçâëå÷åíèå èìïëèêàöèè èç ýêâè-
âàëåíòíîñòè.

2 ïðèåìà.

(a) Äîïîëíèòåëüíîå òîæäåñòâî ïðåîáðàçóåò çàìåíÿåìóþ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíî-
ñòè, ïîñëå ÷åãî çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü äîáàâëÿåòñÿ ê ñïèñêó àíòåöåäåíòîâ. 1
ïðèåì.

(b) Çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü äîáàâëÿåòñÿ ê àíòåöåäåíòàì, ïîñëå ÷åãî çàìåíÿþùàÿ
÷àñòü ïðåîáðàçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì òîæäåñòâîì, ñâîðà÷èâàåòñÿ îáðàòíî
èñõîäíîé òåîðåìîé è ñòàíîâèòñÿ êîíñåêâåíòîì. 1 ïðèåì.

7. Ïðåîáðàçîâàíèå ïîäòåðìà êîíñåêâåíòà áåç ó÷åòà åãî ðàçìåùåíèÿ â çàìåíÿåìîé
ëèáî çàìåíÿþùåé ÷àñòÿõ. 37 ïðèåìîâ.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ âûâîäà ýêâèâàëåíòíîñòè,
êîìáèíèðóþùåé óðàâíåíèÿ

1 ïðèåì.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ îäíîâðåìåííîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ àíòåöåäåíòà è êîíñåêâåíòà

1 ïðèåì.



6.4. Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ âàðüèðîâàíèÿ òåêóùåé òåîðåìû1461

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ âàðüèðîâàíèÿ êîí-
ñåêâåíòà òåîðåìû

74 ïðèåìà.

1. Âàðüèðîâàíèå òîæäåñòâà ñ óñëîâíûì âûðàæåíèåì ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé
ýêâèâàëåíòíîñòè. 2 ïðèåìà.

2. Ïîïûòêà óïðîùåíèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè ïðè ïîìîùè äîïîëíè-
òåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. 16 ïðèåìîâ.

3. Ïîïûòêà âàðüèðîâàíèÿ çàìåíÿþùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè ïðè ïîìîùè äî-
ïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

21 ïðèåì.

(a) Ïðèìåíåíèå äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ê çàìåíÿþùåé ÷àñòè è îá-
ðàòíàÿ ñâåðòêà ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

7 ïðèåìîâ.

i. Ïðåîáðàçîâàíèå áåç äîáàâëåíèÿ àíòåöåäåíòîâ. 5 ïðèåìîâ.
ii. Äîáàâëÿåòñÿ àíòåöåäåíò - íåäîñòàþùèé äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ôðàãìåíò

çàìåíÿþùåé ÷àñòè. 1 ïðèåì.
iii. Èñõîäíàÿ âåðñèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè ïåðåíîñèòñÿ â àíòåöåäåíòâ è ïîçâî-

ëÿåò îòáðîñèòü ÷àñòü êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ çàìåíÿþùåé ÷àñòè ïîñëå
åå ïðåîáðàçîâàíèÿ. 1 ïðèåì.

(b) Äîïîëíèòåëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåîáðàçóåò ôðàãìåíòû çàìåíÿþùåé ÷à-
ñòè â äèçúþíêòèâíî-êîíúþíêòèâíûå êîíñòðóêöèè, è äëÿ èõ ïðèâåäåíèÿ ê
ýëåìåíòàðíîìó âèäó äîáàâëÿþòñÿ íîâûå àíòåöåäåíòû. 1 ïðèåì.

(c) Äîïîëíèòåëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåîáðàçóåò ïîäêâàíòîðíîå óòâåðæäå-
íèå â çàìåíÿþùåé ÷àñòè. 1 ïðèåì.

(d) Ïðîñòîå ïðåîáðàçîâàíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè. 12 ïðèåìîâ.

4. Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ âûâîäà èìïëèêàöèè èç
ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. 1 ïðèåì.

5. Äîïîëíèòåëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïîçâîëÿåò ââåñòè äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå â
çàìåíÿåìóþ ÷àñòü ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ è ñêîððåêòèðîâàòü çàìåíÿþùóþ
÷àñòü. 2 ïðèåìà.

6. Ïðåîáðàçîâàíèå êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ êîíñåêâåíòà ê âèäó äèçúþíêöèè è äî-
áàâëåíèå ê àíòåöåäåíòàì ÷àñòè ïîäñëó÷àåâ. 3 ïðèåìà.

7. Ïðåîáðàçîâàíèå êîíñåêâåíòà èìïëèêàöèè ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè.

11 ïðèåìîâ.

(a) Îïðåäåëåíèå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðîì íàðóøàåòñÿ èñòèííîñòü êîíñåêâåíòà,
îáîáùåíèå åãî ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, è ïåðåíåñåíèå â êîí-
ñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû îïðåäåëÿåìîãî íàéäåííûì îáîáùåíèåì îãðàíè-
÷åíèÿ íà íîâûå ïàðàìåòðû. 1 ïðèåì.
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(b) Ïðåîáðàçîâàíèå êîíñåêâåíòà èìïëèêàöèè ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé ýê-
âèâàëåíòíîñòè. 8 ïðèåìîâ.

(c) Ïðåîáðàçîâàíèå êîíñåêâåíòà èìïëèêàöèè ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé ýê-
âèâàëåíòíîñòè è èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äëÿ âûâîäà ñëåä-
ñòâèé èç ïðåîáðàçîâàííîãî êîíñåêâåíòà. 1 ïðèåì.

(d) Âàðüèðîâàíèå êîñâåííîãî îïðåäåëåíèÿ ïóòåì ýêâèâàëåíòíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ îïðåäåëÿþùåé ÷àñòè. 1 ïðèåì.

8. Âàðüèðîâàíèå îïèñàòåëÿ "êëàññ" ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

12 ïðèåìîâ.

(a) Äîïîëíèòåëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåîáðàçóåò óòâåðæäåíèå ïîä îïèñàòå-
ëåì, ïîñëå ÷åãî âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíàÿ ñâåðòêà ñ ïîìîùüþ èñõîäíîé òåî-
ðåìû. 2 ïðèåìà.

(b) Äîïîëíèòåëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü âàðüèðóåò óòâåðæäåíèå ïîä îïèñàòåëåì
"êëàññ". 10 ïðèåìîâ.

9. Ïîïûòêà îäíîâðåìåííîé ñâåðòêè àíòåöåäåíòîâ è êîíñåêâåíòà ïðè ïîìîùè äî-
ïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. 2 ïðèåìà.

10. Âàðüèðîâàíèå òîæäåñòâà ñ ïîìîùüþ ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðàâåíñòâà. 1 ïðèåì.

Ïðåîáðàçîâàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðàâåíñòâà â òîæäåñòâî

1 ïðèåì.

Ïðåîáðàçîâàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè â èìïëèêàöèþ

15 ïðèåìîâ.

1. Ýêâèâàëåíòíîñòü èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñâåðòêè ôðàãìåíòîâ èìïëèêàöèè, èçâëåêà-
åìîé èç äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà. 1 ïðèåì.

2. Ïðåîáðàçîâàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè â èìïëèêàöèþ è èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëü-
íîé òåîðåìû äëÿ ðåàëèçàöèè àíòåöåäåíòà.

4 ïðèåìà.

(a) Íåïîñðåäñòâåííàÿ ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòà. 3 ïðèåìà.

(b) Êîíòðàïîçèöèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ ðåàëèçàöèè àíòåöåäåíòà. 1
ïðèåì.

3. Ðåàëèçàöèÿ çàìåíÿåìîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. 2 ïðèåìà.

4. Ðåàëèçàöèÿ ôðàãìåíòà çàìåíÿþùåé ÷àñòè è ïðåîáðàçîâàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
â èìïëèêàöèþ, êîíñåêâåíòîì êîòðîé ñòàíîâèòñÿ çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü. 5 ïðèåìîâ.

5. Èäåíòèôèêàöèÿ ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â çàìåíÿþùåé
÷àñòè ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà è âûâîä èìïëèêàöèè. 1 ïðèåì.

6. Çàìåíÿåìàÿ ÷àñòü ïåðåâîäèòñÿ â àíòåöåäåíòû, à çàìåíÿþùàÿ ÷àñòü ïðè ïîìîùè
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû óïðîùàåòñÿ äî ýëåìåíòàðíîãî óòâåðæäåíèÿ. 2 ïðèåìà.
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Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ óñìîòðåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè
êîíñåêâåíòà îäíîìó èç àíòåöåäåíòîâ

1 ïðèåì.

Äîïîëíèòåëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îäíîñòîðîííþþ ìî-
äèôèêàöèþ èñõîäíîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîñëå ÷åãî ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïî-
ïûòêà äîêàçàòü, ÷òî ýòà ìîäèôèêàöèÿ òîæå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ

2 ïðèåìà.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé èìïëèêàöèè äëÿ âàðüèðîâàíèÿ çàìåíÿþ-
ùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè

15 ïðèåìîâ.

1. Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé èìïëèêàöèè äëÿ ðåàëèçàöèè ôðàãìåíòà çàìå-
íÿþùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè. 8 ïðèåìîâ.

2. Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé èìïëèêàöèè äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèÿ èç çàìåíÿ-
þùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè è îáðàòíîé ñâåðòêè ñ ïîìîùüþ òîé æå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè. 3 ïðèåìà.

3. Ïåðåíåñåíèå â àíòåöåäåíòû òåîðåìû íåêîòîðîãî óñëîâèÿ, ïðè êîòîðîì êâàí-
òîð îáùíîñòè â çàìåíÿþùåé ÷àñòè òåðÿåò îäíó èç ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé
ïðèñòàâêè. Çàòåì äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà òèïà òðàíçèòèâíîñòè ïîçâîëÿåò ïå-
ðåôîðìóëèðîâàòü ýòîò êâàíòîð â âèäå ýêâèâàëåíòíîñòè. 1 ïðèåì.

4. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó äëÿ âàðüèðîâàíèÿ êâàíòîðà â
çàìåíÿþùåé ÷àñòè. 3 ïðèåìà.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé èìïëèêàöèè äëÿ âàðüèðîâàíèÿ çàìåíÿå-
ìîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè

10 ïðèåìîâ.

1. Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé èìïëèêàöèè äëÿ ðåàëèçàöèè ôðàãìåíòà çàìå-
íÿåìîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè. 7 ïðèåìîâ.

2. Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé èìïëèêàöèè äëÿ âûâîäà ñëåäñòâèÿ èç çàìåíÿå-
ìîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè è îáðàòíîé ñâåðòêè ñ ïîìîùüþ òîé æå ýêâèâàëåíò-
íîñòè. 2 ïðèåìà.

3. Ïåðåíåñåíèå â àíòåöåäåíòû òåîðåìû åå çàìåíÿþùåé ÷àñòè è íåêîòîðûõ àíòåöå-
äåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, ïðèìåíåíèå êîòîðîé ê çàìåíÿåìîé èìïëèêà-
öèè ïîçâîëÿåò åå ñâåðíóòü. 1 ïðèåì.
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Èñïîëüçîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äëÿ ïåðåõîäà ê íîâûì ïåðå-
ìåííûì

35 ïðèåìîâ.

1. Ñâåðòêà ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ.

26 ïðèåìîâ.

(a) Ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå âèäà îáúåêòîâ äàííîãî òèïà ïîçâîëÿåò ïåðåéòè
â òåîðåìå îò âûðàæåíèÿ äëÿ îáùåãî âèäà îáúåêòîâ òàêîãî òèïà (íàïðèìåð,
"ïðÿìàÿ(AB)") ê ïåðåìåííîé äàííîãî òèïà. 22 ïðèåìà.

(b) Òåîðåìà ïðåîáðàçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, âûðàæàþùåé
ïåðåìåííûå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ îáúåêòîâ çàäàííîãî òèïà ÷åðåç
îäíîìåñòíûå îïåðàöèè íàä òàêèìè îáúåêòàìè. 2 ïðèåìà.

(c) Ïîïûòêà ïåðåéòè â òåîðåìå îò âûðàæåíèÿ äëÿ îáùåãî âèäà îáúåêòîâ çà-
äàííîãî òèïà ê ïåðåìåííîé ýòîãî òèïà è óïðîñòèòü íåêîòîðîå íîâîå âûðà-
æåíèå, ñîäåðæàùåå çàìåíÿåìóþ ÷àñòü òåîðåìû. 2 ïðèåìà.

2. Ðàçâåðòêà ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ.

9 ïðèåìîâ.

(a) Ïåðåõîä îò ïåðåìåííîé äëÿ îáúåêòîâ çàäàííîãî òèïà ê âûðàæåíèþ äëÿ èõ
îáùåãî âèäà. 8 ïðèåìîâ.

(b) Âàðüèðîâàíèå âûðàæåíèÿ äëÿ îáúåêòîâ çàäàííîãî òèïà, èñïîëüçóþùåå äâà
ðàçëè÷íûõ èõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ îïèñàíèÿ. 1 ïðèåì.

Èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèé äëÿ êîîðäèíàò ìíîæåñòâ òî÷åê

5 ïðèåìîâ.

Ïåðåõîä îò êîîðäèíàò îáúåêòà ê ñàìîìó îáúåêòó

1 ïðèåì

Èñïîëüçîâàíèå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòè â óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ

2 ïðèåìà.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé èìïëèêàöèè äëÿ èçâëå÷åíèÿ òîæäåñòâà èç
òåêóùåé èìïëèêàöèè

1 ïðèåì.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ óñòàíîâëå-
íèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè êîíñåêâåíòà îäíîìó èç àíòåöåäåíòîâ

1 ïðèåì.



6.5. Îáîáùåíèå òåîðåìû 1465

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíûõ òîæäåñòâ äëÿ âàðüèðîâàíèÿ ôóíêöèîíàëü-
íîé ïåðåìåííîé

2 ïðèåìà.

Òîæäåñòâî ñ îïèñàòåëåì "êëàññ" ïîðîæäàåò ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ óñëîâèÿ
âêëþ÷åíèÿ ëèáî íåïåðåñå÷åíèÿ äâóõ òàêèõ êëàññîâ, êîòîðîå óïðîùàåòñÿ
ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

1 ïðèåì.

Äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé îïðåäåëèìîñòè
îáúåêòà, ðàññìàòðèâàåìîãî â òåêóùåé òåîðåìå

1 ïðèåì.

6.5 Îáîáùåíèå òåîðåìû
Â ýòîì ðàçäåëå ñîáðàíû ïðèåìû, ïðåäïðèíèìàþùèå ïîïûòêó îáîáùåíèÿ òåîðåìû.
Âñåãî 194 ïðèåìà.

Îòáðàñûâàíèå èçáûòî÷íîãî àíòåöåäåíòà

39 ïðèåìîâ.

1. Îòáðàñûâàíèå èçáûòî÷íîãî îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà. 25 ïðèåìîâ.

2. Îòáðàñûâàíèå èçáûòî÷íîãî îòðèöàíèÿ â îáùåì ñëó÷àå. 4 ïðèåìà.

3. Îòáðàñûâàíèå ðåàëèçóåìîé ãðóïïû àíòåöåäåíòîâ ñ ïåðåìåííîé, íå âõîäÿùåé â
êîíñåêâåíò. 4 ïðèåìà.

4. Îòáðàñûâàíèå àíòåöåäåíòà, ÿâëÿþùåãîñÿ ñëåäñòâèåì êàæäîé èç ÷àñòåé ýêâè-
âàëåíòíîñòè. 1 ïðèåì.

5. Îòáðàñûâàíèå àíòåöåäåíòà - ñëåäñòâèÿ îñòàëüíûõ àíòåöåäåíòîâ. 1 ïðèåì.

6. Ïîïûòêà äîêàçàòü èçáûòî÷íîñòü àíòåöåäåíòà. 3 ïðèåìà.

7. Ïîïûòêà óñìîòðåòü èçáûòî÷íîñòü àíòåöåäåíòà ïîñëå ïîäñòàíîâêè, ïîçâîëÿþ-
ùåé ñîõðàíèòü îñòàëüíûå àíòåöåäåíòû è êîíñåêâåíò. 1 ïðèåì.

Îñëàáëåíèå àíòåöåäåíòîâ

10 ïðèåìîâ.

1. Ïåðåõîä ê îñëàáëåííîìó îòíîøåíèþ â àíòåöåäåíòå ñîõðàíÿåò èñòèííîñòü òåî-
ðåìû. 7 ïðèåìîâ.

2. Óñòðàíåíèå ñâÿçè àíòåöåäåíòà ïî íåêîòîðîé ïåðåìåííîé ñ îñòàëüíîé ÷àñòüþ
òåîðåìû. 1 ïðèåì.
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3. Îòáðàñûâàíèå àíòåöåäåíòà ñ óñëîæíåíèåì êîíñåêâåíòà. 1 ïðèåì.

4. Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ îñëàáëåíèÿ àíòåöåäåíòà. 1 ïðèåì.

Ðàçâÿçêà ïåðåìåííîé

Åñëè â òåîðåìå íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ âñòðå÷àåòñÿ â ðàçëè÷íûõ ìåñòàõ, òî ïîä ðàçâÿç-
êîé åå ïîíèìàåòñÿ ðàçìåùåíèå íà ýòèõ ìåñòàõ ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ, ñ äîáàâëåíèåì
ñâÿçûâàþùåãî íîâûå ïåðåìåííûå ñîîòíîøåíèÿ. 9 ïðèåìîâ.

1. Ðàçâÿçêà ïåðåìåííûõ êîíñåêâåíòà. 5 ïðèåìîâ.

2. Ðàçâÿçêà ïåðåìåííûõ àíòåöåäåíòîâ. 3 ïðèåìà.

3. Ðàçâÿçêà ñâÿçè êîíñåêâåíòà ñ àíòåöåäåíòàìè. 1 ïðèåì.

Ïåðåõîä ê íîâîìó ïàðàìåòðó, îáîçíà÷àþùåìó ñëîæíîå ïîäâûðàæåíèå

36 ïðèåìîâ.

1. Îáîçíà÷åíèå íîâûì ïàðàìåòðîì íå ñîäåðæàùåãî íåèçâåñòíûõ ïîäòåðìà. 4 ïðè-
åìà.

2. Îáîçíà÷åíèå íîâûì ïàðàìåòðîì ïîäòåðìà êîíñåêâåíòà. 12 ïðèåìîâ.

3. Îáîçíà÷åíèå íîâûì ïàðàìåòðîì ïîäòåðìà àíòåöåäåíòà. 3 ïðèåìà.

4. Èñêëþ÷åíèå îïåðàöèè òèïà "îòðèöàíèå". 15 ïðèåìîâ.

5. Ââîä ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé, îáîçíà÷àþùåé ñòàðîå âûðàæåíèå ñ ôóíê-
öèîíàëüíûìè ïåðåìåííûìè. 2 ïðèåìà.

Äîìíîæåíèå îáåèõ ÷àñòåé äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ íà âûðàæåíèå ñ íîâûì
ïàðàìåòðîì

28 ïðèåìîâ.

1. Äîìíîæåíèå îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà â êîíñåêâåíòå íà âûðàæåíèå ñ íîâûì ïà-
ðàìåòðîì.

25 ïðèåìîâ.

(a) Äîìíîæåíèå îáåèõ ÷àñòåé òîæäåñòâà íà íîâûé ïàðàìåòð è ïåðåìåùåíèå
åãî âãëóáü çàìåíÿåìîé ÷àñòè. 23 ïðèåìà.

(b) Äîìíîæåíèå îáåèõ ÷àñòåé òîæäåñòâà íà âûðàæåíèå ñ íîâûì ïàðàìåòðîì.
2 ïðèåìà.

2. Äîìíîæåíèå îáåèõ ÷àñòåé äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ â àíòåöåäåíòå íà âûðàæåíèå
ñ íîâûì ïàðàìåòðîì. 1 ïðèåì.

3. Äîìíîæåíèå íà íîâûé ïàðàìåòð îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà â çàìåíÿåìîé ÷àñòè
ýêâèâàëåíòíîñòè. 2 ïðèåìà.
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Ââîä äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà çàìåíÿþùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ó÷å-
òà âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ

6 ïðèåìîâ.

Óñìîòðåíèå âîçìîæíîñòè ïåðåíåñòè àíòåöåäåíò â êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû
çàìåíÿþùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè

3 ïðèåìà.

Îáîáùåíèå òîæäåñòâà ëèáî ýêâèâàëåíòíîñòè ïóòåì ïîäñòàíîâêè âìåñòî
ïåðåìåííîé âûðàæåíèÿ ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè

34 ïðèåìà.

1. Ââîä áåñïîâòîðíîãî âíåøíåãî ïàðàìåòðà. 13 ïðèåìîâ.

2. Ââîä áåñïîâòîðíîãî äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà îïåðàíäà. 8 ïðèåìîâ.

3. Ââîä ïîâòîðíîãî äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà îïåðàíäà. 4 ïðèåìà.

4. Ââîä ôóíêöèîíàëüíîãî áåñïîâòîðíîãî âíåøíåãî ïàðàìåòðà. 3 ïðèåìà.

5. Ââîä ôóíêöèîíàëüíîãî áåñïîâòîðíîãî äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà îïåðàíäà. 1
ïðèåì.

6. Ââîä âíåøíåé äâóìåñòíîé îïåðàöèè íàä ñëîæíîé îäíîìåñòíîé. 2 ïðèåìà.

7. Ââîä êîýôôèöèåíòà ïðè ïîâòîðíîì âõîæäåíèè ïåðåìåííîé. 2 ïðèåìà.

8. Ââîä êîýôôèöèåíòà ïðè áåñïîâòîðíîé ïåðåìåííîé. 1 ïðèåì.

Îáîáùåíèå òîæäåñòâà ïóòåì ïåðåíåñåíèÿ â óñëîâíîå âûðàæåíèå êîíñå-
êâåíòà

5 ïðèåìîâ.

Ïîäñòàíîâêà âìåñòî ïåðåìåííîé ñëîæíîãî âûðàæåíèÿ

2 ïðèåìà.

Âûðàæåíèå ïàðàìåòðà ÷åðåç äâà íîâûõ ïàðàìåòðà, ðàçíîñèìûõ ïî ðàçíûì
÷àñòÿì äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ

2 ïðèåìà.
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Èíäóêòèâíîå îáîáùåíèå òåîðåìû

14 ïðèåìîâ.

1. Êðàòíîå ïðèìåíåíèå óïðîùàþùåãî òîæäåñòâà. 6 ïðèåìîâ.

2. Ïåðåõîä îò îáû÷íîé îïåðàöèè ê îïåðàöèè íàä êîíå÷íûì ñåìåéñòâîì. 10 ïðèå-
ìîâ.

3. Ïåðåõîä îò îïåðàöèè òèïà óìíîæåíèÿ ê îïåðàöèè òèïà ñòåïåíè. 3 ïðèåìà.

4. Îáîáùåíèå òîæäåñòâà äëÿ àññîöèàòèâíîé äâóìåñòíîé îïåðàöèè íà íàáîðû ïðî-
èçâîëüíîé äëèíû. 1 ïðèåì.

Ðàçðåøåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè îòíîñèòåëüíî ñëîæíîãî ïîäòåðìà

1 ïðèåì.

Îáîáùåíèå ïóòåì ïîäñòàíîâêè â äîïîëíèòåëüíîå òîæäåñòâî

3 ïðèåìà.

1. Äîïîëíèòåëüíîå òîæäåñòâî ïîçâîëÿåò ââåñòè âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð âíóò-
ðè èñõîäíîãî òîæäåñòâà. 1 ïðèåì.

2. Äîïîëíèòåëüíîå òîæäåñòâî îáîáùàåò çàìåíÿåìóþ ÷àñòü èñõîäíîãî òîæäåñòâà,
îòáðàñûâàÿ èç íåå íåêîòîðûå ôðàãìåíòû. 2 ïðèåìà.

Îáîáùåíèå âèäà óðàâíåíèÿ, ðàçðåøàåìîãî ýêâèâàëåíòíîñòüþ

1 ïðèåì.

Îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò ìíîæåñòâà òî÷åê ïóòåì èçìåíåíèÿ
ñèñòåìû êîîðäèíàò

1 ïðèåì.

6.6 Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ âûâîäà
ñëåäñòâèé òåîðåìû

Â ýòîì ðàçäåëå ñîáðàíû ïðèåìû, ó êîòîðûõ îñíîâíóþ ðîëü ïðè âûâîäå ñëåäñòâèÿ
òåîðåìû èãðàåò íåêîòîðàÿ çàäà÷à íà îïèñàíèå. Âñåãî 95 ïðèåìîâ.

Çàìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå îáðàùåíèÿ ê çàäà÷àì ëþáûõ òèïîâ, ïðè÷åì íåîäíî-
êðàòíûå, ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ è âî âñåõ îñòàëüíûõ ïðèåìàõ âûâîäà òåîðåì. Íàïðèìåð,
çàâåðøàþùåå ðåäàêòèðîâàíèå òåîðåìû ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà ïðå-
îáðàçîâàíèå. Ïîýòîìó îòíåñåíèå ïðèåìîâ ê äàííîìó è ñëåäóþùèì òðåì ðàçäåëàì
êëàññèôèêàöèè îçíà÷àåò ëèøü òî, ÷òî â íèõ ðåøåíèå çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì
ìîìåíòîì.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðàÿ õàðàêòåðèñòèêà âñòðå÷àþùèõñÿ â êîíñåêâåíòå
àòîìàðíûõ âûðàæåíèé. Ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà îïèñàíèå ïðåäïðèíèìàåòñÿ
ïîïûòêà âûðàçèòü äàííóþ õàðàêòåðèñòèêó îäíîãî èç âûðàæåíèé ÷åðåç
õàðàêòåðèñòèêè îñòàëüíûõ

1 ïðèåì.

Ðàçðåøåíèå òîæäåñòâà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ïîäâûðàæåíèÿ

11 ïðèåìîâ.

Ðàçðåøåíèå çàìåíÿåìîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî
ïîäâûðàæåíèÿ

1 ïðèåì.

Ðàçðåøåíèå îòíîøåíèÿ â êîíñåêâåíòå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ïîäâûðà-
æåíèÿ

2 ïðèåì.

Çàíóëåíèå ôðàãìåíòà çàìåíÿåìîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè ëèáî òîæäåñòâà

2 ïðèåìà.

Ðàçðåøåíèå çàìåíÿþùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà

2 ïðèåìà.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ ñîçäàíèÿ ñèñòåìû èç äâóõ
óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè

2 ïðèåìà.

Ðåøåíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçè îáúåêòîâ òåêóùåé è
äîïîëíèòåëüíîé òåîðåì

1 ïðèåì.

Îäíîçíà÷íîå îïðåäåëåíèå âàðüèðóåìûõ ïåðåìåííûõ êâàíòîðà ñóùåñòâî-
âàíèÿ â êîíñåêâåíòå ïîñëå äîáàâëåíèÿ íîâûõ àíòåöåäåíòîâ

3 ïðèåìà.

Ïåðåõîä îò ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàäàíèÿ êëàññà ê íåïîñðåäñòâåííîìó

3 ïðèåìà.
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Ïîïûòêà âàðüèðîâàíèÿ îïèñàòåëÿ

5 ïðèåìîâ.

Âàðüèðîâàíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ

1 ïðèåì.

Ïîïûòêà ðàçðåøåíèÿ ïîäêâàíòîðíîãî óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ÷àñòè
ïåðåìåííûõ ñâÿçûâàþùåé ïðèñòàâêè

2 ïðèåìà.

Ïîëó÷åíèå ÿâíîãî îïèñàíèÿ äëÿ çàäàííîãî óñëîâèÿ

56 ïðèåìîâ.

1. Óñìîòðåíèå ñòàíäàðòíûõ ñâîéñòâ îïðåäåëÿåìîãî ìíîæåñòâà. 8 ïðèåìîâ.

2. Óñìîòðåíèå ïåðåíåñåíèÿ ñâîéñòâ èñõîäíûõ ôóíêöèé íà ñâîéñòâî îïåðàöèè íàä
ôóíêöèÿìè. 11 ïðèåìîâ.

3. Îïðåäåëåíèå ñòàíäàðòíûõ ñâîéñòâ îïðåäåëÿåìîé ôóíêöèè. 9 ïðèåìîâ.

4. Ïîïûòêà âûðàçèòü êîîðäèíàòû îäíîãî îáúåêòà ÷åðåç êîîðäèíàòû äðóãîãî. 5
ïðèåìîâ.

5. Ïîïûòêà âû÷èñëèòü çíà÷åíèå îïðåäåëÿåìîé îïåðàöèè íà äðóãèõ îïåðàöèÿõ ðàç-
äåëà. 7 ïðèåìîâ.

6. Îïðåäåëåíèå ñòàíäàðòíûõ ñâîéñòâ îïðåäåëÿåìîé äâóìåñòíîé îïåðàöèè. 2 ïðè-
åìà.

7. Îïðåäåëåíèå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ôðàãìåíò òåîðåìû ñòàíîâèòñÿ òîæäåñòâåí-
íî ëîæíûì ëèáî òîæäåñòâåííî èñòèííûì. 1 ïðèåì.

8. Ñðàâíåíèå äâóõ êâàíòîðíûõ îïðåäåëåíèé. 1 ïðèåì.

9. Îïðåäåëåíèå ñòàíäàðòíûõ ñâîéñòâ ÷èñëîâîãî àòîìà. 6 ïðèåìîâ.

10. Îïðåäåëåíèå ñâÿçè ÷èñëîâûõ àòîìîâ ñ êîîðäèíàòàìè. 2 ïðèåìà.

11. Ïîïûòêà îïðåäåëèòü ïî óðàâíåíèþ äëÿ êîîðäèíàò ìíîæåñòâà òî÷åê íåêîòîðûå
ïàðàìåòðû. 2 ïðèåìà.

12. Ïîïûòêà îïðåäåëèòü óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿ-
þùåãî äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ. 1 ïðèåì.

13. Ïîïûòêà îïèñàòü êëàññ çíà÷åíèé îïåðàöèè. 1 ïðèåì.
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Ïîïûòêà ðåøèòü óðàâíåíèå

3 ïðèåìà.

1. Ïîïûòêà ðåøèòü ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå ñ îïðåäåëÿåìîé îïåðàöèåé. 2 ïðèåìà.

2. Ïîïûòêà ðàçðåøèòü îòíîøåíèÿ ðàçäåëà îòíîñèòåëüíî îïðåäåëÿåìîé îäíîìåñò-
íîé îïåðàöèè. 1 ïðèåì.

Îïåðàíäû X ïîäòåðìà T çàìåíÿåìîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ ïî åãî çíà÷åíèþ. Ýòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, â êîòîðîé ïîäòåðì T çàìåíÿåìîé ÷àñòè îáîçíà÷åí âñïîìîãà-
òåëüíîé ïåðåìåííîé, ïðè÷åì îäíà èç ÷àñòåé ýêâèâàëåíòíîñòè - êâàíòîð
îáùíîñòè ïî íåêîòîðîìó ïàðàìåòðó ñïèñêà X

1 ïðèåì.

Ïîïûòêà âûðàçèòü õàðàêòåðèñòèêó îïåðàöèè ÷åðåç òàêèå æå õàðàêòåðè-
ñòèêè îïåðàíäîâ

1 ïðèåì.

Âûâîä ÿâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ èç ïðîñòîé èìïëèêàöèè

1 ïðèåì.

6.7 Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äëÿ âû-
âîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

Â ýòîì ðàçäåëå ñîáðàíû ïðèåìû, ó êîòîðûõ îñíîâíóþ ðîëü ïðè âûâîäå ñëåäñòâèÿ
òåîðåìû èãðàåò íåêîòîðàÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå. Âñåãî 89 ïðèåìîâ.

Âûâîä ñëåäñòâèé èç àíòåöåäåíòîâ è êîíñåêâåíòà

35 ïðèåìîâ.

1. Âûâîä íîâûõ òåîðåì ïóòåì àíàëèçà îáúåäèíåííîãî ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ è ÷à-
ñòåé îïðåäåëÿþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè. 9 ïðèåìîâ.

2. Âûâîä íîâûõ òåîðåì ïóòåì àíàëèçà îáúåäèíåííîãî ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ è êîí-
ñåêâåíòà. 12 ïðèåìîâ.

3. Âûâîä ñëåäñòâèé òîëüêî èç àíòåöåäåíòîâ. 1 ïðèåì.

4. Ïîïîëíåíèå êîíñåêâåíòà äîïîëíèòåüíûìè ñëåäñòâèÿìè àíòåöåäåíòîâ. 2 ïðèåìà.

5. Âûâîä ñëåäñòâèé èç àíòåöåäåíòîâ è îáåèõ ÷àñòåé îïðåäåëÿþùåé ýêâèâàëåíòíî-
ñòè äëÿ ðåàëèçàöèè àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. 1 ïðèåì.



1472 Ãëàâà 6. Ïîïûòêà êëàññèôèêàöèè ïðèåìîâ âûâîäà òåîðåì

6. Ðåøåíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äëÿ âûðàæåíèÿ ñòàðûõ ïàðàìåòðîâ ÷åðåç íî-
âûå. 1 ïðèåì.

7. Ïî èòîãàì ïðåäâàðèòåëüíîãî àíàëèçà ñëåäñòâèé èç àíòåöåäåíòîâ è îáåèõ ÷àñòåé
ýêâèâàëåíòíîñòè ôîðìèðóåòñÿ íåêîòîðîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå A. Ïîñëå àíà-
ëèçà ïîïîëíåííîãî ýòèì óñëîâèåì êîíòåêñòà âûÿâëÿþòñÿ íîâûå óòâåðæäåíèÿ.
Èç îòðèöàíèÿ òàêèõ óòâåðæäåíèé âûâîäèòñÿ îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ A. 1 ïðè-
åì.

8. Àíàëèç îáúåäèíåíèÿ äâóõ êîíòåêñòîâ - èñõîäíîãî îáúåäèíåíèÿ àíòåöåäåíòîâ
ñ ÷àñòÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè â êîíñåêâåíòå è êîíòåêñòà, ïîëó÷åííîãî çàìåíîé
íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà íà íîâóþ ïåðåìåííóþ. 1 ïðèåì.

9. Àíàëèç ñëåäñòâèé èç àíòåöåäåíòîâ è ïîäêâàíòîðíûõ óòâåðæäåíèé êâàíòîðà
ñóùåñòâîâàíèÿ. 3 ïðèåìà.

10. Ïîïîëíåíèå ñïèñêà àíòåöåäåíòîâ ðàâåíñòâàìè äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ îáîçíà÷å-
íèé ïîäòåðìîâ êîíñåêâåíòà. Ñëåäñòâèå ñ ýòèìè îáîçíà÷åíèÿìè ïðåîáðàçóåòñÿ
ñîãëàñíî èñõîäíîé ñâÿçè ìåæäó îáîçíà÷åííûìè ïîäòåðìàìè. 1 ïðèåì.

11. Âûâîä ñëåäñòâèé àíòåöåäåíòîâ è êîíñåêâåíòà ñ íàâåøèâàíèåì êâàíòîðà ñóùå-
ñòâîâàíèÿ. 3 ïðèåìà.

Âûâîä ñëåäñòâèé èç àíòåöåäåíòîâ è óòâåðæäåíèé ïîä êâàíòîðîì ñóùå-
ñòâîâàíèÿ â êîíñåêâåíòå

2 ïðèåìà.

Âûâîä ñëåäñòâèé èç àíòåöåäåíòîâ è óñëîâèÿ, ñâÿçàííîãî ñ êîíñåêâåíòîì

9 ïðèåìîâ.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ãèïîòåçû

5 ïðèåìîâ.

Ðåøåíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå ñ öåëüþ èñêëþ÷èòü çàäàííûå ïîäâûðà-
æåíèÿ

19 ïðèåìîâ.

Ïîïûòêà óñìîòðåíèÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåííîé ïîä êâàíòî-
ðîì ñóùåñòâîâàíèÿ

3 ïðèåìà.

Àíàëèç óòâåðæäåíèÿ òèïà "äëÿëþáîãî ñóùåñòâóåò äëÿëþáîãî"

3 ïðèåìà.
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Èçìåíåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò ìíîæåñòâà îáúåêòîâ

5 ïðèåìîâ.

Âûâîä ñëåäñòâèé ñ ïðèâëå÷åíèåì äîïîëíèòåëüíûõ ïîñòðîåíèé

3 ïðèåìà.

Äîáàâëåíèå àíòåöåäåíòîâ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â êîí-
ñåêâåíòå

1 ïðèåì.

Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà èññëåäîâàíèå äëÿ óñìîòðåíèÿ âîçìîæíîé çàìå-
íû ïåðåìåííîé

1 ïðèåì.

Âûâîä ñëåäñòâèé èç àíòåöåäåíòîâ è çàìåíÿþùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè
ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê íèì íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè

1 ïðèåì.

Àíàëèç àíòåöåäåíòîâ è êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû, ñ äîáàâëåíèåì ôðàã-
ìåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

2 ïðèåìà.

6.8 Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ âû-
âîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

Â ýòîì ðàçäåëå ñîáðàíû ïðèåìû, ó êîòîðûõ îñíîâíóþ ðîëü ïðè âûâîäå ñëåäñòâèÿ
òåîðåìû èãðàåò íåêîòîðàÿ çàäà÷à íà ïðåîáðàçîâàíèå. Âñåãî 9 ïðèåìîâ.

Óïðîùåíèå õàðàêòåðèñòèêè îïðåäåëÿåìîãî îáúåêòà

6 ïðèåìîâ.

Ïðîâåðêà ñòàíäàðòíîãî òîæäåñòâà äëÿ îïðåäåëÿåìîé îïåðàöèè

1 ïðèåì.

Ïîïûòêà óïðîñòèòü ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè ê ñòàíäàðòíîé îïåðà-
öèè íàä åå àðãóìåíòîì

1 ïðèåì.
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Ðàññìîòðåíèå ýêñòðåìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà

1 ïðèåì.

6.9 Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî äëÿ âû-
âîäà ñëåäñòâèé òåîðåìû

Â ýòîì ðàçäåëå ñîáðàíû ïðèåìû, ó êîòîðûõ îñíîâíóþ ðîëü ïðè âûâîäå ñëåäñòâèÿ
òåîðåìû èãðàåò íåêîòîðàÿ çàäà÷à íà äîêàçàòåëüñòâî. Âñåãî 58 ïðèåìîâ.

Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî îäèí èç àíòåöåäåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðî÷èõ àí-
òåöåäåíòîâ è êîíñåêâåíòà, è ïåðåñòàíîâêà èõ ìåñòàìè

3 ïðèåìà.

Âûâîä ýêâèâàëåíòíîñòè êîíñåêâåíòà êîíúþíêöèè ÷àñòè àíòåöåäåíòîâ

12 ïðèåìîâ.

Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â êîíñåêâåíòå ïóòåì ïåðåíåñåíèÿ â
àíòåöåäåíòû ÷àñòè ïîäêâàíòîðíûõ óòâåðæäåíèé

1 ïðèåì.

Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ â îäíîé èç ÷àñòåé ýêâèâàëåíòíîñòè
ïóòåì ïåðåíåñåíèÿ â àíòåöåäåíòû ÷àñòè ïîäêâàíòîðíûõ óòâåðæäåíèé

1 ïðèåì.

Ïîïûòêà âûâåñòè ýêâèâàëåíòíîñòü êîíñåêâåíòà ðåçóëüòàòó íàâåøèâàíèÿ
êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ íà ÷àñòü àíòåöåäåíòîâ

1 ïðèåì.

Ïîïûòêà âûâåñòè ýêâèâàëåíòíîñòü àíòåöåäåíòà ðåçóëüòàòó íàâåøèâàíèÿ
êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ íà êîíñåêâåíò è ÷àñòü äðóãèõ àíòåöåäåíòîâ

1 ïðèåì.

Ïåðåíåñåíèå îòðèöàíèÿ îäíîãî èç àíòåöåäåíòîâ â äèçúþíêòèâíûå ÷ëåíû
çàìåíÿþùåé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè, ñëóæàùåé êîíñåêâåíòîì

1 ïðèåì.

Ïåðåíåñåíèå îäíîãî èç àíòåöåäåíòîâ â êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû ýêâèâàëåíò-
íîñòè, ñëóæàùåé êîíñåêâåíòîì

1 ïðèåì.
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Ïîïûòêà ïåðåíåñòè îòðèöàíèå äèçúþíêòèâíîãî ÷ëåíà îäíîé ÷àñòè ýêâè-
âàëåíòíîñòè â êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû äðóãîé ÷àñòè

1 ïðèåì.

Ïðîâåðêà ñòàíäàðòíîãî ñâîéñòâà îïåðàöèè ëèáî îòíîøåíèÿ

22 ïðèåìà.

Ïðîâåðêà ñîõðàíåíèÿ îïðåäåëÿåìîãî ñâîéñòâà ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ýëåìåí-
òàðíûõ îïåðàöèé ðàçäåëà

5 ïðèåìîâ.

Ïîïûòêà ïîëó÷èòü ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå èç ïðîñòîé èìïëèêàöèè

1 ïðèåì.

Ïîïûòêà ïîëó÷èòü ÿâíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå èç êîñâåííîãî

1 ïðèåì.

Ïîïûòêà ïîëó÷èòü ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ êîíñêâåíòà è îäíîãî èç àíòåöå-
äåíòîâ

1 ïðèåì.

Ïîïûòêà äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû, ïîäñêàçàííîé ïðåäìåòíîé îáëàñòüþ

6 ïðèåìîâ.

6.10 Âàðüèðîâàíèå àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû
Â ýòîì ðàçäåëå ñîáðàíû ïðèåìû, ïðåäïðèíèìàþùèå ïîïûòêó ïðåîáðàçîâàòü îäèí
ëèáî íåñêîëüêî àíòåöåäåíòîâ òåîðåìû - çà ñ÷åò òîæäåñòâà, ýêâèâàëåíòíîñòè, ëè-
áî èìïëèêàöèè, ðåàëèçóþùåé àíòåöåäåíò. Àíòåöåäåíòû äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû,
èñïîëüçîâàííîé äëÿ òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, äîáàâëÿþòñÿ ê àíòåöåäåíòàì èñõîäíîé
òåîðåìû. Âñåãî â ðàçäåëå 176 ïðèåìîâ.

Ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòà òåêóùåé òåîðåìû

Îáû÷íî ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòà ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå óíèôèêàöèè åãî ñ êîí-
ñåêâåíòîì äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. Ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíûå àíòåöåäåíòû ñóùå-
ñòâåííî ïðîùå ðåàëèçîâàííîãî ëèáî âîîáùå îòñóòñòâóþò.

56 ïðèåìîâ.

1. Ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòà ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðóþ íàõîäèò
ñïðàâî÷íèê ïîèñêà òåîðåì. 30 ïðèåìîâ.



1476 Ãëàâà 6. Ïîïûòêà êëàññèôèêàöèè ïðèåìîâ âûâîäà òåîðåì

2. Ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòà ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé òåîðåìû, îïðåäåëÿåìîé ïðè
ïðîñìîòðå ðàçäåëà áàçû òåîðåì. 11 ïðèåìîâ.

3. Ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòà ñ ïîìîùüþ äðóãîé òåîðåìû òåêóùåãî ñïèñêà âûâîäà.
6 ïðèåìîâ.

4. Ðåàëèçàöèÿ êîíñåêâåíòà êâàíòîðíîãî àíòåöåäåíòà ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîé
òåîðåìû. 1 ïðèåì.

5. Ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòà áåç ïðèâëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì. 8 ïðèåìîâ.

Ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

14 ïðèåìîâ.

1. Ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðóþ íàõîäèò ñïðàâî÷-
íèê ïîèñêà òåîðåì. 7 ïðèåìîâ.

2. Ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, íàõîäÿùåéñÿ â òåêóùåì ñïèñ-
êå âûâîäà. 2 ïðèåìà.

3. Ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû è ââîä êâàíòîðà ñóùåñòâî-
âàíèÿ ïî íîâûì ïàðàìåòðàì. 1 ïðèåì.

4. åðåôîðìóëèðîâêà àíòåöåäåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ïðè ïîìîùè êîíñåêâåí-
òà òåêóùåé òåîðåìû. 1 ïðèåì.

5. Ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû, îïðåäåëÿåìîé ïðè ïðîñìîò-
ðå ðàçäåëà áàçû òåîðåì. 2 ïðèåìà.

6. Ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ïîñëå åå êîíòðàïîçèöèè. 1
ïðèåì.

Ðåàëèçàöèÿ àíòåöåäåíòà ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà îïèñàíèå

2 ïðèåìà.

Óïðîùåíèå àíòåöåäåíòà

38 ïðèåìîâ.

1. Èñêëþ÷åíèå ìíîãîìåñòíîãî ïðåäèêàòà â àíòåöåäåíòàõ. 10 ïðèåìîâ.

2. Ïåðåõîä ê àíòåöåäåíòàì, èìåþùèì ìåíüøåå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ. 6 ïðèåìîâ.

3. Èñêëþ÷åíèå ñëîæíûõ ïîíÿòèé â àíòåöåäåíòàõ. 20 ïðèåìîâ.

4. Ïåðåõîä ê ñëîæíîìó àíòåöåäåíòó ñ áîëåå ïðîñòûìè îïåðàíäàìè. 1 ïðèåì.

5. Îáðàáîòêà àíòåöåäåíòà óïðîùàþùåé ýêâèâàëåíòíîñòüþ. 1 ïðèåì.

Óñèëåíèå àíòåöåäåíòà

5 ïðèåìîâ.
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Ñóæåíèå òåîðåìû ïóòåì äîáàâëåíèÿ àíòåöåäåíòà, óïðîùàþùåãî èäåíòè-
ôèêàöèþ

1 ïðèåì.

Âàðüèðîâàíèå ñëîæíîãî àíòåöåäåíòà

32 ïðèåìà

1. Ïîïûòêà ñâåñòè îäíî ðàâåíñòâî ê äðóãîìó. 10 ïðèåìîâ.

2. Âàðüèðîâàíèå àíòåöåäåíòà äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. 9 ïðèåìîâ.

3. Âàðüèðîâàíèå ïîäâûðàæåíèÿ àíòåöåäåíòà. 4 ïðèåìà.

4. Ïåðåôîðìóëèðîâêà àíòåöåäåíòà ÷åðåç êîîðäèíàòû îáúåêòîâ. 1 ïðèåì.

5. Âàðüèðîâàíèå àíòåöåäåíòà ýêâèâàëåíòíîñòüþ ïåðåãðóïïèðîâî÷íîãî òèïà. 3 ïðè-
åìà.

6. Ïîïûòêà ñâåñòè îäíî íåðàâåíñòâî ê äðóãèì. 2 ïðèåìà.

7. Ïîïûòêà âûâåñòè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå èç àëüòåðíàòèâíîãî àíòåöåäåíòà. 1
ïðèåì.

8. Âàðüèðîâàíèå àíòåöåäåíòà, âîçíèêàþùåãî ïîñëå êîíòðàïîçèöèè èìïëèêàöèè. 1
ïðèåì.

9. Ïîïûòêà ñâåñòè àíòåöåäåíò ê òîìó æå îòíîøåíèþ, ÷òî è ó êîíñåêâåíòà. 1 ïðèåì.

Ðàçâÿçêà ïàðàìåòðîâ àíòåöåäåíòà ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû

9 ïðèåìîâ.

1. Ðàçâÿçêà äâóõ àíòåöåäåíòîâ, èìåþùèõ îáùèå ïàðàìåòðû. 2 ïðèåìà.

2. Ðàçâÿçêà ïîäâûðàæåíèÿ àíòåöåäåíòà. 1 ïðèåì.

3. Ðàçâÿçêà àíòåöåäåíòà, èìåþùåãî îáùèé ïàðàìåòð ñ êîíñåêâåíòîì. 5 ïðèåìîâ.

4. Ðàçâÿçêà ïîäâûðàæåíèÿ êîíñåêâåíòà. 1 ïðèåì.

Ãðóïïèðîâêà íåñêîëüêèõ àíòåöåäåíòîâ â îäèí

3 ïðèåìà.

1. Ãðóïïèðîâêà àíòåöåäåíòîâ èñõîäíîé òåîðåìû. 2 ïðèåìà.

2. Ãðóïïèðîâêà àíòåöåäåíòîâ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû. 1 ïðèåì.
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Îäíîâðåìåííîå îñëàáëåíèå àíòåöåäåíòîâ è êîíñåêâåíòà

7 ïðèåìîâ.

1. Ïåðåõîä ê îñëàáëåííûì îòíîøåíèÿì. 3 ïðèåìà.

2. Ïåðåíåñåíèå àíòåöåäåíòà ïîä êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ â êîíñåêâåíò. 2 ïðèåìà.

3. Ïîãëîùåíèå àíòåöåäåíòà áîëåå îáùèì ïîíÿòèåì è ïðåîáðàçîâàíèå êîíñåêâåíòà
â äèçúþíêöèþ, ó÷èòûâàþùóþ àëüòåðíàòèâíûå ñëó÷àè íîâîãî àíòåöåäåíòà. 2
ïðèåìà.

Ïåðåíåñåíèå ôðàãìåíòà êîíñåêâåíòà â àíòåöåäåíòû è ðåàëèçàöèÿ íîâîãî
àíòåöåäåíòà

2 ïðèåìà.

Óñèëåíèå àíòåöåäåíòà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ êîíñåêâåíòà

4 ïðèåìà.

Èñêëþ÷åíèå êâàíòîðíîãî àíòåöåäåíòà è ââîä óñëîâíîãî âûðàæåíèÿ â êîí-
ñåêâåíòå

1 ïðèåì.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû äëÿ îïðîâåðæåíèÿ àíòåöåäåíòà

1 ïðèåì.

Îñëàáëåíèå àíòåöåäåíòà ïóòåì ââîäà äîïîëíèòåëüíûõ àíòåöåäåíòîâ

1 ïðèåì.

6.11 Òåîðåìà, ïîäãîòàâëèâàþùàÿ ñðàáàòûâàíèå äðó-
ãèõ ïðèåìîâ

Íåêîòîðûå ïðèåìû ðåøàòåëÿ ëèøü ïîäãîòàâëèâàþò ñðàáàòûâàíèå äðóãèõ ïðèåìîâ,
âûïîëíÿþùèõ ñóùåñòâåííûé øàã ðåøåíèÿ. Äëÿ âûâîäà òåîðåì òàêèõ ïðèåìîâ ïîêà
ñîçäàí åäèíñòâåííûé ïðèåì, âàðüèðóþùèé øàáëîí äëÿ ñòàíäàðòíîãî âèäà óðàâíå-
íèÿ.

6.12 Ïîëó÷åíèå äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû ïðîãðàì-
ìèðóþùåãî âûâîäà

Â ðàçäåëå ñîáðàíû ïðèåìû, ïðåîáðàçóþùèå òåîðåìó äëÿ ïðèäàíèÿ åé íåêîòîðîãî
ñïåöèàëüíîãî âèäà, êîòîðûé äîëæíà èìåòü äîïîëíèòåëüíàÿ òåîðåìà, ïðèìåíÿåìàÿ â
âûâîäå òåîðåì. Âñåãî 3 ïðèåìà.
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Ðåøåíèå çàäà÷è íà îïèñàíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ òîæäåñòâà, âîçâðàùàþùåãî
èñõîäíîå çíà÷åíèå

1 ïðèåì.

Ïîäñòàíîâêà åäèíèöû äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíîé òåîðåìû çàäàííîãî
âèäà

2 ïðèåìà.

Âûâîä òåîðåìû ñïðàâî÷íèêà "Ñîêðàùåíèå"

1 ïðèåì.

6.13 Èçâëå÷åíèå òåîðåìû èç ïðîòîêîëà
Â ðàçäåëå ñîáðàíû ïðèåìû, èçâëåêàþùèå èç ïðîòîêîëà òåîðåìû ïðèåìîâ ðåøàòåëÿ.
Âñåãî 8 ïðèåìîâ.

Íåïîñðåäñòâåííîå èçâëå÷åíèå òåîðåìû ïðèåìà èç ïðîòîêîëà

4 ïðèåìà.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ èçâëå÷åíèÿ òåîðåìû
ïðèåìà èç ïðîòîêîëà

3 ïðèåìà.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ èçâëå÷åíèå òåîðåìû ïðè-
åìà èç ïðîòîêîëà

1 ïðèåì.

6.14 Ñîçäàíèå òåîðåìû, ââîäÿùåé íîâûå îáúåêòû
Ïðèåì âûâîäà òåîðåì, ñîçäàþùèé òåîðåìó ïðèåìà ðåøàòåëÿ, ââîäÿùóþ íîâûå îáú-
åêòû, ïîêà åäèíñòâåííûé.

6.15 Ñîçäàíèå êâàçèïðîòîêîëà
Â ðàçäåëå ñîáðàíû ïðèåìû, ñîçäàþùèå êâàçèïðîòîêîëû. Âñåãî 8 ïðèåìîâ.

6.16 Ñîçäàíèå ïðîòîêîëà
Â ðàçäåëå ñîáðàíû ïðèåìû, ñîçäàþùèå ïðîòîêîëû. Âñåãî 6 ïðèåìîâ.



Ãëàâà 7

Ïðèìåðû öåïî÷åê âûâîäà òåîðåì

Ïðè îáó÷åíèè ñèñòåìû âûâîäà òåîðåì íàèáîëåå ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ïåðâûé øàã
- ïëàíèðîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåõîäîâ îò "èçâåñòíûõ" òåîðåì, âåäóùåé ê
òðåáóåìîé èòîãîâîé òåîðåìå. Êàæäûé ïåðåõîä äîëæåí áûòü êàê ìîæíî ëó÷øå ìî-
òèâèðîâàí, ÷òîáû ôàêò "îòêðûòèÿ" âûãëÿäåë íàèáîëåå åñòåñòâåííûì. Ïðè íàëè÷èè
òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîçäàíèå ñàìèõ ïðèåìîâ âûâîäà òåîðåì, ðåàëèçóþùèõ åå,
ÿâëÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíî íåñëîæíûì äåëîì, òðåáóþùèì ëèøü âëàäåíèÿ òåõíèêîé.

Ïðèìåðû, ñîïðîâîæäàâøèå ïðèåìû âûâîäà òåîðåì, èìåëè ñóãóáî ëîêàëüíûé õàðàê-
òåð. Âñþ öåïî÷êó âûâîäà, ýëåìåíòàìè êîòîðîé îíè ÿâëÿëèñü, ïî íèì ïðåäñòàâèòü
íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ïðèâåñòè ïðèìåðû òàêèõ öåðî÷åê. ×òîáû íå óòîì-
ëÿòü ÷èòàòåëÿ, îãðàíè÷èìñÿ ëèøü íåñêîëüêèìè ïðèìåðàìè.

Êàæäàÿ öåïî÷êà âûâîäà íà÷èíàåòñÿ ñ íåêîòîðîé ñòàðòîâîé òåîðåìû ÿ÷åéêè âûâîäà
è çàâåðøàåòñÿ òåîðåìîé òîé æå ÿ÷åéêè. Âñå îíè ðåàëèçóþòñÿ ñèñòåìîé àâòîìàòè-
÷åñêè, â îäíîì öèêëå âûâîäà äëÿ äàííîé ÿ÷åéêè. Ïîäçàãîëîâêè ïóíêòîâ öåïî÷êè
ñêîïèðîâàíû èç îãëàâëåíèÿ ïðèåìîâ âûâîäà òåîðåì.

1. Âûâîä ôîðìóëû êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ èç ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ ïðî-
ñòåéøåãî ñòåïåííîãî óðàâíåíèÿ.

ß÷åéêà âûâîäà ðàñïîëîæåíà â ðàçäåëå "Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà" - "Ñòåïåíè" -
"Ïðîñòåéøèå ñòåïåííûå óðàâíåíèÿ" îãëàâëåíèÿ áàçû òåîðåì.

(a) Ñòàðòîâàÿ òåîðåìà:

∀abc(a− ÷èñëî & c− ÷èñëî & b− rational & ÷èñëèòåëü(b)− even &
¬(b = 0)→ ab = c↔ 0 ≤ c & (a = c1/b ∨ a = −c1/b))

(b) Ïîïûòêà ïðîâàðüèðîâàòü ýêâèâàëåíòíîñòü, ðàçðåøàþùóþ óòâåðæäåíèå ñ
åäèíñòâåííûì âõîæäåíèåì íåèçâåñòíîé, ïðè ïîìîùè òîæäåñòâà, ñîçäàþ-
ùåãî êðàòíûå âõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîé.

∀cde(c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→ 2de + d2 = c− e2 ↔
(d = −e +

√
c ∨ d = −(e +

√
c)) & 0 ≤ c)

Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èñïîëüçîâàíà òåîðåìà

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ (a + b)2 = a2 + 2ab + b2
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(c) Îáîáùåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ: âûäåëåíèå íåâûðîæ-
äåííîãî èçâåñòíîãî ïîäâûðàæåíèÿ ñ óíèêàëüíûì ïàðàìåòðîì è çàìåíà åãî
íà íîâûé ïàðàìåòð.

∀ade(d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & a− ÷èñëî→ 2de + d2 = a↔
(d = −e +

√
a + e2 ∨ d = −(e +

√
a + e2)) & 0 ≤ a + e2)

(d) Îáîáùåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ: âûäåëåíèå íåâûðîæ-
äåííîãî èçâåñòíîãî ïîäâûðàæåíèÿ ñ óíèêàëüíûì ïàðàìåòðîì è çàìåíà åãî
íà íîâûé ïàðàìåòð.

∀abd(d− ÷èñëî & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî→ bd + d2 = a↔
(d = −(b +

√
4a + b2)/2 ∨ d = (−b +

√
4a + b2)/2) & 0 ≤ 4a + b2)

(e) Îáîáùåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé:
äîìíîæåíèå îáåèõ ÷àñòåé äâóìåñòíîãî îòíîøåíèÿ íà íîâûé ïàðàìåòð è
äèñòðèáóòèâíàÿ ðàçâåðòêà.

∀abcd(¬(c = 0) & a−÷èñëî & b−÷èñëî & c−÷èñëî & d−÷èñëî→ bcd+cd2 =
ac↔ (d = −(b +

√
4a + b2)/2 ∨ d = (−b +

√
4a + b2)/2) & 0 ≤ 4a + b2)

Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ èñïîëüçîâàíû òåîðåìû:

∀abc(¬(b = 0) & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab = bc↔ a = c)

∀abc(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî→ ab + ac = a(b + c))

(f) Îáîáùåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ: âûäåëåíèå íåâûðîæ-
äåííîãî èçâåñòíîãî ïîäâûðàæåíèÿ ñ óíèêàëüíûì ïàðàìåòðîì è çàìåíà åãî
íà íîâûé ïàðàìåòð.

∀bcde(¬(c = 0) & b−÷èñëî & c−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî→ bcd+cd2 =
e↔ (d = −(b +

√
4e/c + b2)/2 ∨ d = (−b +

√
4e/c + b2)/2) & 0 ≤ 4e/c + b2)

(g) Îáîáùåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ: âûäåëåíèå íåâûðîæ-
äåííîãî èçâåñòíîãî ïîäâûðàæåíèÿ ñ óíèêàëüíûì ïàðàìåòðîì è çàìåíà åãî
íà íîâûé ïàðàìåòð.

∀acde(¬(c = 0) & c−÷èñëî & d−÷èñëî & e−÷èñëî & a−÷èñëî→ ad+cd2 =
e↔ (d = −(a +

√
4ce + a2)/2 ∨ d = (−a +

√
4ce + a2)/2) & 0 ≤ 4ce + a2)

2. Âûâîä ñîîòíîøåíèÿ äëÿ äëèí ñòîðîí òðåóãîëüíèêà è äëèíû ìåäèàíû èç òåîðå-
ìû êîñèíóñîâ.

ß÷åéêà âûâîäà ðàñïîëîæåíà â ðàçäåëå "Ýëåìåíòàðíàÿ ãåîìåòðèÿ" - "Ôèãóðû"
- "Òðåóãîëüíèê" - "Òåîðåìà êîñèíóñîâ".

(a) Ñòàðòîâàÿ òåîðåìà:

∀ABC(A − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & ¬(A = C) & ¬(A = B) →
2l(AB)l(AC) cos(∠(BAC)) = l(AB)2 + l(AC)2)

(b) Ïîïûòêà èñïîëüçîâàíèÿ äâóõ ñîîòíîøåíèé äëÿ èñêëþ÷åíèÿ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîé ôóíêöèè óãëà.

∀defg(¬(d = e) & ¬(e = f) & ¬(e = g) & e ∈ îòðåçîê(df) & d− òî÷êà &
e−òî÷êà & f−òî÷êà & g−òî÷êà→ l(dg)2l(ef)+ l(fg)2l(de) = (l(de)l(ef)+
l(eg)2)(l(de) + l(ef)))

Ñòàðòîâàÿ òåîðåìà èñïîëüçóåòñÿ è êàê îñíîâíàÿ, è êàê äîïîëíèòåëüíàÿ.
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(c) Ïîïûòêà îòáðîñèòü èçáûòî÷íîå îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé ëèáî êîí-
ñòàíòíîìó âûðàæåíèþ â àíòåöåäåíòàõ.

∀defg(f − òî÷êà & d− òî÷êà & ¬(e = f) & ¬(e = g) & e ∈ îòðåçîê(df) &
e−òî÷êà & g−òî÷êà→ l(dg)2l(ef)+l(fg)2l(de) = (l(de)l(ef)+l(eg)2)(l(de)+
l(ef)))

(d) Ïîïûòêà îòáðîñèòü èçáûòî÷íîå îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé ëèáî êîí-
ñòàíòíîìó âûðàæåíèþ â àíòåöåäåíòàõ.

∀defg(f − òî÷êà & d− òî÷êà & ¬(e = g) & e ∈ îòðåçîê(df) & e− òî÷êà &
g − òî÷êà→ l(dg)2l(ef) + l(fg)2l(de) = (l(de)l(ef) + l(eg)2)(l(de) + l(ef)))

(e) Ïîïûòêà îòáðîñèòü èçáûòî÷íîå îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé ëèáî êîí-
ñòàíòíîìó âûðàæåíèþ â àíòåöåäåíòàõ.

∀defg(f − òî÷êà & d− òî÷êà & e ∈ îòðåçîê(df) & e− òî÷êà & g − òî÷êà→
l(dg)2l(ef) + l(fg)2l(de) = (l(de)l(ef) + l(eg)2)(l(de) + l(ef)))

(f) Ïîïûòêà îòîæäåñòâëåíèÿ äâóõ ÷èñëîâûõ àòîìîâ äëÿ ñîêðàùåíèÿ ñîîòíî-
øåíèÿ.

∀defg(¬(d = e) & l(de) = l(ef) & e ∈ îòðåçîê(df) & d− òî÷êà &
e−òî÷êà & f−òî÷êà & g−òî÷êà→ −2l(ef)2−2l(eg)2 + l(dg)2 + l(fg)2 = 0)

(g) Ïîïûòêà îòáðîñèòü èçáûòî÷íîå îòðèöàíèå ðàâåíñòâà ïåðåìåííîé ëèáî êîí-
ñòàíòíîìó âûðàæåíèþ â àíòåöåäåíòàõ.

∀defg(f −òî÷êà & e−òî÷êà & d−òî÷êà & l(de) = l(ef) & e ∈ îòðåçîê(df) &
g − òî÷êà→ −2l(ef)2 − 2l(eg)2 + l(dg)2 + l(fg)2 = 0)

3. Âûâîä ôîðìóëû äëÿ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ïðÿìîé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
èç óñëîâèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ ïðÿìûõ.

ß÷åéêà âûâîäà ðàñïîëîæåíà â ðàçäåëå "Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ" - "Óðàâíå-
íèå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå" - "Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ ïðÿìûõ".

(a) Ñòàðòîâàÿ òåîðåìà:

∀ABCDKabcdefghkpqr(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî &
e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî & h− ÷èñëî & k − ÷èñëî &
p−÷èñëî & q−÷èñëî & r−÷èñëî & A− òî÷êà & B− òî÷êà & C− òî÷êà &
D−òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K) & ¬(C = D) & ¬(A = B) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB),
K) = setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x + a, y + b, z + c), (d, e, f)) & x− ÷èñëî &
y− ÷èñëî & z− ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû(
(u + g, v + h,w + k), (p, q, r)) & u − ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) →
ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD)↔ dp + eq + fr = 0)

(b) Ïåðåõîä ê èìïëèêàöèè, âûâîäÿùåé ñîîòíîøåíèå äëÿ ïàðàìåòðîâ óðàâíå-
íèÿ.

∀abcdefghkpqrABCDK(¬(A = B) & ¬(C = D) & êîîðä(ïðÿìàÿ(AB), K) =
setxyz(ïðîïîðöíàáîðû((x+a, y+b, z+c), (d, e, f)) & x−÷èñëî & y−÷èñëî &
z − ÷èñëî) & êîîðä(ïðÿìàÿ(CD), K) = setuvw(ïðîïîðöíàáîðû((u + g, v +
h,w + k), (p, q, r)) & u− ÷èñëî & v − ÷èñëî & w − ÷èñëî) & a− ÷èñëî &
b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî &
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h− ÷èñëî & k− ÷èñëî & p− ÷èñëî & q− ÷èñëî & r− ÷èñëî & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & ïðÿìàÿ(AB) ⊥ ïðÿìàÿ(CD) &
ïðÿìêîîðä(K)→ dp + eq + fr = 0)

(c) Ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ìíîæåñòâà òî-
÷åê â ÿâíîå çàäàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ è îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò òî÷êè.

∀abcdefghijlmnptu(¬(a = l) & ¬(m = n) & t = h(b+ c)+ i(d+f)+ j(e+ q) & u =
h2 + i2 + j2 & êîîðä(l, p) = (b, d, e) & êîîðä(ïðÿìàÿ(mn), p) = setqrs(q −
÷èñëî & r − ÷èñëî & s − ÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((h, i, j), (c + q, f + r, g +
s))) & a ∈ ïðÿìàÿ(mn) & c− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî &
h− ÷èñëî & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & a− òî÷êà & l− òî÷êà & m− òî÷êà &
n − òî÷êà & ïðÿìàÿ(al) ⊥ ïðÿìàÿ(mn) & ïðÿìêîîðä(p) → êîîðä(a, p) =
(−c + ht/u,−f + it/u,−g + jt/u))

Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà:

∀abcdehijklsBCK(¬(a = s) & ¬(B = C) & êîîðä(s, K) = (b, d, e) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(BC), K) = setxyz(x− ÷èñëî & y − ÷èñëî & z − ÷èñëî &
ïðîïîðöíàáîðû(j, k, l), (c+x, h+y, i+z)) & a ∈ ïðÿìàÿ(BC) & c−÷èñëî &
h− ÷èñëî & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & k − ÷èñëî & l− ÷èñëî & a− òî÷êà &
s − òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & Òðåõìåðí(K) → ∃m(êîîðä(a, K) =
(jm− c, km− h, lm− i) & êîîðä(ïðÿìàÿ(as), K) = setpqr(p− ÷èñëî &
q−÷èñëî & r−÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((p−b, q−d, r−e), (jm−b−c, km−
d− h, lm− e− i))) & m− ÷èñëî))

Ïîñëå èäåíòèôèêàöèè ïðÿìûõ èñõîäíîé òåîðåìû ñ ïðÿìûìè äîïîëíèòåëü-
íîé ñîîòíîøåíèå èç êîíñåêâåíòà èñõîäíîé òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ïàðàìåòðà m. Äàëåå èç-ïîä êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ èçâëåêàåòñÿ
ñîîòíîøåíèå äëÿ êîîðäèíàò òî÷êè a.

(d) Ïîïûòêà àíàëèçà êîíòåêñòà òåîðåìû äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòíîøåíèÿ, íå ñî-
äåðæàùåãî òî÷êè, êîîðäèíàòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ òåîðåìîé.

∀bcdefghijlmnp(¬(m = n) & ¬(l ∈ ïðÿìàÿ(mn)) & êîîðä(l, p) = (b, d, e) &
êîîðä(ïðÿìàÿ(mn), p) = setqrs(q − ÷èñëî & r − ÷èñëî & s− ÷èñëî &
ïðîïîðöíàáîðû((h, i, j), (c + q, f + r, g + s))) & c− ÷èñëî & f − ÷èñëî &
g− ÷èñëî & h− ÷èñëî & i− ÷èñëî & j − ÷èñëî & l− òî÷êà & m− òî÷êà &
n− òî÷êà & ïðÿìêîîðä(p)→ (h(d + f)− i(b + c))2 + (i(e + g)− j(d + f))2 +
(h(e + g)− j(b + c))2 = (h2 + i2 + j2)(ðàññòäîïðÿìîé(l, ïðÿìàÿ(mn)))2)

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà èññëåäîâàíèå, ïîñûëêè êîòîðîé ñóòü àíòåöåäåíòû è
êîíñåêâåíò èñõîäíîé òåîðåìû. Çàäà÷å ñòàâèòñÿ öåëü íà âûâîä ñëåäñòâèé,
íå ñîäåðæàùèõ òî÷êè a. Â ÷àñòíîñòè, âûâîäèòñÿ ñîîòíîøåíèå äëÿ ðàññòî-
ÿíèÿ îò òî÷êè l äî ïðÿìîé mn. Çàòåì, ïðè ïîìîùè çàäà÷è íà îïèñàíèå,
òî÷êà a èñêëþ÷àåòñÿ èç àíòåöåäåíòîâ. Âìåñòî ñîäåðæàâøèõ åå àíòåöåäåí-
òîâ äîáàâëÿåòñÿ àíòåöåäåíò "¬(l ∈ ïðÿìàÿ(mn))".

(e) Ïîïûòêà îòáðîñèòü íåñóùåñòâåííûé àíòåöåäåíò.

∀bcdefghijlmnp(¬(m = n) & êîîðä(l, p) = (b, d, e) & êîîðä(ïðÿìàÿ(mn), p) =
setqrs(q−÷èñëî & r−÷èñëî & s−÷èñëî & ïðîïîðöíàáîðû((h, i, j), (c+q, f +
r, g + s))) & c− ÷èñëî & f − ÷èñëî & g − ÷èñëî & h− ÷èñëî &
i−÷èñëî & j−÷èñëî & l−òî÷êà & m−òî÷êà & n−òî÷êà & ïðÿìêîîðä(p)→
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(h(d + f) − i(b + c))2 + (i(e + g) − j(d + f))2 + (h(e + g) − j(b + c))2 =
(h2 + i2 + j2)(ðàññòäîïðÿìîé(l, ïðÿìàÿ(mn)))2)

4. Âûâîä ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì èç îïðåäåëåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé.

ß÷åéêà âûâîäà ðàñïîëîæåíà â ðàçäåëå "Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç" - "Èíòåãðè-
ðîâàíèå" - "Ïåðâîîáðàçíûå" - "Îïðåäåëåíèå ïåðâîîáðàçíîé".

(a) Ñòàðòîâàÿ òåîðåìà:

∀fg(f − ôóíêöèÿ & Dom(f) ⊆ R & Val(f) ⊆ R → ïåðâîîáðàçíàÿ(f, g) ↔
g − ôóíêöèÿ & Dom(f) = Dom(g) & Val(g) ⊆ R & ∀x(x ∈ Dom(g) →
äèôôåðåíöèðóåìà(g, x) & ïðîèçâîäíàÿ(g, x) = f(x)))

(b) Óñìîòðåíèå ÿâíîãî âûðàæåíèÿ ôóíêöèè ÷åðåç ïàðàìåòðû.

∀g(∀x(x ∈ Dom(g) → äèôôåðåíöèðóåìà(g, x)) & Dom(g) ⊆ R & Val(g) ⊆
R & g −ôóíêöèÿ→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(ïðîèçâîäíàÿ(g, x), x ∈ Dom(g)), g))

(c) Ïðèìåðêà òîæäåñòâ, óïðîùàþùèõ âûðàæåíèå ïîä îïèñàòåëåì "îòîáðàæå-
íèå".

∀acde(Dom(a) = Dom(e) & Dom(e) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & e−ôóíêöèÿ &
ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c) & ïåðâîîáðàçíàÿ(e, d) → ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(x)d(x) +
c(x)e(x), x ∈ Dom(e)), λb(c(b)d(b), b ∈ Dom(e))))

Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà

∀aeg(Dom(e) = Dom(g) & Dom(g) ⊆ R & Val(e) ⊆ R & Dom(g) ⊆ R &
a ∈ Dom(g) & e−ôóíêöèÿ & g −ôóíêöèÿ & äèôôåðåíöèðóåìà(e, a) &
äèôôåðåíöèðóåìà(g, a)→ ïðîèçâîäíàÿ(λc(e(c)g(c), c ∈ Dom(g)), a) =
e(a)ïðîèçâîäíàÿ(g, a) + g(a)ïðîèçâîäíàÿ(e, a))

(d) Ïîïûòêà èñêëþ÷èòü îäèí èç îïåðàíäîâ äëÿ âûäåëåíèÿ íîâîé äâóìåñòíîé
îïåðàöèè.

∀acdei(Dom(a) = Dom(e) & Dom(e) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & e−ôóíêöèÿ &
ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c) & ïåðâîîáðàçíàÿ(e, d) & ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(−c(x)e(x),
x ∈ Dom(e)), i) → ïåðâîîáðàçíàÿ(λk(a(k)d(k), k ∈ Dom(e)), λg(c(g)d(g) +
i(g), g ∈ Dom(e))))

Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà

∀acde(Dom(a) = Dom(e) & Dom(e) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & e−ôóíêöèÿ &
ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c) & ïåðâîîáðàçíàÿ(e, d)→ ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(x)+e(x),
x ∈ Dom(e)), λb(c(b) + d(b), b ∈ Dom(e))))

(e) Ïåðåõîä ê îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ èñõîäíûõ ôóíêöèé.

∀acdei(Dom(a) = Dom(e) & Dom(e) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & e−ôóíêöèÿ &
ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c) & ïåðâîîáðàçíàÿ(e, d) & ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(−c(x)e(x),
x ∈ Dom(e)), i) → ïåðâîîáðàçíàÿ(λk(a(k)d(k), k ∈ Dom(a)), λg(c(g)d(g) +
i(g), g ∈ Dom(e))))

(f) Ïîïûòêà îòáðîñèòü âíåøíþþ îäíîìåñòíóþ îïåðàöèþ (àíòåöåäåíò).

∀acdeh(Dom(a) = Dom(e) & Dom(e) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & e−ôóíêöèÿ &
ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c) & ïåðâîîáðàçíàÿ(e, d) & ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(c(x)e(x),
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x ∈ Dom(e)), h) → ïåðâîîáðàçíàÿ(λk(a(k)d(k), k ∈ Dom(e)), λg(c(g)d(g) −
h(g), g ∈ Dom(e))))

(g) Ïåðåõîä ê îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ èñõîäíûõ ôóíêöèé.

∀acdeh(Dom(a) = Dom(e) & Dom(e) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & e−ôóíêöèÿ &
ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c) & ïåðâîîáðàçíàÿ(e, d) & ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(c(x)e(x),
x ∈ Dom(e)), h) → ïåðâîîáðàçíàÿ(λk(a(k)d(k), k ∈ Dom(a)), λg(c(g)d(g) −
h(g), g ∈ Dom(e))))

(h) Óñìîòðåíèå ÿâíîé âûðàçèìîñòè ïàðàìåòðîâ äðóã ÷åðåç äðóãà.

∀abch(∀f (f ∈ Dom(b)→ äèôôåðåíöèðóåìà(b, f)) & Dom(a) = Dom(b) &
Dom(b) ⊆ R & Val(b) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & b−ôóíêöèÿ & ïåðâîîáðàçíàÿ(a,
c) & ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(c(x)ïðîèçâîäíàÿ(b, x), x ∈ Dom(b)), h)→
ïðåâîîáðàçíàÿ(λx(a(k)b(k), k ∈ Dom(b)), λg(b(g)c(g)− h(g), g ∈ Dom(b))))

Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà

∀g(∀x(x ∈ Dom(g)→ äèôôåðåíöèðóåìà(g, x)) & Dom(g) ⊆ R &
Val(g) ⊆ R & g −ôóíêöèÿ→ ïðåâîîáðàçíàÿ(λx(ïðîèçâîäíàÿ(g, x),
x ∈ Dom(g)), g))

5. Âûâîä óòâåðæäåíèÿ î ïåðåñòàíîâêå ñòîëáöîâ îïðåäåëèòåëÿ èç îïðåäåëåíèÿ îïðå-
äåëèòåëÿ.

ß÷åéêà âûâîäà ðàñïîëîæåíà â ðàçäåëå "Ëèíåéíàÿ àëãåáðà" - "Îïðåäåëèòåëè"
- "Îïðåäåëåíèå îïðåäåëèòåëÿ".

(a) Ñòàðòîâàÿ òåîðåìà:

∀An(n− íàòóðàëüíîå & ìàòð(A, R, n, n)→ det(A) =∑
p,ïåðåñòàíîâêà(p,{1,...,n})(−1)÷åòíîñòü(p)

∏n
i=1 A(i, p(i)))

(b) Ïîïûòêà çàìåíû âàðüèðóåìîé ïåðåìåííîé ïðè âû÷èñëåíèè îïåðàöèè íàä
êîíå÷íûì ñåìåéñòâîì.

∀acA(ïåðåñòàíîâêà(a, {1, . . . , c}) & ìàòð(A, R, c, c)→ det(A) =
(−1)÷åòíîñòü(a)det(λdf (A(d, a(f)), d ∈ {1, . . . , c} & f ∈ {1, . . . , c})))

Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà:

∀fhn(n− íàòóðàëüíîå & ïåðåñòàíîâêà(f, {1, . . . , n}) & ïåðåñòàíîâêà(h,
{1, . . . , n})→ ïåðåñòàíîâêà(ïðîèçâåäåíèå(f, h), {1, . . . , n}))

(c) Ïîïûòêà ÿâíîãî ðàçðåøåíèÿ òîæäåñòâà îòíîñèòåëüíî åäèíñòâåííîé ÷èñ-
ëåííîé îïåðàöèè íàä ñåìåéñòâîì.

∀acA(ïåðåñòàíîâêà(a, {1, . . . , c}) & ìàòð(A, R, c, c)→ det(λdf (A(d, a(f)),
d ∈ {1, . . . , c} & f ∈ {1, . . . , c})) = (−1)÷åòíîñòü(a)det(A))



1486 Ãëàâà 7. Ïðèìåðû öåïî÷åê âûâîäà òåîðåì

Óïðàæíåíèÿ

Â çàêëþ÷åíèå ïðåäëîæèì íåñêîëüêî óïðàæíåíèé íà ïëàíèðîâàíèå âûâîäà.

1. Ïðåäëîæèòü öåïî÷êó øàãîâ äëÿ âûâîäà òåîðåìû

∀abcdABK(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & A− òî÷êà &
B − òî÷êà & ¬(A = B) & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) =
setxy(d+ax2+ay2+bx+cy = 0 & x−÷èñëî& y−÷èñëî)→ 4a2l(AB)2 = b2+c2−4ad)

èç òåîðåìû

∀abABK(A − òî÷êà & B − òî÷êà & ïðÿìêîîðä(K) & êîîðä(A, K) = (a, b) →
êîîðä(îêðóæíîñòü(AB), K) = setxy((x− a)2 + (y − b)2 = l(AB)2 & x− ÷èñëî &
y − ÷èñëî))

2. Ïðåäëîæèòü öåïî÷êó øàãîâ äëÿ âûâîäà òåîðåìû

∀abcde(¬(a = 0) & ¬(b− 1 = 0) & ¬(d− 1 = 0) & ¬(e− 1 = 0) & 0 < b &
0 < d & 0 < e & a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & c− ÷èñëî & d− ÷èñëî & e− ÷èñëî→
dc/(a logb e) = bc/(a logd e))

èç òåîðåìû

∀ab(a− ÷èñëî & b− ÷èñëî & 0 < a & ¬(a− 1 = 0) & 0 < b→ aloga b = b)

3. Ïðåäëîæèòü öåïî÷êó øàãîâ äëÿ âûâîäà òåîðåìû

∀abdef (¬(a = b) & ¬(e = f) & ¬(d = e) & l(de) = l(ef) & d ∈ îêðóæíîñòü(ab) &
e ∈ îêðóæíîñòü(ab) & f ∈ îêðóæíîñòü(ab) & a− òî÷êà & b− òî÷êà &
d− òî÷êà & e− òî÷êà & f − òî÷êà & ðàçíûåñòîðîíû(d, f, ïðÿìàÿ(ae))→
áèññåêòðèñà(defa))

èç òåîðåìû

∀ABCDEF (A− òî÷êà & B − òî÷êà & C − òî÷êà & D − òî÷êà & E − òî÷êà &
F − òî÷êà & ¬(A = B) & C ∈ îêðóæíîñòü(AB) & D ∈ îêðóæíîñòü(AB) &
E ∈ îêðóæíîñòü(AB) & F ∈ îêðóæíîñòü(AB)→ l(CD) = l(EF )↔ ∠(CAD) =
∠(EAF ))

4. Ïðåäëîæèòü öåïî÷êó øàãîâ äëÿ âûâîäà òåîðåìû

∀af (¬(cos(f(a)) = 0) & Dom(f) ⊆ R & Val(f) ⊆ R & a ∈ Dom(f) &
f −ôóíêöèÿ & äèôôåðåíöèðóåìà(f, a)→ ïðîèçâîäíàÿ(λx(tg f(x),
x ∈ Dom(f)), a) = ïðîèçâîäíàÿ(f, a)/(cos f(a))2)

èç òåîðåìû

∀fga(f −ôóíêöèÿ & g−ôóíêöèÿ & Dom(f) ⊆ R & Dom(g) ⊆ R & Val(f) ⊆ R &
Val(g) ⊆ R & a ∈ Dom(f) & äèôôåðåíöèðóåìà(f, a) & äèôôåðåíöèðóåìà(g,
f(a))→ äèôôåðåíöèðóåìà(λx(g(f(x)), x ∈ Dom(f)), a) &
ïðîèçâîäíàÿ(λx(g(f(x)), x ∈ Dom(f)), a) = ïðîèçâîäíàÿ(g, f(a)) ·
ïðîèçâîäíàÿ(f, a))
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5. Ïðåäëîæèòü öåïî÷êó øàãîâ äëÿ âûâîäà òåîðåìû

∀abce(¬(çíàìåíàòåëü(b)− even) & ¬(÷èñëèòåëü(b)− even) & b− rational &
ïåðâîîáðàçíàÿ(λj(a(j)(−j2 + 1)(b−1)/2/e(j), j − ÷èñëî), c)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(sin x)(cos x)b/e(sin x), x− ÷èñëî), λd(c(sin d), d− ÷èñëî)))

èç òåîðåìû

∀ace(∀f (f ∈ Dom(e)→ äèôôåðåíöèðóåìà(e, f)) & Dom(a) ⊆ R &
Dom(e) ⊆ R & Val(e) ⊆ R & a−ôóíêöèÿ & e−ôóíêöèÿ & ïåðâîîáðàçíàÿ(a, c)→
ïåðâîîáðàçíàÿ(λx(a(e(x))ïðîèçâîäíàÿ(e, x), x ∈ Dom(e)), λd(c(e(d)),
d ∈ Dom(e))))

Óêàçàíèÿ

1. Ïóòü ê èòîãîâîé òåîðåìå â áàçå òåîðåì - "Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ" - "Ëèíèè
âòîðîãî ïîðÿäêà" - "Îêðóæíîñòü"/ - "Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè"/ -
"Âûðàæåíèå ðàäèóñà îêðóæíîñòè ÷åðåç êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ". Âûáèðàåò-
ñÿ òà òåîðåìà ñïèñêà, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ óêàçàííîé â óïðàæíåíèè, íàæèìàåòñÿ
"ä", è ïðè ïîìîùè êëàâèø êóðñîðà ïðîñìàòðèâàåòñÿ âñÿ öåïî÷êà âûâîäà. Ïå-
ðåõîä ê ñëåäóþùåé òåîðåìå (èç íåå âûâîäèòñÿ òåêóùàÿ) - "êóðñîð âïðàâî". Äëÿ
çàïóñêà ïîâòîðà òåêóùåãî ïåðåõîäà öåïî÷êè íàæèìàåòñÿ "ú". Äëÿ âîçâðàùåíèÿ
â ïðîñìîòð öåïî÷êè - "0" è "Enter".

2. Ïóòü ê èòîãîâîé òåîðåìå â áàçå òåîðåì - "Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà" - "Ëîãàðèô-
ìû" - "Îïðåäåëåíèå ëîãàðèôìà" - "Èçìåíåíèå îñíîâàíèÿ ñòåïåíè çà ñ÷åò ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ëîãàðèôìà â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè".

3. Ïóòü ê èòîãîâîé òåîðåìå â áàçå òåîðåì - "Ýëåìåíòàðíàÿ ãåîìåòðèÿ" - "Ôèãóðû"
- "Îêðóæíîñòü íà ïëîñêîñòè" - "Öåíòðàëüíûå óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà ðàâíûå
õîðäû" - "Äâå ðàâíûå õîðäû, ïðîâåäåííûå èç îáùåé òî÷êè".

4. Ïóòü ê èòîãîâîé òåîðåìå â áàçå òåîðåì - "Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç" - "Äèô-
ôåðåíöèðóåìîñòü è âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ" - "Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè îäíîé
ïåðåìåííîé" - "Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè" - "Ïðîèçâîäíàÿ òàíãåíñà".

5. Ïóòü ê èòîãîâîé òåîðåìå â áàçå òåîðåì - "Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç" - "Èíòåãðè-
ðîâàíèå" - "Ïåðâîîáðàçíûå" - "Çàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ" - "Ïðî-
ñòåéøèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå çàìåíû".

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. À.×åð÷. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêóþ ëîãèêó. Òîì 1. Ì.: ÈË, 1960, ñ.484.

2. Ñ.Ê.Êëèíè. Ââåäåíèå â ìåòàìàòåìàòèêó. Ì.: ÈË, 1957. 526ñ.

3. Ñ.Ê.Êëèíè. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà. Ì.: Ìèð, 1973, 480ñ.

4. ×.×åíü, Ð.Ëè. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà è àâòîìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåì. Ì.: Ìèð, 1983, 360 ñ.

5. Ý.Ìåíäåëüñîí. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêóþ ëîãèêó. Ì.: Íàóêà, 1971, ñ.320.

6. Ã.Ìåòàêèäåñ, À Íåðîóä. Ïðèíöèïû ëîãèêè è ëîãè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Ì.: Ôàêòîðèàë, 1998, 288ñ.



1488 Ãëàâà 7. Ïðèìåðû öåïî÷åê âûâîäà òåîðåì

7. È.Áðàòêî. Ïðîãðàììèðîâàíèå íà ÿçûêå Ïðîëîã äëÿ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà.
Ì.: Ìèð, 1990, 560 ñ.

8. Äæ.Ìàëïàñ. Ðåëÿöèîííûé ÿçûê Ïðîëîã è åãî ïðèìåíåíèå. Ì.: Íàóêà, 1990, 464
ñ.

9. Ý.Õàíò. Èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò. Ì.: Ìèð, 1978, 558ñ.

10. Æ.-Ë. Ëîðüåð. Ñèñòåìû èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà. Ì.: Ìèð, 1991, 568ñ.

11. E.A.Bender. Mathematical methods in arti�cial intelligence. Los Alamitos, IEEE,
Comp.Society Press, 1996, 638p.

12. Ä. Ïîéà. Ìàòåìàòèêà è ïðàâäîïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ. Ì.: Íàóêà, 1975, 463ñ.

13. Ä. Ïîéà. Ìàòåìàòè÷åñêîå îòêðûòèå. Ì.: Íàóêà, 1976, 448ñ.

14. Ëàâðîâ È.À., Ìàêñèìîâà Ë.Ë., Çàäà÷è ïî òåîðèè ìíîæåñòâ, ìàòåìàòè÷åñêîé
ëîãèêå è òåîðèè àëãîðèòìîâ, Ì., "Íàóêà", 1975, 232 ñ.

15. Àíòîíîâ Í.Ï., Âûãîäñêèé Ì.ß., Íèêèòèí Â.Â., Ñàíêèí À.È.. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî
ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêå, Ì., "Íàóêà", 1964, 528 ñ.

16. Âàâèëîâ Â.Â., Ìåëüíèêîâ È.È., Îëåõíèê Ñ.Í., Ïàñè÷åíêî Ï.È. Çàäà÷è ïî ìà-
òåìàòèêå. Àëãåáðà. Ì., "Íàóêà", 1988, 431 ñ.

17. Âàâèëîâ Â.Â., Ìåëüíèêîâ È.È., Îëåõíèê Ñ.Í., Ïàñè÷åíêî Ï.È. Çàäà÷è ïî ìà-
òåìàòèêå. Óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà. Ì., "Íàóêà", 1988, 237 ñ.

18. Ãóáíèöêèé Ñ.Á., Õàíóêîâ Ì.Ã., Øåäåé Ñ.À. Ïîëíûé êóðñ øàõìàò. Ì., "Ôîëèî",
2004.

19. Åðåìèí Â.Â., Êóçüìåíêî Í.Å. Ñáîðíèê çàäà÷ è óïðàæíåíèé ïî õèìèè. Øêîëü-
íûé êóðñ. Ì., "Ìèð è Îáðàçîâàíèå", 2003.

20. Ïîòàïîâ Ì.Ê., Îëåõíèê Ñ.Í., Íåñòåðåíêî Þ.Â. Êîíêóðñíûå çàäà÷è ïî ìàòåìà-
òèêå. Ì., "Íàóêà", 1992, 478 ñ.

21. Ñêàíàâè Ì.È. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå. Ì., "Âûñøàÿ øêîëà", 1988, 431 ñ.

22. Âàõîâñêèé Å.Á., Ðûâêèí À.À. Çàäà÷è ïî ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêå. Ì., "Íàó-
êà", 1971, 360 ñ.

23. Ëèäñêèé Â.Á., Îâñÿííèêîâ Ë.Â., Òóëàéêîâ À.Í., Øàáóíèí Ì.È., Ôåäîñîâ Á.Â.
Çàäà÷è ïî ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêå. Ì., 1973, 415 ñ.

24. Ñåðãååâ È.Í. Ìàòåìàòèêà. Çàäà÷è ñ îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè. Ì., "Âûñøàÿ øêî-
ëà", 2003, 336 ñ.

25. Øàðûãèí È.Ô. Ãåîìåòðèÿ, 9-11 êëàññû. Ì., "Äðîôà", 1997, 396 ñ.

26. Øàðûãèí È.Ô., Ãîðäèí Ð.Ê. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ãåîìåòðèè. Ì., Àñòðåëü, 2001,
396 ñ.

27. Äåìèäîâè÷ Á.Ï. Ñáîðíèê çàäà÷ è óïðàæíåíèé ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó.
Ì., "Íàóêà", 1969, 544 ñ.



1489

28. Âèíîãðàäîâà È.À., Îëåõíèê Ñ.Í., Ñàäîâíè÷èé Â.À. Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ ïî
ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. ò.1. Ì., "Âûñøàÿ øêîëà", 2000, 722 ñ.

29. Ìîäåíîâ Ï.Ñ., Ïàðõîìåíêî À.Ñ. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.
Ì., "Íàóêà", 1976, 384 ñ.

30. Ôèëèïïîâ À.Ô. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ì., "Íàó-
êà", 1965, 100 ñ.

31. Âåíòöåëü Å.Ñ., Îâ÷àðîâ Ë.À. Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
Ì., "Âûñøàÿ øêîëà", 2000, 364 ñ.

32. Ïàíòåëååâ À.Â., ßêèìîâà À.Ñ. Òåîðèÿ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è
îïåðàöèîííîå èñ÷èñëåíèå â ïðèìåðàõ è çàäà÷àõ. Ì., "Âûñøàÿ øêîëà", 2001,
445 ñ.

33. ×åðíîóöàí À.È. Ôèçèêà. Çàäà÷è ñ îòâåòàìè è ðåøåíèÿìè. Ì., Êíèæíûé äîì
"Óíèâåðñèòåò", 2001, 335.

34. Ïîäêîëçèí À.Ñ. Îá îðãàíèçàöèè áàç çíàíèé, îðèåíòèðîâàííûõ íà àâòîìàòè÷å-
ñêîå ðåøåíèå çàäà÷. "Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà", 1990, ò.2., âûï.1., ñ. 13-30.

35. Ïîäêîëçèí À.Ñ. Ñèñòåìà àâòîìàòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî ýëåìåíòàðíîé àë-
ãåáðå. "Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà", 1994, ò.6., âûï.4., ñ. 35-57.

36. Ïîäêîëçèí À.Ñ. Êîìïüþòåðíûé ðåøàòåëü ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷. ÄÀÍ ÐÔ,
1994, ò.335, � 4.

37. Ïîäêîëçèí À.Ñ. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ çàäà÷. Èçä-âî ÖÏÈ ïðè ìåõ.-ìàò. ôàêóëüòåòå ÌÃÓ, 2001. 235 ñ.

38. Ïîäêîëçèí À.Ñ. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Òîì 1.
Àðõèòåêòóðà è ÿçûêè ðåøàòåëÿ çàäà÷. Ì., "Ôèçìàòëèò", 2008. 1022 ñ.

39. Ïîäêîëçèí À.Ñ. Î ñàìîîáó÷åíèè èíòåëëåêòóàëüíîé ñèñòåìû. "Èíòåëëåêòóàëü-
íûå ñèñòåìû", 2014, òîì 18, âûïóñê 2, ñ. 197 - 266.

40. Ïîäêîëçèí À.Ñ. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Òîì 2.
Îïûò îáó÷åíèÿ êîìïüþòåðíîãî ðåøàòåëÿ çàäà÷: ëîãè÷åñêèå ïðèåìû, àëãåáðà
ìíîæåñòâ, êîìáèíàòîðèêà è ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà. ÌÃÓ. - Ì., 2015. 1153 ñ.
Äåï. â ÂÈÍÈÒÈ ÐÀÍ 09.11.2015, � 184-Â2015.

41. Ïîäêîëçèí À.Ñ. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Òîì 3.
Îïûò îáó÷åíèÿ êîìïüþòåðíîãî ðåøàòåëÿ çàäà÷: ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ýëåìåíòàðíàÿ ãåîìåòðèÿ. ÌÃÓ. - Ì., 2015. 1320 ñ.
Äåï. â ÂÈÍÈÒÈ ÐÀÍ 09.11.2015, � 185-Â2015.

42. Ïîäêîëçèí À.Ñ. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Òîì 4.
Îïûò îáó÷åíèÿ êîìïüþòåðíîãî ðåøàòåëÿ çàäà÷: àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, ëè-
íåéíàÿ àëãåáðà, òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, êîìïëåêñíûé àíàëèç è äðóãèå ðàçäåëû.
ÌÃÓ. - Ì., 2017. 969ñ. Äåï. â ÂÈÍÈÒÈ ÐÀÍ 27.02.2017, � 18-Â2017.



1490 Ãëàâà 7. Ïðèìåðû öåïî÷åê âûâîäà òåîðåì

43. Ïîäêîëçèí À.Ñ. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Òîì 5.
Îïûò îáó÷åíèÿ êîìïüþòåðíîãî ðåøàòåëÿ çàäà÷: Ýëåìåíòàðíûå ôèçèêà è õè-
ìèÿ, øàõìàòû. ÌÃÓ. - Ì., 2019. 939ñ. Äåï. â ÂÈÍÈÒÈ ÐÀÍ 12.08.2019, �
66-Â2019.

44. Ïîäêîëçèí À.Ñ. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Òîì 6.
Îïûò îáó÷åíèÿ êîìïüþòåðíîãî ðåøàòåëÿ çàäà÷: Ïîíèìàíèå åñòåñòâåííîãî ÿçû-
êà è àíàëèç ðèñóíêîâ. ÌÃÓ. - Ì., 2019. 758ñ. Äåï. â ÂÈÍÈÒÈ ÐÀÍ 12.08.2019,
� 67-Â2019.

45. Ïîäêîëçèí À.Ñ. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Òîì 7.
Àâòîìàòè÷åñêîå ñîçäàíèå ïðèåìîâ ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû: êëàññèôèêàöèÿ ïðèå-
ìîâ ðåøàòåëÿ; ëîãè÷åñêèé àññåìáëåð; êîìïèëÿòîð ñïåöèôèêàöèé; ñîçäàíèå òå-
ñòîâûõ ïðèìåðîâ è äîâîäêà ïðèåìîâ. 739ñ. Äåï. â ÂÈÍÈÒÈ ÐÀÍ 06.12.2021, �
65-Â2021.

46. Ïîäêîëçèí À.Ñ. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Òîì 8.
Àâòîìàòè÷åñêîå ñîçäàíèå ïðèåìîâ ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû: áàçà òåîðåì, õàðàêòå-
ðèçàöèÿ òåîðåì, ñîçäàíèå ñïåöèôèêàöèé ïðèåìîâ. 518ñ. Äåï. â ÂÈÍÈÒÈ ÐÀÍ
06.12.2021, � 66-Â2021.


