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2-ÿ ëåêöèÿ êóðñà "Òåîðèÿ
äèñêðåòíûõ ôóíêöèé"

(1-é êóðñ; ëåêòîð - ïðîô. À.Ñ.Ïîäêîëçèí)
Ôîðìóëû àëãåáðû ëîãèêè îïðåäåëÿëèñü òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñèìâîë ôóíêöèè âñå-
ãäà ðàñïîëàãàëñÿ â íà÷àëå ôîðìóëû. Òàêàÿ çàïèñü íàçûâàåòñÿ ïðåôèêñíîé. Îäíàêî,
íà ïðàêòèêå ñèìâîë îïåðàöèè ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ìåæäó îïåðàíäàìè, à íå ïåðåä íè-
ìè. Ýòî íàçûâàåòñÿ èíôèêñíîé çàïèñüþ. Â îñîáåííîñòè îíà óäîáíà, åñëè îïåðàöèÿ
àññîöèàòèâíàÿ è ñîåäèíÿåò áîëåå äâóõ îïåðàíäîâ. Ìû áóäåì ðàçðåøàòü èñïîëüçîâà-
íèå èíôèêñíîé çàïèñè, ðàññìàòðèâàÿ åå êàê óñëîâíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ "íàñòîÿùåé
ôîðìóëû", ãäå çàïèñü ïðåôèêñíàÿ. Â ÷àñòíîñòè, çàïèñü a1ϕa2 . . . ϕan ãäå îïåðàöèÿ
ϕ àññîöèàòèâíà è êîììóòàòèâíà, áóäåò ïîíèìàòüñÿ êàê óñëîâíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ
ôîðìóëû ϕ(a1, ϕ(a2, . . . , ϕ(an−1, an))).
Êàê è îáû÷íî, áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ íåêîòîðûìè ïðàâèëàìè îïóñêàíèÿ ñêîáîê. Íà-
ïðèìåð, â àëãåáðå çàïèñü ab + c ïîíèìàëàñü êàê (ab) + c - óìíîæåíèå "ïðèòÿãèâàåò"
îïåðàíäû ñèëüíåå, ÷åì ñëîæåíèå. Â àëãåáðå ëîãèêè ââîäèòñÿ ñëåäóþùåå óïîðÿäî÷å-
íèå ïî óáûâàíèþ òàêîé ñèëû: &,∨,→, +,↔. Åñëè îòðèöàíèå çàïèñûâàåòñÿ êàê ¬a,
òî îíî ñ÷èòàåòñÿ ñèëüíåå âñåõ ïðî÷èõ îïåðàöèé. Íàïðèìåð, â çàïèñè ¬a&b ∨ c → d
ñêîáêè âîññòàíàâëèâàþòñÿ òàê: (((¬a)&b) ∨ c) → d.
Ôîðìóëû Φ1 è Φ2 â ñèãíàòóðå Σ íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè îïðåäåëÿþò
ðàâíûå ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ ñâîèõ ïåðåìåííûõ. Ñëîâî Φ1 = Φ2, ãäå
Φ1, Φ2 - ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëû, áóäåì íàçûâàòü òîæäåñòâîì. Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâà,
ìîæíî âûïîëíÿòü ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë àëãåáðû ëîãèêè, íàïðè-
ìåð, äëÿ èõ óïðîùåíèÿ. Îáîñíîâàíèåì òàêîé âîçìîæíîñòè ñëóæèò óæå óïîìèíàâøà-
ÿñÿ ëåììà î çàìåíå èç ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Â äàííîì êóðñå ìû ïðèíèìàåì ýòî
áåç äîêàçàòåëüñòâà.
Ïðèâåäåì ñïèñîê îñíîâíûõ òîæäåñòâ äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè.

1. Àññîöèàòèâíîñòü è êîììóòàòèâíîñòü äëÿ îïåðàöèé ∨, &, +, ↔.
2. Äèñòðèáóòèâíîñòè:

(a ∨ b)&c = a&c ∨ b&c

(a&b) ∨ c = (a ∨ c)&(b ∨ c)

(a + b) · c = a · c + b · c
Â ïîñëåäíåì òîæäåñòâå âìåñòî ñèìâîëà & èñïîëüçîâàí ñèìâîë ·, îáîçíà÷àþùèé
òó æå ñàìóþ ôóíêöèþ.

3. Òîæäåñòâà äëÿ îòðèöàíèÿ:
¯̄a = a

a ∨ b = ā&b̄

a&b = ā ∨ b̄

(ýòè äâà òîæäåñòâà íàçûâàþòñÿ çàêîíàìè Ìîðãàíà)
a · ā = 0

a ∨ ā = 1

a → b = a&b̄
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4. Òîæäåñòâà äëÿ èäåíòè÷íûõ îïåðàíäîâ:
a&a = a

a ∨ a = a

a → a = 1

a ↔ a = 1

a + a = 0

5. Òîæäåñòâà ñ êîíñòàíòíûì îïåðàíäîì:
a ∨ 0 = a

a&0 = 0

a → 0 = ā

a + 1 = ā

0 → a = 1

è ò.ä. - ñïèñîê òàêèõ òîæäåñòâ ëåãêî ïðîäîëæèòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Êàê è â àëãåáðå, ââîäÿòñÿ "êîíå÷íûå îïåðàöèè":

a1& . . . &an =
n∧

i=1

ai

a1 ∨ . . . ∨ an =
n∨

i=1

ai

Çàìåòèì, ÷òî â ïåðâîé èç ôîðìóë îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ íå çíàê ∧ (ïîÿâèâøèéñÿ çäåñü
ëèøü èç-çà òðóäíîñòåé íàáîðà â LaTex), à áîëüøîé çíàê êîíúþíêöèè &.
Ôóíêöèÿ g(x1 . . . xn) = f̄(x̄1 . . . x̄n) íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé ê ôóíêöèè f(x1, . . . xn).
Èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå g = f ∗. Î÷åâèäíî, ÷òî (f ∗)∗ = f . Òàáëèöà äëÿ ôóíêöèè g
ïîëó÷àåòñÿ èç òàáëèöû ôóíêöèè f îäíîâðåìåííîé çàìåíîé âñåõ íóëåé íà åäèíèöû,
à åäèíèö íà íóëè. Çàìåíà ïðåäïðèíèìàåòñÿ êàê â ëåâîé ÷àñòè òàáëèöû, ãäå ïåðå-
÷èñëÿþòñÿ íàáîðû çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ, òàê è â ïðàâîé, ãäå óêàçûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè. Ïðèìåðû:
(a&b)∗ = a ∨ b

(a ∨ b)∗ = a&b

(a + b)∗ = a ↔ b

Åñëè f = f ∗, òî ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé. Ïðèìåðû:
ā∗ = ā

(a + b + c)∗ = a + b + c

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè. Ïóñòü Σ : S → F - ñèãíàòóðà.
Îïðåäåëèì äâîéñòâåííóþ ñèãíàòóðó Σ∗ : S → F ∗ ðàâåíñòâîì Σ∗(s) = (Σ(s))∗. Èíûìè
ñëîâàìè, â äâîéñòâåííîé ñèãíàòóðå ñèìâîë îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ, äâîéñòâåííóþ òîé,
êîòîðóþ îí îáîçíà÷àë â èñõîäíîé ñèãíàòóðå. Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè óòâåðæäàåò,
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÷òî åñëè ôîðìóëà Φ îïðåäåëÿåò íàä Σ íåêîòîðóþ ôóíêöèþ g, òî îíà æå îïðåäåëÿåò
íàä Σ∗ äâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ g∗. Ñïèñêè ïåðåìåííûõ â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñîâïàäàþò.
Äàííûé ïðèíöèï ìîæíî äîêàçàòü èíäóêöèåé ïî îïðåäåëåíèþ ôîðìóëû. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, îí è áåç ýòîãî î÷åâèäåí. Äåéñòâèòåëüíî, òàáëèöû "ýëåìåíòàðíûõ" ôóíê-
öèé, îáîçíà÷åííûõ ñèìâîëàìè èç S, îòëè÷àþòñÿ â äâîéñòâåííîé ñèãíàòóðå îò èõ òàá-
ëèö â èñõîäíîé ñèãíàòóðå ëèøü òåì, ÷òî íóëè è åäèíèöû ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Òî, ÷òî
ðàíüøå áûëî íóëåì, òåïåðü îáîçíà÷àåòñÿ êàê åäèíèöà, è íàîáîðîò. Îäíàêî, ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü âû÷èñëåíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàáëèöû ôóíêöèè g ïî èñõîäíûì òàáëèöàì
"ýëåìåíòàðíûõ" ôóíêöèé â îáîèõ ñëó÷àÿõ îäíà è òà æå. Ïîýòîìó è ðåçóëüòàò âû-
÷èñëåíèé äëÿ äâîéñòâåííîé ñèãíàòóðû áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ðåçóëüòàòà äëÿ èñõîäíîé
ñèãíàòóðû ëèøü ïåðåîáîçíà÷åíèåì íóëåé è åäèíèö. Ýòîò ïðèíöèï ìû äàëåå ïî÷òè
íå èñïîëüçóåì, è áîëåå ïîäðîáíîãî åãî äîêàçàòåëüñòâà íå ðàññìàòðèâàåì.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå xσ, ãäå σ ∈ E2. Åñëè σ = 1, òî îíî îáîçíà÷àåò ïåðåìåííóþ x;
åñëè σ = 0 òî - îòðèöàíèå ïåðåìåííîé x̄. Î÷åâèäíî, ÷òî xσ = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà x = σ. Çàìåòèì, ÷òî xσ - ýòî íå ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííûõ x, σ, à ëèøü ñïîñîá
çàäàòü, â çàâèñèìîñòè îò ñèòóàöèè, ïåðåìåííóþ ëèáî åå îòðèöàíèå.
Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè f(x1, . . . , xn) ïðè ëþáîì m ∈ {1, . . . , n}
èìååò ìåñòî òîæäåñòâî:

f(x1, . . . , xn) =
∨

(σ1,...,σm)∈Bm

xσ1
1 · . . . · xσm

m f(σ1, . . . , σm, xm+1, . . . , xn).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé äâîè÷íûé íàáîð (α1, . . . , αn). Åñëè (σ1, . . . , σm) 6= (α1, . . . , αm),
òî äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, . . . ,m} èìååì σi 6= αi. Òîãäà ασi

i = 0, è âñå ïðîèçâåäåíèå
ασ1

1 · . . . · ασm
m f(σ1, . . . , σm, αm+1, . . . , αn) îáðàùàåòñÿ â 0. Åäèíñòâåííûì ÷ëåíîì äèçú-

þíêöèè, âëèÿþùèì íà åå çíà÷åíèå, îêàçûâàåòñÿ ÷ëåí äëÿ (σ1, . . . , σm) = (α1, . . . , αm).
Îí ðàâåí αα1

1 · . . . ·ααm
m f(α1, . . . , αm, αm+1, . . . , αn) = f(α1, . . . , αn), ò.å. ðàâåí ëåâîé ÷à-

ñòè ðàâåíñòâà. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ðàññìîòðèì äâà âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ äîêàçàííîé òåîðåìû. Ïðè m = 1, èçìåíèâ
íóìåðàöèþ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷èì òîæäåñòâî:
f(x1, . . . , xn) = xn · f(x1, . . . , xn−1, 1) ∨ x̄n · f(x1, . . . , xn−1, 0)

Ýòî - òàê íàçûâàåìîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f ïî ïåðåìåííîé xn. Îíî îáû÷íî èñïîëü-
çóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâàõ ïî èíäóêöèè, òàê êàê îáåñïå÷èâàåò ïåðåõîä îò ôóíêöèè
n ïåðåìåííûõ ê ôóíêöèÿì n− 1 ïåðåìåííîé.
Ïðè m = n ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

f(x1, . . . , xn) =
∨

(σ1,...,σn):f(σ1,...,σn)=1

xσ1
1 · . . . · xσn

n

Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé
ôîðìîé (ñîêðàùåííî - ñîâåðøåííîé ä.í.ô.). Çäåñü ñðàçó îòáðîøåíû òî÷êè, â êîòî-
ðûõ ôóíêöèÿ f îáðàùàåòñÿ â 0. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ òîæäåñòâåííî íóëåâàÿ,
òî çàïèñü â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà íå èìååò ñìûñëà, ò.å. ñîâåðøåííàÿ ä.í.ô. ñó-
ùåñòâóåò òîëüêî äëÿ ôóíêöèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ òîæäåñòâåííî íóëåâûìè. Èíîãäà ïî
îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàþò 0 òîæå äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå äðóãèå âèäû äèçúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì (ä.í.ô.).
Âñå îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äèçúþíêöèè "îäíî÷ëåíîâ" - ïðîèçâåäåíèé ïåðåìåííûõ
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è èõ îòðèöàíèé. Â êàêîì-òî ñìûñëå ä.í.ô. - àíàëîãè ìíîãî÷ëåíîâ, ó êîòîðûõ ðîëü
ñëîæåíèÿ èãðàåò äèçúþíêöèÿ, à ðîëü óìíîæåíèÿ - êîíúþíêöèÿ. Óïðîùåíèå ôîðìóë
àëãåáðû ëîãèêè ÷àñòî ïðîèñõîäèò ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ èõ ê âèäó ä.í.ô. è ïîñëå-
äóþùåãî óïðîùåíèÿ êàê äèçúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì. Äëÿ òàêîãî óïðîùåíèÿ
èìååòñÿ äîñòàòî÷íî ðàçâèòûé àïïàðàò. Ïîñëå òîãî, êàê ä.í.ô. óïðîùåíà, ïðåäïðèíè-
ìàåòñÿ äàëüíåéøåå óïðîùåíèå âíå ðàìîê ä.í.ô. - ïóòåì ãðóïïèðîâîê è âûíåñåíèé çà
ñêîáêè. Äàííûé ïðîöåññ èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ÷èïîâ. Îí ðåàëèçîâàí â
âèäå ïðîãðàìì äëÿ êîìïüþòåðà.
Òåîðåìà. Êàæäàÿ ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñóïåðïîçèöèÿìè
èç îòðèöàíèÿ, êîíúþíêöèè è äèçþíêöèè.
Åñëè ôóíêöèÿ íå òîæäåñòâåííî íóëåâàÿ, òî îíà ðåàëèçóåòñÿ ñîâåðøåííîé äèçúþíê-
òèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé. Òàêóþ ä.í.ô. ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôîðìóëó àëãåá-
ðû ëîãèêè, ïîñòðîåííóþ ïðè ïîìîùè îòðèöàíèé, êîíúþíêöèé è äèçúþíêöèé. Åñëè
ôóíêöèÿ òîæäåñòâåííî íóëåâàÿ, òî åå ìîæíî îïðåäåëèòü ôîðìóëîé x1 · x̄1, ðàññìàò-
ðèâàåìîé îòíîñèòåëüíî ñïèñêà ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ òðåáóåìîé äëèíû. Òåîðåìà
äîêàçàíà.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè f(x1, . . . , xn) ðàññìîòðèì äâîéñòâåííóþ
ôóíêöèþ f ∗(x1, . . . , xn) è çàäàäèì åå ïîñðåäñòâîì ñîâåðøåííîé ä.í.ô.:

f ∗(x1, . . . , xn) =
∨

(σ1,...,σn):f∗(σ1,...,σn)=1

xσ1
1 · . . . · xσn

n

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f ∗(x1, . . . , xn) íå òîæäåñòâåííî íóëåâàÿ, ò.å. ôóíê-
öèÿ f(x1, . . . , xn) íå òîæäåñòâåííî åäèíè÷íàÿ.
Ñîãëàñíî ïðèíöèïó äâîéñòâåííîñòè, óêàçàííîå ðàâåíñòâî ñîõðàíèòñÿ, åñëè ïåðåéòè
ê äâîéñòâåííîé ñèãíàòóðå â ïðàâîé åãî ÷àñòè è ê äâîéñòâåííîé ôóíêöèè â ëåâîé.
Â äàííîì ñëó÷àå ïåðåõîä ê äâîéñòâåííîé ñèãíàòóðå îçíà÷àåò, ÷òî êîíúþíêöèÿ è
äèçúþíêöèÿ "ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè". Òàê êàê (f ∗)∗ = f , ïîëó÷èì:

f(x1, . . . , xn) =
∧

(σ1,...,σn):f∗(σ1,...,σn)=1

(xσ1
1 ∨ . . . ∨ xσn

n ).

Ðàâåíñòâî f ∗(σ1, . . . , σn) = 1 îçíà÷àåò, ÷òî f̄(σ̄1, . . . , σ̄n) = 1, ò.å. f(σ̄1, . . . , σ̄n) = 0.
Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ δi = σ̄i; i = 1, . . . , n. Òîãäà ðàâåíñòâî äëÿ f(x1, . . . , xn)
ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

f(x1, . . . , xn) =
∧

(δ1,...,δn):f(δ1,...,δn)=0

(xδ̄1
1 ∨ . . . ∨ xδ̄n

n ).

Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé
ôîðìîé äëÿ ôóíêöèè f . Ýòî - åùå îäèí àíàëîã ìíîãî÷ëåíîâ â àëãåáðå ëîãèêè.
Íàçîâåì ìíîæåñòâî M ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè ïîëíûì, åñëè ëþáàÿ ôóíêöèÿ àë-
ãåáðû ëîãèêè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç íåãî ñóïåðïîçèöèÿìè. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ìíî-
æåñòâî P2 ïîëíî. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî äîêàçàííîé âûøå òåîðåìå, ïîëíûì ÿâëÿåòñÿ
òàêæå ìíîæåñòâî {x̄, x&y, x ∨ y}.
Óòâåðæäåíèå. Åñëè ìíîæåñòâî M1 ïîëíî, à êàæäàÿ ôóíêöèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà âûðà-
æàåòñÿ ñóïåðïîçèöèÿìè ÷åðåç ôóíêöèè ìíîæåñòâà M2, òî ìíîæåñòâî M2 òîæå ïîëíî.
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Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî: ÷òîáû âûðàçèòü ñóïåðïîçèöèÿìè êàêóþ-ëèáî ôóíêöèþ ÷åðåç
ôóíêöèè ìíîæåñòâà M2, äîñòàòî÷íî ñíà÷àëà âûðàçèòü ÷åðåç ôóíêöèè ýòîãî ìíîæå-
ñòâà âñå ôóíêöèè ìíîæåñòâà M1, à çàòåì èñïîëüçîâàòü ïîëíîòó M1.
Ñ ïîìîùüþ äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåì åùå ðÿä ïðèìåðîâ ïîëíûõ ñèñòåì.

1. Ìíîæåñòâî {x̄, x&y} ïîëíî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî îíî ñâîäèòñÿ ê ìíîæå-
ñòâó {x̄, x&y, x ∨ y} ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâà x ∨ y = x̄&ȳ.

2. Ìíîæåñòâî {x̄, x ∨ y} ïîëíî. Èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî x&y = x̄ ∨ ȳ.
3. Ìíîæåñòâî {x|y} ïîëíî. Íàïîìíèì, ÷òî x|y = x&y. Ïîýòîìó x|x = x̄, à

(x|y)|(x|y) = x|y = x&y. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç ïóíêòà 1.
4. Ìíîæåñòâî {x ↓ y} ïîëíî. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, òàê êàê x ↓ y = x ∨ y.
5. Ìíîæåñòâî {0, 1, x · y, x + y} ïîëíî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî x̄ = x + 1.

Ïîñëåäíèé ïðèìåð ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå. Ïîëíîòà ñèñòåìû ôóíêöèé îçíà÷àåò, ÷òî
ëþáóþ ôóíêöèþ àëãåáðû ëîãèêè ìîæíî âûðàçèòü ôîðìóëîé, â êîòîðîé áóäóò âñòðå-
÷àòüñÿ òîëüêî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2, à òàêæå êîíñòàíòû.
Â ýòîé ôîðìóëå ìîæíî ðàñêðûòü ñêîáêè è ïðèâåñòè ïîäîáíûå ÷ëåíû (èñïîëüçóÿ
a + a = 0). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ïîëèíîì ïî ìîäóëþ 2. Òàêèì îáðàçîì, èìååì
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Òåîðåìà (Æåãàëêèí). Êàæäàÿ ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè ïðåäñòàâèìà ïîëèíîìîì ïî
ìîäóëþ 2.
Íàéäåì ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîëèíîìîâ äëÿ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Êàæäûé òàêîé ïî-
ëèíîì èìååò âèä: ∑

{i1,...,is}⊆{1,...,n}

ai1...isxi1 · . . . · xis .

Çäåñü áåðóòñÿ âñå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà {1, . . . , n}, âêëþ÷àÿ ïóñòîå, êîòîðîìó
ñîîòâåòñòâóåò ñâîáîäíûé ÷ëåí. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ â óêàçàííîé ñóììå
ðàâíî 2n. Äëÿ êàæäîãî ÷ëåíà èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè âûáîðà åãî êîýôôèöèåíòà.
Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ÷èñëî ïîëèíîìîâ óêàçàííîãî âèäà ðàâíî 22n . Òàê êàê îíî ðàâíî
÷èñëó ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè îò n ïåðåìåííûõ, òî ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ
çàäàåòñÿ åäèíñòâåííûì ïîëèíîìîì - èíà÷å äëÿ êàêîé-òî äðóãîé ôóíêöèè ïîëèíîìà
íå õâàòèëî áû.
Â àëãåáðå ëîãèêè ïîëèíîìû ïî ìîäóëþ 2 îáû÷íî íàçûâàþòñÿ ïîëèíîìàìè Æåãàë-
êèíà.
Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà M ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ
ôóíêöèé, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü ñóïåðïîçèöèÿìè íàä M . Îíî îáîçíà÷àåòñÿ [M ].
Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà çàìåòèì, ÷òî [P2] = P2. Íåñêîëüêî ìåíåå òðèâè-
àëüíûé ïðèìåð - çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {1, x + y}. Î÷åâèäíî, îíî ñîñòîèò èç âñåõ
ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè, çàäàâàåìûõ ôîðìóëàìè âèäà c0 + c1x1 + . . . + cnxn. Òà-
êèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè. Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé àëãåáðû
ëîãèêè îáîçíà÷àåòñÿ L.
×èñëî ëèíåéíûõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò n ïåðåìåííûõ, ðàâíî ÷èñëó íàáîðîâ êîýô-
ôèöèåíòîâ, ò.å. 2n+1.
Ïðèâåäåì ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà çàìûêàíèÿ:
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1. [M ] ⊇ M

2. [[M ]] = [M ]

3. Åñëè M1 ⊆ M2, òî [M1] ⊆ [M2]

4. [M1 ∪M2] ⊇ [M1] ∪ [M2]

Êëàññ M ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè [M ] = M . Â êà÷å-
ñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà çàìêíóòîãî êëàññà ìîæíî ïðèâåñòè P2. Êëàññ {1, x + y}
íåçàìêíóò, à êëàññ L - çàìêíóò.
Ñâîéñòâî ïîëíîòû ìíîæåñòâà M â òåðìèíàõ îïåðàòîðà çàìûêàíèÿ ìîæíî ñôîðìó-
ëèðîâàòü êàê [M ] = P2.


