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4-ÿ ëåêöèÿ êóðñà "Òåîðèÿ
äèñêðåòíûõ ôóíêöèé"

(1-é êóðñ; ëåêòîð - ïðîô. À.Ñ.Ïîäêîëçèí)
k - çíà÷íàÿ ëîãèêà

Åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì ôóíêöèé, àðãóìåíòû è çíà÷åíèå êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò
äâóõýëåìåíòíîìó ìíîæåñòâó, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè, àðãóìåíòû è çíà÷åíèå êîòîðûõ
ïðèíàäëåæàò ïðîèçâîëüíîìó êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó. Ýòîò ïåðåõîä èñòîðè÷åñêè áûë
ñâÿçàí ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêîé, â êîòîðîé ïðåäïðèíèìàëèñü ïîïûòêè ïåðåõîäà îò
äâóõ çíà÷åíèé èñòèííîñòè - "èñòèíà" è "ëîæü" - ê íåñêîëüêèì òàêèì çíà÷åíèÿì.
Íàïðèìåð, â òðåõçíà÷íîé ëîãèêå òðåòüèì çíà÷åíèåì áûëî "íå îïðåäåëåíî". Ïîýòîìó
ðàçäåë, èçó÷àþùèé ôóíêöèè óêàçàííîãî òèïà, ïîëó÷èë íàçâàíèå "k-çíà÷íàÿ ëîãèêà".
Îäíàêî, â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, êàê ñàìà àëãåáðà ëîãèêè, òàê
è åå îáîáùåíèÿ íà ìíîæåñòâà áîëüøåé ìîùíîñòè, ñòàëè øèðîêî èñïîëüçîâàòüñÿ â
ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè è èíôîðìàòèêè. Ïîýòîìó òåðìèí
"ëîãèêà" â äàííîì íàçâàíèè ñåé÷àñ èìååò, ãëàâíûì îáðàçîì, èñòîðè÷åñêîå çíà÷åíèå.
Ôàêòè÷åñêè, ýòî ïðîñòî òåîðèÿ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ,
ñîñòàâëÿþùàÿ ÷àñòü òåîðèè äèñêðåòíûõ ôóíêöèé.
Âìåñòî äâóõýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà E2 = {0, 1} ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü k - ýëåìåíò-
íîå ìíîæåñòâî Ek = {0, . . . , k − 1}.
Ôóíêöèþ f : Ek × . . . × Ek → Ek áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé k - çíà÷íîé ëîãèêè.
Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷àåì Pk.
Ôóíêöèþ k - çíà÷íîé ëîãèêè ìîæíî çàäàâàòü òàáëèöåé, àíàëîãè÷íîé òàáëèöå äëÿ
ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè. Ïåðâûå n ñòîëáöîâ òàáëèöû, îïðåäåëÿþùåé ôóíêöèþ
f(x1 . . . xn), ñîîòâåòñòâóþò åå àðãóìåíòàì x1, . . . , xn; ïîñëåäíèé ñòîëáåö çàäàåò çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèè. Òàê êàê êàæäûé àðãóìåíò ìîæåò ïðèíèìàòü îäíî èç k çíà÷åíèé,
÷èñëî ñòðîê òàáëèöû ðàâíî kn. Ñòîëáåö çíà÷åíèé ôóíêöèè èìååò ðîâíî ñòîëüêî ïî-
çèöèé. Íà êàæäîé ïîçèöèè ìîæåò áûòü ðàñïîëîæåíî îäíî èç k çíà÷åíèé, ò.å. ÷èñëî
âîçìîæíûõ ñòîëáöîâ - kkn . Ýòî - ÷èñëî ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, çàâèñÿùèõ îò n
ïåðåìåííûõ.
Êàê è â ñëó÷àå àëãåáðû ëîãèêè, âûäåëÿåòñÿ íåêîòîðûé ñïèñîê ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-
öèé:

1. x̄ = x+ 1( mod k). Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ îòðèöàíèåì Ïîñòà. Â äâóçíà÷íîì
ñëó÷àå îíà ñîâïàäàåò ñ îòðèöàíèåì èç àëãåáðû ëîãèêè.

2. ∼ x = k − 1 − x. Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ îòðèöàíèåì Ëóêàøåâè÷à. Èíîãäà
îíà îáîçíà÷àåòñÿ Nx. Â äâóçíà÷íîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ îòðèöàíèåì èç àëãåáðû
ëîãèêè, íà÷èíàÿ ñ òðåõçíà÷íîãî ñëó÷àÿ îòëè÷àåòñÿ îò îòðèöàíèÿ Ïîñòà.

3. Ii(x) = (k−1, åñëè x = i, èíà÷å 0). Ýòî - èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ
â òî÷êå i "áîëüøîå" çíà÷åíèå k − 1.

4. ji(x) = (1, åñëè x = i, èíà÷å 0). Ýòî - èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþ-
ùàÿ â òî÷êå i "ìàëåíüêîå" çíà÷åíèå 1. Çàìåòèì, ÷òî â ëèòåðàòóðå ôóíêöèè
Ii(x) îáû÷íî îáîçíà÷àþòñÿ Ji(x), òàê ÷òî ïî ðàçìåðàì áóêâû j îïðåäåëÿåòñÿ
òèï èíäèêàòîðíîé ôóíêöèè. Ýòè ôóíêöèè òàê è íàçûâàþòñÿ "j áîëüøîå" è "j
ìàëåíüêîå". Ìû ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ èç ó÷åáíèêà Ñ.Â.ßáëîíñêîãî.
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5. min(x1, x2) - îäíî èç âîçìîæíûõ îáîáùåíèé êîíúþíêöèè íà k - çíà÷íûé ñëó÷àé.
Èíîãäà áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó ôóíêöèþ x1&x2.

6. x1 · x2 (mod k) - äðóãîå âîçìîæíîå îáîáùåíèå êîíúþíêöèè. Èíîãäà áóäåì îò-
áðàñûâàòü óêàçàòåëü "mod k".

7. max(x1, x2) - îäíî èç âîçìîæíûõ îáîáùåíèé äèçúþíêöèè íà k - çíà÷íûé ñëó÷àé.
Èíîãäà áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó ôóíêöèþ x1 ∨ x2.

8. x1 + x2 (mod k). Èíîãäà áóäåì îòáðàñûâàòü óêàçàòåëü "mod k".

Ðàññìàòðèâàþòñÿ è äðóãèå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè k-çíà÷íîé ëîãèêè. Íåêîòîðûå èç
íèõ áóäóò ââåäåíû íà óïðàæíåíèÿõ.
Â k- çíà÷íîì ñëó÷àå ââîäÿòñÿ òàêèå æå îïðåäåëåíèÿ ñèãíàòóðû Σ : S → F ;F ⊆ Pk,
ôîðìóëû â ñèãíàòóðå Σ è ôóíêöèè, ðåàëèçóåìîé ôîðìóëîé îòíîñèòåëüíî çàäàííî-
ãî ñïèñêà ïåðåìåííûõ, êàê è â ñëó÷àå àëãåáðû ëîãèêè. Äîñëîâíî òàê æå ââîäÿòñÿ
ïîíÿòèå ñóïåðïîçèöèè è òðè îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè. Ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùèå îòíî-
ñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ ñâîèõ ïåðåìåííûõ ðàâíûå ôóíêöèè, íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíò-
íûìè.
Ïðèâåäåì íåêîòîðûå òîæäåñòâà äëÿ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

1. Îïåðàöèè min(x1, x2), max(x1, x2), x1 ·x2 (mod k), x1 +x2 (mod k) àññîöèàòèâíû
è êîììóòàòèâíû.

2. Èìåþò ìåñòî äèñòðèáóòèâíîñòè:
(x1 ∨ x2)&x3 = (x1&x3) ∨ (x2&x3)

(x1&x2) ∨ x3 = (x1 ∨ x3)&(x2 ∨ x3)

Çäåñü ïîñðåäñòâîì & îáîçíà÷åí ìèíèìóì, à ïîñðåäñòâîì ∨ - ìàêñèìóì.
(x1 + x2) · x3 = x1 · x3 + x2 · x3 (mod k).

3. Äâîéíîå ïðèìåíåíèå îòðèöàíèÿ Ëóêàøåâè÷à âîçâðàùàåò èñõîäíîå çíà÷åíèå, íî
äëÿ îòðèöàíèÿ Ïîñòà ïðè k > 2 ýòî íåâåðíî:
∼ (∼ (x)) = x; ¯̄x = x+ 2 6= x.

4. ∼ (min(x1, x2)) = max(∼ (x1),∼ (x2)). Ýòî òîæäåñòâî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì çàêî-
íîâ Ìîðãàíà â àëãåáðå ëîãèêè. Îíî ïîçâîëÿåò âûðàçèòü êàæäóþ èç ôóíêöèé
min, max ÷åðåç äðóãóþ, åñëè èñïîëüçîâàòü òàêæå îòðèöàíèå Ëóêàøåâè÷à. Çà-
ìåòèì, ÷òî äëÿ îòðèöàíèÿ Ïîñòà àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî ïðè k > 3 òîæäåñòâîì
íå ÿâëÿåòñÿ.

Ðàçóìååòñÿ, ìîæíî ïðèâîäèòü è äðóãèå òîæäåñòâà äëÿ óêàçàííûõ âûøå ýëåìåíòàð-
íûõ îïåðàöèé. Îäíàêî, íàì áóäåò äîñòàòî÷íî ëèøü ýòèõ.
Èñïîëüçóÿ îïåðàöèè Ii,∨,& è êîíñòàíòû, ìîæíî ïîñòðîèòü àíàëîã ñîâåðøåííîé äèçú-
þíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû â k-çíà÷íîé ëîãèêå. Èìåííî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíê-
öèè f(x1, . . . , xn) ∈ Pk èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

f(x1, . . . , xn) =
∨

(σ1,...,σn)∈(Ek)n

Iσ1(x1)& . . .&Iσn(xn)&f(σ1, . . . , σn)
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.
Äîêàçûâàåòñÿ îíî òî÷íî òàê æå, êàê â ñëó÷àå ñîâåðøåííîé ä.í.ô.: âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî
íà ïðîèçâîëüíîì íàáîðå (α1, . . . , αn) âñå ÷ëåíû, êðîìå ÷ëåíà ñ σ1 = α1, . . . , σn = αn,
îáðàùàþòñÿ â 0, à ýòîò åäèíñòâåííûé ÷ëåí ðàâåí f(α1, . . . , αn).

Ïîëíîòà â Pk

Êàê è â ñëó÷àå àëãåáðû ëîãèêè, ñèñòåìó F ⊆ Pk íàçîâåì ïîëíîé, åñëè êàæäàÿ ôóíê-
öèé èç Pk ïîëó÷àåòñÿ èç F ñóïåðïîçèöèÿìè. Î÷åâèäíûì ïðèìåðîì ïîëíîé ñèñòåìû
ñëóæèò âñå Pk. Êðîìå òîãî, ïîëíà ñèñòåìà {0, 1, . . . , k−1, I0(x), . . . , Ik−1(x),min(x1, x2),
max(x1, x2)}, îáðàçîâàííàÿ ôóíêöèÿìè, èñïîëüçîâàííûìè â ïðèâåäåííîì âûøå àíà-
ëîãå ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé ôîðìû.
Òåîðåìà. Ñèñòåìà {x̄,max(x1, x2)} ïîëíà â Pk.
Ïðåæäå âñåãî, ïîêàæåì, ÷òî ÷åðåç ôóíêöèè äàííîé ñèñòåìû ìîæíî âûðàçèòü âñå
êîíñòàíòû. Èç x̄ = x + 1 ïîëó÷àåì x + 2 = ¯̄x, x + 3 = ¯̄̄x, . . . , x + k − 1, íàâåøèâàÿ
îòðèöàíèå Ïîñòà íàä ïåðåìåííîé x ðàçëè÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç. Òàê êàê çíà÷åíèÿ
x, x+ 1, . . . , x+ k − 1 ïî ìîäóëþ k ðàçëè÷íû, à ÷èñëî èõ ðàâíî k, òî îíè ñîñòàâëÿþò
âñå çíà÷åíèÿ 0, 1, . . . , k − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, max(x, x+ 1, . . . , x+ k − 1) = k − 1.
Òàêèì îáðàçîì, èç ôóíêöèé íàøåé ñèñòåìû ìîæíî ïîëó÷èòü êîíñòàíòó k − 1. Èñ-
ïîëüçóÿ îòðèöàíèå Ïîñòà x+ 1 (mod k), èç k− 1 ïîëó÷àåì âñå îñòàëüíûå êîíñòàíòû.
Òåïåðü ïîêàæåì, êàê ïîñòðîèòü âñå ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò îäíîé ïåðåìåííîé. Òîãäà
áóäåì èìåòü ôóíêöèè Ii è îòðèöàíèå Ëóêàøåâè÷à, à ñ åãî ïîìîùüþ èç ìàêñèìóìà
ïîëó÷èì ìèíèìóì.
Ñíîâà ðàññìîòðèì ìàêñèìóì âûðàæåíèé x, x+1, . . . , x+k−1, íî íà ýòîò ðàç îòáðîñèì
îäíî èç íèõ - íàïðèìåð, âûðàæåíèå x+ j. Åñëè îòáðîøåííîå âûðàæåíèå ïðèíèìàëî
çíà÷åíèå k − 1, òî ìàêñèìóì îñòàâøèõñÿ âûðàæåíèé áóäåò íà åäèíèöó ìåíüøå, ò.å.
ðàâåí k − 2. Åñëè æå çíà÷åíèå k − 1 ïðèíèìàëî îäíî èç îñòàâøèõñÿ âûðàæåíèé,
òî ìàêñèìóì ïî-ïðåæíåìó áóäåò ðàâåí k − 1. Òàê êàê âûðàæåíèå x + j ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå k − 1 â òî÷êå k − 1− j, òî ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ

ϕj(x) = max {x+ α | α ∈ {0, . . . , j − 1, j + 1, . . . , k − 1}} ,

ðàâíà k − 1 ïðè x 6= k − 1− j è ðàâíà k − 2 ïðè x = k − 1− j. Åñëè ê ýòîé ôóíêöèè
ïðèáàâèòü 1, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ îòðèöàíèÿ Ïîñòà, òî ïîëó÷èòñÿ ôóíêöèÿ
ψj(x), ðàâíàÿ k − 1 â òî÷êå k − 1 − j è ðàâíàÿ 0 â äðóãèõ òî÷êàõ. Èíûìè ñëîâàìè,
ïîëó÷èòñÿ ôóíêöèÿ Ik−1−j(x). Òàê êàê j ìîæíî âàðüèðîâàòü íà ìíîæåñòâå {0, . . . , k−
1}, òî â ðåçóëüòàòå èìååì âñå ôóíêöèè I0(x), . . . , Ik−1(x).
Ìû áóäåì ïîëó÷àòü ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, "ñêëàäûâàÿ" èõ ãðà-
ôèê èç îòäåëüíûõ "ñòîëáèêîâ":
Êàæäûé òàêîé "ñòîëáèê" ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè, ïðèíèìàþùåé â åäèíñòâåí-
íîé òî÷êå çàäàííîå íåíóëåâîå çíà÷åíèå, à îáúåäèíÿòü èõ áóäåì ïðè ïîìîùè ìàêñè-
ìóìà. Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè "ñòîëáèê" èçîáðàæåí â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêà, õîòÿ
íà ñàìîì äåëå ãðàôèê îáðàçîâàí äèñêðåòíûì ìíîæåñòâîì òî÷åê.
Ó íàñ óæå èìåþòñÿ "ñòîëáèêè" âûñîòû k− 1 - ãðàôèêè ôóíêöèé Ii. Åñëè âçÿòü ìàê-
ñèìóì ôóíêöèè Ii è êîíñòàíòû p, p ∈ {0, . . . , k − 1}, òî ïîëó÷èòñÿ ôóíêöèÿ, ïðèíè-
ìàþùàÿ â òî÷êå i çíà÷åíèå k− 1, à â îñòàëüíûõ òî÷êàõ - çíà÷åíèå p. Ýòî - "ñòîëáèê"
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âûñîòû k − 1 − p, íî ñäâèíóòûé ââåðõ íà p. ×òîáû ïîëó÷èòü íóæíûé íàì "ñòîë-
áèê", ïðèáàâèì ê äàííîé ôóíêöèè k−p. Ïîëó÷èòñÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ â òî÷êå
i çíà÷åíèå k − 1 − p, à â îñòàëüíûõ òî÷êàõ - íîëü. Îáîçíà÷èì ýòó ôóíêöèþ hp,i;
hp,i(x) = max(Ii(x), p) + (k − p).
Äàííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ÷åðåç ðàíåå ïîëó÷åííûå ôóíêöèè Ii è êîíñòàíòû ïðè
ïîìîùè èìåþùèõñÿ â èñõîäíîé ñèñòåìå ìàêñèìóìà è ôóíêöèè x+ 1 (mod k). Òàêèì
îáðàçîì, îíà ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîé ñèñòåìû ñóïåðïîçèöèÿìè. Âàðüèðóÿ çíà÷åíèå
p, ïîëó÷èì âñå ôóíêöèè fs,i, ïðèíèìàþùèå â òî÷êå i çíà÷åíèå s è ðàâíûå íóëþ â
äðóãèõ òî÷êàõ: fs,i(x) = hk−1−s,i(x).
Ïóñòü òåïåðü g(x) - ïðîèçâîëüíàÿ îäíîìåñòíàÿ ôóíêöèÿ èç Pk. Ñêëàäûâàÿ åå ãðàôèê
èç "ñòîëáèêîâ" - ãðàôèêîâ ôóíêöèé fs,i, ïîëó÷èì:
g(x) = max(fg(0),0(x), . . . , fg(k−1),k−1(x))

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ îäíîìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñóïåðïîçèöèÿìè
èç ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ôóíêöèé. Â ÷àñòíîñòè, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî îòðèöà-
íèå Ëóêàøåâè÷à ∼ (x). Íî òîãäà ïîëó÷àåì è ôóíêöèþ ìèíèìóì: min(x1, x2) =∼
(max(∼ (x1),∼ (x2))). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ôóíêöèè ïîëíîé ñèñòåìû {0, 1, . . . , k −
1, I0(x), . . . , Ik−1(x),min(x1, x2),max(x1, x2)} ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñóïåðïîçèöèÿìè èç
ôóíêöèé íàøåé ñèñòåìû, ò.å. îíà ïîëíà. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ Vk(x1, x2) = max(x1, x2)+1 (mod k). Îíà íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèåé Âåááà.
Òåîðåìà. Ñèñòåìà {Vk(x1, x2)} ïîëíà â Pk.
Èç ôóíêöèè Âåááà ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ îòðèöàíèå Ïîñòà:
Vk(x, x) = x+ 1 = x̄.
Ñëåäîâàòåëüíî, èç íåå ìîæíî ïîëó÷èòü ñóïåðïîçèöèÿìè âñå ôóíêöèè âèäà x+i (mod k).
Òîãäà ôóíêöèÿ "ìàêñèìóì" ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
max(x1, x2) = Vk(x1, x2) + (k − 1) (mod k).
Òàê êàê èìåþòñÿ ìàêñèìóì è îòðèöàíèå Ïîñòà, òî, ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé òåîðåìå,
ñèñòåìà ïîëíà. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Â k-çíà÷íîé ëîãèêå òî÷íî òàê æå, êàê ýòî äåëàëîñü â àëãåáðå ëîãèêè, ââîäÿòñÿ ïî-
íÿòèÿ çàìûêàíèÿ è çàìêíóòîãî êëàññà. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð çàìêíóòîãî êëàññà - âñå
Pk. Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð çàìêíóòîãî êëàññà, îáîáùàþùèé êëàññû T0, T1. Ïóñòü
Q ⊆ Ek. Îáîçíà÷èì TQ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f(x1, . . . , xn) èç Pk, òàêèõ, ÷òî äëÿ
ëþáûõ α1, . . . , αn ∈ Q âûïîëíåíî f(α1, . . . , αn) ∈ Q. Èíûìè ñëîâàìè, TQ - êëàññ
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ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ìíîæåñòâî Q. Òî÷íî òàê æå, êàê äëÿ êëàññîâ T0, T1 â P2,
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëàññ TQ çàìêíóò.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ôóíêöèé F = {∼ (x),max(x1, x2)}. Ïóñòü k ≥ 3, Q = {0, k − 1}.
Î÷åâèäíî, îáå ôóíêöèè èç F ñîõðàíÿþò Q, à òàê êàê Q - ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà Ek, òî ñóùåñòâóþò ôóíêöèè, íå ñîõðàíÿþùèå Q, ò.å. [F ] ⊆ TQ 6= Pk, è
ñèñòåìà F íåïîëíà. Òàêèì îáðàçîì, çàìåíà îòðèöàíèÿ Ïîñòà íà îòðèöàíèå Ëóêàøå-
âè÷à â ðàññìîòðåííîé âûøå ñèñòåìå èç îòðèöàíèÿ è ìàêñèìóìà ïðèâîäèò ê ïîòåðå
ïîëíîòû.


