
7-ÿ ëåêöèÿ êóðñà "Òåîðèÿ
äèñêðåòíûõ ôóíêöèé"

(1-é êóðñ; ëåêòîð - ïðîô. À.Ñ.Ïîäêîëçèí)

Íà ïðåäûäóùåé ëåêöèè áûëè äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû:

Òåîðåìà (Ñëóïåöêèé) Ïóñòü ñèñòåìà F ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, ãäå k ≥ 3, ñîäåð-
æèò âñå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Òîãäà äëÿ ïîëíîòû F íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû îíà ñîäåðæàëà ñóùåñòâåííóþ ôóíêöèþ, ïðèíèìàþùóþ âñå k çíà÷åíèé.

Òåîðåìà(Ñ.Â.ßáëîíñêèé) Ïóñòü ñèñòåìà F ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, ãäå k ≥ 3,
ñîäåðæèò âñå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, ïðèíèìàþùèå íå áîëåå k − 1 çíà÷åíèÿ.
Òîãäà äëÿ ïîëíîòû F íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà ñîäåðæàëà ñóùåñòâåííóþ
ôóíêöèþ, ïðèíèìàþùóþ âñå k çíà÷åíèé.

Äîêàæåì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå òåîðåìû ßáëîíñêîãî:

Òåîðåìà(Ìàðòèí) Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) èç Pk, ãäå k ≥ 3, îáðàçóåò ïîëíóþ ñèñòåìó
(ÿâëÿåòñÿ øåôôåðîâîé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïîðîæäàåò âñå ôóíêöèè
îäíîé ïåðåìåííîé, ïðèíèìàþùèå íå áîëåå ÷åì k − 1 çíà÷åíèå.

Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f ïîðîæäàåò âñå ôóíêöèè
îäíîé ïåðåìåííîé, ïðèíèìàþùèå íå áîëåå k−1 çíà÷åíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, îíà ïîðîæäàåò
âñå êîíñòàíòû. Ïîýòîìó f äîëæíà ïðèíèìàòü âñå k çíà÷åíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà
íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé. Òîãäà îíà äîëæíà èìåòü ðîâíî îäíó ñóùåñòâåííóþ ïåðå-
ìåííóþ (îòñóòñòâèå ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ äåëàëî áû ôóíêöèþ êîíñòàíòíîé, è
îíà íå ìîãëà áû ïðèíèìàòü k çíà÷åíèé). Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(k) êëàññ âñåõ ôóíêöèé
â Pk, ïðèíèìàþùèõ k çíà÷åíèé è èìåþùèõ îäíó ñóùåñòâåííóþ ïåðåìåííóþ. Ôàêòè-
÷åñêè, ýòî ïåðåñòàíîâêè ñ äîáàâëåíèåì íåñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Î÷åâèäíî, ÷òî
íè÷åãî êðîìå òàêèõ æå ïåðåñòàíîâîê ñóïåðïîçèöèÿìè èç f ïîëó÷èòü íåëüçÿ. Îäíàêî,
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî ôàêòà ïðèäåòñÿ âñå æå âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì
îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè:

1. Îïåðàöèÿ ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ g(x1, . . . , xn) = f(xi1 , . . . , xin) ïîëó÷åíà èç ôóíêöèè f êëàññà
M(k). Åñëè f èìåëà ñóùåñòâåííóþ ïåðåìåííóþ xj, òî g áóäåò èìåòü åäèíñòâåí-
íóþ ñóùåñòâåííóþ ïåðåìåííóþ xij . Âàðüèðóÿ çíà÷åíèå ýòîé ïåðåìåííîé â ïðà-
âîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, áóäåì ïîëó÷àòü âñå k çíà÷åíèé ôóíêöèè f , íî òîãäà è g
ïðèíèìàåò âñå k çíà÷åíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, g ïðèíàäëåæèò M(k).

2. Îïåðàöèÿ ïîäñòàíîâêè îäíîé ôóíêöèè â äðóãóþ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ h(x1, . . . , xn+m−1) = f(x1, . . . , xn−1, g(xn, . . . , xn+m−1)) ïîëó÷åíà
èç ôóíêöèé f, g êëàññà M(k).

Åñëè f èìååò ñóùåñòâåííóþ ïåðåìåííóþ xi, ãäå i < n, òî è h áóäåò èìåòü åäèí-
ñòâåííóþ ñóùåñòâåííóþ ïåðåìåííóþ xi. Âàðüèðóÿ çíà÷åíèå ýòîé ïåðåìåííîé,
áóäåì ïîëó÷àòü â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà âñå k çíà÷åíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, g
ïðèíàäëåæèò M(k).
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Åñëè f èìååò ñóùåñòâåííóþ ïåðåìåííóþ xn, òî ðàññìàòðèâàåì åäèíñòâåííóþ
ñóùåñòâåííóþ ïåðåìåííóþ ôóíêöèè g. Òîãäà çàäàíèå åå çíà÷åíèÿ îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå g(xn, . . . , xn+m−1), à âñëåä çà ýòèì è çíà÷åíèå f(x1, . . . , xn−1,
g(xn, . . . , xn+m−1)). Òàêèì îáðàçîì, îíà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ñóùåñòâåííîé ïå-
ðåìåííîé ôóíêöèè h. Âàðüèðóÿ çíà÷åíèå äàííîé ïåðåìåííîé, ìîæíî ïîëó÷èòü
ëþáûå k çíà÷åíèé ôóíêöèè g, à çíà÷èò - ëþáûå k çíà÷åíèé ïðàâîé ÷àñòè ðà-
âåíñòâà, ò.å. âñå k çíà÷åíèé ôóíêöèè h. Ñëåäîâàòåëüíî, h ïðèíàäëåæèò M(k).

3. Îïåðàöèÿ äîáàâëåíèÿ ëèáî óäàëåíèÿ íåñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ýòîò ñëó÷àé
î÷åâèäåí.

Òàêèì îáðàçîì, èç ôóíêöèè f ìîæíî ïîëó÷èòü ñóïåðïîçèöèÿìè òîëüêî ôóíêöèè
ñ åäèíñòâåííîé ñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé, ïðèíèìàþùèå âñå k çíà÷åíèé. Íî òîãäà
íåëüçÿ ïîëó÷èòü íè îäíîé êîíñòàíòû. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî ôóíê-
öèÿ f äîëæíà áûòü ñóùåñòâåííîé. È òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå Ñ.Â.ßáëîíñêîãî, îíà
îáðàçóåò ïîëíóþ ñèñòåìó. Òåîðåìà äîêàçàíà.

0.1 Îñîáåííîñòè k - çíà÷íûõ ëîãèê

Äëÿ k-çíà÷íûõ ëîãèê, êàê è äëÿ àëãåáðû ëîãèêè, èìååòñÿ êðèòåðèé ïîëíîòû â òåðìè-
íàõ ïðåäïîëíûõ êëàññîâ. Èõ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî, õîòÿ è áûñòðî ðàñòóùåå ñ ðîñòîì
k. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, Ïîñò ïîëó÷èë îïèñàíèå âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ àëãåáðû ëî-
ãèêè. Èõ îêàçàëîñü ñ÷åòíîå ÷èñëî. Êàæäûé èç íèõ èìååò êîíå÷íûé áàçèñ. Îäíàêî,
óæå íà÷èíàÿ ñ k = 3, ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ ðåçêî óâåëè÷èâàåòñÿ. Èõ
ìîùíîñòü ñòàíîâèòñÿ êîíòèíóàëüíîé, è àíàëîãà ðåçóëüòàòîâ Ïîñòà çäåñü íå èçâåñòíî.
Ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ êà÷åñòâåííî áîëåå ñëîæíîé.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî òåîðåì, õàðàêòåðèçóþùèõ îòëè÷èå ñëó÷àÿ
k-çíà÷íûõ ëîãèê ïðè k ≥ 3 îò àëãåáðû ëîãèêè.

Òåîðåìà(ßíîâ) Äëÿ ëþáîãî k ≥ 3 â Pk ñóùåñòâóåò çàìêíóòûé êëàññ, íå èìåþùèé
áàçèñà.

Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñîì â çàìêíóòîì êëàññå Q íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ñèñòåì ôóíêöèé,
çàìûêàíèå êîòîðîé ðàâíî Q, à çàìûêàíèå ëþáîé åå ñîáñòâåííîé ïîäñèñòåìû íå ðàâíî
Q. Èíûìè ñëîâàìè, áàçèñ - òàêàÿ ïîëíàÿ â Q ñèñòåìà, ÷òî ëþáàÿ åå ôóíêöèÿ íå
âûðàæàåòñÿ ñóïåðïîçèöèÿìè ÷åðåç îñòàëüíûå åå ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé èç Pk: f0 = 0; fi(x1, . . . , xi) = (1 ïðè x1 =
. . . = xi = 2, èíà÷å 0); i = 1, 2, . . .. Ïóñòü M - çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {f0, f1, . . .}. Ïî-
êàæåì, ÷òî îíî ñîñòîèò èç ôóíêöèé, îòëè÷àþùèõñÿ îò ôóíêöèé fi ëèøü âîçìîæíûì
äîáàâëåíèåì íåñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îïåðàöèè ñóïåðïî-
çèöèè, ïðèìåíåííûå ê ôóíêöèÿì òàêîãî âèäà:

1. Îïåðàöèÿ ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü g(x1, . . . , xn) = f(xi1 , . . . , xin). Åñëè f ïîëó÷àëàñü èç íåêîòîðîé fj äîáàâ-
ëåíèåì íåñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, òî g, ââèäó âîçìîæíîãî îòîæäåñòâëåíèÿ
ïåðåìåííûõ ïîäñòàíîâêîé (i1, . . . , in), áóäåò ïîëó÷àòüñÿ äîáàâëåíèåì íåñóùå-
ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ èç íåêîòîðîé ôóíêöèè fm, m ≤ i.
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2. Ïîäñòàíîâêà îäíîé ôóíêöèè â äðóãóþ.

Ïóñòü h(x1, . . . , xn+m−1) = f(x1, . . . , xn−1, g(xn, . . . , xn+m−1)), ãäå f, g ïîëó÷àþò-
ñÿ èç íåêîòîðûõ ôóíêöèé fi äîáàâëåíèåì íåñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Åñëè
ïåðåìåííàÿ xn ôóíêöèè f ñóùåñòâåííàÿ, òî h òîæäåñòâåííî ðàâíà 0, òàê êàê
g íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 2. Â ýòîì ñëó÷àå h ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì íåñó-
ùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ê f0. Åñëè æå ïåðåìåííàÿ xn ôóíêöèè f íå ÿâëÿåòñÿ
ñóùåñòâåííîé, òî h ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì íåñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ê òîé
æå ôóíêöèè fi, ÷òî è ôóíêöèÿ f .

3. Äîáàâëåíèå è óäàëåíèå íåñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ýòîò ñëó÷àé î÷åâèäåí.

Òàêèì îáðàçîì, êëàññ M ïîëíîñòüþ îïèñàí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí èìååò áàçèñ B
(êîíå÷íûé ëèáî áåñêîíå÷íûé). Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

1. Â áàçèñå B èìåþòñÿ õîòÿ áû äâå ðàçëè÷íûõ ôóíêöèè. Ïóñòü îäíà èç íèõ ïîëó÷å-
íà äîáàâëåíèåì íåñóùåñòâåííûõ ïåðåìåíûõ ê ôóíêöèè fi, à äðóãàÿ - ê fj. Åñëè
i = j, òî îäíà èç íèõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç äðóãîé äîáàâëåíèåì/óäàëåíèåì
íåñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Åñëè i < j, òî ïåðâàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç âòîðîé îòîæ-
äåñòâëåíèåì ÷àñòè ïåðåìåííûõ, ñ ïîñëåäóþùèì äîáàâëåíèåì/óäàëåíèåì íåñó-
ùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ îäíà èç ôóíêöèé áàçèñà ïîëó÷àåòñÿ
èç äðóãîé ñóïåðïîçèöèÿìè, ÷òî íåâîçìîæíî.

2. Â áàçèñå B èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü îíà ïîëó÷åíà äîáàâëåíèåì
íåñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ê ôóíêöèè fi. Íî òîãäà îïåðàöèÿìè ñóïåðïîçèöèè
(ñì. âûøå) ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî ôóíêöèè, ïîëó÷àåìûå äîáàâëåíèåì íåñóùå-
ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ê ôóíêöèÿì fj, j ≤ i. Ôóíêöèþ fi+1 ïîëó÷èòü íåëüçÿ,
ò.å. B - íå áàçèñ â M .

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò îòñóòñòâèå áàçèñà.

Òåîðåìà(Ìó÷íèê) Äëÿ ëþáîãî k ≥ 3 â Pk ñóùåñòâóåò çàìêíóòûé êëàññ, èìåþùèé
ñ÷åòíûé áàçèñ.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fi(x1, . . . , xi); i = 2, 3, . . .. Ôóíêöèÿ fi(x1, . . . ,
xi) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 , åñëè â íàáîðå çíà÷åíèé åå àðãóìåíòîâ èìååòñÿ ðîâíî
îäíà åäèíèöà, à îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû 2. Â ïðî÷èõ ñëó÷àÿõ îíà ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {f2, f3, . . . , }. Ïîêàæåì, ÷òî
ñèñòåìà {f2, f3, . . . , } ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â M . Î÷åâèäíî, îíà ïîëíà â M . Ïîêàæåì,
÷òî íèêàêàÿ ôóíêöèÿ fm, m ≥ 2, íå âûðàæàåòñÿ ñóïåðïîçèöèÿìè ÷åðåç ôóíêöèè
f2, . . . , fm−1, fm+1, . . ..

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ðàññìîòðèì êàêóþ-ëèáî ñèãíàòóðó Σ äëÿ {f2, . . . , fm−1,
fm+1, . . .}. Äîëæíà ñóùåñòâîâàòü íåâûðîæäåííàÿ ôîðìóëà Φ â äàííîé ñèãíàòóðå,
îïðåäåëÿþùàÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm ôóíêöèþ fm(x1, . . . , xm). Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî Φ íå èìååò äðóãèõ (íåñóùåñòâåííûõ) ïåðåìåííûõ. Åñëè òàêîâûå èìå-
ëèñü, âìåñòî íèõ ïîäñòàâëÿåì ïåðåìåííóþ x1, ÷òî íå èçìåíèò ôóíêöèè, ðåàëèçóåìîé
ôîðìóëîé. Ïî îïðåäåëåíèþ ôîðìóëû, Φ èìååò âèä s(B1, . . . , Br), ãäå s - ñèìâîë ñèã-
íàòóðû, îáîçíà÷àþùèé íåêîòîðóþ ôóíêöèþ fr, r 6= m. Êàæäîå Bi - ëèáî ïåðåìåííàÿ,
ëèáî íåâûðîæäåííàÿ ôîðìóëà â Σ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íàáîð (α1, . . . , αm) çíà-
÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm. Îáîçíà÷èì βi çíà÷åíèå ôîðìóëû Bi íà äàííîì íàáîðå;
i = 1, . . . , r. Òîãäà fm(α1, . . . , αm) = fr(β1, . . . , βr). Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ:
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1. Ñðåäè ôîðìóë Bi èìååòñÿ íå ìåíåå äâóõ íåâûðîæäåííûõ. Òîãäà íå ìåíåå äâóõ
çíà÷åíèé βi ðàâíû 0 ëèáî 1. Íà òàêîì íàáîðå (β1, . . . , βr) ôóíêöèÿ fr îáðàùàåòñÿ
â 0, ò.å. fm îêàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ, ÷òî íåâåðíî.

2. Ñðåäè ôîðìóë Bi èìååòñÿ ðîâíî îäíà íåâûðîæäåííàÿ ôîðìóëà; ïócòü ýòî ôîð-
ìóëà Bj. Òàê êàê r ≥ 2, òî ñóùåñòâóåò j′, îòëè÷íîå îò j, òàêîå, ÷òî Bj′ - ïå-
ðåìåííàÿ. Ïóñòü ýòî áóäåò ïåðåìåííàÿ xq. Åñëè ïîëîæèòü αq = 1; α1 = . . . =
αq−1 = αq+1 = . . . = αm = 2, òî fm(α1, . . . , αm) = 1. Íî βj′ = 1, βj ∈ {0, 1}, òàê
÷òî fr(β1, . . . , βr) = 0 - ïðîòèâîðå÷èå.

3. Âñå ôîðìóëû Bi ñóòü ïåðåìåííûå. Òîãäà r > m (ò.ê. âñå ïåðåìåííûå ôóíêöèè
fm ñóùåñòâåííûå). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò òàêèå i, j; i 6= j, ÷òî Bi è Bj -
îäíà è òà æå ïåðåìåííàÿ. Ïóñòü ýòî áóäåò ïåðåìåííàÿ xq. Ñíîâà áåðåì αq =
1; α1 = . . . = αq−1 = αq+1 = . . . = αm = 2. Òîãäà fm(α1, . . . , αm) = 1. Íî
βi = βj = 1, è fr(β1, . . . , βr) = 0 - ïðîòèâîðå÷èå.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå:

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî k ≥ 3 â Pk èìååòñÿ êîíòèíóóì çàìêíóòûõ êëàññîâ.

Ðàññìîòðèì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ϕ ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê îò-
ðåçêà [0,1] íà ìíîæåñòâî ôóíêöèé f2, f3, . . . èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Äëÿ ëþáîãî
âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a èç îòðåçêà [0,1] ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Qa âñåõ ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë äàííîãî îòðåçêà, ìåíüøèõ èëè ðàâíûõ ÷èñëà a. Ìíîæåñòâà Qa íåïóñòû
è ðàçëè÷íû. Èõ êîíòèíóóì. Îòîáðàæåíèå ϕ ïåðåâîäèò äàííûå ìíîæåñòâà â ðàçëè÷-
íûå ìíîæåñòâà Fa ôóíêöèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f2, f3, . . .. Ïóñòü Ma - çàìûêàíèå
ìíîæåñòâà Fa. Åñëè a < b, òî â Fb åñòü ôóíêöèÿ, íå ïðèíàäëåæàùàÿ Fa. Ñîãëàñíî
äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé òåîðåìû, îíà íå áóäåò ïðèíàäëåæàòü è çàìûêàíèþ Fa,
ò.å. Ma. Òàêèì îáðàçîì, Ma 6= Mb, è âñå çàìêíóòûå êëàññû Ma ðàçëè÷íû. Ìîùíîñòü
èõ ìíîæåñòâà êîíòèíóàëüíà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èíòåðåñíî, ÷òî ïîñòðîåíî äàæå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ êîíòèíóàëü-
íîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ êëàññîâ â Pk.

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè ïî-
ëèíîìàìè â êîëüöå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ k. Íàïîìíèì, ÷òî â äâóçíà÷íîì ñëó÷àå ëþáàÿ
ôóíêöèÿ áûëà ïðåäñòàâèìà ïîëèíîìîì Æåãàëêèíà.

Òåîðåìà. Ñèñòåìà ïîëèíîìîâ ïî ìîäóëþ k ïîëíà â Pk òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k
- ïðîñòîå ÷èñëî.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) èç Pk. Äëÿ íåå èìååò ìåñòî ñëåäó-
þùåå ñîîòíîøåíèå:

f(x1, . . . , xn) =
∑

(σ1,...,σn)

jσ1(x1) · . . . · jσn(xn) · f(σ1, . . . , σn)(modk)

Ýòî - àíàëîã ñîâåðøåííîé ä.í.ô. èç àëãåáðû ëîãèêè. Âìåñòî ìàêñèìóìà èñïîëüçóåòñÿ
ñóììà ïî ìîäóëþ k, à âìåñòî ìèíèìóìà - óìíîæåíèå ïî ìîäóëþ k.

Òîæäåñòâî jσ(x) = j0(x − σ) ïîçâîëÿåò âûðàçèòü âñå ôóíêöèè jσ ÷åðåç ôóíêöèþ j0.
Åñëè ôóíêöèþ j0 ìîæíî âûðàçèòü ïîëèíîìîì ïî ìîäóëþ k, òî, ïîäñòàâëÿÿ ýòî âû-
ðàæåíèå â óêàçàííóþ âûøå ôîðìóëó, ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû,
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ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ïîëèíîìîì ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f . Îáðàòíî, åñëè j0 íå
âûðàçèìà ïîëèíîìîì, òî íå êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç Pk âûðàçèìà. Òàêèì îáðàçîì, âñå
ñâåëîñü ê èçó÷åíèþ òîãî, ïðè êàêèõ k ôóíêöèÿ j0 ïðåäñòàâèìà â âèäå ïîëèíîìà.
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

1. k - ïðîñòîå. Âñïîìíèì ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà, ñîãëàñíî êîòîðîé xk−1 ≡ 1(mod k)
ïðè âñåõ x = 1, . . . , k− 1. Èç íåå âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå j0(x) = 1−xk−1(mod k),
ò.å. j0(x) ïðåäñòàâèìà ïîëèíîìîì ïî ìîäóëþ k, è ñèñòåìà ïîëèíîìîâ â ýòîì
ñëó÷àå ïîëíà.

2. k - ñîñòàâíîå. Ïóñòü k = k1 · k2, ãäå k1 ≥ k2 > 1 - íàòóðàëüíûå. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî j0(x) = b0 + b1x + . . . + bsx

s(mod k). Ïîäñòàâëÿÿ x = 0, ïîëó÷àåì b0 = 1.
Ïîäñòàâëÿÿ x = k1, ïîëó÷àåì:

0 = 1 + b1k1 + . . . + bsk
s
1(mod k).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî n âûïîëíåíî:

1 + b1k1 + . . . + bsk
s
1 = kn.

Ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè ÷ëåíîâ è çàìåíû k íà k1k2 èìååì:

1 = k1k2n− b1k1 − . . .− bsk
s
1.

Ïðàâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà k1 à ëåâàÿ íå äåëèòñÿ - ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

5


